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EDITORA do BRASIL : GETULIO VARGAS 


Às nossas famílias, que, com paciência e incentivo, 
compreenderam os momentos de ausência, nos 


permitindo tornar realidade este trabalho. 


Apresentação 


Este livro foi elaborado com a finalidade de oferecer subsídios de 
matemática elementar ao estudante brasileiro, visando introduzi-lo no 
ambiente universitário. 

Fomos movidos pelo interesse de tratar com modernidade e rigor 
os conceitos fundamentais dessa linguagem universal. Em alguns 
momentos elevamos ligeiramente o nível de dificuldade dos exercícios 
e aprofundamos os conceitos com apêndices no final dos capítulos. 
Este trabalho propõe-se também a complementar a bibliografia 
existente procurando compatibilizar os conceitos com os que deverão 
ser aprendidos na universidade. 

Por outro lado, procuramos dar enfoques práticos, usados no cotidiano, 
contextualizando muitos exercícios para colocar o estudante a par das 
atividades mais frequentes durante a vida. 

Assim, sem veleidades, entregamos aos nossos jovens este trabalho. 
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1 - O Ensino da Matemática no Ensino Médio 


Sabemos que, na atual conjuntura, o ensino da Matemática contempla os múl- 
típlos aspectos envolvidos no binômio ensino-aprendizagem e, para tal, conside- 
ramos a experiência da equipe de autores e sugestões de professores e alunos de 
várias escolas do Brasil, enviadas por e-mail ou feitas durante os muitos contatos 
em palestras e oficinas promovidas pela Fundação Getulio Vargas — Ensino Médio, 
na cidade do Rio de Janeiro. 

Por outro lado, buscamos incorporar as novas tendências em Educação Mate- 
mática, que têm sido usadas para desmistificar a Matemática como uma linguagem 
hermética, tornado-a, cada vez mais, um instrumento de serviço para a sociedade 
e para o mundo de uma forma geral. 

É nosso propósito que esta obra permita formar cidadãos capazes de: ler, inter- 
pretar e analisar informações, muitas vezes apresentadas em gráficos e tabelas, de 
forma crítica, com autonomia; tomar decisões, a fim de resolver problemas; criar; 
aprimorar seus conhecimentos; que sejam capazes, enfim, de exercitar o pensar. 

Podemos verificar o que os PCN+ Ensino Médio: orientações educacionais com- 
plementares aos Parâmetros Curriculares Nacionais — Ciências da Natureza, Matemá- 
tica e suas Tecnologias, de 2002, p. 9, nos apresentam com relação à formação do 
estudante: 

“A intenção de completar a formação geral do estudante nessa fase implica, 
entretanto, uma ação articulada, no interior de cada área e no conjunto das áreas. 
Essa ação articulada não é compatível com um trabalho solitário, definido inde- 
pendentemente no interior de cada disciplina, como acontecia no antigo ensino de 
segundo grau — no qual se pressupunha outra etapa formativa na qual os saberes se 
interligariam e, eventualmente, ganhariam sentido. Agora, a articulação e o sentido 
dos conhecimentos devem ser garantidos já no Ensino Médio. 

No mundo atual, de tão rápidas transformações e de tão difíceis contradições, 
estar formado para a vida significa mais do que reproduzir dados, denominar clas- 
sificações ou identificar símbolos. Significa: 


e saber se informar, comunicar-se, argumentar, compreender e agir; 
* enfrentar problemas de diferentes naturezas; 

* participar socialmente, de forma prática e solidária; 

e ser capaz de elaborar críticas ou propostas; e, 

* especialmente, adquirir uma atitude de permanente aprendizado.” 

Assim, com esse propósito, é que percebemos que a Matemática tem um papel 
importante para a formação do pensamento. Por isso, ela não pode ser vista como 
algo pronto, pois está em evolução a cada instante e o aluno deve ser incentivado a 
fazer as descobertas e a saborear os novos saberes com desenvoltura. 

Pretendemos, com esta obra, que os alunos possam adquirir uma formação 
sólida em Matemática nesse nível do ensino, que exige métodos de aprendizado 
compatíveis, ou seja, condições efetivas para que os alunos possam: 


* comunicar-se e argumentar; 

* defrontar-se com problemas, compreendê-los, enfrentá-los e resolvê-los; 

º participar de um convívio social que lhes dê oportunidades de se realizarem 
como cidadãos; 

e fazer escolhas e proposições; 

e tomar gosto pelo conhecimento, aprender a aprender. 
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2 - Objetivos da coleção 


Com esta obra, pretendemos dar a oportunidade para que o estudante possa 
desenvolver suas habilidades e competências em Matemática, permitindo o aprofun- 
damento e a capacidade de representação e comunicação; investigação e compre- 
ensão; contextualização sociocultural, objetivos que convergem com a área de Lin- 
guagens, Códigos e suas Tecnologias — sobretudo no que se refere ao desenvolvimen- 
to da representação, da informação e da comunicação de fenômenos e processos — e 
com a área de Ciências Humanas e suas Tecnologias — especialmente ao apresentar 
as ciências e técnicas como construções históricas, com participação permanente no 
desenvolvimento social, econômico e cultural, conforme propõem os PCN+ de 2002. 

Para isso, você, professor, é nosso aliado. Queremos convocá-lo para essa par- 
ceria, pois, ao nosso ver, temos de romper com o ensino tradicional, a escola não 
pode ficar restrita ao ensino de natureza enciclopédica (cumprir o programa 
X ensinar o programa). 

Espera-se, com esta obra, que os alunos: 


* saibam usar a Matemática para resolver problemas práticos do cotidiano; 

* saibam usar a Matemática para modelar fenômenos em outras áreas do conheci- 
mento; 

* compreendam que a Matemática é uma ciência com características próprias, que 
se organiza via teoremas e demonstrações; 

e percebam a Matemática como um conhecimento social e historicamente cons- 
truído; 

* saibam apreciar a importância da Matemática no desenvolvimento científico e 
tecnológico. 


Visto que as disciplinas Biologia, Física, Química e Matemática fazem parte 
da área Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnologias, segundo os PCNEM, 
pretende-se, nesta obra, sempre que possível, realçar o aspecto interdisciplinar de 
seus conteúdos básicos, enfatizando situações do cotidiano e buscando aferir, de 
um conjunto de competências fundamentais, aquelas que estejam relacionadas 
tanto com a habilitação dos candidatos para progredir em estudos mais avançados, 
quanto com a estimulação do desenvolvimento da capacidade de análise de situa- 
ções e de tomada de decisões. 

A abordagem proposta pelos eixos interdisciplinares possibilita uma avaliação 
do conhecimento que não se restrinja, apenas, ao conteúdo disciplinar especiali- 
zado, favorecendo a ampliação da capacidade de compreensão e interpretação dos 
fenômenos naturais como um todo. Desse modo, os conteúdos que serão apresen- 
tados não se esgotam nesta obra. A tendência é que se construam situações mais a 
frente pelo trabalho lado a lado do aluno-professor e professor-aluno, construindo 
de forma ampla os demais fenômenos interdisciplinares no Ensino Médio, sendo a 
Matemática ferramenta indispensável para as aplicações fundamentais da Ciência. 

Assim, é nosso propósito que o aluno tenha domínio nos seguintes temas da 
Matemática: 


e Números e operações 
= Proporcionar aos alunos uma diversidade de situações, de forma a capacitá-los 
a resolver problemas do cotidiano: 
s ler faturas de consumo de água, luz e telefone; decidir sobre as vantagens/ 
desvantagens de uma compra à vista ou a prazo; usar calculadora e escrever 
números em notação científica. 
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= Proporcionar aos alunos uma diversidade de problemas geradores da necessidade 
de ampliação dos campos numéricos e suas operações, dos números naturais 
para contar aos números reais para medir. 
= Permitir ao aluno a compreensão das estruturas dos algoritmos, prevenindo recor- 
rentes erros na resolução de problemas que envolvam manipulações algébricas. 
e Funções 
= Iniciar o estudo de funções com uma exploração qualitativa das relações entre 
duas grandezas em diferentes situações: 
« idade e altura; área e raio do círculo; tempo e distância percorrida; tempo e cres- 
cimento populacional; tempo e amplitude de movimento de um pêndulo etc. 
= Prosseguir com os diferentes modelos que devem ser objeto de estudo na escola 
— modelos linear, quadrático e exponencial, aplicados a: 
s queda livre de um corpo; crescimento de uma colônia de bactérias; quantida- 
de de medicamento na corrente sanguínea; rendimento financeiro; consumo 
doméstico de energia elétrica etc. 


e Funções especiais 
= Destacar o contraste entre crescimento linear e crescimento exponencial. 
= Evitar exageros com logaritmos. 
= Explorar funções polinomiais simples de grau maior do que 2. 
= Anteceder o estudo de funções trigonométricas (enfatizar seu uso como modelo 
para funções periódicas) com o estudo da trigonometria no triângulo retângulo 
e nos demais triângulos. 


e Geometria 

= Usar geometria analítica como articulação entre geometria e álgebra, traba- 
lhando as duas vias: 
s entendimento de figuras geométricas, via equações; 
s entendimento de equações, via figuras geométricas. 

= Evitar memorização excessiva e introdução de fórmulas não baseadas em racio- 
cínio lógico. 

= Introduzir a noção de vetor. 

= Associar sistema linear à sua interpretação geométrica. 


e Tratamento da informação e Probabilidade 

= Aprimorar as habilidades adquiridas no Ensino Fundamental no que se refere à 
coleta, à organização e à representação de dados. 

= Intensificar a compreensão sobre as medidas de posição (média, moda e media- 
na) e as medidas de dispersão (desvio médio, variância e desvio padrão). 

= Entender combinatória como uma organização de técnicas de contagem, prin- 
cipalmente por meio do princípio multiplicativo e sua associação com árvores 
de enumeração. 

= Destacar probabilidade como ferramenta para modelar incerteza e enfatizar O 
espírito crítico na construção de espaços equiprováveis. 


e Tecnologias 
= Usar a calculadora como instrumento para promover a aprendizagem. 
= Usar programas de computador (ou calculadoras) capazes de construir gráficos. 
= Usar geometria dinâmica (para estimular a experimentação e o raciocínio algo- 
rítmico). 
= Usar planilhas eletrônicas (para fórmulas, estudo de padrões e simulação proba- 
bilística). 
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Assim é que, com a experiência da equipe de autores e de anos de testagem 
dessa coleção, podemos afirmar, será um importante auxílio para o professor, que 
visa dar uma melhor apresentação dos assuntos a serem ensinados. 


3 — Estrutura da coleção e conteúdos trabalhados 


Esta coleção foi concebida com a aplicação dos conceitos modernos da Edu- 
cação Matemática, sem perder de vista o rigor dos conceitos matemáticos em toda 
a obra. Chamamos a sua atenção para os destaques que aparecem nas margens de 
algumas páginas, pois devem ser apresentados aos alunos como complemento de 
conceitos ou como forma de enriquecer os assuntos de cada capítulo. 

A coleção está dividida em três volumes, de tal modo que o volume I com- 
preende a aplicação da lógica e conjuntos, abordados de forma clara e objetiva, para 
se apresentar o conceito de função e os seus tipos. Nesse campo, nos preocupamos 
em apresentar as características de cada uma das funções, como a função afim, 
a linear, a modular, a quadrática, a exponencial e a logarítmica, dando ênfase às 
aplicações de forma concreta. Também é valorizada a trigonometria dos triângulos, 
aplicando-a no ciclo trigonométrico. 

Já no volume II, apresentamos as progressões e a aplicação da matemática 
financeira, a análise combinatória e a probabilidade, assim como o Binômio de 
Newton. Valorizamos o ensino da geometria, agrupando os grandes assuntos, ou 
seja, prisma e cilindro, assim como pirâmide e cone, e um estudo completo da es- 
fera e dos poliedros. 

No volume III, apresentamos um novo enfoque para o ensino da geometria 
analítica, pois a desenvolvemos com o tratamento vetorial, uma grande moderni- 
dade, visto que os conceitos desse tema ainda não foram tratados com essa visão. 
Seguindo esse ponto de vista, haverá a contribuição para o amadurecimento desses 
conceitos pelos estudantes e a facilidade para acompanhar um curso superior. Ain- 
da nesse volume, apresentamos os números complexos, os polinômios e as equa- 
ções de forma objetiva. 

À nossa recomendação é que o professor possa explorar a coleção utilizando-a da 
melhor forma possível, entretanto devem ser observados os seguintes procedimentos: 


e A exposição dos conceitos conforme são apresentados na coleção, dando tempo 
ao aluno para que ele possa ler e discuti-los, com ou sem ajuda do professor. As- 
sim, o estudante poderá interpretá-los e construir a autonomia no processo de 
aprendizagem. 

e Os exemplos e exercícios resolvidos devem ser estudados pelos alunos, mas 
não devem servir de modelos que se repetem sem uma lógica, pois são con- 
tribuições que irão permitir a formação do conhecimento e sua aplicação nos 
exercícios seguintes. 

* A coleção tem uma variedade e uma quantidade considerável de exercícios e pro- 
blemas para que o estudante possa consolidar seu conhecimento, resolvendo-os 
com segurança e podendo escolher entre os mais interessantes. Cabe ao professor 
instigar e fazer perguntas sobre cada situação proposta. 

* No final de cada capítulo da coleção, há uma seção de exercícios de revisão. São 
testes para a verificação do que foi efetivamente aprendido sobre o capítulo. 


Assim, esperamos que o ensino da Matemática possa contribuir para que os 
alunos desenvolvam habilidades relacionadas à representação, compreensão, co- 
municação, investigação e, também, à contextualização sociocultural. 
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4.1 — Instituições para contato, cursos e obtenção 
de publicações 


Centro de Aperfeiçoamento do Ensino de Matemática (Caem) 
Instituto de Matemática e Estatística (IME) — USP 

Rua do Matão, 1010, bloco B, sala 167 

CEP 05508-090 — São Paulo, SP 

Tel.: (11) 3091-6160 


Centro de Ciências de Minas Gerais (Cecimig) 

Faculdade de Educação — UFMG 

Avenida Antônio Carlos, 6227 

Caixa Postal 253 — CEP 31270-010 — Belo Horizonte, MG 
Tel.: (31) 3409-5338; (031) 3409-5337 


Círculo de Estudo, Memória e Pesquisa em Educação Matemática (Cempem) 
Faculdade de Educação — Unicamp 

Rua Bertrand Russell, 801, sala 1103 — Barão Geraldo 

Caixa Postal 6120 — CEP 13083-970 — Campinas, SP 

Tel.: (19) 3788-5587 

Fax.: (19) 3289-1463 


Curso de Pós-Graduação em Educação Matemática IGCE — Unesp — Rio Claro 
Avenida 24A, 1515 — Bela Vista 

Caixa Postal 178 — CEP 13500-230 — Rio Claro, SP 

Telefax: (19) 3534-0123 


Departamento de Teoria e Prática de Ensino (Dtpen) — Setor de Educação — UFPR 
Rua General Carneiro, 460, Edifício D. Pedro I 

CEP 80060-150 — Curitiba, PR 

Tel.: (41) 3264-3574 (ramal 2278) 


Faculdade de Educação — Departamento de Metodologia — USP 
Avenida da Universidade, 308, bloco B, térreo 

CEP 05508-090 — São Paulo, SP 

Telefax: (11) 3091-1688 
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Furb — Departamento de Matemática 

Rua Antônio da Veiga, 140 — Victor Konder 

Caixa Postal 1507 — CEP 89010-971 — Blumenau, SC 
Telefax: (47) 3321-0463 


Grupo de Estudos e Pesquisas em Educação Matemática (Gepem) 
Universidade Santa Úrsula 

Rua Fernando Ferrari, 75, prédio VI, sala 1105 — Botafogo 

CEP 22231-040 — Rio de Janeiro, RJ 

Telefax: (21) 2554-2500 


Laboratório de Ensino de Matemática — Departamento de Matemática — Centro de 
Ciências Exatas e da Natureza (CCEN) — UFPE 

Avenida Prof. Moares Rego, 1235 

CEP 50670-901 — Recife, PE 

Tel.: (81) 2126-8006 

Fax: (81) 2126-8118 


Laboratório de Ensino de Matemática — Instituto de Matemática, Estatística e Ciên- 
cia da Computação (Imecc) — Unicamp 

Rua Sérgio Buarque de Holanda, 651 — Barão Geraldo 

Caixa Postal 6065 — CEP 13083-970 — Campinas, SP 

Telefax: (19) 3521-5937 


Laboratório de Ensino e Aprendizagem de Ciências e Matemática — (Leacim) — 
Ufes — Campus de Goiabeiras 

Avenida Fernando Ferrari, s.n. — Goiabeiras 

CEP 29060-900 — Vitória, ES 

Telefax: (27) 3335-2534 


Mestrado em Educação Matemática — PUC-SP 

Rua Marquês de Paranaguá, 111, prédio 1, 2º andar — Consolação 
CEP 01303-050 — São Paulo, SP 

Tel.: (11) 3124-7200 (ramal 7210) 

Fax: (11) 3159-0189 


Projeto Fundão — Matemática — Instituto de Matemática — UFRJ 
IM/UFR]-CT, bloco C, sala 108 

Caixa Postal 68530 — CEP 21945-970 — Rio de Janeiro, RJ 
Telefax: (21) 2562-7511 


Sociedade Brasileira de Educação Matemática (Sbem) — Departamento de Matemá- 
tica — Centro de Ciências Exatas e da Natureza (CCEN) — UFPE 

Rua Prof. Luiz Freire, s.n., sala 108 

CEP 50740-540 — Recife, PE 

Tel.: (81) 3272-7563 


Sociedade Brasileira de Matemática (SBM) 
Estrada Dona Castorina, 110, sala 109 
CEP 22460-320 — Rio de Janeiro, RJ 

Tel.: (21) 2529-5073 
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4.2 — Alguns órgãos governamentais 


Ministério da Educação e do Desporto (MEC) — Secretaria de Educação Média e 
Tecnológica 

Esplanada dos Ministérios, bloco L, 3º andar, sala 300 

CEP 70047-900 — Brasília, DF 

Tel.: (61) 2104-8670 

Fax: (61) 2104-9848 


Secretaria de Educação a Distância 

Esplanada dos Ministérios, bloco L, anexo 1, sala 327 
CEP 70047-902 — Brasília, DF 

Tel.: 0800-61-6161 


Secretaria de Estado da Educação do Rio Grande do Sul — Centro de Ciências do 
Rio Grande do Sul 

Av. Borges de Medeiros, 1501 — Bairro Praia de Belas 

CEP 90119-900 — Porto Alegre, RS 

Tel. PABX: (51) 3288-4700 


Secretaria de Estado da Educação de São Paulo — Coordenadoria de Estudos e Nor- 
mas Pedagógicas (Cenp) 

Praça da República, 53, sala 102 — Centro 

CEP 01045-903 — São Paulo, SP 

Tel.: (11) 3237-2115 


Secretarias de educação estaduais e municipais, provavelmente a Secretaria de Edu- 
cação do estado em que você mora e também a do seu município mantêm equipes 
pedagógicas e publicações e oferecem cursos de Matemática a professores. Procure 
se informar e participar. 


4.3 - Sites 


º http://www.tvcultura.com/artematematica (Arte e Matemática: uma série de 13 
programas para a TV Cultura. Fundação Padre Anchieta & TV Escola) 


º http://www.somatematica.com.br/emedio.php 

º http://www.matematica.com.br 

º http://www.edulinks.com.br/Matematica 

º http://www.brasilescola.com/matematica 

e http://diadematematica.com/modules/xfsection/index.php?category54 
* http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/medio.htm 


º http://www.edumatec.mat.ufrgs.br 
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5 — Comentários sobre cada capítulo 


5.1 - Introdução à lógica 


O nosso propósito com essa introdução à lógica é apresentar a linguagem e as 
notações adequadas para desenvolver os assuntos que serão estudados nessa cole- 
ção. Neste momento, o objetivo não é que o aluno associe lógica com conjuntos, 
assunto que será estudado separadamente e sempre que possível com a apresenta- 
ção da lógica. Introduzida a noção de negação, dos qualificadores, da conjunção e 
da disjunção, procuramos dar ênfase aos termos como “necessário” e “suficiente” 
em toda a coleção. 


5.2 - Conjuntos 


Foi nossa intenção adotar a linguagem própria dos conjuntos, valorizando as 
operações entre eles, verificando sua validade e usando a lógica como “pano de 
fundo”, com o propósito de construir o modelo matemático que leve o estudante 
à compreensão dos fatos sem a necessidade de decorar fórmulas e sim de entender 
os conceitos. Fazemos uso da construção dos diagramas de Euler-Venn, importan- 
te ferramenta nas aplicações dos conjuntos. Desenvolvemos a ideia da ampliação 
dos conjuntos numéricos dando ênfase à construção de eixo, para que o aluno 
localize nele os números inteiros e, por estimativa, localize os números racionais. 
Procuramos mostrar, algébrica e geometricamente, que 2 não é um número racio- 
nal, permitindo que, a partir dessa demonstração, o aluno entenda e transfira essa 
construção para casos afins. Também buscamos estabelecer a construção da reta 
numérica com a devida ordenação dos números reais. 


5.3 - Funções: propriedades e aplicações 


Iniciamos esse capítulo com o conceito de par ordenado e, a seguir, o de pro- 
duto cartesiano para apresentarmos o conceito de função, visto que se tivermos 
dois conjuntos A e B e uma regra que permita associar a cada elemento de A um 
único elemento de B, está aí a “chave da questão”, o conceito fica definitivamente 
entendido. Por exemplo, ao chegar a um posto de gasolina para abastecer o carro, 
pode-se dizer: “Coloque R$ 50,00 de combustível.” Pronto, está feita a associação 
entre dois conjuntos, assim, está sendo aplicado o conceito de função. Procuramos, 
nesse momento, dar ênfase à interpretação geométrica desse conceito por meio de 
gráficos, sempre que possível, com exemplos do cotidiano. 

Apresentamos nesse momento a função como modelagem Matemática, rela- 
cionando variáveis com as grandezas do modelo e estudando a função como trans- 
formação. Ainda valorizamos a ideia de função composta como sendo uma função 
de uma função. 
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5.4 - Tipologia de funções 


Nesse capítulo, apresentamos as funções injetoras, sobrejetoras e bijetoras. 
Definimos a função par e a função ímpar, assim como estudamos a função inversa 
a partir da verificação que a função dada é bijetora. 


5.5 - Função linear e função afim 


Introduzimos a ideia de proporcionalidade, apresentando situações concretas, 
que ajudam os alunos a entender esse assunto, verificando a característica da fun- 
ção linear, inclusive com sua justificativa. Tais funções quando sofrem um acrésci- 
mo em x provocam um acréscimo igual em f(x). Feito isso, tivemos oportunidade 
de rever aplicações da regra de três e o conceito de escala. Chamamos a atenção 
para o fato de que a função não tem grau, quem tem grau é o polinômio que for- 
mata a lei da função que está sendo estudada. 

Com base na função afim, onde f(x) = ax + b, destacamos o conceito de taxa de 
variação, assim como estudamos a característica dessa função de forma a permitir que 
o estudante saiba fazer a diferença entre as leis que representam a função linear e a 
função afim. Procuramos estudar a raiz e os sinais da função afim usando a interpre- 
tação geométrica, verificando os pares ordenados que representam a referida função. 


5.6 - Função modular e análise de gráficos 


Este é um assunto pouco trabalhado no Ensino Médio. Está introduzido aqui 
pois entendemos que ele ajuda a aprimorar o conhecimento do módulo de um 
número real e suas propriedades. Também apresentamos as diversas formas geo- 
métricas desses gráficos assim como verificamos a translação deles. Analisamos as 
desigualdades e suas propriedades. 


5.7 — Função quadrática ou trinômio do 2º grau 


Apresentamos esse capítulo de forma intuitiva, buscando colocar os aspectos 
que diferem tal modelo dos modelos linear e afim. Desenvolvemos e apresentamos 
o modelo matemático da função quadrática que é da forma f(x) = ax? + bx + c, com 
a, be c pertencentes ao conjunto dos números reais tal que a * O. Verificamos as 
propriedades características de tal função, construímos seu gráfico e analisamos 
as raízes ou zeros da função. Apresentamos a forma canônica e a forma fatorada, 
assim como verificamos o vértice da parábola a fim de concluir a curva que se ob- 
tém dessa lei matemática. Chamamos a atenção que tal curva apresenta um eixo 
de simetria e deve ser considerado na construção dos gráficos em questão. Tam- 
bém apresentamos o estudo em busca das raízes ou zeros da função, assim como 
estudamos a variação dos sinais, que dependem do intervalo das raízes ou que são 
facilmente verificados a partir da forma canônica que vem a validar a interpretação 
geométrica da função quadrática. 
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5.8 - Função exponencial 


Procuramos apresentar esse assunto a partir da notação dos expoentes inteiros, 
seguidas dos expoentes racionais e dos expoentes reais com o propósito de provar 
a propriedade característica dessa função. 

Essa função pode ser aplicada em diversos fenômenos naturais, assim, natural- 
mente, podemos estudar situações contextualizadas permitindo a interação com 
outras disciplinas. Resolvemos as equações e inequações exponenciais. 


5.9 - Função logarítmica 


Introduzimos a função logarítmica como a inversa da função exponencial, 
assim podemos afirmar que se b = a*, então o expoente x cnama-se logaritmo de b 
na base a. Definimos, dessa forma, o que vem a ser logaritmo de um número e apre- 
sentamos as propriedades operatórias dos logaritmos a partir da inversa da função 
exponencial, inclusive a mudança de base. Construímos o gráfico de tal função, e 
resolvemos equações e inequações logarítmicas. 


5.10 - Trigonometria 


Nesse capítulo, buscamos cuidadosamente construir o conceito das razões tri- 
gonométricas no triângulo retângulo usando sempre o conceito de semelhança, 
priorizando o conceito de razão. A seguir, definimos as razões inversas do seno, do 
cosseno e da tangente. 

Apresentamos os triângulos retângulos de ângulos notáveis: de 30º e 60º e de 
45º e 45º. 

Procuramos fixar que, num triângulo retângulo, quando a medida de um ân- 
gulo agudo é o dobro da do outro, a medida da hipotenusa é o dobro da medida do 
menor cateto e a medida do outro cateto é a do menor multiplicada por 3. 


5.11 — Linhas trigonométricas de um ângulo obtuso 


O objetivo desse capítulo é levar ao estudante informações para que possa 
aplicar a lei dos senos e a lei dos cossenos. Espera-se que o aluno perceba que tendo 
três elementos de um triângulo, por exemplo, a medida dos três lados, é possível 
determinar a medida de qualquer um dos três ângulos do triângulo. 

Nessa mesma linha, apresentamos a fórmula para o cálculo da área do triângulo 
conhecendo-se a medida de dois lados adjacentes e o ângulo formado entre eles. 


5.12 - Círculo trigonométrico 


Nesse capítulo, procuramos dar continuidade aos conceitos já adquiridos ante- 
riormente, ampliando-os, pois agora se busca apresentar as linhas trigonométricas 
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no círculo e, para tal, preliminarmente, lembramos que o comprimento da circun- 
ferência vale 21, onde = é um número real de valor aproximado 3,14. 

Apresentamos o ângulo central e os círculos concêntricos, com o propósito de 
verificar a proporcionalidade entre arcos e raios. 

Para aprofundar, apresentamos os vários sistemas de medidas de um arco e a 
relação entre eles. 

Definimos arcos côngruos, trabalhamos a redução de arcos ao 1º quadrante, e 
apresentamos os arcos complementares. 


5.13 - Relações e identidades trigonométricas 


Desenvolvemos nesse capítulo as linhas de um mesmo arco, ou seja, o seno de 
um ângulo é o cosseno de seu complemento e vice-versa. 

Apresentamos um estudo completo das equações trigonométricas elementares, 
assim como desenvolvemos a adição e subtração de arcos. Apresentamos, nesse 
momento, o cálculo do arco duplo e do arco metade, e transformações de somas em 
produtos e vice-versa. Procuramos, sempre que possível, explorar esses conteúdos 
do ponto de vista geométrico. 


5.14 - Funções trigonométricas 


Desencadeamos o estudo das funções periódicas, visto que esse é o momen- 
to apropriado do curso para um estudo completo das funções trigonométricas. 
Nesse tratamento, o estudante poderá verificar qual é o máximo da função do tipo 
f(x) = sen x + cos x, apresentando a solução gráfica e a algébrica. 


15 ED VA 


SÍMBOLOS MATEMÁTICOS 


Símbolo Significado Seção (página) 
<s se, e somente se; é equivalente a 1.1.11 (p. 16); 1.3.2 (p. 32) 
- negação 1.21 (p. 17) 
E “como queríamos demonstrar”; fim de demonstração | 1.2.1 (p. 18) 
A e (conectivo lógico) 1.2.2.1 (p. 18) 
vV ou (conectivo lógico) 1.2.2.2. (p. 22) 
tal que (outro significado: é divisor de) 2.1.3.2 (p. 50) (ou Cap. 1 (p. 25)) 
=> implica; acarreta; se... então... 1.3:1.(p. 27) 
Y para todo; qualquer que seja; para cada 1.3.3.1 (p. 35) 
5 existe pelo menos um 1.3.3.2 (p. 37) 
J* ou d! existe um único 1.3.3.2 (p. 37) 
[e pertence a; é elemento de 21.2 (p. 49) 
t...) símbolo delimitador de conjuntos 2.1.3 (p. 49) 
IN conjunto dos números naturais (0, 1, 2,....) 2.1.3.2 (p. 50) e 2.2.1 (p. 61) 
D conjunto vazio 2.1.5 (p. 52) 
C ou C está contido; é subconjunto 2.1.8.1 (p. 53) 
DoD contém; é sobreconjunto 2.1.8.1 (p. 53) 
P(X) conjunto das partes de X 2.1.9.1 (p. 57) 
U conjunto universo 2.1.10 (p. 59) 
Z conjunto dos números inteiros 2.2.2 (p. 61) 
Q conjunto dos números racionais 2.2.3 (p. 62) 
IR conjunto dos números reais 2.2.5 (p. 66) 
x módulo (valor absoluto) do número x 2.2.5.4 (p. 73) e 6.1 (p. 204) 


“rr 548 


SÍMBOLOS MATEMÁTICOS 
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Significado 


Seção (página) 


X ou Xºou X'ou C(X) | conjunto complementar de X 2.3.1 (p. 78) 
n interseção 2.3.2 (p. 79) 
U união 2.3.3 (p. 81) 
A-B diferença de dois conjuntos A e B 2.3.5 (p. 85) 
C,(B) complemento do conjunto B em relação a A 2.3.5 (p. 86) 
n 
JU união de n conjuntos 2.A (p. 87) 
i=1 
n 
Q interseção de n conjuntos 2.A (p. 89) 
i=1 
AxB produto cartesiano de dois conjuntos A e B 3.1.3 (p. 102) 
Dom f domínio da função f 3.2 (p. 109) 
Im f imagem da função f 3.2 (p. 109) 
fo g composta de duas funções fe g 3.5 (p. 131) 
ig função inversa 4.3 (p. 162) 
A discriminante de uma função quadrática 71 (p. 241) 
log, a logaritmo de a na base b 9.1 (p. 320) 
In a logaritmo natural de a (base e) 9.2 (p. 323) 
colog, a cologaritmo de a na base b (= -log, a) 9.5 (p. 332) 


sen x, COS X, tg X 


seno, cosseno e tangente de x 


10.2 (p. 355) e 11.1 (p. 380) 


sec x, CSC x, COtg x 


secante, cossecante e cotangente de x 


10.5 (p. 367) 


arcsen x arcosseno de x 14.8.1 (p. 504) 
arccos x arcocosseno de x 14.8.2 (p. 505) 
arctg x arcotangente de x 14.8.3 (p. 507) 
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INTRODUÇÃO À LÓGICA 
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Os computadores modernos são todos digitais, isto é, são baseados em unidades denominadas bits que 
só podem assumir dois estados: “desligado” ou “ligado” (ou seja, “0” ou “1”, “falso” ou “verdadeiro”). 
As operações mais simples que utilizam esses estados são as operações lógicas — as mesmas que funda- 
mentam todo o raciocínio matemático. Na fotografia, o ENIAC, um computador digital construído em 
1946 cuja capacidade é comparável a uma simples calculadora digital moderna. 


NOTA 

Note que certas letras, 

x por exemplo, tem um 
significado determinado 
para nós. (Valor de x: 3,14 
159265358979323846264 
33832...). A representação 
decimal deste número é 
infinita e não periódica 
(número irracional). 
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1 - INTRODUÇÃO À LÓGICA 
1.1 —- Noções fundamentais 


1.1.1 — Introdução 


Em geral, ao estudar Matemática, o estudante adquire o conhecimento de 
determinados elementos (operações, propriedades, definições etc.) e, inconscien- 
temente, ele está utilizando a lógica. Cabe aqui chamar atenção para as regras 
que foram utilizadas e procurar desenvolver o raciocínio matemático mediante leis 
perfeitamente definidas. A Matemática utiliza relações abstratas entre elementos 
abstratos mas que podem ser aplicados em situações concretas. 

Quando se escreve, por exemplo, a = b quer dizer que um mesmo elemento foi 
representado pelos símbolos a e b. Se, ao invés, a e b são diferentes, então, escreve- 
-se a = b. Ao escrever s = a + b estamos indicando que o símbolo s representa a soma 
dos números a e b. Tal valor pode representar, por exemplo, o volume total de 
um líquido obtido da junção dos líquidos de um recipiente de volume a com o de um 
recipiente de volume b. 

Como se pode observar, a Matemática utiliza símbolos que têm determinado 
significado dado por uma definição. 

Alguns desses símbolos são: =, >, <, +, —, x, ds sb, Sm TA | — 
etc. Tais símbolos reunidos convenientemente, dando um sentido coerente, consti- 
tuem a linguagem simbólica, que é a linguagem matemática. 

Quando dizemos, por exemplo, x > "2, estamos dizendo que o número repre- 
sentado por x é maior que o número representado por «2. 


1.1.2 - Termos 


São as expressões (ou “palavras”) da linguagem matemática. Designam uma 
coisa, uma qualidade ou uma ideia. 
Por exemplo: a + b; diagonal do quadrado; AÓB; xy?; triângulo; reta; x. 
1.1.3 - Enunciados 
São as sentenças (ou “frases”) da linguagem matemática. São composições 
com termos que têm um determinado sentido. 
Exemplos: 
i) Não existe a divisão por zero. 


ii) A soma dos ângulos internos de um triângulo é 180º. 


iii) K+y)lx-y)=2-y 


1.1.4 — Variáveis 


São elementos representados por letras, que num enunciado ou termo podem ser 
substituídos por elementos de um conjunto indicado pelo enunciado ou pelo termo. 
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Exemplos: 


i) No termo 2x+ 1, x é a variável que pode ser substituída por qualquer 
número, mas não pode ser substituída por uma figura geométrica ou pela 
palavra água. 


ii) Noenunciado (x-y)(x+y)=x?-y2,as variáveis xe y podem ser substituídas 
por números quaisquer, 2 e 3 por exemplo, e obteremos: (2 —- 3)(2+3) = 4-9. 


sao [EE || 
ii) Emx?-2x-3 =0 podemos substituir x por 2 e 3, encontrando 4- 4-3 =0 GTA 
e9-6-3=b0 respectivamente. O enunciado 4-4-3=0 
tem sentido coerente, mas 
é falso. 
1.1.5 - Termos primitivos 
São termos que não se definem numa linguagem. São chamados conceitos 
primitivos. Por exemplo: ponto, reta, plano, conjunto, elemento e pertinência. 
o [E 
1.1.6 - Axiomas 
NOTA 


Axiomas são verdades 


São enunciados considerados verdadeiros. São relações entre termos primiti- ceitas sem dem Es dei 


vos que não se demonstram. Parte-se deles para demonstrar outros enunciados. 


Exemplos: 
i) Dois pontos determinam uma reta. 
ii) Dois conjuntos são iguais se, e somente se, têm os mesmos elementos. 


iii) Existe um conjunto N, chamado conjunto dos números naturais, que 
possui O e o sucessor de cada um dos seus elementos (n' é sucessor de n 
sen'=n+ 1). 


1.1.7 - Proposições 


São enunciados aos quais se pode atribuir a qualidade de serem verdadeiros ou 
falsos. Assim, o valor verdade ou lógico da proposição será V ou F. 


Exemplos: 

do Suse QU) 

ii) Paris é capital do Brasil. (F) 

iii) O camelo é um peixe. (F) 

iv) Existem homens inteligentes. (V) 


v) Todo múltiplo de 4 é par. (V) 
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Toda proposição deve ter as seguintes características: 


1.1.7.1 —- Características das proposições 


As sentenças interrogativas, exclamativas, suplicativas etc. não são proposições. 


Exemplos: 
i) Carlos vai ao cinema? (interrogação não é proposição) 
ii) Que dia lindo! (exclamação também não é proposição) 


1.1.8 - Função proposicional ou sentença aberta 


São enunciados em que constam uma ou mais variáveis. 

Não são por si só proposições. Tornam-se proposições quando se atribuem às 
variáveis valores de certo conjunto, chamado conjunto de definição desta variável ou 
universo desta variável. 


Exemplos: 


i) xé capital do Brasil. 
Se x = Brasília, então temos uma proposição verdadeira. 
Se x = Brasília, temos uma proposição falsa. 
Não tem sentido atribuir a x um valor que não seja do conjunto das cida- 
des do mundo. (Conjunto de definição da variável x.) 


ii) x+1>5 
Se x > 4, o enunciado se transforma numa proposição verdadeira. 
Se x < 4, tem-se uma proposição falsa. 
Não tem sentido atribuir a x um valor que não seja um número real. 


ii) x é triangular. 
Se x é uma figura de 5 lados, a proposição é falsa. 
Se x é uma figura de 3 lados, tem-se uma proposição verdadeira. 
Não teria sentido dar a x o valor João. (“João é triangular” não teria nexo.) 
O universo da variável x é o conjunto das figuras geométricas. 
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1.1.9 - Proposições simples e compostas 


Chamam-se proposições simples aquelas que têm um só sujeito e um só 
predicado. 


Exemplos: 
p: Maria é nome de mulher. (V) 
q: 12 é um número par. (V) 


r: os números pares são primos. (F) 


Chamam-se proposições compostas todas as proposições que se obtêm com- 
binando-se duas ou mais proposições simples. 


Exemplos: 
Sejam p e q as proposições: 
p: Maria é bela. 
q: João é inteligente. 
Essas duas proposições simples podem ser combinadas formando várias 
proposições compostas distintas. 
1º) Maria é bela e João é inteligente. 
2º) Maria é bela ou João é inteligente. 
3%) Se Maria é bela, então João é inteligente. 


4º) Maria é bela se, e somente se, João é inteligente. 


As diversas maneiras de formar uma proposição composta a partir das simples 
serão analisadas quando estudarmos os conectivos lógicos. 


EE 
1.1.10 - Tabelas verdade AXIOMA 


” Ê Ee a Es p sendo dada, ela terá 
São tabelas que reúnem todas as hipóteses possíveis quanto aos valores verdade apenas um dos dois valores 


de uma proposição. lógicos: V ou F 


i) Considerando apenas uma proposição p temos apenas duas hipóteses: V ou F. 
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EE | so ' 
NOTA ii) Considerando duas proposições p e q temos 4 hipóteses que podem ser obtidas 


A proposição composta será pelo diagrama em árvore: 


constituída por apenas um 
dos 22= 4 pares possíveis. 


ER mm EESO <' bes 
E < EE < ES 


O ... : A us Eu ” : 
NOTA iii) Considerando três proposições p, q e 1, temos 8 hipóteses que são obtidas ana- 


Basta combinar cada logamente: 
hipótese anterior, com V ou 


F da terceira, dando 2?. 2 = 
=2º =8 casos possíveis. 


: 


ES < o < El < RE <mB 


Gs! Meo Reel < ES < ES 
== e < ES = Ed = Edo 


[E] à 
Generalizando: 
NOTA 


Co tenhamos Assim, para n proposições, o número total de casos será 2". 


proposições serão duas 
possibilidades para 
ga 1.1.11 - Proposições equivalentes 
Rus Duas proposições p e q são equivalentes exatamente quando têm a mesma 
tabela verdade, isto é, têm os mesmos valores lógicos nas mesmas situações. 
Usa-se a notação: p «> q e se lê “p se, e somente se, q” ou “p é equivalente a q”. 


Toda definição estabelece uma equivalência entre proposições. 


Exemplo: 
Define-se um triângulo equilátero como aquele que tem lados iguais. 
Assim, estabelecemos a equivalência: 
ABC é equilátero «> AB = AC = BC 
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1.2 - Operações lógicas — negação, conjunção e disjunção 


1.2.1 - Negação de uma proposição 


Chamamos -p de “não p”, ou “não é verdade que p”. Temos então a tabela 
verdade abaixo, onde na coluna da direita estão os valores assumidos pela nova 
proposição, em correspondência com os valores de p. 


À negação de uma proposição simples se faz antepondo-se ao verbo a palavra não ou 
cortando-se o sinal que substitui o verbo com um traço inclinado. 
A negação de uma proposição é cnamada a sua complementar. 


Exemplos: 


i) p:João é inteligente. 

-p: João não é inteligente. 
ii) p:2+3=5 (V) 
-p:2+3=5 (F) 


di) p:3>7 (E) 
-p:i3$7,0u3<7 (V) 

iv) p:3 é raiz da equação x?+x+1=0 (F) 

-p: 3 não é raiz da equação x + x +1=0 (V) 


A seguinte propriedade, conhecida como lei de dupla negação, é válida: 
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DEFINIÇÃO 
A negação -p de uma 
proposição p. 


OBSERVAÇÃO 

Na linguagem usual, o 
conceito de negação se 
faz com o uso da palavra 


uns! 


não 
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OBSERVAÇÃO 
Na linguagem usual, a 
conjunção é feita pelo uso 


at 


da palavra “e”. 


DEFINIÇÃO 
A conjunção p a q de duas 
proposições p e q. 


“7 


Demonstração: Basta construir a tabela verdade de -(-p) estendendo a de -p. 


Exemplos: 


i) p:João é amigo. 
-(-p): Não é verdade que João não é amigo. 


i) p:/4=2(V) 
-(-p): Não é verdade que 422. (V) 


1.2.2 - Conectivos 


São sinais usados para combinar proposições dando origem a proposições com- 
postas. A conexão é uma operação que associa a cada par de proposições (p, q) uma 
nova proposição p + q, onde o sinal + é o conectivo. 

Essas operações são: conjunção, disjunção, implicação e equivalência. 
O estudo dessas operações é a parte principal da lógica e é chamado de cálculo 
proposicional. 


1.2.2.1 — Conjunção 
Antes de definir a conjunção, consideremos as seguintes proposições: 


i) Maria é bela e rica. 


Quando se usa a conjunção e, entende-se que Maria reúne as duas qualidades: 
é bela c é rica. 


ii) Chove e faz frio. 


Observe que o uso do conectivo e nos faz entender que as duas coisas aconte- 
cem: não somente chove como também faz frio. 


iii) Se-2e2º=1 (V) 


18 


INTRODUÇÃO À LÓGICA CAPÍTULO I 


Temos então a seguinte tabela verdade para a definição de p A q: 


Exemplos: 
D  p:2é um número par (V) 
q: 13 é um número ímpar (V) 
ii)  p: 4 é um número primo (F) 
q: 2 é um número primo (V) 
mi) joe le (NV) 
GR 2P=t3 (08) 


iv) p: O triângulo tem diagonal. (F) 
q:O 


Propriedades da conjunção 


quadrado não é um retângulo. (F) 


pnq:2é pare 13 é ímpar (V) 


p Aq: 4 é um número primo e 
2 é um número primo (F) 
(porque p é falsa) 


pag:(I<3A(22=8) (F) (por 
que q é falsa) 


p Aq: O triângulo tem diagonal 
e o quadrado não é um re- 
tângulo. (F) (porque am- 
bas são falsas) 


OBSERVAÇÃO 

A proposição p a q será 
falsa quando pelo menos 
uma das proposições 
componentes for falsa. 


OBSERVAÇÃO 
Vemos assim que: a ordem 
das proposições não altera a 


Demonstração: Basta construir a tabela verdade para p Age q A pe verificar que proposição conjuntiva. 
ambas têm os mesmos valores lógicos nas mesmas hipóteses. 


Assim, temos: 


o que confirma a propriedade. 
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OBSERVAÇÃO 
Esta última conjunção é 
falsa porque 4 = +2. 
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Exemplos: 


D pag: Maria é bela e João é inteligente. 
q Ap: João é inteligente e Maria é bela. 


ii) pAq: 12 é um número composto e 7 é primo (V) 
q Ap: 7 é primo e 12 é um número composto (V) 


iii) p Aq: O quadrado de um número ímpar é ímpar e 4=+2. (F) 
qAp: J4=+2 eo quadrado de um número ímpar é impar (F) 


Demonstração: Basta construir a tabela verdade para as proposições 
PADPArepa(gan. 


Temos: 

VA V V V V 
W pow | RB V F F F 
VI F |V F F F F 
VI E F F F F F 
o pg ay F F V F 
BR pow | F F F F 
F Boy F F F F 
F F F F F F F 

A A 


A 5ºea 7º colunas sendo iguais, o resultado fica demonstrado. 

Como (p A q) A ré equivalente a p A (q A 1), escreveremos sempre p A g Ar. 

Podemos então concluir que a conjunção de várias proposições será verdadei- 
ra somente quando todas as proposições componentes forem verdadeiras. Lo 


Exemplos: 


D pagar: Maria é bela, inteligente e rica. 
Esta proposição só será verdadeira se Maria reunir as três qualidades. 


id)  paqar:10 é par, múltiplo de 5 e quadrado perfeito (F) 
a md tm 
V V E 
À conjunção é falsa porque 10 não é quadrado perfeito. 


ii) pagar:(3>5)n(2º =4)n(0 é par) (F) 
F V V 
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Devemos notar que a veracidade de uma proposição composta não depende, 
em lógica, de qualquer correlação entre as proposições componentes. Elas devem 
ser examinadas independentemente. 


Exemplos: 


i) | A capital de Minas Gerais é Belo Horizonte. e 


V 
v-10$R e O símbolo da água é HO. = A conjunção é verdadeira. 
VER 
V 
V 


1 Pa 
ii) Matemática é fácil. e 225 é um quadrado. e 5 É Z = A conjunção é falsa. 


1 
V V E 
eus ” FE 
1.2.2.2 - Disjunção E 
OBSERVAÇÃO 
Consideremos, antes de definir, as seguintes proposições: Em linguagem usual, a 
palavra “ou” é ambígua: 
; Es A : pode representar uma 
i) Maria é bela ou rica. disjunção ou não. Em 
Matemática, o “ou” tem 
Quando usamos o conectivo ou entendemos que Maria: um significado preciso, o 


descrito neste texto. 
a) pode ser bela sem ser rica; 


b) pode não ser bela mas ser rica; 


c) pode ser bela e rica. 


Não se exclui a possibilidade de Maria reunir as duas qualidades. Esse é o sen- 
tido do conectivo ou. 


ii) Chove ou faz frio. 


Na proposição acima a verdade só não se dará quando não chover e não fizer 
frio, isto é, tal proposição será verdadeira desde que: 


a) chovae não faça frio; 
b) não chova e faça frio; 


c) chova e faça frio. 


iii) O produto a - b de dois números é zero quando a = 0 ou b = 0. 


Se tal fato ocorre, significa que pelo menos um dos fatores é zero, não se 
excluindo a possibilidade de ambos serem iguais a zero. 
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Es 
DEFINIÇÃO 


A disjunção p v q de duas 
proposições p e q. 


EEE 
OBSERVAÇÃO 

A proposição p v q só será 
falsa quando ambas as 


proposições componentes V V V 
forem falsas. 
V F VA 
F V V 
F F F 


Exemplos: 


i) p:O quadrado tem 2 diagonais de mesma medida. (V) 
q: O quadrado tem 4 ângulos retos. (V) 
pv q: O quadrado tem 2 diagonais iguais ou 4 ângulos retos. (V) 


ii) p:O círculo tem centro. (V) 
q: 30 é primo. (F) 
pv q: O círculo tem centro ou 30 é primo. (V) 


ii) p:2+3=7 (E) 
q3=>5 (E 
pva(2+3=Nv(3=5) (E) 


Propriedades da disjunção 


As seguintes propriedades da disjunção podem ser demonstradas com tabelas 
verdade como a da página 16. 


Exemplos: 


dd pyçBs)yB=2) (NV) 
vii) (NM) 
ES PRESSA 
OBSERVAÇÃO ii) pvq:35 é múltiplo de 7 v 34 é múltiplo de 5 (V) 
Escrever a > b significa dizer qvp: 34 é múltiplo de 5 v 35 é múltiplo de 7 (V) 
que (a > b) v (a = b). Neste 
caso, a proposição 5 > 3 ii) pvq: (9 ==D))y (V16 = 3) (F) 


é verdadeira embora 5 = 3 


seja falsa. gs (V16 =3)v (9 =-2) (E) 
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Exemplos: 


|) 


ii) 


pvqvr: Maria é bela ou inteligente ou rica. 
Tal proposição só será verdadeira se Maria tiver pelo menos um destes 
atributos. 


pvqur: ,666.. à] y 0.999...=1] y [1.5=5] (V) 


V V E 


id) pvqvr (3<5)v(3=5)v(3>5) (V) (tricotomia) 


V E E 


Exemplo: 


pv (gar): vou à praia ou (vou ao cinema e vou ao restaurante) 
(pv q) n(pvr): (vou à praia ou vou ao cinema) e (vou à praia ou vou ao 
restaurante) 


Exemplo: 


(pv q) At: (vou sem carro ou vou de carro) e chego lá 
(par) v(g Am): (vou sem carro e chego lá) ou (vou de carro e chego lá) 
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“7 


1.2.2.3 — Negação de conjunções e disjunções - leis de De Morgan 


A negação de proposições compostas com os conectivos e e ou se obtém subs- 
tituindo cada proposição pela sua negação, e também o conectivo e pelo ou e o ou 
pelo e. 

De fato, temos a seguinte propriedade conhecida como leis de De Morgan: 


Demonstração: Basta construir a tabela verdade: 


-p | -q | Lpvo | Coal) 
V MV V F F F F 
V F V F V F F 
F V V V F F F 
F F F V V W V 
1 4 
A igualdade das 6º e 72 colunas demonstram (i). 
A demonstração de (ii) é análoga. E 


Exemplos: 


i) - pvq: Vou ao cinema ou ao teatro. 
“(pv q) « (-p) A (-q): Não vou ao cinema e não vou ao teatro. 


ii) pAq: Chove e faz frio. 
“(pa q) « (-p) v (-q): Não chove ou não faz frio. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das 
seguintes proposições compostas (o símbolo | significa 
“é divisor de” ou “divide”). 


a) 3>1e4>2 
b)3>10u3=1 

co) 2]40u2 |(4+1) 
d)3(5+2)=3.5+3.2€e3]|7 


1. 1 
a 
9 (1) =1e28<(-2)7 


9) 16 = 16 ou mdc (4, 7)=2 


ou5/11 


2" Qual a negação de x > -2? 


E3' sejam p e q duas proposições, qual a negação da 
expressão pe q? 


4" Sejam as proposições: 
p: O empregado foi demitido. 
q: O patrão indenizou o empregado. 


Sejam as proposições: 

p: Ronaldinho é gordo. 

q: Ronaldinho é rico. 

Escreva, na forma simbólica, cada uma das proposi- 
ções seguintes: 


a) Ronaldinho não é gordo. 

b) Ronaldinho não é rico. 

c) Não é verdade que Ronaldinho não é rico. 
d) Ronaldinho é gordo ou rico. 


e) Ronaldinho não é gordo e é rico. 


16" Dê a negação da proposição x E (AN B). 


é [ZM Construa a tabela verdade de cada uma das seguintes 


Forme sentenças, na linguagem natural, que corres- 


pondam às proposições seguintes: 


a) -p e) -peq 
b) -q 9) pou-q 
o) peq 9) -(-p) 
d) pou q 
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proposições: 

a) -peq 

b) -pou -q 

o) (pe-g)ou(-pe q) 
d) (pe q) ou (-p ou 1) 


18" Sejam as proposições a seguir: 
a) Os pombos têm pelos. 
b) Maria é estudiosa. 
c) O mdc (6, 8) é igual a 48. 


Dê as suas respectivas negações. 
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OBSERVAÇÃO 

Se João não tem defeito de 
visão, ele pode usar óculos 
escuros sem grau ou não 
usar óculos. 


“7 


1.3 - Operações lógicas — implicação e equivalência 


1.3.1 — Implicação ou condicional 


Consideremos a seguinte proposição: 
Se chove, então João sai de casa. 


Trata-se de uma proposição que condiciona o comportamento de João (em rela- 
ção a sair de casa) ao fato de chover. Chamamos então de proposição condicional. 
Consideremos diversas situações ou casos: 


i) Chove e João sai de casa. 


É evidente que a condição foi satisfeita, logo a proposição é verdadeira. 


ii) Chove e João não sai de casa. 


Nessa situação, a condição foi contrariada, pois assegurava que, em caso de 
chuva, João sairia de casa. Então, nessa hipótese, a proposição será falsa. 


iii) Não chove e João sai de casa. 


iv) Não chove e João não sai de casa. 


Nas situações (iii) e (iv), a condição não foi contrariada porque só assegurava 
o comportamento de João em caso de chuva. Como não choveu, João pode fazer o 
que quiser, pois a proposição será verdadeira. Podemos concluir que a proposição 
“se chove, então João sai de casa” só é falsa se: 


Chove e João não sai de casa. 
Vejamos um outro exemplo de proposição condicional: 
Se João tem defeito de visão, então João usa óculos. 


Essa proposição condiciona o comportamento de João (com relação ao uso de 
óculos) ao fato de João ter defeito de visão. 


Consideremos as suas diversas hipóteses: 


i) João tem defeito de visão e usa óculos. É claro que a condição é satisfeita, uma 
vez que João usa óculos, logo, a proposição é verdadeira. 


ii) Admitamos agora que João tenha defeito de visão e não use óculos. Então, 
João negou a condição imposta, uma vez que ela garantia que, em caso de 
defeito de visão, João usaria óculos. Aqui, a condicional será falsa. 


Sejam agora os casos em que João não tenha defeito de visão. Então João pode 


usar ou não óculos, pois a condição só impõe o seu uso em caso de defeito de visão. 
Nessas hipóteses a condicional será sempre verdadeira. 
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iii) João não tem defeito de visão e usa óculos. 


iv) João não tem defeito de visão e não usa óculos. 


Observa-se que a condicional só é falsa quando a proposição antecedente 
(precedida pela palavra se) for verdadeira e a proposição consequente (precedida 
pela palavra então) for falsa. 


(2) 
(3) 
(4) 


nm < <im 
<q mo <ES 
<< m<mM 


Exemplos: 


Do p:22=4 (V) | DS qro Ra) 


q:2=8 (V) 


Basta multiplicar ambos os membros de p por 2 e obtém-se q. Temos 
que: é verdade que uma premissa verdadeira leve a uma conclusão 
verdadeira. 


i) p:3=8 (P) 


E a D=> p= 0= 10 (W) 


Basta ver que: se 3 = 8 teríamos também que 8 = 3. Somando-se membro 
a membro essas duas igualdades, teríamos: 


Assim, subtraindo-se 1 de ambos os membros 

se obteria: 11 -1=11-1 ou seja 10 = 10. 

Temos então: uma premissa falsa pode levar a uma 
conclusão verdadeira. 
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E TS 
DEFINIÇÃO 

A implicação p => q de 

p para q. 


OBSERVAÇÃO 

Sempre que p for falsa, 

a implicação p => q será 
verdadeira. Veja as linhas 
(3) e (4) da tabela. 


NOTA 
Procure o significado de 
premissa no dicionário. 
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ho) (2 1 (8) Rosa é a rainha da 
3 = 1 
q: Rosa é a rainha da Inglaterra. (F) Bat “Inglaterra. (V) 


Basta considerar o conjunto que contém os elementos Rosa e rainha da 
Inglaterra. Nesse conjunto existem dois elementos. Como 2 = 1 por hipó- 
tese, então aí haverá 1 elemento, o que nos leva a concluir que Rosa é a 
rainha da Inglaterra. 


iv) p:2=4 (V) 


nuEs O [ps area a ões (E) 


Para constatarmos a falsidade da implicação, basta notar que ela se 
encaixa na linha (2) da tabela que define p = q. 


v) Se ele é italiano, então ele é europeu. 


Note que essa implicação é sempre verdadeira. De fato, seja “ele” 
quem for, um dos seguintes casos ocorre: 


— Linha 1 da tabela: ele pode ser italiano e europeu; 


— Linha 3 da tabela: ele pode não ser italiano, mas ser europeu (por 
exemplo, francês); 


- Linha 4 da tabela: ele pode não ser italiano nem europeu (por 
exemplo, um brasileiro). 


Mas, se algum dia você encontrasse um italiano que não fosse europeu 
(linha 2 da tabela), a frase “se ele é italiano, então ele é europeu” 
seria falsa. 


Note que p => q é verdadeira exatamente nas linhas 1, 3 e 4, ou seja, nos casos 
em que p é falso ou q é verdadeiro. Em símbolos: 


Exemplos: 
E... ' ” E Sape = É E Ê mn E 
NOTA i) “SeJoão tem defeito de visão, então usa óculos” é equivalente a “João não 
: as : x 
Neste exemplo, p: beber e tem defeito de visão ou usa óculos”. 
q: não dirija. 


ii) “Se beber, não dirija” é equivalente a “não beba ou não dirija”. 
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1.3.1.1 - Condições necessárias e condições suficientes 


Dada uma implicação p => q, o antecedente p é dito uma condição suficiente 
para q e o consequente q é dito uma condição necessária para p. Então, uma impli- 
cação pode ser lida das seguintes maneiras: 


D p= gq:p é condição suficiente para q (se p então q) 


ii) p= q:q é condição necessária para p (p somente se q) 


Resumindo: 


suficiente => necessária 


Exemplos: 


» usil=sê>1 (W) 
x > 1 é condição suficiente para x? > 1 é o mesmo que dizer que x? > 1 é 
condição necessária para x > 1 


AS = 8) A (IO OM) 
3 = 8 é condição suficiente para 10 = 10 
10 = 10 é condição necessária para 3 = 8, mas não é suficiente, pois 
O = 10 3=% ousa, 1D= 10 = Sa Be ia 


Analogamente, para constatar se uma condição A é necessária para B, basta 
verificar se a implicação B > A é verdadeira. 


Exercícios resolvidos: 


1) Verificar se 3 = 1 é suficiente para 2 > 7. 
Solução: Basta ver se3 = 1 => 2 >7 é verdadeira. 


A implicação é o mesmo que: 3 =1v2> 7, que é verdadeira. Logo 3 = 1 
é suficiente para 2 > 7. V EF 


2) Verificar se 2? = 4 é suficiente para 2 > 10. 


Solução: Devemos verificar se 22 = 4 => 2 > 10 é verdadeira, isto é, se 
22z4v2>10é(V) ou (F). Como 2? 4 é falsa e 2 > 10 é também falsa, 
a disjunção é falsa. Então a condição 22 = 4 não é suficiente para 2 > 10, 
como era de se esperar. 


3) Verificar se a condição “ABC é um triângulo isósceles” é necessária para 
“ABC é um triângulo equilátero”. 
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===! 
NOTA 

Procure em um bom 
dicionário o significado 

das palavras “necessário” e 
“suficiente”. 
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Solução: Basta ver se a implicação: 


ABC é um triângulo equilátero => ABC é um triângulo isósceles é verda- 
deira. Ora, esta implicação é equivalente a: 

(ABC não é equilátero) v (ABC é isósceles) 
que é verdadeira, pois todo triângulo é isósceles (inclusive o equilátero) ou 
não equilátero. A condição é, pois, necessária. 


1.3.1.2 — Negação da implicação 


Para negar a implicação p = q basta escrevê-la na forma equivalente (-p) v q e 
aplicar as leis de De Morgan. Como vimos: 
-(p => q) é equivalente —[(-p) v q] 


A negação da implicação é a conjunção do antecedente com a negação do 
consequente. 


Exemplos: 


do jpet=2)=("=5) 
-plx=2)n(x2=4) 


i) pi(ab>0)=>(a>0nb>0)v(a<04nb<o0) 
-p:(ab>0)n(a<=0vb=<0On(az0vbz=o0) 


li) pilx-a)>b=>(y-o<d 
-pi(x-a)>ba(y- c)zd 


1.3.1.3 - Propriedades da implicação 


Bastaverque:(p>)e(l-pvgelg=>pec(gvp. 
Essas duas proposições só serão iguais se p e q tiverem os mesmos valores, isto 
é, ambas verdadeiras ou ambas falsas. (Faça a tabela.) 


Mesmo que uma implicação seja verdadeira, nada obriga que a recíproca des- 
sa implicação seja verdadeira. A recíproca só é verdadeira quando a condição é 
necessária e suficiente. 
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Exemplos: 


i) SeJoão é italiano, então é europeu. (V) 
Se é europeu, então é italiano. (F) 


ii) p>q:(X=4)>(x=2vx=-2)(V) 
q=pti=s2vyas-D) = (= 4) (W) 
Neste caso, a recíproca é verdadeira. 


li) p= q: ABC equilátero > ABC isósceles (V) 
q > p: ABC isósceles => ABC equilátero (F) 


iv) p=>q:(4>0nb>0) => ab>0 (V) 
q>p:ab>0=> (a>04nb>0) (F) (pois poderia sera<0eb<0) 


NOTA 

Cuidado: a contrapositiva 
de uma implicação é 
equivalente à implicação 
Muitas vezes prova-se uma implicação utilizando sua contrapositiva. original. 


Exemplos: 


) p= q:Se chove, então vou ao cinema. 
“q = -p: Se não vou ao cinema, então não chove. 


ii) p=>qg:(420nb=0) = ab=z0(V) 
-g>-p:rab=0=>(a=0vb=0)(V) 
Observe que a veracidade da primeira fica evidente escrevendo a sua 
contrapositiva. 


iii) p= q: Se João é italiano, então é europeu. 
-q => -p: Se João não é europeu, então não é italiano. 


Exercício resolvido: 

Chama-se implicação contrária de p => q a implicação -p => -q. Mostre que 
elas são equivalentes somente quando p e q tiverem os mesmos valores. 

Solução: Basta construir a tabela verdade: 


q 
vv v F E v As colunas 3 e 6 só são 
iguais nas situações VV 
W | 8 F F V V e FF, o que completa a 
demonstração. Veja as 
RA E É linhas (1) e (4). 
F F V V V V 
A A 


31 ED VA 


CAPÍTULO | INTRODUÇÃO À LÓGICA 


1.3.2 - Equivalência ou bicondicional 


Sejam p e q duas proposições. Chamamos equivalência de p e q e represen- 
tamos por «, a operação que associa a cada par de proposições (p, q) uma nova 
proposição p < q, tal que: 


Lê-se: 


) pé equivalente a q 


ii) pseesomente se q 


ii) p implica q e, reciprocamente, q implica p 


iv) p é condição necessária e suficiente para q 


A tabela verdade é dada por: 


Exemplos: 

) Des (NM) messes 7ss (MM) 
Gp ves NM) 

a) eds () pemt=sbaCe=i (MY) 
GE = (18) 

E) pes dy) peqmlt=sba(lss (9) 
Ri/sS Q) 
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1.3.2.1 - Propriedades da equivalência 


NOTA 

Esta última propriedade 
nos permite dizer que: 
“Se a recíproca de uma 
implicação verdadeira 
também é verdadeira 
temos uma equivalência”. 


Exemplo: 


1 
2x+1=06x=- — 
Z 


Com efeito, as proposições: 
2x41=051=- 5 ex=-5 => 2x + 1 = 0 são verdadeiras 


Como vimos na implicação: 


(=>) 2x + 1 = 0 é suficiente para x = — 5 
Ê E 1 
(<=) 2x + 1 = O é necessária para x= — 5 


Temos, pois, que 2x + 1 = O é uma condição necessária e suficiente para 


De um modo geral: 


Dizer “p é equivalente a q” é o mesmo que dizer “p é uma condição necessária 
e suficiente para q”. 


Exemplo: 
“A condição necessária e suficiente para que o binômio ax + b seja nulo 
para qualquer valor de x é que a = b = 0”. 
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Simbolicamente teríamos: 
ax+ b=0 (qualquer x) + a=b=0 


Demonstremos que a = b = O é suficiente para ax + b = O. Com efeito, 
qualquer que seja x, sea=b=0, então ax +b=0x+0b=0. 


Demonstremos a seguir que a = b = O é necessária para ax + b = O. Com 
efeito, como x pode ser qualquer valor, atribuamos a x dois valores distintos, 
x, e x,. Temos então que: 


E +b=0 Es 
, que implica 


ax, +b= 0 


a(x, - x,) = 0, de onde a = 0 e, portanto, b = O também, já que x, —- x, = 0. 


Conclusões: 


1) Numa equivalência devem ser examinados os dois sentidos possíveis das im- 
plicações componentes, isto é, a “ida” (=) e a “volta” (<=). 


2) Enquanto as implicações são usadas em demonstrações (só valem em geral 
num sentido), as equivalências são usadas em definições porque valem nos 
dois sentidos. 


3) Se duas proposições são equivalentes, elas podem ser substituídas uma pela 
outra, numa proposição composta, que o valor lógico desta não se altera. (Lei 
da substituição.) 


1.3.2.2 — Negação da equivalência 


Para negar a equivalência p < q, podemos escrever na forma equivalente 
(p => q) A (q => p) e negar esta conjunção. 


Exemplos: 
i) Negação como disjunção exclusiva. 
je 58 AD) > Be 0) 
-pr(x>0n5x <0)v(x<045x>0) 
ii) Negação como outra equivalência. 


pes Snda iss 
-pix=26x+1=30uainda-p:x=26x+1=3 
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1.3.3 - Quantificadores 


As funções proposicionais podem ser de uma ou mais variáveis. Para 
representarmos uma função proposicional usaremos f(x), onde x é a variável a ser 
considerada. 


1.3.3.1 - Quantificador universal 


Quando desejarmos nos referir a todos os valores do conjunto universo da 
variável x, usaremos o símbolo Y, que significa: “qualquer que seja”, “para todo x”, 
“para cada x” etc. 

O sinal anteposto à função proposicional f(x) transforma a função proposício- 


nal numa proposição Vx, f(x), que se lê: “ 


(, 


qualquer que seja x, f(x)”. 


O símbolo Y é chamado quantificador universal porque põe em jogo todos 
os valores do universo de x. 


Exemplos: 

Do pivx, (x+1)2=x2+2x+1 (V) 

ii) p:vx,0x=0 (V) 

ii) p:vx,x+1=5 (F) porque existe ao menos um valor de x (por exemplo 


x = 8) que torna a proposição p falsa. 


Observações: 


1) Quando numa equação ou numa inequação somos levados a igualdades ou 
desigualdades que não dependem dos valores da variável, significa que: 


i) seaigualdade ou desigualdade for verdadeira, todos os valores do univer- 
so de x são soluções; 


ii) sea igualdade ou desigualdade for falsa, nenhum valor do universo de x 
é solução. 


35 


Ed 


CAPÍTULO | INTRODUÇÃO À LÓGICA 


Exercícios resolvidos: 


Ze ari 
1) Mostre que a proposição ER 2 é verdadeira para todo x = O real. 


Solução: Eliminando os denominadores, temos que 1=2x+1-2x 6 1=1. 


e X 
2) Mostre que a proposição 6 FS > 3 ar 2 é verdadeira para todo x real. 


Solução: Temos que 5x + 30 > 2x — 2 + 3x <> 30 > —2 que é verdade. 
3) Mostre que a proposição x? + 1 < 2x para todo x é falsa. 


Solução: A desigualdade acima implicaria que x?-2x +1<0= (x-1)2<0, 
o que é evidentemente falso. É suficiente exibir o contra exemplo x = 2. 


2) Podemos ter o quantificador universal aplicado a funções proposicionais com 
duas ou mais variáveis. Nesse caso escreve-se Yx, Vy, f(x, Y) ou simplesmente 


VC, 7), fix, 7). 


Lê-se: “quaisquer que sejam x e y, tem-se f(x, y)” 


Exemplos: 
Do py (X+y)P=2+22y+7 (V) 


ii) p:Vvx,VYyx+y=0 (EF) (Basta ver que existe um par de valores para x e y, por 
exemplo, x=1ey=1 parao qual péF.) 


Conjunto verdade 


E o conjunto de valores da variável livre para os quais a função proposicional 
é verdadeira. Este conjunto é uma parte do universo da variável livre. Representa- 
remos por V(x) o conjunto verdade da variável x. 


Exemplos: 
Achar nos reais o conjunto verdade da função proposicional: 


) x+1 > 2. Temos que x > 1, logo o conjunto verdade V(x) é o conjunto de 
todos os x maiores ou iguais a 1. 


td) só Secge0, mos quer=2 ou 2=3 VC) = (BS 


ii) x2+1>0. Temos que Vx, x2+1 >0, logo, V(x) é todo o universo da variável x. 


à vd: 36 


INTRODUÇÃO À LÓGICA CAPÍTULO | 


1.3.3.2 - Quantificador existencial 


Quando desejamos nos referir a alguns elementos do universo da variável x, 
aqueles que gozam de uma determinada propriedade usaremos o símbolo 3, que 
significa: existe algum, existe pelo menos um. 

O sinal 3x anteposto à função proposicional f(x) transforma a função proposi- 
cional numa proposição: x, f(x), que se lê: existe pelo menos um x, tal que f(x). 


O símbolo à é chamado quantificador existencial porque põe em jogo pelo 
menos um elemento do universo de x (não põe em jogo todos os valores de x). 


Exemplos: 


(considere x um elemento pertencente ao conjunto dos números reais) 
Deste ils SM) 


vm) jpesgascilos(vy) 


iii) p: dx, x2< 0 (F) porque o quadrado de qualquer número real é maior ou 
igual a zero. 


Quando quisermos nos referir a apenas um valor do universo de x, usaremos 
os símbolos 3*, d!, ..., 3, que se lê: “existe um único”. 


Exemplos: 


(considere x um elemento pertencente ao conjunto dos números reais) 
do ass Mr6=0M (=205= 3) 


vm) =Me 7) lr = 0(W) bi==0) 
Podemos combinar o quantificador universal com o existencial em proposições. 


Exemplos: 


(considere x um elemento pertencente ao conjunto dos números reais) 


i) pavx= 0,37, p= (9) 


ii) prV(x,y), az, x+y=2z(V) 
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1.3.3.3 - Negação de proposições quantificadas 


Há uma certa relação entre os quantificadores Y e 3 que podemos evidenciar 
com o seguinte exemplo: 

Todos os dias são quentes. 

Esta proposição deixará de ser verdadeira se algum dia for frio. 

Essas duas proposições podem ser simbolicamente escritas, sendo x do conjun- 
to dos dias: 

p: Todos os dias são quentes « Vx, x é quente. 

-p: Algum dia é frio « dx, x não é quente. 

Temos então as leis de De Morgan: 


1 p:vx, fo) 
logo: 
=p: dx, a (09) 


Analogamente, 
2) qa, fo) 

logo: 

-q: Vx, —f(x) 


Exemplos: 


Do pivx (x+1)2=x2+2x+1(V) 
pax, (x+1)22x2+2x+ 1 (F) 


ii) px ay x+y=0 (V) 
-p:ax,VYy x+y=0 (E) 


As proposições quantificadas universalmente são negadas com a existência de pelo 
menos um elemento que as contraria, chamado de contraexemplo para a proposição. 


Exemplos: 


1) pv x ONE) porquelexisteBy = 0 talique =" 0 Então AO eum! 
contraexemplo para a proposição. 


i) p: Vx<1,x2<1 (F), porque existe ao menos um (por exemplo, x = -2) tal que 
x<1ex? > 1. Logo, x = -2 é um contraexemplo para p. 
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Os quantificadores são muito utilizados para simbolizar enunciados de uso 
corrente. 


1.3.3.4 - Propriedades da quantificação 


“Existe x tal que p(x) é verdade se, e somente se, não é verdade que para todo 
x, p(x) é falso.” 


Exemplo: 
Existem alunos estudiosos se, e somente se, não for verdade que todos os 
alunos não são estudiosos. 


A qual se Iê: 
“Qualquer que seja x, p(x) é verdade se, e somente se, não existe x para o qual 
p(x) seja falso.” 


Exemplo: 
Todos os alunos são estudiosos se, e somente se, não existem alunos 
vadios. 


“Se para todo x, p(x) é verdade, então existe ao menos um x tal que p(x) seja 
verdade.” 


Exemplo: 
Se todos os alunos são estudiosos, então existem alunos estudiosos. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Diga qual é a negação de cada proposição abaixo. 
a) mdc (2,3)=1 oummc (2,3) =6 


3 6 


b) 5=700U3:10=6:5 


[09] 


O) >>ze32>-7 


N 


d) 2=4> 4=2 
eo) (32=9=5 9-3 
)2<5>52<85 

EZ' Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das 
proposições abaixo. 
a)2-1=1=5+7=3-4 
b)22=46(-2)2=4 
0) 5+7:1=1053:3=9 
d) mdc (3, 6) = 1 < 4 é número primo 
e) 2/8=> mmc (2,8)=2 
f) 6=266-2>0 


E 


E3' Com relação às proposições abaixo, julgue as que são 
verdadeiras e falsas. 
a) Brasília está no Brasil se, e somente se, 2+2 =5. 
b) Brasília está na Argentina se, e somente se, 2 +2 =4. 
c) Brasília está no Brasil se, e somente se, 2 + 2 =4. 
d) Brasília está na Argentina se, e somente se, 2 +2=5. 

P4" Determine o valor lógico (V ou F) de cada uma das 
seguintes proposições: 


a)3<4>6<5 


b) tgZ=2= sen Z = 2 


A al 


)3<1>4>3 
d)3+2=7então4+4=8 
1 
1<5=>senZ=+ 
e) sena 3 


E5" Sejam p, qe r proposições verdadeiras e p,, p, e p, pro- 
posições falsas, determine a veracidade das seguintes 
afirmações: 


LU: 


a) p= (q= 1) 

b) p => (q=> 0) 

9 (W>Pp)=>p, 

d) [(p, > p) > ql => p; 


: 6) Nos itens abaixo, julgue cada uma das proposições 


simples e, em seguida, julgue a proposição composta 
definida pelo sinal de operação =. 


a) p: Ronaldinho é jogador de futebol. 
q: x é um número real 


b) p: O mês de janeiro tem 30 dias. 
q: Todo número primo é ímpar. 


PZ' Seja p “Está frio” e seja q “Está chovendo”. Diga uma 


sentença verbal simples que descreva cada uma das 
seguintes proposições: 


a) p= q b) (peg)=>p 


[8 Julgue as proposições. 


a) x é ímpar & x? é ímpar 
b)7>462<09 
c) Brasília fica na França se, e somente se, 6 > 5. 


d) Rio de Janeiro é a capital do Rio de Janeiro se, e 


somente se, senZ = 1 
É 3 2. 


9" Construa a tabela verdade de cada uma das seguintes 


proposições: 
a) (p + q) > -(pou q) 
b) (p>9)S-(p>aq) 


HO! Determine o valor lógico de p, isto é, V(p), em cada 


um dos seguintes casos, sabendo que: 
a) M(D)=VeV(p o q)=F 
b) Vl)=VeVípeg=V 


: EMT Com base na proposição: “Se Felipe é um professor, 


então, Felipe ensina bem a seus alunos”, determine: 
a) a proposição recíproca; 


b) a proposição contrapositiva. 


É IZ) julgue a sentença x-1=06x%=1. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[ET se a sentença “Todas as camisas desta loja estão em 
liquidação” é falsa, então, quais das sentenças abaixo 
devem ser verdadeiras? 


(A) Todas as camisas desta loja não estão com preços 
de liquidação. 


(B) Existe alguma camisa nesta loja que não está em 
liquidação. 


(C) Nenhuma camisa desta loja está em liquidação. 
(D) Nem todas as camisas desta loja estão em liqui- 
dação. 
[2 Se não é verdade que “Alguma professora universitária 
não dá aulas interessantes”, então, é verdade que: 


(A) todas as professoras universitárias dão aulas 
interessantes. 


(B) nenhuma professora universitária dá aulas 
interessantes. 


(C) nenhuma aula interessante é dada por alguma 
professora universitária. 


(D) nem todas as professoras universitárias dão aulas 
interessantes. 


(E) todas as aulas não interessantes são dadas por 
professoras universitárias. 


[3 suponha que as três sentenças abaixo sejam verdadeiras: 
| Todos os calouros são humanos. 
Il) Todos os estudantes são humanos. 
HI) Alguns estudantes pensam. 
Dadas as quatro sentenças abaixo: 
1) Todos os calouros são estudantes. 
2) Alguns humanos pensam. 
3) Nenhum calouro pensa. 
4) Alguns humanos que pensam não são estudantes. 
Aqueles que são consequências lógicas de (1), (Il), e 
(IH) são: 
(A) somente 2. 
(B) somente 4. 
(€)2ies: 
(D) 2e4. 
(E) 1e2. 


: PAM Das premissas: 


A - Nenhum herói é covarde. 


B - Alguns soldados são covardes. 
pode-se corretamente concluir que: 


(A) alguns heróis são soldados. 
(B) alguns soldados são heróis. 
(C) nenhum herói é soldado. 

(D) alguns soldados não são heróis. 


(E) nenhum soldado é herói. 


: [5 Numa cidade, os seguintes fatos são verdadeiros: 


) Alguns canhotos não fumam cigarros. 


Il) Todos os homens fumam cigarros. 
Uma conclusão que se pode tirar é que: 


(A) alguns canhotos são homens. 
(B) alguns canhotos não são homens. 
(C) nenhum canhoto é homem. 

(D) alguns homens não são canhotos. 


(E) nenhum homem é canhoto. 


F6” (PUC-RJ) Dentre as opções abaixo, a sentença 


verdadeira é: 

(A) Não existe um número real x tal que x? < —x. 
(B) Existe um número real x tal que (-x) é positivo. 
(C)NsE 


(D) Seae bsão números reaiseab=1, entãoa=1 e 
b=1oua=1Teb=. 


(E) Nenhuma das sentenças acima é verdadeira. 


BZ) (UFF-RJ) Considere os seguintes enunciados: 
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16 é múltiplo de 2 
15 é múltiplo de 7 


8 é número primo 


A proposição que apresenta valor lógico verdadeiro é: 
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(A) Se 15 é múltiplo de 7 ou 16 é múltiplo de 2, então 
8 é número primo. 


(B) Se 16 é múltiplo de 2 ou 8 é número primo, então 
15 é múltiplo de 7. 


(C) Se 16 é múltiplo de 2, então 15 é múltiplo de 7 e 
8 é número primo. 


(D) Se 15 é múltiplo de 7 e 8 é número primo, então 
16 é múltiplo de 2. 


(E) Se 16 é múltiplo de 2, então 15 é múltiplo de 7 ou 
8 é número primo. 


E8' (UFF-RJ) Considere um quadrilátero Q e a seguinte 


proposição p: 
“Se Q é um retângulo ou Q é um trapézio isósceles, en- 
tão os comprimentos das diagonais de Q são iguais.” 


A proposição equivalente a p é: 


(A) Se Q não é um retângulo ou Q não é um trapézio 
isósceles, então os comprimentos das diagonais 
de Q não são iguais. 


(B) Se Q não tem as diagonais com o mesmo com- 
primento, então Q não é um retângulo e Q não é 
um trapézio isósceles. 


(C) Se Q não tem as diagonais com o mesmo compri- 
mento, então Q não é um retângulo ou Q não é 
um trapézio isósceles. 


(D) Se Q não é um retângulo e Q não é um trapézio 
isósceles, então os comprimentos das diagonais 
Q não são iguais. 


(E) Se os comprimentos das diagonais de Q são 
iguais, então Q é um retângulo ou Q é um tra- 
pézio isósceles. 


9 (UFF-RJ) Em uma roda de amigos, Jorge, Edson e Geral- 


do contaram fatos sobre suas namoradas. Sabe-se que 
Jorge e Edson mentiram e que Geraldo falou a verdade. 
Assinale qual das proposições abaixo é verdadeira. 


(A) Se Geraldo mentiu, então Jorge falou a verdade. 
(B) Edson falou a verdade e Geraldo mentiu. 

(C) Se Edson mentiu, então Jorge falou a verdade. 
(D) Jorge falou a verdade ou Geraldo mentiu. 


(E) Edson mentiu e Jorge falou a verdade. 


TO (Unirio-RJ) Considere a afirmativa: 


“Todo sistema linear de n equações com n incógni- 
tas admite apenas uma solução porque todo sistema 
linear homogêneo admite solução.” 


Ud: 


Com relação ao exposto, pode-se afirmar que a asserção: 


(A) é verdadeira, e a razão é falsa; 
(B) é falsa, e a razão é verdadeira; 
(C) ea razão são falsas; 


(D) ea razão são verdadeiras, e a razão é uma justifi- 
cativa correta da asserção; 


(E) ea razão são verdadeiras, mas a razão não é uma 
justificativa correta da asserção. 


EMT) (UFF-RJ) O seguinte enunciado é verdadeiro: 


“Se uma mulher está grávida, então a substância go- 
nadotrofina coriônica está presente na sua urina.” 


Duas amigas, Fátima e Mariana, fizeram exames e 
constatou-se que a substância gonadotrofina está 
presente na urina de Fátima, e não está presente na 
urina de Mariana. Utilizando a proposição enuncia- 
da, os resultados dos exames e o raciocínio lógico 
dedutivo: 


(A) garante-se que Fátima está grávida e não se pode 
garantir que Mariana está grávida. 


(B) garante-se que Mariana não está grávida e não se 
pode garantir que Fátima está grávida. 


(C) garante-se que Mariana está grávida e que Fáti- 
ma também está grávida. 


(D) garante-se que Fátima está grávida e não se pode 
garantir que Mariana está grávida. 


(E) garante-se que Mariana não está grávida e que 
Fátima está grávida. 


oque RJ) Na cidade litorânea de Loretin, é rigorosa- 


mente obedecida a seguinte ordem do prefeito: 


“Se não chover, então todos os bares à beira-mar de- 
verão ser abertos.” 


Pode-se afirmar que: 


(A) setodos os bares à beira-mar estão abertos, então 
choveu. 


(B) se todos os bares à beira-mar estão abertos, en- 
tão não choveu. 


(C) se choveu, então todos os bares à beira-mar não 
estão abertos. 


(D) se choveu, então todos os bares à beira-mar estão 
abertos. 


(E) se um bar à beira-mar não está aberto, então 
choveu. 
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[13 (UFR-R)) Os quatro cartões abaixo têm uma letra numa 
face e um número inteiro na outra. 


| Il HI IV 
E) (e E 6 


Considere a afirmação: “Se há uma vogal em uma face, 
então há um número par na outra face.” Quais dos 
cartões acima devem ser, necessariamente, virados 
para que se determine se a afirmação acima é verda- 
deira ou falsa? 


(A) lell 
(B) Ile IV 
(C) II Ile IV 
(D) lelll 
(E) led 


MZ (UFRJ) As figuras a seguir representam quatro cartões 
A,B,CeD, que foram colocados sobre a mesa. 


A B E D 


0,666 A J5 e 


Quem os colocou assim afirmou: “Todo cartão que 
tiver um número racional em uma face terá um po- 
lígono na outra”. Uma pessoa deseja verificar se essa 
afirmação é verdadeira. Para cada cartão, indique se a 
pessoa será obrigada a olhar a outra face desse mes- 
mo cartão. Justifique. 


[15 Uma sentença logicamente equivalente a “Se Pedro é 
economista, então Luísa é solteira” é: 


(A) Pedro é economista ou Luísa é solteira. 
(B) Pedro é economista ou Luísa não é solteira. 
(C) Se Luísa é solteira, então Pedro é economista. 


(D) Se Pedro não é economista, então Luísa não é 
solteira. 


(E) Se Luísa não é solteira, então Pedro não é econo- 
mista. 


[16 Se Ana não é advogada, então Sandra é secretária. Se 
Ana é advogada, então Paula não é professora. Ora, 
Paula é professora, portanto: 


(A) Ana é advogada. 

(B) Sandra é secretária. 

(C) Ana é advogada ou Paula não é professora. 
(D) Ana é advogada e Paula é professora. 


(E) Ana não é advogada e Sandra não é secretária. 
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: Uma pessoa que gosta de todas e apenas das pessoas 
que não gostam de si mesmas: 


(A) gosta de si mesma. 
(B) não gosta de si mesma. 
(C) não existe. 
(D) gosta de alguém. 
(E) não gosta de ninguém. 
' Um grupo de 4 pessoas será formado, escolhendo-se 
entre 3 homens (F, G, H) e 4 mulheres (W, X, Y, Z). O 


grupo deverá ter pelo menos 2 homens e as seguintes 
condições deverão ser respeitadas: 


F se recusa a trabalhar com Y; 
G se recusa a trabalhar com W; 


Y se recusa a trabalhar com Z. 
a) Se Y pertencer ao grupo, quais serão os outros 
membros? 


b) Classifique em verdadeiro ou falso: 


D | SeF não é escolhido, W também não é. 
Il) Se H não é escolhido, Z é. 


HI) Se G não é escolhido, W é. 


' mos Duas grandezas x e y são tais que: se x= 3, então 


y = 7. Pode-se concluir que: 
(A) sex=3, então y = 7; 
(B) sey=7, então x=3; 
(C) sey = 7, então x = 3; 
(D) sex=5, então y=5; 


(E) nenhuma das conclusões anteriores é válida. 


: EZ20] Cada um dos cartões abaixo tem de um lado um nú- 


mero e do outro uma letra. 


A B 2 3 


Alguém afirmou que todos os cartões que têm uma 
vogal numa face têm um número par na outra. Para 
verificar se tal afirmação é verdadeira: 


(A) é necessário virar todos os cartões; 

(B) é suficiente virar os dois primeiros cartões; 
(C) é suficiente virar os dois últimos cartões; 
(D) é suficiente virar os dois cartões do meio; 


(E) é suficiente virar o primeiro e o último cartão. 
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[27 (UFRJ) João não estudou para a prova de Matemática; 


por conta disso não entendeu o enunciado da primei- 
ra questão. A questão era de múltipla escolha e tinha 
as seguintes opções: 


(A) O problema tem duas soluções, ambas positivas. 


(B) O problema tem duas soluções, uma positiva e 
outra negativa. 


(C) O problema tem mais de uma solução. 
(D) O problema tem pelo menos uma solução. 
(E) O problema tem exatamente uma solução positiva. 


João sabia que só havia uma opção correta. Ele pen- 
sou um pouco e cravou a resposta certa. Determine a 
escolha feita por João. Justifique sua resposta. 


[22º Considere que, nos seguintes enunciados, a palavra 


jovem sempre esteja relacionada à mesma pessoa. 


D “Se, para ingressar no curso de Administração 
que pretendia, um jovem concorreu com 749 ves- 
tibulandos para 50 vagas, então, para ingressar 
no programa de trainee da empresa que ele quer, 
agora que está se formando, ele está concorrendo 
com 14999 candidatos para apenas 30 vagas.” 


Il) “A relação candidato/vaga no vestibular do curso 
de Administração que o jovem pretendia foi igual 
a 15.” 


HI) “A relação candidato/vaga no processo de trainee 
que o jovem quer é igual a 500.” 


Para concluir que o condicional apresentado em (Il) é 
falso: 


(A) é necessário saber que a informação em (III) 
é falsa; 
(B) é suficiente saber que a informação em (III) é falsa; 


(C) é necessário saber que a informação em (Il) é 
falsa e a informação em (III) é verdadeira; 


(D) é suficiente saber que a informação em (II) é falsa 
e a informação em (III) é verdadeira; 


(E) é necessário obter mais informações além da 
veracidade ou da falsidade das informações em 


(II) e (HI). 


[23' Considere a declaração abaixo: 


“Uma pessoa ingressa na comunidade virtual de rela- 
cionamento TUKRO somente se é convidada.” 


Supondo que a declaração acima seja verdadeira, é 
correto afirmar que: 


“7 


(A) se uma pessoa quer ingressar na TUKRO, então 
ela é convidada; 


(B) se uma pessoa é convidada para entrar na TUKRO, 
então ela quer ingressar nessa comunidade; 


(C) se uma pessoa é convidada para entrar na TUKRO, 
então ela ingressa nessa comunidade; 


(D) se uma pessoa ingressar na TUKRO, então ela foi 
convidada; 


(E) se uma pessoa não ingressar na TUKRO, então ela 
não foi convidada. 


aqu. RJ) As três filhas de seu Anselmo — Ana, Regi- 


na e Helô — vão para o colégio usando, cada uma, 
seu meio de transporte preferido: bicicleta, ônibus ou 
moto. Uma delas estuda no Colégio Santo Antônio, 
outra no São João e outra no São Pedro. Seu Anselmo 
está confuso em relação ao meio de transporte usado 
e ao colégio em que cada filha estuda. Lembra-se, en- 
tretanto, de alguns detalhes: 


— Helô é a filha que anda de bicicleta; 

— a filha que anda de ônibus não estuda no Colégio 
Santo Antônio; 

— Ana não estuda no Colégio São João e Regina estu- 
da no Colégio São Pedro. 


Pretendendo ajudar seu Anselmo, sua mulher junta es- 
sas informações e afirma: 

| | Regina vai de ônibus para o Colégio São Pedro. 
ID Ana vai de moto. 


HI) Helô estuda no Colégio Santo Antônio. 
Com relação a essas afirmativas, conclui-se: 


(A) Apenas a | é verdadeira. 

(B) Apenas a lea Il são verdadeiras. 
(C) Apenas a Il é verdadeira. 

(D) Apenas a III é verdadeira. 


(E) Todas são verdadeiras. 


E (UFC-CE) Três bolas A, B e C foram pintadas: uma de 


verde, uma de amarelo e uma de azul, não necessaria- 
mente nessa ordem. Leia atentamente as declarações 
a seguir. 


D Bnão é azul. 
ID) Aé azul. 


II) Cnão é amarela. 
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: [29' (PUC-RJ) Qual é o menor número de pessoas num 


Sabendo-se que apenas uma das declarações anterio- 
res é verdadeira, podemos afirmar corretamente que: 


(A) a bola A é verde, a bola B é amarela e a bola € 
é azul; 


(B) a bola A é verde, a bola B é azul e a bola C é 
amarela; 


(Dx 


(C) a bola A é amarela, a bola B é azul e a bola € 
verde; 


(Dx 


(D) a bola A é amarela, a bola B é verde e a bola € 
azul; 


(E) a bola A é azul, a bola B é verde e a bola C é 
amarela. 


26) As quatro sentenças abaixo, e somente estas, foram 
encontradas em um cartão: 
|) Neste cartão, exatamente uma sentença é falsa. 
II) Neste cartão, exatamente duas sentenças são falsas. 
HI) Neste cartão, exatamente três sentenças são falsas. 
IV) Neste cartão, exatamente quatro sentenças são 


falsas. 


Suponha que cada sentença neste cartão seja Verda- 
deira ou Falsa. Entre aquelas o número de sentenças 


falsas é: 
(A) O (D) 3 
(B) 1 (ENRA 
(C) 2 


[27 A negação de “Hoje é segunda-feira e amanhã não 
choverá” é: 


(A) hoje não é segunda-feira e amanhã choverá; 

(B) hoje não é segunda-feira ou amanhã choverá; 

(C) hoje não é segunda-feira, então amanhã choverá; 

(D) hoje não é segunda-feira nem amanhã choverá; 

(E) hoje é segunda-feira ou amanhã não choverá. 
[28º De quantos modos distintos podem ser mostradas 


quatro chaves do tipo “liga-desliga”, que estão alinha- 
das de modo que duas chaves adjacentes não estejam 


desligadas? 

(A) 8 (D) 14 
(B) 10 (E) 16 
(C) 12 


grupo para garantir que pelo menos quatro pessoas 
do grupo nasceram no mesmo mês? 


BON ÇUER) Um saco contém 13 bolinhas amarelas, 17 


cor-de-rosa e 19 roxas. Uma pessoa de olhos vendados 
retirará do saco n bolinhas de uma só vez. Qual é o 
menor valor de n de forma que se possa garantir que 
será retirado pelo menos um par de bolinhas de cores 
diferentes? Justifique. 


* [BT Considerando- -se um texto que contém 100 palavras, 


é válido afirmar-se que: 
(A) todas as letras do alfabeto foram utilizadas; 
(B) há palavras repetidas; 


(C) pelo menos uma letra foi utilizada mais do que 3 
vezes; 


(D) uma das letras do alfabeto não foi utilizada; 


(E) não há palavras repetidas. 


[32' (UFRJ) Considerando que em uma festa existem 15 
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pessoas, não podemos afirmar que: 
(A) pelo menos duas nasceram no mesmo mês do ano; 


(B) pelo menos três nasceram no mesmo dia da 
semana; 


(C) se uma pessoa conhece as demais, então existem 
pelo menos duas com o mesmo número de co- 
nhecidos (o conhecer alguém é recíproco); 


(D) se uma pessoa não conhece ninguém, então po- 
dem não existir duas pessoas com o mesmo nú- 
mero de conhecidos; 


(E) a diferença de idade, em anos, de duas delas, é 
um múltiplo de 14. 


1881 (Unesp) Um jantar reúne 13 pessoas de uma mes- 


ma família. Das afirmações a seguir, referentes às 
pessoas reunidas, a única necessariamente verda- 
deira é: 


(A) Pelo menos uma delas tem altura superior a 
1,90 m. 


(B) Pelo menos duas delas são do sexo feminino. 


(C) Pelo menos duas delas fazem aniversário no mes- 
mo mês. 


(D) Pelo menos uma delas nasceu num dia par. 


(E) Pelo menos uma delas nasceu em janeiro ou 
fevereiro. 
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[34 Um teste de literatura, com cinco alternativas, das 
quais apenas uma é verdadeira, referindo-se à data de 
nascimento de um famoso escritor, apresenta as se- 
guintes alternativas: 


(A) século XIX. 
(B) século XX. 
(C) século XXI. 
(D) depois de 1820. 
(E) antes de 1850. 
Qual a resposta correta? 
[35º O menor número de crianças que pode haver em uma 


família, se cada criança tem pelo menos um irmão e 
pelo menos uma irmã, é igual a: 


(A) 2 (D) 5 
(B) 3 (E) 6 
(C) 4 
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Desafios 


: EM verifique se as proposições abaixo são ou não 


teoremas. 


a) Se um número natural é múltiplo de 3, então seu 
quadrado é múltiplo de 3. 


b) Se o quadrado de um número natural é múltiplo de 
3, então ele é múltiplo de 3. 


c) O cubo de um número natural que é múltiplo de 3 
é múltiplo de 3. 


d) Se o cubo de um número natural é múltiplo de 3, 
então o número é múltiplo de 3. 


: [2 Demonstre que a soma de um número positivo ao seu 
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inverso é sempre maior ou igual a dois. 
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CONJUNTOS 


Plutão & P 


A noção de conjuntos e de pertencimento a conjuntos é essencial (exemplos usados com frequência 
são os conjuntos numéricos na Álgebra ou os conjuntos de pontos na Geometria). Por exemplo, decidir 
se Plutão é um planeta é o mesmo que decidir se Plutão pertence ao conjunto dos planetas. Em geral, 
discutir se um elemento possui ou não uma propriedade é o mesmo que discutir se ele pertence ao 
conjunto dos elementos que têm aquela propriedade. Na ilustração, os oito planetas do sistema solar 
como definidos pela União Internacional de Astronomia em 2006. 


Paulo César Pereira 
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2 - CONJUNTOS 
2.1 - Noções fundamentais 


2.1.1 - Conceito 


O conceito de conjunto é primitivo, uma noção primária não definida. Intui- 
tivamente, conjunto é uma classe de “elementos bem definidos”. 

Esses “elementos bem definidos”, concretos ou abstratos, são em geral agrupa- 
dos segundo critérios determinados ou propriedades exclusivas, dando origem 
aos conjuntos. 

Um conjunto está definido se for possível decidir, sem ambiguidade, se um 
dado elemento pertence ou não a ele. 

Não são considerados conjuntos (no nosso contexto) as coleções em que, para 
decidir se um elemento é ou não membro do conjunto, tem-se que dar interpreta- 
ções subjetivas. 


Exemplos de conjuntos: 

i) Conjunto dos alunos de uma turma. 

ii) Conjunto das turmas do colégio. 

iii) Conjunto dos colégios do estado do Rio de Janeiro. 
iv) Conjunto dos estados do Brasil. 

v) Conjunto dos países de um continente. 

vi) Conjunto dos continentes da Terra. 

vii) Conjunto dos planetas do Universo. 

Contra exemplos, isto é, não são conjuntos no nosso contexto: 
i) Conjunto dos problemas fáceis. 

ii) Conjunto dos alunos inteligentes. 

iii) Conjunto das flores bonitas. 


iv) Conjunto das cidades próximas. 


Observe que, em cada um desses enunciados, seria necessário dizer o que 
se entende por: fácil, inteligente, bonito e próximo, para que se pudesse deci- 
dir se um elemento faz ou não parte da coleção em questão. 


Representam-se em geral os conjuntos por letras maiúsculas À, B,.., X,Y e 
seus elementos pelas letras minúsculas correspondentes a, D, ..., x, ). 
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2.1.2 - Pertinência 

É um conceito primitivo, não tem definição. 

Para indicar que um elemento x pertence ao conjunto X usaremos a notação: 
x E X, que se lê: “o elemento x pertence ao conjunto X”. 

À negação da propriedade de pertinência se representa por y É X, que se lê: “o 
elemento y não pertence ao conjunto X”. 


Exemplos: 


i) SejaHo conjunto dos seres humanos. Seja o ser humano João e o planeta 
Marte. Temos João E H e Marte É H. 


ii) Seja C o conjunto dos números inteiros compreendidos entre 10 e 20. 
emos entaoiiAS Cera e: 


2.1.3 - Apresentação de um conjunto 


Podemos definir um conjunto de duas maneiras. 


2.1.3.1 - Definição por extensão 
Consiste em dar a lista completa dos elementos que pertencem ao conjunto. 
Esta forma de definir é também chamada de listagem, nomeação, tabulação etc. 
A maneira de representar é escrevendo os nomes de todos os elementos entre 
duas chaves (|, separando-os por vírgulas. 
Exemplos: 
) A=(1,2,3,4,5) 


ii) Ba= (janeiro, fevereiro, março, ...) 


iii) C= (João, 3, pai de Maria, —x) 


2.1.3.2 - Definição por compreensão 


Consiste em indicar uma ou mais propriedades exclusivas a todos os elemen- 
tos do conjunto. 
Uma propriedade é exclusiva quando: 


a) todo elemento do conjunto possui tal propriedade; 


b) todo elemento que possui esta propriedade pertence ao conjunto. 
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Para representar um conjunto definido por compreensão, considera-se um 


elemento genérico x e atribui-se a esse elemento a propriedade definidora do conjunto. 


(x | x tem a propriedade p) = (x | p(x)) 
Lê-se: “O conjunto dos elementos x tais que x tem a propriedade p”. 
A barra vertical “|” que separa o elemento genérico da propriedade pode ser 


substituída por dois pontos (“:”). 


Exemplos: 


Sendo N o conjunto dos números naturais, isto é, IN = (0,1,2,3,...) 
temos: 


rc mr penhlc=205) 

ne doc a bRenpeçade RB Gore 

iii) C,éo conjunto das soluções da equação x? - 5x + 6=0 
Cos Ono) 

iv) C,éo conjunto das soluções naturais da inequação x? —- 12x + 20 >0 
Ce brenpo tro 0 QU so penca) 

Observações: 

1) Em geral, cada propriedade p determina um conjunto, aquele cujos elementos 
tem a propriedade p. As funções proposicionais de uma variável represen- 
tariam, então, o conjunto de elementos de um universo prefixado que satisfa- 
zem a função proposicional, isto é, a tornam uma proposição verdadeira. 

IA, Vx, XE AS p(x)) 
isto é: A=(x|p(x) 
Note então que um mesmo conjunto pode ser definido por propriedades dife- 
rentes. São propriedades denominadas coletivizantes. 
Por exemplo: 
A=(xeN|xéparax = 10) 
A=(x€eN|x tem como último algarismo 0, 2, 4, 6ou 8 e x tem mais de um 
algarismo) 
Neste caso, o conjunto A está definido de duas maneiras diferentes. 
2) Muitas vezes é impossível passar da definição por compreensão para a defini- 


ção por extensão. Tal fato ocorre com os conjuntos infinitos. 


Por exemplo: 
P=[x|x6 prmo)=[2,3,5,7, 11,13, 
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Observe que não seria possível escrever todos os números primos, embora haja 
meios de saber se um dado número é ou não primo, isto é, se um dado número 
pertence ou não a este conjunto. 

No exemplo em pauta, ainda foi possível indicar alguns elementos do conjun- 
to. Agora, no exemplo: R = (x |x é ponto da reta 7), não se poderia enumerar os 
elementos do conjunto. 


2.1.4 - Diagramas de Euler-Venn 


Consiste em considerar o conjunto uma coleção de pontos internos a um 
círculo ou contorno fechado (sem pontos duplos, isto é, sem que haja pontos do 
contorno coincidentes). 

Os elementos pertencentes ao conjunto são indicados por pontos no interior do 
contorno e os não pertencentes ao conjunto são colocados na região exterior 
(não se colocam pontos sobre o contorno). 

Seja o conjunto C = (€, C,, ..., C,). Sua representação pelo diagrama de 
Euler-Venn será: 


» €, pertencem a C b não pertence a € 


Observações: 
1) Os diagramas de Euler-Venn são úteis para ilustrar e raciocinar, mas não de- 
vem ser usados para demonstrar propriedades. Cc 


2) Seo conjunto for infinito, usaremos todos os pontos do interior do contorno 
para representar o conjunto. 


= be | p6o) 
Exemplo: 
A B B ã B 
S 
nenhum x de À é de B todo x de À é de B algum x de A é de B 
vx, XE A> x &ÉB) Vx, XE A>xEB) ix, XE AnxEB) 
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DEFINIÇÃO 
Conjunto vazio. 


OBSERVAÇÕES 

O conjunto vazio é definido 
por condições que não são 
satisfeitas por qualquer 
elemento. 

É importante não confundir 
zero com conjunto vazio. O 
vazio desempenha na teoria 
dos conjuntos uma função 
semelhante à do zero na 
teoria dos números. 


DEFINIÇÃO 
Conjunto unitário. 


DEFINIÇÃO 
Conjunto finito. 


Ud: 


2.1.5 - Conjunto vazio 


Embora a ideia de conjunto traga inerente ao seu significado a noção de plu- 
ralidade, estenderemos o conceito definindo o vazio como o conjunto que não 
possui elementos. 

Representa-se o vazio pelos símbolos [) ou 2. 


Exemplos: 


) A-pREN|x42<0SÃA=2 

di) B=penN|jr=HeB=p 

mm) Cafbilisi<ieClss 

iv) D=(x|x é mês do ano que começa com a letra z) & D=2 


2.1.6 - Conjunto unitário 


Para representar um conjunto unitário, basta colocar o seu componente entre 
chaves. Temos (a) = (x | x = a), conjunto unitário cujo elemento é a. 

Escrevemos então: a E (a) 

Não confunda o conjunto (x) com o elemento x, isto é, [x] = x. Basta ver que 
“um livro” não é o mesmo que “uma estante onde há um livro”. Note a diferença 
entre 9 e (2). O primeiro é o conjunto vazio e o segundo é um conjunto unitário 
cujo elemento é o conjunto vazio. Temos 2 E (9). 


2.1.7 - Conjuntos finitos e infinitos 


Exemplos: 

ii) O conjunto das vogais do alfabeto. 

ii) O conjunto dos moradores de um prédio. 
iii) O conjunto dos seres humanos. 


iv) O conjunto de folhas da floresta Amazônica. 
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Quando o número de elementos for muito grande, procuramos definir o con- 
junto por meio de uma propriedade que lhes seja exclusiva. 


Exemplos: 


i) O conjunto dos eleitores que votaram na última eleição. 


ii) O conjunto dos múltiplos de 4 compreendidos entre 10º e 10'º. 


Exemplos: 
id O conjunto dos números primos. 
ii) O conjunto dos pontos de uma reta. 


2.1.8 - Relações entre conjuntos 


2.1.8.1 - Inclusão (subconjunto) 


Analogamente usaremos a notação B D À, que se lê: o conjunto B contém o 
conjunto A, para representar a contenção. Dizemos então que: A é um subconjunto 
ou parte de B, ou B é um sobreconjunto de A. A negação da inclusão se escreve: 


ACBSIx, (xe ANnxgÉB) 


Exemplos: 
D labcdjCla bc de, f 8) 
ii ()ct,3,5,7) 


iii) Seja To conjunto dos triângulos e P o conjunto dos polígonos planos. 
Temos Tc PouPD TT, porque todo triângulo é um polígono plano. 


Dl Dj css Zi poisZie (367) 


v) Seja Po conjunto dos números pares e I o conjunto dos ímpares. Temos 
P q I, porque todos os números pares não são ímpares, logo, existem núme- 
ros pares que não são ímpares. 
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DEFINIÇÃO 
Conjunto infinito. 


EEE 
DEFINIÇÃO 

Inclusão. 
[E | 
NOTA 


Usa-se também o símbolo € 
para representar a inclusão. 


6) 
ACB 
AÇZB 
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O vazio é subconjunto de qualquer conjunto, basta ver que: 
DYASIx,(XEDAXEA) 
é absurda, pois o vazio não tem elementos. Como a negação da proposição em 
questão é falsa, resulta que a proposição 2 C A é verdadeira. 


Observações: 
EEE z s dn a E a 
NOTA 1) Convém notar a diferença entre pertinência e inclusão. 
Não se escreve A E B a não A pertinência é uma relação entre elemento e conjunto, isto é: 
ser que B seja um conjunto 
de conjuntos e A seja seu elemento E conjunto 
elemento. 


A inclusão é uma relação entre conjunto e conjunto, isto é: 


conjunto C conjunto 


2) Relação entre inclusão e implicação. 
Consideremos dois conjuntos definidos por compreensão: A = (x | p(x)) e 
B =x | g0)). 


d) AC B significa que: 
Se x é elemento de A, então x é elemento de B; logo, se x tem a proprieda- 
de p, então x tem a propriedade q, isto é: (A C B) > (p(x) => q(x)). 


id p(x) > q(x) significa que: 
Se x tem a propriedade p, então x tem a propriedade q, logo, se x é elemen- 
to de À, então x é elemento de B, isto é: (p() > q (x) > (A CB). 


Temos então: 
(A CB) + (p(x) > q()) 


Exemplos: 


D)  A=(x|x é triângulo equilátero) 
B=(y|y é triângulo isósceles) 
Ac B porque todo triângulo equilátero é isósceles 
(A C B) > (x é triângulo equilátero > x é isósceles) 


ii) Seja A o conjunto dos múltiplos de 12 e Bo conjunto dos múltiplos de 4. 
Temos: 
A=(x|x=12n, ninteiro) 
B=(y|y=4m, minteiro) 
Como 12n = 4. (3n) = 4m' (m' inteiro), concluímos: 
ACBS (xémúltiplo de 12 > x é múltiplo de 4) 


M(4) 


a . 
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3) Para provar a negação da inclusão A C B, utiliza-se o método do contra exem- 
plo, isto é, exibe-se um elemento do conjunto A que não seja de B. 


Exemplos: 


D) A=f(x|x é múltiplo de 5) 
B=(y|y é múltiplo de 10) 
A & B porque x = 15 é múltiplo de 5 e não é de 10 


ii) AeBsão conjuntos de figuras geométricas planas tais que: 
A=t[x | x é equilátero) 
B=(y |y é equiângulo) 
A £ B porque o losango é equilátero e não é, obrigatoriamente, equiângulo 


Propriedades da inclusão 


Um exemplo que ilustra esta propriedade é o seguinte: 


Se o ponto P pertence à reta r e a reta r está contida no plano x, então o ponto P 
pertence ao plano. Se por outro lado o plano está contido no espaço, então o ponto 
P pertence ao espaço e a reta r está contida no espaço. 
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2.1.8.2 — Igualdade 


DEFINIÇÃO 
Conjuntos iguais. 


Exemplos: 
i) 


ii) 


la, b,c)=[bcal=lcca,a,b,b) 


A=f(a, bc) B=(a,b, d) 
AB porquec É Bou d É A 


ii) (a)=((a)) porque axa) 


Observações: 


1) 


2) 


3) 


A definição de igualdade nos diz apenas que dois conjuntos constituídos dos 
mesmos elementos são iguais, independentemente da ordem dos seus elemen- 
tos ou da repetição de alguns deles. 

Assim, o conjunto das letras da palavra arara é (a, 1) = (1, a). 

Temos também: (a, a a, rri=t(a,r) 


Quando se desejar demonstrar a igualdade, será necessário demonstrar a con- 
junção de inclusões: 
A=BS(ACB)A(BCA) 


Relação entre igualdade e equivalência. 

Consideremos dois conjuntos definidos por compreensão, digamos 
A=t|pl)jeB=t|a(o). 

Como vimos na implicação, temos: À C B é (p(x) > q(x)) 

Por outro lado, devemos ter: BC A & (g(x) => p(x)) 

Logo: A = B é (p(x) & q(x)), isto é, dois conjuntos são iguais se as propriedades 


definidoras dos conjuntos forem proposições equivalentes. 


Exemplos: 


) 


ii) 


DEFINIÇÃO 
Subconjunto próprio. 


ds 


A=(xeN|xéímparjeB=(/x€E N|x dividido por 2 dá resto 1) 
É fácil notar que p(x): x é ímpar e q(x): x dividido por 2 dá resto 1 são pro- 
posições equivalentes, p(x) <> g(x). Então A = B. 


NE ren 100 Otemmzeos meiNleB genro nem 
Temos A = B porque todo número constituído da unidade acompanhada 
de n zeros é a potência de 10 cujo expoente é o número de zeros. 
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2.1.9 - Conjunto de conjuntos 


À igualdade de conjuntos nos leva a concluir que conjuntos podem ser trata- 
dos como elementos e daí surge a noção de conjunto de conjuntos. 

Em geral, quando um conjunto é constituído de conjuntos, utiliza-se a no- 
menclatura “família de conjuntos” ou “coleção de conjuntos”. 


Exemplos: 
D A=(1),/(2,3), (4,5, 6) é família de conjuntos 


ii) B=(1,2,3,4,5, 6) não é família de conjuntos 


Observe que o conjunto A é a família dos conjuntos (1), (2, 3) e (4, 5, 6), en- 
quanto B é o conjunto cujos elementos são 1, 2,3,4,5€ 6. 

Tem-se À = B. 

Observe que: (1) E A, (1)CB e HIJCA 

2,3) ÉBe (2,3) é 

2,3)€eA e [2,3] c 


2.1.9.1 - Conjunto potência ou conjunto das partes de um conjunto 


DEFINIÇÃO 
Conjunto das partes de um 
conjunto. 


P(A)=[X|XCA) 

Para se obter os elementos do conjunto das partes de um conjunto dado, co- 
meçamos com o subconjunto vazio, em seguida determinamos todos os subcon- 
juntos unitários, todos os pares de elementos, ternos etc. até o subconjunto pleno 
de A, que é o próprio conjunto A. 

Temos então: X CAS XEP(A) 

xe AS (xe P(A) 

xyeAsSIxy EPA) 

e, além disso, 2 E P(A), assim como À E P(A). 


Exemplos: 


D Seja A= la, b, c). 
P(A) = (2, ta), 1b), tc), ta, by, ta, ch (bc), ta, b, ch) 


ii) Determinar P(P(P(2))). 
SejaA=2=>P(A)=(2,A)=(9, 9) = (2) = P(2). 
Seja B = (2) > P(B) = (2,12)) = P(P(Z)). 
Seja C = (2,(2)) > P(C) = [2 12), U2)), 12, 112))) = P(P(P(D)). 


57 Eh vá 


CAPÍTULO II CONJUNTOS 


2.1.9.2 - Teorema 


Se o conjunto A é finito com n elementos, então P(A) terá 2" elementos. 

Representando o número de elementos ou cardinal do conjunto finito A por n(A), 
temos n(A) = n «> n(P(A)) = 2". Antes de demonstrar, mostremos um processo sistemá- 
tico (diagrama em árvore) de obter-se os elementos do conjunto das partes de um 
conjunto A = (a, a,, ..., a,). Partamos do vazio e consideremos o elemento a E A. 

Se colocarmos o elemento a, no vazio, ficamos com o unitário (a), e se não 


colocarmos, continuamos com o vazio. 
2 não colocamos a, 


(4) 
ta) colocamos a, 
Seja agora o elemento a,. Façamos o mesmo raciocínio com os conjuntos 
encontrados, ou seja, Ze (a). 


1) Se colocarmos a, no vazio, ficamos com o unitário (a,), e se não colocarmos, 
continuamos com o vazio. 


2) Se colocarmos a, em (a ), ficamos com o par (a,, a,), e se não colocarmos, con- 
tinuamos com (a). Temos então: 
a D —> não colocamos a, em 2 


ta) —> colocamos a, em 9 


ta) | —» não colocamos a, em (a ) 


(a) ta, a,) * colocamos a, em (a ) 


Consideremos agora o elemento a,. Procedendo analogamente teremos: 


(2) — não colocamos a, em 9 
ta) —> colocamos a, em 2 
õ ta,) —> não colocamos a, em (a,) 
o (a,a,) - —» colocamos a, em (a,) 
ta) —> não colocamos a, em (a) 
(a,4,))  —> colocamos a, em (a ) 
(a) (a,a,) - —» não colocamos a, em (a, a,) 
(a, 4,,4,)-> colocamos a, em (a, a,) 
20 21 22 23 
partes partes partes partes 


Provemos agora, por indução, que o número de elementos de P(A) é 2". 
Se A tem O elementos, isto é, A = 2, então P(Z) = (2) terá 1 elemento, ou seja, 
2º = 1 elemento. A propriedade é verdadeira para n = 0. 
n(P(D)) = 1 
Provemos agora que a propriedade se transmite den a n + 1, isto é: 
Se P(A,) tem 2” elementos quando A = (a, a, .. a), então P(A, ,) terá 2"+! 
elementos quando A ,=[a,a,..,a,a 
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Com efeito, suponhamos feita a árvore das partes até o conjunto A = (a, a, 
« 4,). Consideremos o elemento a, . Este elemento pode ser colocado em cada 
um dos 2" subconjuntos de A, dando origem a 2” subconjuntos de A, |, (os que 
possuem a, ,,). Por outro lado, se este elemento não for colocado naqueles subcon- 
juntos, teríamos ainda 2" subconjuntos de A, ,, (os que não possuem o elemento 
em questão). Temos então: 


Ao, «sy aj não colocamos a, 


Bo +1 


a a,da 


2 ee» A,» 1.1) Colocamos a, 


/ +1 


Cada subconjunto (a, a,,..., a,) de A, dá origem a 2 novos subconjuntos, agora 
de A, ,,. Como, por hipótese, o número de partes de A, é 2”, o número de partes de 
A, Será: 2: 2" = 2"+1!, o que completa a indução. 

n(P(A)=2">n(P(A )=2" 


Exercícios resolvidos: 


1) Quantos elementos tem o conjunto potência do conjunto A = (a, e 1 o, us? 
Solução: Como n(A) = 5, então o conjunto potência P(A) terá 2º = 32 ele- 
mentos, ou seja, n(P(A)) = 32. 

2) Seo conjunto das partes de certo conjunto A tem 1024 elementos, quan- 
tos elementos terá o conjunto? 

Solução: Devemos ter 2” = 1024 = 2!º, logo n = 10, ou seja, n(A) = 10. 

3) Sen(A)=n, quanto vale n(P(P(A)))? 

Solução: Como n(P (A)) = 2", então n((P(P(A)) =2” . 


2.1.10 — Universo ou conjunto de referência 


Se todos os conjuntos considerados em certo estudo são subconjuntos de 
um determinado conjunto, este conjunto se denomina conjunto universo e 
representa-se pela letra U. 


O diagrama de Euler-Venn relativo ao universo de estudo é um retângulo. 
Todo conjunto desse estudo será um contorno no interior deste retângulo. 


U 


Exemplos: 
i) No caso da geometria, o universo é o conjunto dos pontos do espaço. 
ii) No caso da astronomia, o universo é o conjunto dos astros. 


iii) No caso dos seres humanos, o universo é a humanidade. 
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DEFINIÇÃO 
Conjunto universo. 


Ed 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dado o conjunto A = (+, -, x, +), determine o conjun- ; [5] Dado o conjunto F = (x | x é letra da palavra Miguel), 


to P(A). 


FZ" sendo A (2, (2)), quais as proposições verdadeiras? 


(A) DEA (D) (DJ EA 
(B) GCA (E) (SÍ) CA 
(C)IDICA 
[| Seja: A = (0, 1). Classifique em V ou F as afirmativas a 
seguir: 
a) 0E A e) (DJ E P(A) 
b) DE A f) (2) É P(A) 
o) tOJ CA 9) (4) C P(A) 


d) 10) É P(A) h) (0,1) E P(A) 


F47 0 número de conjuntos distintos X que satisfazem 
(0,1,2)CXC(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)é: 


(A) 7 (D) 742º 
(B) 27-23 (E) 27 
(C) 7? 


“7 


o número de subconjuntos não vazios de F é: 
(A) 32 (C) 63 
(B) 64 (D) 31 


16 Quantos pagamentos podem ser efetuados, utilizan- 


do-se no máximo uma de cada das cédulas do sistema 
monetário brasileiro (as células são de R$1,00, R$2,00, 
R$5,00, R$10,00, R$20,00, R$50,00 e R$100,00)? 


* EZO Quantos aperitivos diferentes podem ser obtidos mis- 


turando-se em partes iguais, de todos os modos possí- 
veis, dez bebidas de um bar? 


E8" Um conjunto x possui 4095 subconjuntos não vazios. 


Quantos são seus elementos? 


: WON Seja A o conjunto de todos os cariocas e B o conjun- 
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to de todas as pessoas inteligentes. Admitindo que 
seja verdadeira a frase: “Todo carioca é inteligente.”, 
como se representam num diagrama os conjuntos 
AeB? 


CONJUNTOS CAPÍTULO II 


2.2 - Conjuntos numéricos 


2.2.1 —- Números naturais 


DEFINIÇÃO 
Números naturais. 


Quando quisermos nos referir ao conjunto dos números naturais sem o zero, 
usaremos a notação: 
N* =(1,2,3,...) lê-se “IN asterisco” ou “N estrela” 


2.2.2 —- Números inteiros 


O problema de resolver a equação x + a = b no conjunto dos números naturais 
leva a dificuldades que só são superadas com a criação dos números negativos. 


DEFINIÇÃO 
Números inteiros. 


Os inteiros negativos são: 


Z=(-1,-2,-3,..) 
Observe que se x é negativo, —x será positivo. 
Chamaremos Z ao conjunto: 
Z,=[(0,1,2,3,4,..]= IN, logo NC Z. 
Quando quisermos retirar o zero, usaremos a notação: 
Z* = (+1, +2, +3, ...) lê-se: “Z asterisco” ou “Z estrela” 
Os inteiros positivos serão então: 
Z=(1,2,3,...)=N* 
Existem dois subconjuntos importantes dos inteiros, a saber: 
P=reEZ|xêépar)=[,=4,2,0,2,4.d=b|2=m,n€2 
I=(xeZ|x é ímpar)=(...,-3,-1,1,3,5,..)=(x|x=2n+1,n ez) 


Exercícios resolvidos: 


1) Mostrar que o quadrado de um número par é um número par. 
Solução: Basta ver que: x=2n,n E Z. Logo, x?=4nº = 2. (2nº?) =2n', 
onde n' = 2nº2. 


2) Mostrar que o quadrado de um número ímpar é um número ímpar. 


Solução: Temos: x=2n + 1,n E Z. Então: 
x=4n2+4n+1=2(2nº+2n)+1 =2n'+ 1, onden'=2nº +2n. 
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DEFINIÇÃO 
Números racionais. 


ds 


2.2.3 —- Números racionais 


O problema de resolver a equação ax + b = O no conjunto dos inteiros leva a 
dificuldades que só são superadas com a criação dos números fracionários, que, 
com os inteiros, formam os racionais. 


A condição q = O é fundamental. Não se definem frações do tipo É 
(Se E =a>p=0-aque, para p = 0, dará a contradição p=0 np =0.) 
E q 


Observe que se q = 1, teríamos — = FR pezZ. Os inteiros seriam os racionais 


no caso de q = 1. Então Z E Q. 


2.2.3.1 - Representação decimal 


Se a representação decimal de um número é finita ou periódica, este número 
é racional. 


1) Se é finita, nada há a demonstrar, pois bastará escrever a fração decimal na 


forma 2. 
q 
Exemplos: 
d) Sos do E 
il 2 
2721 
ff) 2Z/2il==>>> 
dt) 1000 


2) Seé infinita periódica, isto é uma dízima, teremos: 
x=0,,,...4,0,4,...4,... 


10?x = A,A,..A,A A... 
Tomando a diferença 10º?x — x temos: 
x(10º- 1) = 0,8, 


2 AAAA,.a, 


10?-1 
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Exemplos: 
do 2=30M=)== 


mm) “= ZE QUO NO = 2990 


Sulina 10 = 2=2/=Qu=Zy/=>2=5 = 3 


Observelque 99038 000853 


iii) x= 1,2545454... 
Multipliquemos por 10? (porque há 2 algarismos no período 54). 
Temos: 100x = 125,45454... Subtraindo o valor de x = 1,25454..., vem: 
124,2 1242 69 El 
Sn DO (ORESS 
Observe que o procedimento será sempre o mesmo. Multiplicar por uma po- 
tência de 10 (o expoente é o número de algarismos por período) e subtrair. 


99x = 124,20000 => x = 


iv) Dar a representação decimal de E : 


Basta dividir e teremos: : = 0,625 que é um decimal exato. 


5 
v) Dara representação decimal de 35º 


65 
Dividindo vem: 35 € IPS LPP 


Observe que os números racionais são inteiros, decimais exatos ou dí- 
zimas periódicas. 


2.2.4 — Números irracionais 
Es] 
Como vimos, os números racionais tem sua representação decimal finita ou infi- NOTA 


nita periódica. Veremos também que o número «/2 não é racional. Os números que  Representaremos o conjuto 
dos números irracionais 


não se escrevem da forma Ea peZeqeE Z*são chamados números irracionais. por Q”. 
Tais números têm sua representação decimal infinita e não-periódica. 
Por exemplo 0,1234567891011121314... tem sua representação decimal infini- 


ta e não periódica, não se escreve portanto na forma ? com peZege Z+ 
q 
Outro exemplo seria o número 0,1011001110001111... em que depois de cada 
grupo de zeros escrevem-se grupos de algarismos 1 sempre colocando mais um 
algarismo em cada grupo, para garantir a não periodicidade. Tais números são irra- 
cionais. O número x = 3,1415926535897932384626433832... também é irracional. 
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Uma forma mais rigorosa de definir irracional é por meio de aproximações 
sucessivas. 

Retornemos ao número ./2, que seria a solução positiva da equação x? = 2. 
Se extrairmos a raiz quadrada de 2, verificamos que podemos prolongar o cálculo 
indefinidamente. 

Encontraríamos: 2 = 1,4142... 

É claro que 1< 2 <2. 

Por outro lado, temos: 

1Ã=q7<1,5 


1,41< 2 <1,42 
1,414 < 2 < 1,415 
1,4142 < 2 < 1,4143 


Observe que o conjunto de valores 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... é de números 
menores que 2. Note também que o conjunto 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143;.... é de 
números maiores que 2. Se prolongássemos o cálculo de 2 indefinidamente, 
encontraríamos dois conjuntos (sequências): um de valores sempre menores (po- 
rém crescentes) e outro de valores sempre maiores (porém decrescentes). 

Estas duas sequências definiriam o número irracional 2. O número irracio- 
nal seria, pois, o ponto de separação dessas duas sequências. 

O número 2 é então o único elemento pertencente a todos os intervalos 
encaixantes [1,4; 1,5], [1,41; 1,42], [1,414; 1,415], ... 


14 1,41 1,414 1,4142.. 2 ... 1,4143 1,415 1,42 1,5 


Observação: 


Em geral, para provar que um número é irracional faz-se a redução ao absurdo: 
supõe-se que o número 2. seja racional e chega-se a uma contradição. 
q 


Exemplos: 


i) Admitindo que existe um número x tal que 2* = 3, provar que x é 
irracional. 


Ju 


Admitamos que x = — seja racional. 


b 
Temos: 2º = 3 = 2º = 3º (elevando ao expoente q). 
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ii) 


Observando esta última igualdade temos: 


2:2....:2=3-3-...: 3 evidentemente absurda pois o 1º membro é um 
p fatores q fatores 


número par e o 2º membro é um número ímpar. Observe que P não 
q 


poderia ser negativo, pois se fosse, teríamos num dos membros um intei- 


b 


ro e no outro uma fração, logo x + — e portanto irracional. 
q 


Demonstração da irracionalidade de 2: 
Admitamos que 2 fosse racional, isto é, uma fração irredutível da for- 


ma 2 com pe q inteiros. Teríamos: 


Eis e =2> pº=2qº 

q q 

Como q é inteiro, q? é inteiro e 29º = p? é par, logo p? é par. 

Como p? é par, então p é par (porque se p fosse ímpar, p? seria ímpar). 
Se p é par, então p = 2n,n E Z, então (2n)? = 29º, logo q? = 2n?. Como n é 
inteiro e 2n? é par, logo qº é par e q é também par. 


Estamos diante de uma contradição, pois Eus é, por hipótese, irredutível 
q 


e, ao mesmo tempo, p e q são pares, o que é absurdo. 


Assim, somos forçados a concluir que 2 é irracional. 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Mostrar que o número 2 .,/2+3 «(3 — 1) é racional. 


Solução: Chamemos de x e elevemos ao quadrado: 


x=2/2+3((3-1)=> 22 =2(2+3)(V3-1) 


oO a NIDA DD) 
2 =42+/3)/(2-3)=4(4-3)=4 


Pelos poszsl 
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2) Mostrar que 2 + «/3 é irracional. 
Solução: Seja x= 2 +N3 >x- 2 = 43. 
Elevando ao quadrado: x? -2xN2+2=3 


sé A 


Temos então: 2x/2=xº -1=> 2 = 


Imaginemos que x E Q. Temos uma contradição, pois o 1º membro 
da igualdade é irracional e o 2º membro, racional. Logo, x É Q, isto é, 
NO Clitracional 


3) Sejama,b,c, dtaisquea EQ, ce Q (be d não são quadrados perfeitos 
em Q,). Provar que a + vb =c+Jd>a=ceb=d. 
Solução: Temos: a + Vb =c+ Jd = (4-9) + Nb = Jd 
Elevando ao quadrado: (a- c)2+2(a- ob +b=d 
Temos então: (1- )2+(b-d)+2(a-)Nb =0 
Como vb é irracional, temos: (ver redução ao absurdo) 


(a-c)2 +(b-d)= 0 (1) De(l) tiramos a =. 
2(a-c) = O (D | Em (1) vem b=d. 


4) Transformar o radical /7 - 4,3 numa diferença de dois radicais simples 
= bp (coma Db). 


Solução: Temos: /7 - 4/3 = Va - Vb. Elevando ao quadrado: 
7-4/3=a+b-2Vab >7-48=a+b-J4ab, logo: 


a+b=7 a+b=7 la=4 E 
poisa>b 
RE a 


Temos então 7 240/7 = 4 9 =2=08 


2.2.5 —- Números reais 


Consideremos o conjunto dos racionais Q e prolonguemos com o conjunto 
dos irracionais Q”. Forma-se então o conjunto dos números reais, que representare- 
mos por R. 

RF=x|xEDQvzZE0'] 

R=(xe R|x =>0) 

R=(xeR|x=< 0) 

Re=(xe R|x=0) 

O conjunto dos reais possui então todos os racionais e irracionais (R = Q U Q9. 
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2.2.5.1 - Representação geométrica dos reais 


Consideremos uma reta r e um ponto O sobre r, que chamaremos de origem. 

Vamos escolher um sentido, por exemplo o da seta que chamaremos de po- 
sitivo, e um segmento u que chamaremos de segmento unitário ou unidade de 
medida. À reta assim, definida, com sentido e unidade, chamaremos de eixo. 

Vamos agora associar a cada ponto do eixo r um número real. Se marcarmos a 
unidade para a direita, obteremos as imagens dos números naturais 1, 2,3,... ese 
marcarmos a unidade para a esquerda, obteremos as imagens dos números inteiros 
negativos —1, —2, —3, ... As imagens dos números reais serão, então, os pontos do 
eixo 7. 


-3 -2 -1 (O) 1 2 3 


Com efeito, o problema da divisão de segmento em partes iguais nos permite 
associar um ponto ao número — bastando para isso dividir a unidade em q partes 
q 


iguais. 
1 : , : b 
Tomando-se p dessas partes obtemos p-—, ou seja, o número racional —. 
q q 


A existência de irracionais entre dois racionais, por mais próximos que sejam, nos 
permite garantir que a cada número real se possa associar um ponto da reta r e, 


reciprocamente, a cada ponto da reta associar um número real. 

O irracional ./2, por exemplo, poderia ser obtido com a construção do triân- 
gulo retângulo de catetos unitários. Constatamos, assim, a existência de um ponto 
da reta correspondente a ele. 


J 


0 1 J2 2 


A simples observação da figura seguinte mostra como obter segmentos cujos 
comprimentos são a p J3 ; J4 , Ra etc., com a aplicação sucessiva do teorema de 
Pitágoras. 
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Q Racionais Irracionais R 
"2, 8, T,... 
0,777... 
“Ss; DO sia 
3 Q 
RA E 
3 2/37 qm R 
EdE o D A 0 1 2 3 
Exercícios resolvidos: 
1) Marcar no eixo real os pontos cujas abscissas estão indicadas. 
A=(3) B=(-m) C=(0) D=(N3) E=(-2) 
B E E D A R 
"4" 14 


2) Qualo comprimento do segmento AE? 
AE=AC+CE=3+2=5 


2.2.5.2 - Ordem nos reais 


Chamaremos RR, o conjunto dos números reais estritamente positivos, sem 
O zero. 
Exercícios resolvidos: 


MAE E 
<—s. 
+d d 


1) Sejam a, b, ce d números positivos tais que E < = Provar que T E 


Solução: Tome a =k. Temos E >k=>c>kd(d>0). 


Temos então:a+c >a+ kd. Mas a = kb, logo: 


arespala = 2 € 
DES 
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Por outro lado, seja a =k'. Temos E Ré => meio, 


Temos então: a + c< k'b + c. Mas c = k'd, logo: 


a+c G 

4 4 ql == 

ar+c<kb+k'd => pEd 4 
Finalmente: o ae ne 
b b+d d 


2) Sejam x e y dois números positivos e x = y. Consideremos: 


= a 


2x AUS a E Aê 
,G=Jx e H= “27. as médias aritmética, geométrica e 
Xx+y 
harmônica, respectivamente, dos números x e y. Mostre que 


x<HsG<sAÃsy. 
Solução: 


i) Comox <= y, oa é =x, então H > x. 


ii) Sabemos que (Vx —.Jy) >0,então x+y-—2,/xy >0. Logo, 
x yz2fy =>" = xy, ou seja, G <A. 


iii) Desta última desigualdade vem: 


e fys> xy Eneas 1 


yo Za dy 


</xy,0u seja, G = H. 


Invertendo vem: 2%. 
ia 


iv) Provemos que À = y. 


Temos que: — < dam 


2, 


Finalmente:x<=HsGsAsy 


=y, poisx< y. Logo, A<y. 
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DEFINIÇÃO 
x>y 


“7 


Analogamente, dizemos que x é menor que y e indicamos por x < y quando 
x — y é um número negativo. Neste caso, temos —(x — y) E IR%, logo (y — x) E Ft. 
Então x < y quando y > x. 


Exemplos: 

) S>ipoques=-ãs=? E IR; 

ii) -3>-5 porque -3 —(-5) =2 € IR$ 

iii) 2<5porque 2-5=-3& R$,ouseja,5-2=3€ R$ 
iv) 3>0porque3-0=3€ IR 


v) -2<0 porque -2-0=-2 & R$ 


2.2.5.3 - Subconjuntos dos reais -— intervalos 


Consideremos o universo real R e dois reais a e b tais que a < D. 
Chamamos de intervalo real a totalidade de números reais x, compreendidos 
entre a e b. 


Ao elemento abstrato x que representa qualquer elemento ou ponto do inter- 
valo, chamamos de variável do intervalo. 

Quanto à pertinência dos extremos a e b ao intervalo, isto é, à possibilida- 
de da variável x ser igual a ou b, classificam-se os intervalos em aberto, fechado 
e semiaberto. 


Intervalo aberto 


Os extremos a e b não pertencem ao intervalo que será representado por (a, b) 
ou Ja, b[. Temos: (a, b) = (x E R|a<x< b). Esquematicamente: 


——ASÃASS—+ E 
a (3) R 


a b R 


É constituído pelos números superiores a a e inferiores a b. 
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Intervalo fechado 


E e E 
Os extremos a e b pertencem ao intervalo que será representado por [a, b]. NOTA 
Temos: [a,b]=(x€E R|ja <x <b) ou esquematicamente: [a, a) = (o) 


—+A + E ————eee) 
a b IR 


a b R 
E constituído pelos números não inferiores a a e não superiores a b. 


Intervalo aberto à direita e fechado à esquerda 


E aquele em que somente o menor extremo pertence ao intervalo que será 
representado por [a, b) ou [a, b[. Temos: 


la b)=|ixeRla<x<b) 
ou esquematicamente: 


ANS —+  ———— — 
a b R 


a b R 
É constituído pelos números não inferiores a a e inferiores a D. 


Intervalo aberto à esquerda e fechado à direita 


É aquele em que somente o maior extremo pertence ao intervalo que será 
representado por (a, b] ou Ja, b]. Temos: 


(a b]=(xe R|a<x=<b) 
ou esquematicamente: 


= —+ E 
a b R 


a b R 


Extensão da noção de intervalo 


Usaremos a expressão intervalos infinitos para indicar os seguintes intervalos: 


a) (a, +0)=]a, +o[=(x€E R|x>a) que graficamente seria: 


O A (= www, 
a R 


a R 
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OBSERVAÇÃO 

A notação o é usada como 
símbolo do infinito. +00 

e —o não são números 
reais. Portanto, não 
podem pertencer a um 
intervalo. Assim, em 

+00 € —oo Os intervalos 
devem ser abertos. 
Usam-se as notações —o 

e +oo para representar as 
“extremidades” da reta real. 


“7 


c) 


d) 


(-0, a)=]-v, a[= (x E R|x<a) que graficamente seria: 


o 
a R 


a R 


la, +0)=[a,+0o[=[(xE R|x = a) que se representa: 


———— E 
a R 


a R 


(-», a]=]-c,a])=(x E R|x < a) que se representa: 


e 
a IR 


ANNAN ——+ 
a R 


O intervalo (-c0, +00) será então constituído pela totalidade dos números reais: 


Exercícios resolvidos: 


Escrever os conjuntos abaixo, utilizando as notações de intervalos. 


1) 


2) 


S=(xe R|3x+4>4x+5) 
Solução: 3x+4>4x+5 6 x>16x<-1 


S=[xeR|2x+1<3 v2x+3=34+1) 
Solução: 2x+1<36x<1 
Pucci nNa 


Como estas condições devem ser independentes (basta ver a disjunção 
ou v), temos: 


ASS —&3)S O 
1 2 R 


A solução será o conjunto S= (x |xE (-0, 1) vx E [2, +0[). 
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3) 


4) 


5) 


S=(xe R|2x-1<3x+5n2x+1 >4x-7) 
Solução: 2x-1 <3x+5 6x >-6 
2x+1>24x-7Volx<86x<4 


Como estas condições são simultâneas (ver a conjunção a (e)), basta pro- 
curar a solução comum. 


Temos então: S = [-6, 4] 


E eje 
2 4 


Solução: 2x+2>4+2x-355>4 


Como esta desigualdade independe de x e é verdadeira, ela será satisfeita 
para qualquer x, logo S = IR = (-00, +00). 


Ga An e 


”» + 
absurdo, logo nenhum x a satifaz. O conjunto das soluções seria o vazio. 


Se nessa inequação o sinal fosse <, isto é, 


2.2.5.4 - Módulo de um número real 


Módulo ou valor absoluto do número real x, representado pelo símbolo 


|x|, é, por definição, o maior número do par (-x, x). 


x, se x>0 
E|=máx|-x,a)=4 0, sé 4=0 
-x, se x<0 


Exemplos: 

» Bl=3 

ip |s|=5=-(55) 

iii) |o/=0 

iv) [2]=022=V4=2 

) |-=647 =v16=4 
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DEFINIÇÃO 
Módulo ou valor absoluto. 


NOTA 
O módulo nunca é 
negativo. 


NOTA 
|-x|=|x|, YxE R 


Ed 
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Interpretação geométrica 


. x=asex>o 
a) Selxj=a,a>0O então: 
x=-asex< 0 


Temos sobre a reta real dois pontos simétricos em relação ao zero. 


-a 0 a 
> -—— > —— 
OA R 
I [Ed 


Interpretamos o |x| como a “distância de x à origem”. 
Logo: |x=aex=avx=-a 


b) Ixj<a (a>0) 


5 RA RS 
Temos: sex >0, então0 <x<a — 
(0) x a R 
[Rd 
a RT 
sex<0, então -a<x<0 ———— SEESSSE>—— 
-—a x 0 R 
|] 
A 
Logo [x <a e -a<x<a —— ESSES» 
=d (0) x a R 
| |] 


c) Seno caso contrário tivermos: |x|>a (a>0) =) ——e——— Ses» 
x —a 0 ax R 


K|>aex<-avx>a 


Exercícios resolvidos: 


Escrever os conjuntos abaixo, usando a notação de intervalo. 


lp ste Bless 
Solução: || <3&-3<x=<3 ou 


SE st 3 
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2) SepeR|pe=ils 3 
Sojivrcêros [= il) = 3 E Br= iss y Br= la=s 


Temos: 

Dix BR o a gs) 
2x > 4 2x < —2 
RE A x < -1 

XE (Be) x E (-o,-1) 


Como as condições são independentes, basta fazer a disjunção das duas 
hipóteses: 
S = (—00, 1) V (2, +00) 


E== === 
9 S=ebeelep=Zaly= =5 
) S=bERI-2]+ [7-4] =5) qr 
Solução: Basta resolver a equação: |x —- 2] +|7 -x|=5 oe que: 
aso 1 
Façamos as hipóteses cabíveis: ne E - ; < o 
x—-2|=—(x— 
Caso (i) Caso (ii) Caso (iii) 7-x>0€e 
EA A E ES no 7-x|=7-x 
RR, = + + 
7-x + 4 = Caso ii 
2<x<7 


x-2>0e7-x>0€e 
x-2]=x-2e 


i) A equação fica: ii) A equação fica: 7-H=7-* 
—-(x-D+(7-x)=5 X-D+(7-x)=5 
-X+2+7-x=5 noDda Tas as Er 
Ea 3=5 Ras 
= 2 Como a igualdade é verdadei- x-2]=x-2e 
Impossível, pois x < 2. ra, independentemente dos  -HM==0=>) 


valores de x, servem todos os 
valores do [2, 7]. 


iii) A equação fica: 
x-2-(7-x)=5 
Rbd Ss 
2x = 14 
se 7 
Impossível, pois x > 7, então nenhum valor do intervalo (7, +00) é 
solução. 
Temos então a solução: x E [2, 7] 


4) S=lxe Rl||x-1|< 2-2) 


Solução: Temos: 


Caso (i) 1 


x-1 — + 


Caso (ii) ne 
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) gal vm) gs 
—(x-1)<2-x pães | = 5 
—-x+1<2-x BU) 
Ls 3 

X<— 
2 


ju 


9) Sabre Rb peoil=2=5 
Solução: Basta resolver a desigualdade |x|-|x -1| <= 2-x. 


Caso (i) Caso (ii) Caso (iii) 
—00 0 1 +00 
x — + + 
sã | = = de 


ii RédO 
-x-[-(x-1)])<2-x 
-x+x-1<2-x 
E ES) 


EEN = 


0 3 R 


Fi RO Rs = 
x-[-(x-D])<2-x 
x+x-1<2-x 


SU ES 
vs 
+++ 
0 1 E 
iii) x>1 
(e = 20 
T=2=x 
Da | 
(2) 
= 
1 R 


Solução: S = (—o, 1] O 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Complete com E ou É. 
a) 27%. [1, 5) 
b) 34401, 3) 
o) -nZ% (-, 2] 
dd) 7 ZZR, 
e) (0,422 4 [41, 1) 


EZ5 A maior raiz da equação x? - 4x + 1 = O pertence ao 
intervalo: : 


(A) (=x, a 


(B) [5.22] 
(E) [403,48] 
(DI (22-05, 2445) 


EB A qual intervalo pertence a raiz da equação: 


0,6% -5=3x-1? 


(A) [-1,0) 
(B) (53, 2] 
(C) [0,5;1) 
(D) (0,35; 0,4] 
[4 A média aritmética entre os números 1, 2,3,4,5, 6, 7, 
8, 9, 10 pertence ao intervalo: 
(A) [5, 6) 
(B) [5,7; 5,8) 
(C) (5,5; 6) 
(D) [5,1; 5,5) 
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| [8H Calcule | 


| 5" Calcule. 


a) (2 E 
b) (V3 + JD) 


: 6) Determine o: 


a) oposto de E 


J3 


b) inverso de ->—. 
4 


a) (xeZ||x|<4) 
b) xe Z||x|>0) 


a-b 
, sendo a = 


: [EZ) Escreva explicitamente os seguintes conjuntos: 


q+ 


: E9N Dado x + 1 =3, calcule. 


a) 24 
x 


b) Rr 


2x(x—- 1) +(x—- Dy=4(x—1) 
X+y=7 


: [MO (Uerj) No sistema abaixo, x e y são números reais. 


A soma de todos os valores de x que satisfazem esse 


sistema pertence ao intervalo: 
(A) 11, 2) 
(B) 12,3) 
(C) 13,4) 
(D) [4,5) 
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2.3 - Operações com conjuntos 


2.3.1 - Complementação 


DEFINIÇÃO 
Complemento de um 
conjunto. 


Utilizaremos para definir o conjunto C(A) a tabela de pertinência abaixo. Ela 
indica que todo elemento que pertence a A não pertence a C(A) e todo elemento 
que não pertence a À pertence a C(A). 


| C(A) | C(C(A)) 


O conjunto C(A) é chamado complemento de A. Usam-se também as notações: 
AC A'ou À =C(A). 


a (0) Exemplos: 


i) Seo universo é o conjunto dos reais IR, temos: 
C(R)=R'; C(D) = Q%; C([0)) = R*; C(Z) = R 


ii) Seo universo é o conjunto dos inteiros Z: 
C(N)=Z; C((x|x é par)) = (x|x é ímpar) 


2.3.1.1 - Propriedades 


A tabela serve como demonstração, pois se baseia no axioma: “dois conjuntos 
são iguais se, e somente se, têm os mesmos elementos”. O processo se apoia no fato 
de as colunas relativas aos conjuntos A e C(C(A)) serem iguais. 

À complementação é a operação correspondente à negação de uma proposição. 


Se A é o conjunto dos elementos do universo que satisfazem a proposição 
p(x), então C(A) será o conjunto dos elementos deste mesmo universo que não 
satisfazem a proposição p(x), isto é, -p(x). 
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Exemplos: 


» Saprobi=(0, 1235456468 
Temos que: ACB, C(A)=[0,4,5,6, 7, 
É fácil constatar que C(B) C C(A). 


(2 Meets Usa 5 
8, 9) e C(B) = (6, 7,8,9). 


ii) Sendo U=R,A=(1,+0) eB=[2,+0). 


Temos: = E 2 q 


Nota-se facilmente que BC Ae C(A) C C(B). 
Observação: todos os conjuntos que trataremos daqui em diante serão partes 
de um mesmo conjunto universo salvo afirmação em contrário. 


2.3.2 - Interseção 


Temos: ANB=[x|xEAnxE B) 
Usaremos a notação A N B que se lê: “A interseção B”. 


A tabela de pertinência a seguir evidencia os elementos pertencentes ou não à 
interseção. 
Chamando C=ANB, temos: 


W,XEC SxEÃANnXxEB 
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OBSERVAÇÃO 

A linha tracejada 
corresponde ao aberto e a 
linha cheia corresponde ao 
fechado. 


DEFINIÇÃO 
Interseção de dois 
conjuntos. 


Ed 
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Como a interseção A N B é a coleção dos elementos comuns a A e B, temos: 
ANB=(3,4,5) 


DANS e amp STR Asas Es SE 
— oo —3 ii +00 


As“ 
NS 


iii) Sejam M(a) = (x E IN* |x é múltiplo de a) = [x lx = ka, k e N*). 
Calcular M(9) N M(12). 
Temos: M(9) = (9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72,8], ...J e 
M(12) = (12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, ...) 
Logo, M(9) N M(12) = (36, 72, ...:. Este conjunto é o conjunto dos múlti- 
plos comuns de 9 e 12. Note que o MMC (9, 12) = mín [M (9) NM (12)], 
isto é, o mínimo múltiplo comum de 9 e 12 é o menor elemento da inter- 
seção dos conjuntos M(9) e M(12), MMC(9, 12) = 36. 


Então: 


ge = tes lj 


iv) Seja Po universo dos polígonos planos. 
Chamemos A = (x E P | x é equiângulo) e B= (x E P | x é equilátero). En- 
tão AN Béo conjunto dos polígonos regulares. 


v) Seja D(a) = (x | x é divisor de a) = (x la = kx, k E IN*). Um número x é di- 
visor de a quando a é múltiplo de x. 
Calcular D(36) N D(60). 
Temos: D(36) = (1, 2,3, 4, 6,9, 12, 18, 36) 
DXGO) = (fl, 2,3, 4 5, 6 10, 112, 15, 240), 30), 60) 
Logo: D(36) N D(60) = (1,2,3,4,6, 12) 
Este conjunto é o conjunto dos divisores comuns de 36 e 60. Note que o 
MDC (36, 60) = máx [D (36) N D (60)], isto é, o máximo divisor comum 
de 36 e 60 é o maior elemento da interseção dos conjuntos D(36) e D(60), 
MDC (36, 60) = 12. 


2.3.2.1 - Conjuntos disjuntos 


DEFINIÇÃO ; : A à EA ; 
Conjuntos disjuntos. Dois conjuntos são disjuntos quando não têm elemento comum. Neste 


caso, sua interseção é o conjunto vazio. 


Exemplos: 


i) (números pares) N (números ímpares) = 2 


ii) (triângulos) N (quadriláteros) = 2 
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2.3.2.2 - Propriedades da interseção 


NOTA 
Conjuntos disjuntos são 
conjuntos separados. 


2.3.3 - União ou reunião 


DEFINIÇÃO 
União de dois conjuntos. 


A 
Temos: AUB=[|xlxeAvxEeBl e 
Usaremos a notação A U B, que se lê: A união B. 

A tabela de pertinência indica que só não são da união de A e B os elementos 

que não pertencem nem a A nema B. 

Chamando C=AUB, temos: Vx, xe Ce xEAvxEB. AUB 
Exemplos: 
EE==TTOoOos 


9) A=ta, bc djeB=tcd,e, f) 


AUB=(a,b,c,d,e, f) ds 


Os elementos comuns não 
devem ser repetidos. 


mm) hebeR[isa<3 
EteR|jDeRe) 
—00 0 il 2, 3) +00 


ANNE 
SssSa 
ANNNNNNN 


Vim 
W 


AUB =(0,3) 
ii) A=xER| |x|=xeB=[xER| |x| ==) 


Temos que: A=R e B=R 
Logo: AU B=R 


81 8 UM 


CAPÍTULO II CONJUNTOS 


2.3.3.1 - Propriedades da união 


Exemplo: 


DadosFA IS BE ps dec pisjtemos: 
RENO) NOB Oca) 
ANBNC=/2) 


2.3.3.2 - Complemento da união e interseção 


São as lei de De Morgan. Temos: 


2.3.4 - Número de elementos da união (cardinal da união) 


Sejam A e B conjuntos finitos. Sejam n(A) e n(B) o número de elementos de A e de 
B respectivamente. Queremos determinar n(A U B). 

Se A e B são disjuntos, então n(A U B) = n(A) + n(B). 

Por outro lado, se A e B não são disjuntos, se somarmos os números n(A) e n(B), 
os elementos da interseção estarão sendo contados duas vezes, logo: 


já que os elementos de A N B devem ser considerados uma só vez. 

Se tivermos três conjuntos A, Be C e somarmos n(A) + n(B) + n(C), os elemen- 
tosdeANB,ANCeBNC estarão sendo contados duas vezeseos de ANBNC 
três vezes. 

Entretanto, na soma n(A) + n(B) + n(C) -n(ANB) -n(ANC) -n(B N C), os 
elementos de A MN BN C que tinham sido contados três vezes foram retirados três 
vezes, logo, ainda não estão contados. Contando estes elementos, temos finalmen- 
te a fórmula: 


CONJUNTOS 


Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


Numa certa comunidade existem 10 engenheiros e 5 professores, sen- 
do 2 engenheiros também professores. Quantos são os engenheiros ou 
professores? 

Solução: Temos: n(E) = 10, n(P) = 5 en(ENP) =2 

Logo: n(EUP)=10+5-2= 13 

Outra forma cômoda de resolver este tipo de exercício é fazer a distri- 
buição dos elementos começando pela interseção. Observando o diagrama 
abaixo, vemos que: o número de engenheiros que não são professores é 
10- 2 = 8 e o número de professores que não são engenheiros é de 5 —- 2 = 3. 
O total de elementos será 8 + 2 + 3 = 13. 


E 12 


Num hospital existem três tipos de doentes: os que sofrem do coração, os 
que sofrem dos rins e os que sofrem do estômago. Sabe-se que: 200 sofrem 
do coração, 200 dos rins e 190 do estômago. Sabe-se ainda que 70 têm 
males de rins e estômago, 80, coração e estômago e 90, rins e coração. 

Os doentes mais graves, que sofrem dos rins, estômago e coração são 30. 
Quantos doentes há no hospital? 


Solução: Usando a fórmula, temos: 
n(AUBUC) = 200 + 200 + 190 — 70 — 80 — 90 + 30 = 380 doentes 


Utilizando o diagrama: Comecemos pela parte comum aos três conjuntos. 
São 30 elementos. Calculemos agora os que sofrem de dois males apenas: 

Coração + rins: 90 — 30 = 60 

Coração + estômago: 80 — 30 = 50 

Rins + estômago: 70 — 30 = 40 

Ágora, vejamos quantos sofrem de apenas um mal: 

Coração: 200 —(60 + 50 + 30) = 60 

Rins: 200 — (60 + 30 + 40) = 70 

Estômago: 190 — (50 + 30 + 40) = 70 

Temos então o total: n(RU EU C)= a + 50 + 60 + 40 + 60 + 70 + 70 = 380 
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3) Calcule quantos são os quadrados de um conjunto de 100 quadriláteros 
em que 60 são losangos e 80 são retângulos. 


Solução: Temos que: 


n(RUL) = 100 
n(R) = 80 
n(L) = 60 


Como o conjunto dos quadrados é a interseção do conjunto dos losangos 
com o conjunto dos retângulos, temos: Q=R NL. 

n(RULD=n(R)+n(L) -n(RNL > 

100 = 80 + 60 - n(Q) => n(Q) = 40 

Pelo diagrama, bastaria chamar de x o número de quadrados (interseção) 
e redistribuir: 


Temos então: 
80 -x+x+ 60 -x= 100 
x = 40 quadrados 


4) Numa escola de 390 estudantes, 200 estudantes estudam francês, 200 
estudam alemão e um certo número estuda espanhol. Sabe-se que alguns 


estudam os três idiomas. Os que estudam espanhol somente são o triplo 
dos que estudam os três idiomas e a daqueles que estudam somente ale- 


mão e espanhol. Sabe-se que 20 estudam somente francês e espanhol e os 
que estudam somente francês e alemão são 20 a mais do que aqueles que 
estudam os três idiomas. Sabe-se que todos os estudantes estudam algum 
idioma. Calcular quantos estudam alemão somente. 


Solução: Chamando de x o número de estudantes que estudam os três 
idiomas e redistribuindo, vem: 
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160 -2x +20 +x+180-4x+20+x+2x+ 3x=390 
380 + x = 390 

Se= 110) 

Estudam somente alemão: 

180 — 40 = 140 


5) Quantos são os múltiplos de 5 e 7 compreendidos entre 101 e 199? 
Solução: Os múltiplos de 5 entre 101 e 199 formam o conjunto 
= OS=S x 25 x 22,5 KB, nd XP OS Como há O miimeros 
naturais de 21 a 39, temos n(A) = 19. 
Analogamente, os múltiplos de 7 entre 101 e 199 são 
B=0S=7 5 15,7 x 16,7% 7 com 7 4 28 = 186). 
Assim, n(B) = 28 - 14 = 14. 
Enfim, A N B são os múltiplos de 35, a saber, AM B= (105 =3 x 35, 140, 
175). Assim, n(A NB) =3. 
A B 


O número procurado é o cardinal da união: 
n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)=19+14-3=30 


2.3.5 - Diferença de conjuntos 


Chama-se diferença de dois conjuntos A e B e representa-se pelo sím- E 
DEFINIÇÃO 


bolo — a operação que associa a cada par de conjuntos (A, B) o conjunto A -B  piferença de conjuntos. 
cujos elementos pertencem a A e não pertencem a B. 
Temos: A-B=(x|xce Anx&B) E 
Lê-se: A menos B. 
A tabela de pertinência abaixo indica quais os elementos que pertencem à 
diferença A - B. 
Se chamarmos € = A - B temos: 


VW, xeCoxeE AsnxÉB 


E E 
E & = 
E = E 
E E E 
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Exemplos: 
DRA ab Reldr e! Temos: A-B=(a,c,e) 
B=(b, Chapas h) 
Observe que a diferença A — B só possui elementos de A. 
ii) R-R=R 
ii) R$=R,-(0) 
iv) (1,2,3,4])-(1,3,4,2)=9 


v) SendoA=(-1,3) e B=[0,4]: 


B| NS 
-A AN 


Temos: A-B=(-1,0)eB-A= [3,4] 

Observe que O É A-B porque OE Ae0€B, por outro lado, 3 E B- A 
porque3EBe3gA. 

Convém notar que A-BzB-A. 


2.3.5.1 - Propriedades da diferença 


2.3.5.2 - Complemento relativo 


Dados dois conjuntos A e B, tais que B C A, chama-se complemento de B em 
relação a A ao conjunto de elementos de A, não pertencentes a B. É um caso parti- 
cular da diferença, em que BC A. 

Representaremos por: C ,(B) = A — B. 

Simbolicamente, temos: 


C(B)=R|xE As EB] 
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Observações: 


1) 
2) 


3) 


C(C,(B) =B 
CA = 0 


C,(2) = A 


Exemplos: 
Dos ds 
ip) C(Q)=0 


iii) A=(1,2,3,4)eB=(1,2,3), C,(B)= (4) 


APÊNDICE 


Generalização das noções de união e interseção 


a) 


b) 


As noções de união e interseção se generalizam com facilidade. 


Denomina-se reunião dos conjuntos A, A,,..., À, o conjuntos, cujos elemen- 
tos pertencem a pelo menos um dos conjuntos dados. 


Representa-se:S=A UA, U..UA ou 


n 
S=[JA;=Ix|3ixeA; 
t=1 


Denomina-se interseção dos conjuntos A, A,, 
elementos pertencem a todos os conjuntos dados. 


Representa-se:I=A NA, N..mA, ou 


n 
I=[]4 = ]|vi xe A; 
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«y À, O conjunto I, cujos 


SN 


NOTA 


Quando não for dito em 
relação a que conjunto 

se toma o complemento, 
admite-se em relação ao 
universo de estudo, isto é, 


C(A) = CLA). 


Ed 


CAPÍTULO II CONJUNTOS 


Partição de um conjunto A é um conjunto de subconjuntos não vazios de A, 
disjuntos, cuja união é o conjunto A. Em símbolos: 


A.CAparai=1,2,...,n 
1 


AN E =) sempre que i = j 


Exemplos: 
CAS M 2,34,5, 678,9) 

1=11,2,3) A,=t4) A,=15,6,7,8,9) 
(A, A, A,) é uma partição de A 


A 


ii) (IR, R*) é uma partição de R pois R = [xE R|x > 0Je 
mé =bteR|jZ<0 


li) (1, P) é uma partição de Z sendo I= (x E Z | x é ímpar) e 
P= irezZ|sê nal 


à VA: 88 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Considere a seguinte figura que estes conjuntos for- 6 (FGV-SP) Uma pesquisa de mercado sobre o consumo 


mam. Indique a região representada pela operação 
M- (NU P) entre os conjuntos M, N e P. 


BZ" sendo A=(xEe R|4X2-12x+9=0);B=-(xE R| 
x-1=0)eC=(xe R|5x?- 3x=0), obtenha o con- 
junto definido por AU BU C. 


PB sejam A=(xEe Nt|xX -x=0) B=(xe Q*| 
2x2-5x+2=0)eC=(xE R |x2-6=0). Com essas con- 
dições, determine o conjunto definido por AU (BN €). 


P4" São dados os conjuntosA= (xE N | xé par);B= (x E Z*| 
—1<x<6)eC=(xelNN*|x < 4). Determine o con- 
junto X,talqueX CBeB-X=ANC. 


[5 Na porta de um supermercado foi realizada uma en- 
quete, com 100 pessoas, sobre três produtos. As res- 
postas foram: 10 pessoas compram somente o pro- 
duto A, 30 pessoas compram somente o produto B, 
15 pessoas compram somente o produto C, 8 pessoas 
compram Ae B, 5 pessoas comparam Ae C, 6 pessoas 
compram Be C, e 4 compram os três produtos. 


a) Quantas pessoas compram pelo menos um dos três 
produtos? 


b) Quantas pessoas não compram nenhum desses 
produtos? 


c) Quantas pessoas compram os produtos A e Be não 
compram C? 


d) Quantas pessoas compram os produtos A ou B? 
e) Quantas pessoas compram o produto A? 


f) Quantas pessoas compram o produto B? 


de três marcas, A, Be C, de um determinado produto 
apresentou os seguintes resultados: A, 48%; B, 45%; C, 
50%; Ae B, 18%; Be C, 25%; Ae €, 15%; nenhuma 
das três, 5%. 


a) Qual a porcentagem dos entrevistados que conso- 
mem as três marcas? 


b) Qual a porcentagem dos entrevistados que conso- 
mem uma e apenas uma das três marcas? 


é [ZD (Fuvest-SP) Durante uma viagem choveu cinco vezes. 


A chuva caía pela manhã ou à tarde, nunca o dia todo. 
Houve seis manhãs e três tardes sem chuva. Quantos 
dias durou a viagem? 


E8' (Uerj) Em um posto de saúde foram atendidas, em 


determinado dia, 160 pessoas com a mesma doença, 
apresentando os sintomas diarreia, febre ou dor no 
corpo, isoladamente ou não. 

A partir dos dados registrados nas fichas de atendi- 
mento dessas pessoas, foi elaborada a tabela a seguir: 


Sintomas Frequência 


Diarreia 62 

Febre 62 

Dor no corpo 72 
Diarreia e febre 14 
Diarreia e dor no corpo 8 
Febre e dor no corpo 20 
Diarreia, febre e dor no corpo x 


Na tabela, x corresponde ao número de pessoas que 
apresentaram, ao mesmo tempo, os três sintomas. 
Pode-se concluir que x é igual a: 


(A) 6 (C) 10 
(B) 8 (D) 12 


E9 (Unirio-RJ]) Numa pesquisa para se avaliar a leitura de 


89 


três revistas, A, Be C, descobriu-se que 81 pessoas 
leem, pelo menos, uma das revistas; 61 pessoas leem 
somente uma delas e 17 pessoas leem duas das três 
revistas. Assim sendo, o número de pessoas mais bem 
informadas dentre as 81 é: 


(A) 3 (D) 29 
(B) 5 (E) 37 
(C) 12 


Ed 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


HO! Na cidade C, constatou-se que todas as pessoas que 


gostam de música clássica não gostam de música 
sertaneja. Verificou-se, ainda, que 5% da população 
gosta de música clássica e de rock, que 10% gostam 
de rock e de música sertaneja; que 25% gostam de 
rock; que 50% gostam de música sertaneja e que 30% 
gostam de música clássica. O percentual de habitantes 
da cidade C que não “curtem” nenhum dos gêneros 
musicais citados é de: 


(A) 10% (D) 2% 
(B) 8% (E) 0% 
(C) 5% 


EMT (UFRJ) Considere os pacientes com Aids classificados 


em três grupos de risco: hemofílicos, homossexuais e 
toxicômanos. Num certo país, de 75 pacientes, verifi- 
cou-se que: 

e 41 são homossexuais; 


e 9 são homossexuais e hemofílicos, e não são to- 
xicômanos; 


e 7 são homossexuais e toxicômanos, e não são he- 
mofílicos; 


e 2 são hemofílicos e toxicômanos, e não são homos- 
sexuais; 


e 6 pertencem apenas ao grupo de risco dos toxicô- 
manos; 


e o número de pacientes que são apenas hemofíli- 
cos é igual ao número de pacientes que são apenas 
homossexuais; 


e o número de pacientes que pertencem simultanea- 
mente aos três grupos de risco é a metade do nú- 
mero de pacientes que não pertencem a nenhum 
dos grupos de risco. 


Quantos pacientes pertecem simultaneamente aos 
três grupos de risco? 
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: 12º (ITA-SP) Um certo número de carros saem dos pontos 


Ae B, conforme diagrama abaixo, e, sem passarem 
duas vezes por um mesmo ponto, chegam a €. 


A 


Sabemos que: 
e 17 carros passaram por M, N, e P; 
e 25 carros passaram por M e P; 


e 28 carros passaram por N e P. 


Pode-se afirmar que o número total de carros é: 


(A) 70 (D) 36 
(B) 45 (E) 53 
(C) 42 


é [13º Numa cidade, constatou-se que as famílias que con- 
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somem arroz não consomem macarrão. Sabe-se que 
40% consomem arroz, 30% consomem macarrão; 
15% consomem feijão e arroz; 20% consomem feijão 
e macarrão; 60% consomem feijão. 

Determine a porcentagem correspondente às famílias 
que não consomem estes três produtos. 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET Dados os conjuntos A = (3, 6,9, 12, 15JeB=(5,10,15, 
20, 25, 30), podemos afirmar que: 


: BZ Dados dois números naturais a e b, sejam D(a) e D(b), 
respectivamente, os conjuntos dos divisores positivos 
de ae de b. Sob que condições: 


a) D(a) = D(b)? 
b) D(a) = D(b)? 


(A) A é subconjunto de B; 
(B) B é subconjunto de A; 


(C) Ae Bsão disjuntos; 
c) D(a) possui exatamente dois elementos? 


d) D(a) N D(b) = (1)? 


(D) a interseção de A e B não é vazia; 


(E) nenhuma das anteriores. 


. 8" Dados dois números naturais a e b, sejam M(a) e M(b) 
FZ São subconjuntos do conjunto A = ((1), 2, (1, 2), 2)os : os conjuntos dos naturais que são múltiplos de a e de 


seguintes conjuntos: 
(A) U2B, (1, 2) 
(B) A, 2, (12)) 
(CO) A, 9, (1,2) 


(D) A, 49, (13, 2) 
(E) A, 9, 2), (UN, 2) 


3º Dados os conjuntos A = (1, 2,5,6,9,10)eB=(3,4, 7,8), 


podemos afirmar que: 


(A) o conjunto A é estritamente maior que o conjun- 


to B; 
(B) a reunião de A com B é vazia; 
(C) os dois conjuntos são disjuntos; 
(D) B é um subconjunto de A; 


(E) A é um subconjunto de B. 


PA” Seja X um conjunto de onze elementos e seja Y o con- ; 
junto de todos os subconjuntos de X. O número de 


elementos de Y é: 
(A) 2048 
(B) 2047 
(C) 2049 
(D) 2046 


(E) nenhuma das anteriores 


5" Quais são os subconjuntos de A = (1, 2,31? 


16 Considere as afirmações: 


) 0€G 
D D=0 
ID) 20 


IV) (2) é o conjunto vazio. 
Quais as verdadeiras? 
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b, respectivamente. Sob que condições tem-se: 
a) M(a) = M(b)? 
b) M(a) c M(b)? 
o) M(o) N M(b)= M(ab) ? 
90 conjunto A possui 5 elementos. Qual é o número de 
: partes próprias de A? 
(X é parte própria de AseX CA e X=A) 
MO SeA=(2,3,4,5]eB=(1,3,5, 7), das afirmativas: 
e As Peq 2 A 
ID) B-A=(2,4) 
ID) A-B=(4,2) 
Iv) B-A=(1,2,4,7) 
Tem-se que: 
(A) somente a terceira é verdadeira; 
(B) a segunda e a terceira são verdadeiras; 
(C) somente a segunda é verdadeira; 
(D) a quarta é verdadeira; 
(E) nenhuma das respostas anteriores. 
E17 Considerando como conjunto universo U = (0, 1, 2,3, ..), 


podemos afirmar que a interseção dos conjuntos ver- 
dade das inequações: 


DE x exis 
ID xe xs 


WD x<2ex<5 


Z 


(58 

(A) 4 (D) 10, 1) 
(B) (0) (E) (3,4) 
(Cc) (1) 
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CAPÍTULO II EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


M2seA=(0,1,2,-1,-2)eB=(-1,2,3,4, 5), então 
determine A A B, sendo que: 


AAB=(B-AJU(A-B) 
(A) (-1,1,5, 7,-7,-5) 
(B) 2 

(C) (1,0,7,-7,4,2) 
(D) (1,-1,5,7,-7,3) 
(E) 10,/1,=2,3,4,5) 


[13º (UFF-RJ) Considere as proposições: 


D ENE=E 
D Sn E=O 
ID) EU G=E 


IV) (ENDNG=EN(ENGO) 

V) FCESFENE=F 

Podemos afirmar que: 

(A) Vé a única falsa; 

(B) nenhuma é falsa; 

(C) existem pelo menos três falsas; 
(D) três e somente três são corretas; 


(E) nenhuma das respostas anteriores. 


M4' A, BeC são subconjuntos de N = (0, 1,2,3,... 
) ACB 
I) BCA 
ID) ANA=D 
IV) AU(BUC)=N 
Então, C é: 
(A) O 
(B) N 
(C) A 


) tais que: 


(D) B 


(E) nenhuma das anteriores 


[5 sexX=(a, b, dd eY é um conjunto tal que X UY = (a, b, 
cefexXxnNY=f(a, b), então pode-se concluir que: 


(A) há mais de um conjunto Y nas condições acima; 


(B) Y=ta, b, f); 
(CC) v=la be); 
(D) Va bre eh; 
(E) N= la bre th: 


“7 


| (Cescea-SP) Dados os conjuntos A = (a, b, c), 
B=(b,cdjeC=(a,c, d, e), o conjunto 
(A-CGU(C-BU(ANBNC) éigual a: 


(A) ta, b, ce) (D) tb, d e 
(B) fa, c e (E) (bc dj.e) 
(CNA 


é [MZ] Considere os conjuntos: 


U=(a, bc de fg, hi) 


Elab e de nag in) 
da 
=sfa ice t hai) 
DSilane fi) 


Determine o único conjunto X C U que satisfaz a 
equação: (AUB)NX=C-D. 


[178 (IME-R)) Considere os conjuntos: 


=(xe R|0<x<3) 
B= (XE Rs) 
C=(yeR|y>1) 


Calcule: 
a) AUB c) A-B 
b) ANB d) ANBNC 


[19 (IME-RJ) Em uma pesquisa realizada entre 500 pessoas 


foram obtidos os seguintes resultados: 
e 200 pessoas gostam de música clássica; 
e 400 pessoas gostam de música popular; 


e 75 pessoas gostam de música clássica e de música 
popular. 


Verifique a consistência ou inconsistência dos resulta- 
dos desta pesquisa. 


o Numa competição de natação, 10 nadadores nadam 
só de braço, 8 só de peito, 5 só de costas, 7 de braço e 
peito, 3 de braço e costas, 4 de peito e costas e 1 dos 
três tipos. Quantos nadam de braço? E de peito? E de 
costas? 


: [27 Determine os elementos de A e B incluídos em E, sa- 


bendo que: 
CIA =(1,4,7) C(B)=(2,3,5,7) 
E= My 2, 8, 4, > 6, /, 8) 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO II 


[22' Determine os elementos dos dois subconjuntos A e B 
contidos em E sabendo que: 


CB=(bghjJAUB=(a,bcdeNANB=(d e) 


123" Sabendo que E não compreende necessariamente todos 
os números naturais de 1 a 20, enumerar os elementos 
de E e de seus subconjuntos A e B sabendo que: 


CHA) = (2, 5,9, 13, 18,20) CB) = (2, 6, 18, 20) 
MuB=4,5 6 9 15/14) 


[24 Sejam três conjuntos finitos A, B e C. Determi- 
ne o número de elementos de A N (B U C), sendo 
n(ANB)=20, nANC)=10en(ANBNO=S. 


(A) 20 (D) 30 
(B) 25 (E) 5 
(e) Is 


[25 Seja X o conjunto (1). Determine P(X) e P(P(X)). 


26 Sejam:X=KER|[0<x=<2)JeY=(KER|1<x<3). 
Podemos afirmar que XUY, XNYeX-Y são respec- 
tivamente: 


(A) KER|0=x<3), Ke R|1<x<2), 
KER|0<x=<171) 


(B) KE R|0<x=3, KE R|1=<x<2), 
KEeR|0<x=<1) 


(C) (xe R|0=x<3) xe R| = x<2) 
(xe R|0<x<1) 

(D) Ke R|[0=x<3), (XE R|1<x<2), 
Ke R|0=x=<1) 

(E) Ke R|j0=x=3) xe R|[1<x<2), 
Ke R|0<x=< 1) 


[27º Dos enunciados abaixo: 
D A-B=DSANB=A 
ID (ANBAC=ANÇBNO) 
WD A-B=B-AS A=B 
IV) AUB-ANBSA-DeB=-9 
V) A-B=-ASANB=G 


(A) apenas os três primeiros são verdadeiros; 
(B) os três últimos são falsos; 
(C) somente o primeiro e o terceiro são verdadeiros; 


(D) somente o primeiro, o terceiro e o quinto são 
verdadeiros; 


(E) nenhuma das anteriores. 


: 28º (ITA-SP) Seja C, o conjunto das soluções do sistema: 


4x+12y=4 
x+3y=1 


e seja €, o conjunto das soluções do sistema: 


x+y=8 
2x+2y=16 


Temos então: 
(A) C=€C, 
(BC e 
(CCE Cc, 
(DEC ie 


(E) nenhuma das anteriores 


É [29] Depois de n dias de férias, um estudante observa que: 


D | Choveu 7 vezes, de manhã ou à tarde. 

Il) Quando choveu de manhã não choveu à tarde. 
II) Houve 5 tardes sem chuva. 

IV) Houve 6 manhãs sem chuva. 

Então n é igual a: 

(A) 7 

(B) 9 

(C) 10 

(D) 11 


(E) nenhuma das anteriores 


: [30 Dentre 28 estudantes que cursam pelo menos uma 
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matéria, entre Matemática, Português ou Química, 
o número dos que cursam somente Matemática e 
Língua Portuguesa é igual ao número dos que cur- 
sam somente Matemática. Nenhum estudante cursa 
só Língua Portuguesa ou só Química, e seis estudan- 
tes cursam somente Matemática e Química. O nú- 
mero dos que cursam somente Língua Portuguesa e 
Química é o quíntuplo do número dos que cursam 
as três matérias simultaneamente. Se o número dos 
que cursam as três matérias simultaneamente é par 
e diferente de zero, o número dos que cursam so- 
mente Língua Portuguesa e Matemática é: 


(A) 6 (D) 8 
(B) 5 (E) 7 
(C) 9 
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CAPÍTULO II EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[BT Uma pesquisa entre telespectadores forneceu os 
seguintes dados concernentes a três programas, A, B e 
C, que vão ao ar em horários diferentes: 


º 60% assistem ao programa A; 
e 30% assistem aos programas A e B; 
º 50% assistem ao programa B; 
e 20% assistem aos programas Be C; 
e 50% assistem ao programa C; 
* 30% assistem aos programas A e €. 


Se cada telespectador assiste a pelo menos um dos 
três programas, a porcentagem dos que assistem a to- 
dos os três programas é: 


(A) 10% (D) 17,5% 
(B) 20% (E) 4,5% 
(C) 15% 


[32º Uma urna contém um certo número de blocos de ma- 
deira. Alguns são pretos e os restantes brancos, alguns 
são cubos e os outros tetraedros, alguns são lisos e os 
demais ásperos. Quantos blocos existem se são dadas 
as seguintes informações? 


D 16 são pretos 

II) 16 são cubos 

HI) 17 são lisos 

IV) 9 são cubos pretos 

V) 6 são lisos e pretos 

VI) 7 são cubos e lisos 

VII) 3 são cubos lisos e pretos 


VIII) 13 são tetraedros ásperos e brancos 


(A) 42 (D) 45 
(B) 43 (E) nenhuma das anteriores 
(C) 44 


[33º Determinar A, Be C sabendo que: 
Do GER 
ID Cd 
WD ANB=f(a,b,c h) 
IV) A-B=(e,g,i,)) 
V) B-C=(a, ca, fh) 
VD) AUB=(a,b, cd ef g,h,ij 
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: [34º Num certo estado, as cidades a, e y são colineares, o 


está a 48 km de Be B a 75 km de q. 


a) É possível dizer qual das cidades está situada entre 
as duas? 


b) Há a possibilidade de mais de um valor para a dis- 
tância entre a ey? 


c) Se você tivesse ainda a informação de que a dis- 
tância entre a e y é 27 km, então qual das cidades 
estaria entre as outras duas? 


d) Se a distância entre a e p fosse r km, a distância de 
o. ay, 5 km e a distância de B ay, r+ 5 km, qual das 
cidades estaria entre as outras duas? 


[35 Determine a E Q e b E Q de modo que: 


a) (a + Vb)2 = 28 + 1043 
b) (a-Vb2 =7- 443 


[36' Determine a E Qe b E Q de modo que: 


a) 33+8/2=a+bv2 
b) 11-6,92=0-by2 


: BZ) se abc=0, então: 


(A) a=b=0 (DDR beso 
(CB) a='0 (E) a=0ouc=0 
(C) a=00ub=0o0uc=0 


: 138º Considere o conjunto dos números reais e dois de seus 


elementos, x e y. Assinale quais das afirmações abaixo 
são corretas. 


(A) x+y E R>xER eyeR, 
(B)x-y E R>xEReyeR ouxER eyeR 


(O) x-vE R>xzy 


(D) x-y E R >xEReyeR ouxER eyeR 
(E) xy PER =Sxer 


[39 Sejam ae bE R. Temos que: 


Do Fax=bx=" as ibiQes IR) 


ID a-b=a-b=>a+b=1 
IN) ab] 
Iv) ot =bx>x=sega0 


Vi ep CS) 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO II 


Estão certas: 


(A) | (D) IV 
(B) II (E) nenhuma 
(Cc) ul 


140 Considere as afirmações: 
D sea>be c>0então ac> bc 
II) sea>b e c<0 então ac< bc 
HD) sea<b e c>0 então ac< bc 
IV) sea<bec<0 então ac> bc 
Temos que: 
(A) le ll estão erradas; 
(B) lell estão erradas; 
(C) Ile Ill estão erradas; 
(D) Ile IV estão erradas; 


(E) todas estão corretas. 


[47 Qual das afirmações abaixo é falsa? 


(A) a+c<b+c>a<b 


1) 
DD) 


: [43º Considere as seguintes afirmações: 


3/42 =-3/»2 


+ 


HI) A diferença entre um número e sua metade é 


IV) 


V) 


sempre igual à metade deste número. 


Dividindo-se um número irracional por um nú- 
mero racional, obtém-se necessariamente um 
número irracional. 


(0) 5 e E / & 
Se — é um racional irredutível, então o mdc entre 


jon 


aebé iguala 1 (um). 


Estão erradas: 
(A) 

(B) II 

(C) 

(D) IV 


(E) nenhuma das anteriores 


[44º A geratriz da dízima 0,7272... é: 


(B) a>b=> 2 +b?>0 


(C) a>0=02>0 


(D) a+c<b+cea<b 


(E) ac=ibe qb 


[42' Considere as afirmações: 


1) 


DD) 


HI) 


A condição necessária e suficiente para que seja a > b 
é que exista um número c > O tal que a= b + c. 


Só existe um par de valores reais que satisfaz 
x +y=0queéx=y=0. 


Cissa 


IV) o = 


V) x20=GR)=) 
Estão erradas: 

(A) lell 

(B) llelll 

(C) le IV 

(D) IVeV 


(E) nenhuma das anteriores 
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(A) 
(B) 
(Cc) 


(D) 


vjw Zoo gjo Z|- 


(E) nenhuma das anteriores 


[45 Calcule a geratriz da dízima 2,017017017... 


: M6 Identifique, das implicações abaixo, as verdadeiras. 


|) xe R=> > 
ID) xeN=>x 2x 
[IDE es dee = 


IV) xeQ>X>x 


(A) lell 
(B) lelll 
(C) Hell 
(D) Ile IV 
(E) Ile IV 
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; 150" Resolva as equações. 


[47 Considere as afirmações: 

Se a é irracional então a — 1 é irracional. 

a é irracional e y é racional => a + y é racional. 
Existem a, irracionais tais que a + P é racional. 


Se a, B são irracionais, a + B é racional somente 
quando o =—p. 


Sobre as afirmações acima temos: 

(A) somente uma afirmação é verdadeira. 
(B) as três últimas são verdadeiras. 

(C) apenas Il e IV são verdadeiras. 

(D) todas as afirmações são falsas. 


(E) somente duas afirmações são verdadeiras. 


[48 Dados os números a e f irracionais: 


D a-f éracional se, e somente se, a = [3 
II) Asoma (a + B) é sempre um irracional. 
HI) Se ax=aycom xe y reais, então x = y para todo 
qe. 
IV) Se x é racional, então x + a é irracional. 
= Ee : ses Ê 
V) Seaxz0, então a é irracional « — é irracional. 
[07 
Então: 


(A) há somente uma afirmação verdadeira; 
(B) há somente duas afirmações verdadeiras; 
(C) há somente três afirmações verdadeiras; 
(D) há somente quatro afirmações verdadeiras; 


(E) todas são verdadeiras. 


[49' Sejam a > b > O números reais. Temos: 


2ab 
a+b 


(A) a=S(a+b)evab = 


(B) Ja+b) <vabe 200 > 
Z a+b 
20b ph 


a+b 


(C) Vab > 


2ab a 
a+ 


(D) L(a+ b)> vab > 29b 
2 a+b 


(E) nenhuma das anteriores 


“7 


a) |l=3 d) Il=-* 
b) |x+8=6 e) Ix?=4 
oO |y+3=2x Rx 
[51 Se a e b são números reais, identifique as afirmações 
corretas. 
(A) lal-Ib) =Ja- bl (D) laf?= a? 
(B) lal+|b| =la+b| | (E) |af=aº 


(C) lal=a 


[52º A solução da equação |x— 5|= |x— 3| é: 


(A) x>3 

(B) x<5 

(GC) =x =]5 
(D) x=4 

(CE) x=3 ou x=5 


: 153" Resolva as equações. 


a) bl =a 


b) |x-al=b 


c) L,y=7 


' EMO conjunto A= (xe Rl|x+2]- |x+1]=0) é: 


(A) DG (D) A=[5) 
(B) A=[5] (E) nenhuma das anteriores 
o 4-B] 


155 0 conjunto (xe R||2x+1| > |x|) é: 
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(A) (5, E) UN, +=) 


(B) O 
(C) (1.0, 5) 
(D) o. +] BU) 


(E) nenhuma das anteriores 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO II 


156" Seiscentos estudantes de uma escola foram entrevista- 
dos sobre suas preferências quanto aos esportes vôlei 
e futebol. 
O resultado foi o seguinte: 204 estudantes gostam so- 
mente de futebol, 252 gostam somente de vôlei e 48 
disseram que não gostam de nenhum dos esportes. 
Determine o número de estudantes entrevistados que 
gostam dos dois esportes. 


[57 Ae B são conjuntos. O número de elementos de A é 7 
e de AU Bé9. Determine os valores mínimo e máximo 
para o número de elementos de B. 


[58º De um total de 110 alunos do colégio da Fundação 
Getulio Vargas, sabe-se que: 


e 50 tocam violino; 

e 70 jogam futebol; 

* 20 tocam violino e jogam futebol. 
Pede-se: 


a) Quantos alunos tocam violino se, e somente se, jo- 
gam futebol? 


b) Quantos alunos não jogam futebol e não tocam 
violino? 


159º Um clube oferece a seus associados aulas de três mo- 
dalidades de esporte: natação, tênis e futebol. Ne- 
nhum associado pode se inscrever simultaneamente 
em tênis e futebol, pois, por problemas administrati- 
vos, as aulas destes dois esportes serão dadas no mes- 
mo horário. Encerradas as inscrições, verificou-se que: 
dos 95 inscritos em natação, 55 só farão natação; o 
total de inscritos para as aulas de tênis foi de 20 e, 
para futebol, de 50; o número de inscritos só para as 
aulas de futebol excede em 10 o número de inscritos 
só para as de tênis. Quantos associados se inscreveram 
simultaneamente para aulas de tênis e natação? 


160" Sendo x = 7,333... e y = 0,4090909..., dê a representa- 
ção decimal de (x : y)”. 


167 (FGV-RJ) Numa cidade do interior do Estado do Rio 
de Janeiro, uma prévia eleitoral entre 2000 filiados re- 
velou as seguintes informações a respeito de três can- 
didatos A, B, e €, do Partido da Esperança (PE), que 
concorrem a três cargos diferentes: 


|) | todos os filiados votaram e não houve registro de 
voto em branco, tampouco de voto nulo; 


II) 280 filiados votaram a favor de Ae B; 


HI) 980 filiados votaram a favor de A ou de B, mas 
não de C; 


IV) 420 filiados votaram a favor de B, mas não de A 
ou de C; 


V) 1200 filiados votaram a favor de B ou de C, mas 
não de A; 


VI) 640 filiados votaram a favor de C, mas não de A 
ou de B; 


VII) 140 filiados votaram a favor de A e de C, mas não 
de B. 


Determine o número de filiados ao PE que: 
a) votaram a favor dos três candidatos; 


b) votaram a favor de apenas um dos candidatos. 


: 162º Numa comunidade são consumidos três produtos, A, 


BecC. Feita uma pesquisa de mercado sobre o consu- 
mo desses produtos, foram colhidos os resultados da 
tabela abaixo: 


Nenhum 


A,B 
Produto | A | B | € |AeB|BeC|AecC ec loss 


Número 
de consu- |100/150/200| 20 40 30 10 130 
midores 


Pergunta-se: 
a) Quantas pessoas foram consultadas? 


b) Quantas pessoas consomem pelo menos duas das 
três marcas? 


: 163" Objetivando conhecer a preferência musical dos alu- 


nos do colégio da FGV, o grêmio realizou uma pesqui- 
sa, dando como opção três compositores: M, Be S. Os 
resultados são: 


Ze Gostam de B 

34 Gostam de M 

40 Gostam de S 

16 Gostam deBeM 

12 Gostam deBeS 

14 Gostam deMes 

6 Gostam deB, MesS 

4 Não gostam de B, Mes 


Considerando esses dados, determine: 
a) Quantos alunos foram pesquisados? 


b) Quantos gostam de M e não gostam de B? 
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CAPÍTULO II EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


164" Identifique as afirmações corretas. : 168 Sendo x e y números reais não nulos, tem-se: 


D Seazbebzcentãoaxc. 1/1 
E (A) xay 

Il) Seae bsão números primos diferentes entre si e ay 

diferentes de 2, então a + b não pode ser primo. 


HD J|a+b| = |al+]|b 


(B) sl sy<yexy>0 
xy 


IV) lo” = |al” (O) > eM<0=1>7 


Temos que: 11 
D)j SS 0 
(A) todas estão certas. ED) á y de 


(B) somente I, Ill e IV estão certas. (E) nenhuma das anteriores 


(C) somente |, Il, e IV estão certas. : 
: 169" Resolva as equações. 


a) |x)-|x2-5x+ 6]=|x-2]-|x—3] 
b) |x2-5x+6]=x2-5x+ 6 


(D) somente II, Ill e IV estão certas. 


(E) nenhuma está correta. 


165 Considere as afirmações: 
fa E cap : IZO) A equação |x + 1] - |x|=x+ 2: 
D | Entre dois inteiros pode não haver outro inteiro. 
. ne , A : (A) possui 2 soluções reais cuja soma é 2. 
Il) Entre dois racionais sempre há um racional. 
. Ea = ; (B) possui somente uma solução real. 
Il) Entre dois racionais pode não haver outro racional. 
: as ; E (C) possui 3 soluções reais cuja soma é —3. 
IV) Sempre existe um irracional entre dois racionais. 
E a , . (D) possui uma infinidade de soluções reais distintas. 
V) Entre dois inteiros nunca há um racional. 
A ur a (E) não possui solução real. 
VI) Sempre existe um inteiro entre dois irracionais. 


Estão erradas: | IZ1 A equação |x- 1|=|x|+ 1, x real: 

(A) | leV (A) não tem solução. 

(B) IL VeVl (B) tem uma única solução. 

(C) | le IV (C) tem somente duas soluções. 
(D) HI, VeVl | (D) tem uma infinidade de soluções. 
(E) IV, VeMl (E) nenhuma das anteriores. 


66 SeaenN*,bEeNta>1,b>1ea<b, compareos ; EZ2] Considere a resolução da inequação: 
números racionais: É 
x+1<4x+4>x+1<4(x+D)=>1<4 
a a+1 ade 1 É 
b'b+1 b-1 : Logo, o conjunto solução da inequação é o conjunto 
É dos reais. 


E a E |x— 1| Ea 
167" A solução da inequação E ge: Observe, entretanto, que para x = —2, temos: 


(A) não tem solução 2+1<-8+4 1<-4, que é um absurdo. 
(B) fa +2) Qual é o erro cometido? 

3 173" Prove que se vc é irracional e a e b são racionais, então 
(O (x, 5) o a+bk=06a=b=0. 
(BUG) IZ4! DadosS=((x,y) |x+y=50)eT=((xy)|2x-3y=10), 
(E) (2, +00) determine S N T. 
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CAPÍTULO III 


FUNÇÕES: PROPRIEDADES E 
APLICAÇÕES 


Tuca Vieira/Folha Imagem 


EEESCRESES 
] 


fa “o 
- 
24 


Nosso Universo é dinâmico — diversas grandezas mudam com o 
Ato) tempo. Para modelar a maneira em que uma grandeza muda de 
acordo com uma outra, usamos funções matemáticas. Por exem- 
plo, a temperatura de uma sala é uma função do instante em que 
ela é medida; a nota de um aluno é função de quem é este aluno; 
o preço de uma determinada ação na bolsa de valores também 
é uma função do tempo (e da ação pesquisada). Na fotografia, a 
Bolsa de Valores de São Paulo (ao fundo, o gráfico da cotação do 
dólar como função do tempo). 


Ê 


AA 


Y 


MM 


DEFINIÇÃO 
Par ordenado. 


EEE 
OBSERVAÇÃO 

Não confundir (x, y) com 
(x, y). Afinal, (x, y) = (y, x) 
mas, em geral, 

(x, y) = (y, 2). O par (y, x) 
é chamado transposto do 
par (x, y). 
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3 - FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


3.1 - Produto cartesiano 


3.1.1 - Par ordenado 


Chamamos par ordenado a um conjunto de dois elementos considera- 
dos numa determinada ordem e tratados como um único elemento, o par. 


e 


x Pá 


Representaremos o par ordenado, cujos elementos são x e y, por (x, )). 

Então z = (x, y) é o par ordenado. O primeiro elemento x é chamado primeira 
coordenada de z e o segundo elemento y é chamado segunda coordenada do par. 

Quando dizemos que z é um par ordenado, significa que a ordem das compo- 
nentes x e y do par não pode ser modificada, de modo que (x, y) = (y, x). 


3.1.1.1 - Propriedade fundamental 


Exemplo: 
«+1,y7-2)=0x3)ox+1=2xey-2=3y6x=l1ley=-1 


3.1.2 - Sistemas de coordenadas cartesianas - referencial 
cartesiano 


Uma das principais aplicações de par ordenado é a representação dos pontos 
de um plano. 

Consideremos um sistema ortonormal (eixos perpendiculares e unidades 
iguais) num plano x e um ponto P. 

Tracemos por P, paralelas aos eixos Ox e Oy que os intersectam nos pontos x e y. 

Os valores algébricos dos segmentos Ox e Oy são chamados abscissa e ordena- 
da de P e são representados por x e y respectivamente. São as coordenadas de P. 

Há uma correspondência biunívoca entre os pontos do plano e os pares 
ordenados (x, y) de coordenadas reais. A todo ponto do plano corresponde um par de 
números (x, ) e a todo par (x, y) corresponde um e somente um ponto do plano. 

O plano x é chamado de plano coordenado ou plano cartesiano. 
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FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES CAPÍTULO III 


P(x, y) 


(0) 1 x x 


O plano cartesiano fica dividido em quatro regiões que chamaremos de 
quadrantes. Os números romanos indicam os 1º, 2º, 3º e 4º quadrantes. 


=“ 


I 


ordenadas 


abscissas 


Região Abscissa Ordenada 
1º quadrante + + 
2º quadrante — + 


3º quadrante — — 


4º quadrante + — 
Eixo Ox E 0 
Eixo Oy (O) w 
Origem 0 0 
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CAPÍTULO III FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


Exemplo: 


Marcar no plano cartesiano os pontos A = (1,2), B= (-2, 1), C= (1, -2), 
D=(2,-1), E=(3,0), F=(0,3),G=(-3,0), H=(0, -3) e O = (0,0). 


3.1.3 - Produto cartesiano 


DEFINIÇÃO 
Produto cartesiano de dois 
conjuntos. 


e(a,b,) 
e(a,b,) 


o (a, b) 


Temos: AxB=[(x,y) |x€AAyEB). Lê-se: A cartesiano B. 

A determinação do produto cartesiano fica muito cômoda com o auxílio de uma 
tabela de dupla entrada, como a da página seguinte. 

Sejam os conjuntos: 


A=(a, a, ..,4a,) 


B=(b,b,.,b,) 


Basta fazer a composição de cada elemento das linhas com os elementos das 
colunas. É evidente que o total de pares ordenados será m - n. 


“7 
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FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES CAPÍTULO III 


(a, b) (ab) Es (a, b,) 
a, (ab | das bo ps | ab 
Cs (A, b) (A, b,) EE (A, b,) 


Temos então: A x B= ((a, b)| E O a AGE 1,2, ai) 
Portanto: n(A x B) = n(A) - n(B) 


3.1.3.1 — Gráfico de um produto cartesiano 


Chamamos de gráfico do produto cartesiano o conjunto G de todos os pon- 
tos do plano coordenado cujos pares são os elementos do produto cartesiano. Tais 
pontos têm suas abscissas em A e suas ordenadas em B. 


(A x B) 


O gráfico do produto cartesiano será o conjunto de pontos P,. 
G= (Pi Pros PB) OU GS(P, [i=1,2, «umaja 1,2, sq) 


3.1.3.2 - Propriedades do produto cartesiano 


Exemplos: 


i) DadosA=(1,2,3])eB=(-1,0, 1, 2), temos: 
AxB= (a, =1), (1, 0), (1, O; (1, 2), (2, -1), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, =1), 
(3, 0), (3, 1), (3, 2)) 
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CAPÍTULO III FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


ii) Sendo A =(2] e B= N*, temos: 
AxB=l(x p)|xelZnveNJ=((2,7)|yEN=IQ, 1, (2,2), (2,3), ...) 


Exercícios resolvidos: 


1) Seja A=(1,3]eB=zZ. Calcular A x B. 


Solução: 


AxB=((4 )IxE(L3] Ay EZ) 
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FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES CAPÍTULO III 


2) Sendo A=(1,3]eB=[2,5), esboçar os gráficos de: Ax B, Bx A e 
(AxB)N(BxaA). 


Solução: 


AxB / 
5 


pas 


EE 


Elisa 


4 5 4 HEESÍI 
Aqui temos os pontos comuns aos dois produtos. OBSERVAÇÃO 
Note que os pontos sobre 
as retas tracejadas (onde 
o intervalo é aberto) não 
3) Sabendo-se que n(A) > n(B), n(A x B) = 90, n(AUB)=15en(ANB)=4, pertencem ao gráfico. 
calcular n(A) e n(B). 


Solução: Façamos o diagrama: 
Sejam n(A) =x en(B) = 7. 


À B 


Temos: E o 


ou seja FnaRo 
x+y-4=15 


sap = 19 


Como x >y, temos x= 10ey=09, isto é, 
n(A) = 10 en(B) = 9 
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4) De quantas maneiras distintas pode uma pessoa ir do Rio de Janeiro a 
Brasília, parando em Belo Horizonte, sabendo que existem 10 linhas de 
ônibus Rio-Belo Horizonte e 6 linhas Belo Horizonte-Brasília? 


Solução: A ida Rio-Brasília será por meio do par ordenado de linhas 

de ônibus (Rio-Belo Horizonte, Belo Horizonte-Brasília). Basta então 
saber quantos são os pares ordenados possíveis. Sejam A = (x | x é linha 
Rio-Belo Horizonte) e B = [y | y é linha Belo Horizonte-Brasília). 

Temos n(A) = 10 en(B) = 6 logo, n(A x B) = 60. 

Pode-se ir do Rio de Janeiro a Brasília de 60 maneiras diferentes. 
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CAPÍTULO III 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET EmRxR sejam (Qm+nm-4)e(m+1,2n) dois ; 6 (UFPE) Identifique a única alternativa abaixo que 


pares ordenados iguais. Então m" é igual a: 
(A) -2 
(B) O 
1 
EC) 
es 
(D) 1 


(E) 2 


2" sejam P = (a, b) e Q = (c, -2) dois pontos no plano 
cartesiano tais que ac< 0, b<0e c>0. Pode-se afirmar : 
que: : 


(A) P é um ponto do 1º quadrante. 

(B) P é um ponto do 2º quadrante. 

(C) P é um ponto do 3º quadrante. 

(D) P é um ponto do 4º quadrante. 

(E) P pode estar no 1º ou 4º quadrante. 
E3 Dados os conjuntos A = (0,-1,1), B=(1,3,4) e 

C=(0, 1), temos (A — B) x (C — B) igual a: 

(A) (0, 0), (0, —1)) 

(B) (6-1, 0), (0, 0)) 

(C) (0, 0), (0, 1)) 

(D) (0, 1), (0, —1)) 

(E) & (vazio) 


P4" Se n(A) = 3 e n(B) = 2, então n(A x B) é igual a: 
(A) 1 
(B) 6 
(C) 12 
(D) 18 
(E) 36 
[5 Sejam os conjuntos A e B tais que A x B= [(-1, 0), 


(2, 0), (1, 2), (2, 2), (1, 3), (2, 3)]. O número de | 
elementos do conjunto A N B é: : 


(A) O (D) 3 
(B) 1 (E) 4 
(C) 2 
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representa o gráfico do conjunto B x A, onde 
A=(1,2,3)eB=(xeR|1<x=<2). 


6 DRA 


(e) 


(D) 
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CAPÍTULO III EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


(Cc) 


(D) 


7 Sendo F=RxZeG=R*x N*,a representação gráfica 
deF-G é: E 


(A) | (E) 

(B) | 
: 89 Sabendo que ((1, 2), (4, 2)) C A?e n(A?) = 9, qualé o 
: conjunto A? 
[9 Numa lanchonete há quatro tipos de sanduíches, três 
tipos de refrigerante e dois tipos de doce. De quantas 


maneiras podemos tomar um lanche constituído por 
um sanduíche, um refrigerante e um doce? 
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3.2 - Funções ou aplicações 


Consideremos dois conjuntos X e Y. Uma correspondência que associa cada 
elemento x do conjunto X a um único elemento y do conjunto Y é chamada de 
“função ou aplicação do conjunto X no conjunto Y”, ou ainda, “função definida 


EE 
em X e tomando valores em Y”. 


NOTA 

Esta correspondência 

se chama unívoca. A 
univocidade consiste no 
fato de cada elemento 

do conjunto X ter apenas 
um correspondente 

no conjunto Y. O sinal 
utilizado entre os elementos 
correspondentes é —. 


Representaremos a função pela letra f, e escreveremos: 


EXS>Y 
x>y=[fo) 


que se lê: fé uma função de X em Y, que leva x em y = f(x). 

Chamaremos de imagem de x por f, o elemento y dado por y = f(x). 

O conjunto X será chamado: conjunto de partida, conjunto origem, campo de 
definição ou domínio da função f que denotamos Dom f. 

fé uma função & x EX, 3yeY |y=fo) 

: E .. NOTA 

O conjunto das imagens fx) é representado por f(X) ou Im f, que é também Não confundir função 
chamado de conjunto das imagens da função f. Note que f(X) é um subconjunto com fg. De fato, fé a 
deY ou fe) CY correspondência (a regra 

; - , de associação, a lei de 

Simbolicamente, temos: formação), enquanto fx) é 
o elemento de Y associado 
ao elemento x E X. 


Imf=fX)=(yeY|y=f(x), para algum x EX) 


Exemplos: 


id Sejao conjunto A dos alunos de uma turma e o conjunto B das carteiras 
de uma sala de aula. Seja a correspondência f A — B em que o aluno a 
do conjunto A está situado na carteira b do conjunto B. Temos aí definida 
uma função. 

Domínio: conjunto dos alunos A = (a | a é aluno). 
Contradomínio: conjunto das carteiras B = (b | b é carteira). 
Correspondência: a ocupa a carteira b ou b é lugar de a. 
Convém observar que: 


a) todos os alunos devem ocupar carteiras; 


b) cada aluno ocupa uma única carteira; 
NOTA 
c) o conjunto das carteiras pode ser maior que o das carteiras ocupadas, Nada impede que haja dois 
isto é, no caso mais geral, f(A) C B. É claro que pode ocorrer f(A) = B; puiaisalinos pelimeniiia 


carteira — f continuaria 
sendo uma função. 
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d) a imagem de um aluno é uma carteira ocupada; 


e) a lei “está situado em” transforma o elemento a no elemento b. 


ii) Consideremos o conjunto T de todos os triângulos possíveis e o conjunto 
dos reais IR. 
Façamos a correspondência f: T — R em que o triângulo t E T se associa 
ao seu perímetro p E RR. 
Podemos observar que: 


a) cada triângulo tem um só perímetro. A correspondência é unívoca, e, 
portanto, é uma função; 


b) existem vários triângulos que têm o mesmo perímetro. Isso, entretanto, 
não afeta a definição de função. O que não pode acontecer é um 
triângulo ter várias imagens (perímetros); 


c) cada real positivo é perímetro de um certo triângulo. Há, entretanto, os 
reais negativos e o zero, que não são perímetros de qualquer triângulo. 


d) ET>R|fD=p 
e) Imf=R -(0) 


R$ 


São perímetros 
de triângulos. 


Fe 
Não são perímetros. 


Temos uma aplicação do conjunto dos triângulos no conjunto dos reais. 


Exercícios resolvidos: 


A . Es EA ms " * + * 
1) A correspondência x — Si é uma função de IR, em R$? 
x+ 


lução: sm ' 
Solução fERi> R$ 


x+1 
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Sim, com efeito, a correspondência em questão tem como conjunto de 
partida os reais positivos, que tem imagem para qualquer x. Só não teria 
imagem o ponto x = —1, mas este não pertence ao domínio R$. 


2) Sena correspondência do exemplo anterior o conjunto de partida fosse o 
dos inteiros Z e o de chegada o dos reais IR, a correspondência seria uma 


função? 
E = : RR : ESB 
Solução: Não, porque no conjunto dos inteiros haveria o ponto NETÁ 
x =-1, que não teria imagem, uma vez que a imagem do ponto -1 1 
mediante aquela lei seria: q Não tem significado 
matemático 
(dl) = es A divisão por zero é 
=] 45 Íl 0 impossível. 


que não tem significado matemático. 


Dé se D E 
3) Consideremos a função f N > O, x» 5? que tem como domí- 


nio o conjunto dos naturais e como imagens os racionais. Pesquisar a 
existência de elementos x que coincidam com sua imagem (chamados 


pontos fixos). 


Solução: Para obter os pontos fixos, basta fazer f(x) = x. 


Temos: 


o 3 
fx) = = logo x = = = 5x=2x+2=> 


2% 5442=0>x=2vx=— 


E AB il ANA 
É interessante notar que o domínio é IN. Como 2 E N e 5 É IN, só há um 
x que coincide com a própria imagem. 


O único ponto fixo é x = 2. 


Observações: 
1) Muitas vezes se usa a igualdade y = f(x) em vez de: f x + f(x). 


2) A imagem de um elemento é um elemento, e a imagem de um conjunto, 
um conjunto. 
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CAPÍTULO III 


FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


Ud: 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


O elemento genérico do domínio é chamado de variável livre, variável inde- 
pendente ou argumento. 


O elemento correspondente do contradomínio é chamado de variável 
dependente, imagem da variável livre ou valor da função. 


Chamamos de função real toda função ou aplicação em que o conjunto de 
partida e o conjunto de chegada são partes dos reais. 


IR R 


Dom f=X f(X) = Im f 


Cada ponto do domínio tem apenas uma imagem, embora possa haver vários 
pontos do domínio com a mesma imagem. 


Quando a um valor em X correspondem dois ou mais valores em Y, a corres- 
pondência NÃO É FUNÇÃO. 


eta é 


Para uma função ficar determinada, é preciso conhecer o conjunto de partida 
(domínio), o conjunto de chegada (contradomínio) e a lei de transformação. 


Entretanto, para funções reais, se o domínio não for dado explicitamente, 
entenderemos que é o maior subconjunto dos reais tal que o conjunto das 
imagens seja também um subconjunto dos reais. 


Pelo fato de, nas funções reais, o domínio e o conjunto das imagens serem 
subconjuntos dos reais, usaremos, muitas vezes, retas para representá-los, 
já que existe uma correspondência biunívoca entre os reais e os pontos de 
uma reta. 


Duas funções fe g são iguais se, e somente se, Dom f= Dom ge, para todo 
x E Dom f f(x) = g(x). Simbolicamente: 


f=s « ((Dom f=Dom 3) A (Vx, fl) = 800) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Verifique se os esquemas das relações abaixo definem 
ou não uma função de A = (1,2,3,4)Jem B= (1, 
0,1, 2). 


[2 Aárea A de um quadrado é uma função do lado é (( E RR) 
para cada (. Qual é o valor de A quando ( = 3 cm? 


[3º “Diagonal de um polígono é o segmento que une dois 
vértices não consecutivos”. Assim, determine: 


a) a lei que define quantas diagonais podemos traçar 
do vértice A de um polígono de n lados; 


b) a lei que define quantas diagonais podemos traçar 
dos vértices A e B de um polígono de n lados; 


c) a lei que define quantas diagonais podemos traçar 
dos vértices A, Be C de um polígono de n lados; 


d) a lei que define quantas diagonais podemos traçar dos 
vértices A, B, Ce D de um polígono de n lados; 


e) a lei que define quantas diagonais podemos traçar 
de todos os vértices. 
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: 4 Um estacionamento cobra R$ 2,00 pela primeira hora 


e R$ 1,00 a mais para cada hora seguinte que um carro 
permanecer lá. 


a) Determine a lei que expressa o fato de o preço ser 
uma função do número de horas que um carro fica 
nesse estacionamento. 


b) Felipe deixou seu carro das 8h às 18h. Quanto ele 
pagou? 


: 1570 preço que um pintor cobra para pintar uma casa varia 


com a área a ser pintada de acordo com a tabela abaixo. 


Área (m?) Preço (R$) 


O a 100 200,00 
101 a 200 400,00 
201 a 400 600,00 
401 a 600 800,00 
601 a 800 1000,00 

801 a 1000 1200,00 


a) Qual o preço a ser pago se a área a ser pintada for 
de 430 m?? 


b) Com R$ 800,00, qual a maior área que pode ser 
pintada? 


c) A área a ser pintada é uma função do preço? 


d) O preço a ser cobrado é uma função da área a ser 
pintada? 


: 16 Determine a área de um quadrado cujo lado mede 


2 cm. Agora expresse a “lei de formação” (lei de cor- 
respondência) que fornece a área do quadrado em fun- 
ção de sua diagonal. 


FZ Obtenha a “lei de formação” da função que fornece 


a medida y da diagonal de um quadrado em função 
da medida x de seu lado. 


: 187 O consumo f de água, em litros, por uma comunidade 


é dado em função do tempo t, em segundos, pela lei 
ft) = 500000. 


a) Qual o consumo dessa população em 1 minuto? 
b) O que significa (20) = 10000000 nessa função? 


c) Em quanto tempo essa população consome 
1 800 000 000 “ de água? 
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CAPÍTULO III EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


B9M O preço a ser pago por uma corrida de táxi inclui uma : pg seja a função É IR — IR definida por Ay) = x) 5x + 7. 


parcela fixa, denominada bandeirada, e uma parcela Calcule os valores reais de x para que se tenha f(x) = 1, 

que depende da distância percorrida. Se a bandeirada : ou seja, imagem 1 pela função f dada. 

custa R$ 3,44 e cada quilômetro rodado custa R$ 0,86, : 

Caleuls: É [EZ) Se uma sala tem área igual a 48 m?, exprimindo o com- 

a) o preço de uma corrida de 11 km; primento e a largura, pede-se: 

b) a distância percorrida por um passageiro que pa- : a) se o comprimento for 4 m, qual deverá ser a sua 
gou R$ 21,50 pela corrida. : largura? 


; : b) se a largura for 6 m, qual deverá ser o seu compri- 
MO! Dados os conjuntos A = (-3,-1,0,2) e B= (1, ; menta? 

0, 1,2, 3, 4), determinar o conjunto imagem da :: 

função f: A — B definida por fx) = x + 2. 
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3.2.1 - Imagem direta e imagem inversa 


Chama-se imagem direta de um conjunto A C X ao conjunto de todas 
as imagens dos elementos de A. Representa-se por: (A) = [ye Y |y = f(x) para 
algum x E À). 


Chama-se imagem inversa de um conjunto B C Y ao conjunto de todos os 
pontos de X que tem imagem em B. Representa-se por: [(B)= (x €E X | f(x) E B). 


Note que F(YW)=XeACBSfA) CfB). 
Para f-'([y)) usaremos a notação f-!(y). 


Exemplos: 


D fRSRIfW=" 


a) A=(0,+1,+2) > f(A) = (0, 1, 4) visto que: 
HO) =0?=0, f) = 1º=1, H-D)=(-1)"=1 
f(-2) = (-2)? = 4 = f(2) 
b) B= [-2, 1]. Queremos calcular f'(B). 
ereto jt=/eBsefi|soé2Zsmsils 
Oss lsrslore Hi] 
Portanto: f([-2, 1]) = fF'((O, 1]) = [-1, 1] 


) fR>RIfQ= 
a As (2) =>) = (0, 2) 
Temos que: 


f(-2, 0) = 10, 2) e f((O, D) = (0, 1), logo: 
f(-2, 1) = 10,2) U (O, 1)=[0, 2) 


CAPÍTULO III 
[=| 


DEFINIÇÃO 

Imagem direta e imagem 
inversa de um conjunto por 
uma função. 


NOTA 

Só têm imagem inversa os 
pontos do conjunto B N Im f. 
Qualquer outro conjunto 
de pontos tem imagem 
inversa vazia. 


NOTA 

Para se encontrar a imagem 
direta de um ponto, 
substitui-se o valor deste 
ponto na fórmula que 
define a função. 


NOTA 

Lembrar que x? > 0 para 
todo x E R. 

Portanto, F([-2, 0)) = 2. 
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EEE 

NOTA DD) Be (Ai, 0, =" "0)=! 

Para se encontrar a imagem Basta ver que: 

inversa de um ponto a E Y, ; z , . 

resolve-se a equação Ky)=a P(G9) = | x | =-1 > x não existe. Assim, fi (1) = (2), 
calculando os valores de x pts | x | E p= Assim (tio (Oy: 


que tem a como imagem. 


Pp E RSA Ass (QD EI. 
Juntando tudo, F'(B) = F'((-1,0, 1) = (0,-1,1)=B. 


Ts 3.2.2 - Operações com funções reais 
NOTA 


Só existe o resultado numa Sejam fe g tais que seus domínios sejam subconjuntos dos reais, isto é: 
operação quando existem 


Es valenes de ambas ds Dom fc Re Domg C R. Chamemos D = Dom fN Dom g. Definimos: 
funções. R 

FG) 

8 (x) 
TT 
DEFINIÇÃO 


Operações entre funções 
reais. 


Observações: 


1) Sef(x)=0 para todo x, chamamos a função de identicamente nula. 


2) SehE Re fé uma função, define-se: 
»f Dom f>R | AP (G)=1- fo) 
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CAPÍTULO III 


3) Quando Dom f=Domg=D,diz-sequef >zg e (VW, xEeD > fx) = g(x) 


Exercícios resolvidos: 


Seja fuma função de variável real. 


1) Calcule o domínio da função f:x — RR 


Solução: Devemos ter: x? - 4 = 0 => x =+2 > Dom f= RR - (+2) 


2) Calcule o domínio da função fi x — V(x— D(3 — 2). 
Solução: Devemos ter: (x— 1) (3 -x) > O 


—00 il 3 +00 
x-1 — . Eh di 
= + + (6) — 
(x = 1)(3 =) E ANN s 


Emos | =7=3 => IDomj= il, 


3) Sefxovx-1eg:x- v2-x, calcule Dom (f+ g). 
Solução: Temos que Dom f= [1, +) e Dom g = (-00, 2]. 
Dom (f+ g) = Dom fN Dom g = [1,2] 


E 
1 2 
4) Sendofx »V5-x eg:x+»x+ 1, calcule Dom É) 


la (Dom fN Dom g) - g!(0). 


Solução: Temos que Dom 


Dom f= (-, 5] e Dom g = R 
Calculemos g!(0): g!(0) = (x E R| g(x) = 0) = (-1) 


Logo: Dom : =(-0, 5]-(-1) = (-00,-1) U (-1, 5] 


5) Verificar se as funções definidas pelas fórmulas p= xe y= x” são iguais. 
Solução: Não são, porque x” = | x | que só assume valores do R,, en- 
quanto y = x pode assumir valores negativos. As funções só seriam iguais 
se fosse dado um domínio comum para as duas contido no R,. 


[ES | 
NOTA 


5095 FO)  V5—x 


g(x) x+1 


NOTA 
x é, por definição, valor 
positivo ou nulo 
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3.2.3 - Funções crescentes e decrescentes 


Dizemos que fé crescente em seu domínio se x e f(x) variarem no mesmo 


DEFINIÇÃO sentido, isto é: 
Função crescente. Es % E Dom f ven fx) s fx) 

E Dizemos que f é decrescente em seu domínio se x e f(x) variarem em 
DEFINIÇÃO 


Função decrescente. sentidos contrários, isto é: 
xx E Dom py =2 > Mty=ja) 


Decrescente 


Observação: 


Note que a definição de função crescente permite a existência de platôs 
horizontais no gráfico, como por exemplo: 


Crescente 
EE ESB , x E ' ai cão do . : A 
Tá Caso tais platôs não existam, a função é dita estritamente crescente, isto é: f 
Procure a palavra é estritamente crescente <> Vx,, x, E Dom f x,>x, > f(x,) > f(x). Analogamente: fé 
od no estritamente decrescente > Yx,, x, E Dom f x,>x, > flx,)) <f(X). 
Icionario. 


à VA: 118 


CAPÍTULO III 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


)3-x 


n) f)="[2x-6 + [41 


[7 Seja a função definida de Z em Z pela lei fx) = 3x — 2, | DAM Ache o domínio das funções. 


calcule: iris x+1 1 7x 
a) K2) E +3 Es ex  X=2 
b) f-1) b) W) = 
7 Th Ea 
e) (5) [5 Em cada função real abaixo, destaque em que intervalo 
a) fa -47) a função é crescente ou decrescente. 
e) £0) a) 
FZ" Dê o domínio das seguintes funções reais: 

a) Hx) = 3x 
b) fg) => 

x 
o fy=3 ii 

x+1 

—2 
d E =. 
2 fo) x +1 

e) Ko) =x 
 fyj=NVx-1 

3 e) 
9) 9) =vx+1 
ipi 

x —-x 
; 5 x 
a 
D H)=vx e x d) y? 
kd fy)=—2— 

X+ a 1 
1 2 > 
Er dm 1 x 

D fgy=5 aii 

4 
m) fo) = E 


| W6N Verifique se as funções definidas em IR são crescentes, 
decrescentes ou constantes. 


a) (x) =3 e) Kxy)=-x+1 
b) Hx) = 3x D H9)=x 
0) fo) = [A=ê 
x(x + 1) o f(x) = -3x 9) Hx) =-—x? 
[3 Determine o domínio das seguintes funções: d) H)=x+1 
para BZ Considere a função f: R — RR definida por fx) = 2x— 1. 
b) Kx) = - 7 : Determine todos os valores de k E IR para os quais é 


o H)=V1-2x 


válida a igualdade f(k?) — 2) + H2h) = +. 
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CAPÍTULO III FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


3.3 - Funções: outras representações e enfoques 


EEEF 

ER 3.3.1 - Pares ordenados e tabelas 

Uma funçã d : =” : ; 

dem F E a a Consideremos uma função f, definida num conjunto X e tomando valores em 
diferentes, conforme a um conjunto Y. 

conveniência. Como a cada x corresponde um e somente um y, podemos reunir os x com 


as suas imagens y num conjunto de pares ordenados (x, y) = (x, f(x)). Tal conjunto 
define também a função f Esses pares formam um subconjunto do produto carte- 
siano X x Y. 


O detalhe importante a destacar é que, no conjunto fde pares ordenados, não 
há dois pares com o mesmo x, já que a correspondência é unívoca. Se houvesse 
dois pares com a mesma “primeira componente x”, e “segundas componentes dife- 
rentes”, teríamos uma correspondência plurívoca. 


x Y 
an DO 
Cy y) (XY) 


A função fpoderia ainda ser escrita por meio de uma tabela em que se indique 
os pares de pontos correspondentes. Assim: 


E Y= fe) 
ue) Yo= X,) 
x, im Ã£,) 
EEE 
Rs Sendo ffunção, na primeira coluna não há dois x iguais. Na primeira coluna 


está o domínio, e na segunda, o conjunto das imagens. Simbolicamente, podemos 


-- E 
(49 | y= fé escrever: 


função se, e somente se, 
(gypefe(xD)Ef=> 
Y=2 


WMELIVET | BNETf 
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CAPÍTULO III 


Exemplos: 


D f=((1, D, (2,4),(3,9), (4, 16)] 
a KeEnN|I<x<4)=(1,2,3,4) 
peles 


Neste caso, há uma fórmula que transforma cada x do domínio em sua 
imagem x?2, 


ii) A função 
E 
a 


se escreve: f= ((1, -2), 2 a) (BND), - 


; 10, (x, 10)) ou conforme a 
tabela: 


| 


il a) 
il 
2 E: 
3 45 
x 10 


Neste caso, não há lei matemática que defina a função. 

Isso não vai contra a definição de função, porque a condição básica é 
que cada valor de x do domínio corresponde a um, e somente um, do 
contradomínio. 


3.3.2 - Gráfico de uma função 


O gráfico F de uma função f, definida num subconjunto X dos reais é o sub- 
conjunto dos pontos do plano coordenado constituído pelos pontos de coordena- 
das (x, y) em quex E X ey = f(x). 

Como uma função é uma correspondência unívoca, a um valor x E X está 
associado um único valor y = f(x). 
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Sendo X o domínio da função, e Y = f(X), o conjunto imagem, os pontos do 
gráfico F serão pontos do gráfico do produto cartesiano X x Y tais que não haja dois 
pontos para a mesma abscissa. 


ops (x, Yo) 


a: 17) 


| Dom f 


é função não é função 


Dom f 


Observações: 


1) O gráfico da função terá um número de pontos igual ao número de pontos do 
domínio X se for finito. 


1 y 
XX 


é função 
Dom f= te Xop vem X, 
Im f E Di Var cer Vo 


2) Se houver algum valor de x E X que não tenha y E Y correspondente, então a 
correspondência não é função, por exemplo, na figura anterior, se o conjunto 
de partida fosse IR não teríamos uma função. 


3) Sea função é dada por uma relação funcional y = f(x), os pontos do gráfico 
estarão sobre uma linha F contida no retângulo G, gráfico do produto X x Y. 


Exemplos: 


RR ARS 
NOTA Re ne NE en p=] 


Para indicar que um ponto Temos: 
(x, y) está na relação R se 


escreve x R y. e 2 o] 
Y= IS: 8, , 1) 

EEE 

OBSERVAÇÃO R, = [(1,9), (2, 8), ... (9, 1) 


O gráfico da relação R, são 
pontos situados sobre uma ade B 
reta decrescente. Neste caso, esta relação é uma função. 
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o Relev veis Sslevem23 45] |x=>9 
Temos: 


R, =((3, 1), (3, 2), (3,3), (5, D, (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5)) 
Esta relação não é uma função. Há pares com a mesma primeira compo- 


nente. 
ii) R=(x)ERxR|y= | 
4 [ » | v x+1 EE] 
O domínio será: X= [x ER |x>-1) NOTA 
Convém observar neste exemplo que a cada x > -1 correspondem dois RC R=RxR=((x,y) | 
valores de y. Esta relação não é uma função. xERAyER) 
1 
A saber: Y = + Ent 


RR = [e mez | 0) 
R, = OL =) (1, Si) (1 o o 5) (S, ; (o, o, (o 1, o, =1)) 
Esta relação não é uma função. 


Z Z 
3 3 
1 1 
Sil i] 
Es = 


Observe que todos os pontos do gráfico estão sobre um círculo de centro 
na origem e raio v10. 
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3.3.3 —- Função como transformação 


Uma forma interessante de encarar a função é considerá-la uma máquina que 
transforma, mediante a lei f, os elementos do domínio nas suas imagens. 

A máquina executa a transformação f. Se for colocado um elemento x do do- 
mínio na entrada, ao sair, ele sai transformado em f(x). Se, entretanto, for colocado 
na máquina um elemento que não pertença ao domínio, ela não funciona. 


X 
| x | 
Domínio ( 
Transformação f bi 


Y 
| Imagens f)=y | 


Exemplos: 


oo o. Eca 2 x+1 
NOTÁ i) Sejaa função: f R*> R|y= E 


Para se obter f(2) 
substitui-se x por 2 na 
fórmula de transformação 0 
x+1. 

fo) = Ig 

sede dl 

Di | 
É 


SÃO) 0+1 
E 2.0 = o Á = não tem imagem 
[EEE | e E a : : 
Ra ii) Seja a função f tal que f(x) = 2x, definida sobre os naturais IN*. 
A imagem de um conjunto Domínio: N* = (1, 2,3, ...) 
é um conjunto. Temos: 


Domínio 


| P= (2, 4,6, soe) = FIN?) | 


À imagem dos naturais não nulos é o conjunto dos números pares 
positivos. 
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3.4 - Função definida por várias fórmulas 


DEFINIÇÃO 
União de funções. 


Suponhamos que o domínio de X de uma função f: X — Y seja decom- 
posto em duas partes X eX,talqueX UX,=XeX NX,= 9. Muitas vezes 
é conveniente estudar a função f por meio de duas restrições f: X > Ye 
A, > Ii asto 6? 

5 GU o = 
LEX 
CO), SE IE 


Neste caso, diz-se que fé, então, a união das funções f e f, e escreve-se: 


f=AUf. 
f 
f 
f 
Como conjunto de 
Como correspondência pares ordenados 
x e Dom f 
XEX, XEX, 
h Ê 
fico) ACO) 
v=f) 
Como transformação 
Exemplos: 
X , 
=, Se X € par 
[EE | 
i Seja a função f: N >Z | f(x) = 
) j ção f po NOTA 


, Se X é IMpar Dizemos que (|, P) é uma 
partição de IN, pois 
s er ae INP=DelUP=N. 
Nesta função, Dom f= IN. Façamos uma partição do domínio IN nos con- 


juntos: P=(xeN|xéparjel=(xelN]| x é ímpar). 


MEO = E(0,1,2, ..)=fP)CZ, 
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EEE O xs = 

NOTA ZE fl, 3 9 oe => (69) = o EH, de jfl)cz 
Este exemplo prova que A 

o conjunto dos números Temos então: AN) =D UP) =Z,UZ =Z 


naturais é equipotente 


ao conjunto dos inteiros, O 1 2 3 4 5 op 
isto é, seus elementos se 
correspondem um a um. 
-3 -2 -1 (0) il 2 3 
0 
0) >2— = 0) 
ro)=5 
1+1 
f)=-"5—==1 
2 
o =" il 
o=5 
3+1 
fg=-*5-==2 
+ 
49)=—=92 
9-5 
5+1 
5)=- e 
fS) ; 


ii) Seja a função f R > R|y= 
O gráfico desta função será: 


2 


V=* e 


O gráfico é constituído de dois ramos, um relativo à função f-: R* > R | 
y=xº e outro à função f*:R > R|y=x. 
O gráfico de fé a união de f* com f-. 
fieis 
iii) Seja a função: 
X 


f: [-100, 100] NZ > R|fQ)=4 %' sex>0 


x+|x|, sex<0 
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1004 EL 100 | 1 
2 1 

2 1 
1 il il 
o (0) (0) 
Ç Sao 
Eb) 0 —2, (0) 
-100 É É 
a -100 | O 


Escreve-se: 
F() lt, Se ls = 00 
Se 
O, se -100 =x <0 
Neste caso, temos duas leis na transformação: 
pi 
tj, sexeZA(l<x<100) 
Eq 


bl) =x+|x, sexeZA(-100<x<0) 


xeZ 
-100 < x < 100 


MEO 100/10 


FE 
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NOTA 

É comum uma função ser 
definida por intervalos nos 
quais as fórmulas que as 
definem são diferentes. 
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EEE. Eme . 
Exercícios resolvidos: 
NOTA 
As funções servem para " ] Asa A 
modelagem de situações 1) A produção mensal de uma indústria é dada pela fórmula p(x) = 10x? + 
concretas em que se deseja + 50x + 100 unidades, onde x é o número de operários dessa fábrica. 
relacionar duas grandezas 
dependentes. i) Qual era a produção quando a indústria tinha 20 operários? 


ii) Qual foi o aumento da produção quando a fábrica contratou mais 5 
operários? 


Solução: 


i) Para um contingente de 20 operários a produção será: 
p(20) = 10 - 202 + 50 - 20 + 100 
p(20) = 10 - 400 + 1000 + 100 
p(20) = 5 100 unidades mensais 


ii) Quando se passa de 20 para 25 operários a produção de p(20) passa 
para p(25), logo o aumento da produção será p(25) — p(20). 
p(25) = 10: 252 + 50 - 25 + 100 
p(25) = 10 - 625 + 1250 + 100 = 6250 + 1350 = 7600 
O aumento da produção será de 7 600 — 5 100 = 2500 unidades. 


2) O preço dos telefones celulares vem sendo reduzido e estima-se que o 
preço de um dado modelo será ao fim de x meses dado por p(x) = 200 + 


220 


reais. 
+2 


+ 


id Qual será o preço daqui a 8 meses? 
ii) Quanto barateará no nono mês? 


iii) No fim de quantos meses o preço será 210 reais? 


Solução: 
E 220 20) É : 
i) p(8) = 200 + 8472 = UU dl sto deito 


ii) O preço no final do nono mês será p(9) e no final do oitavo mês será p(8), 
220 ZHAO | 
n |-fpoo +. 220. 


logo a variação de preço será p(9) — p(8) = oo + 
= 220- 222 = 2, 
O preço barateará 2 reais. 


iii) 200 + geo = DUO) = 2eu =) = ma Z= 22 => n= MM) meses 
x+2 x+2 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


peixes À, B, e C são descritas, no período de 10 meses, 
pelo gráfico: 


2000 |.---: pune prai guns auras eps 
1800 | 
1600 | 
1400 |: 
1200! 
1000 |-- 
800 |: 
600 |: 
400 


população (nº de peixes) 


12345678 910 
tempo (meses) 


Quais afirmações a seguir são verdadeiras? 


(A) No período de O a 2 meses, a população B mante- 
ve-se menor que a €. 


(B) No quinto mês, havia menos de 3 500 peixes nes- 
se tanque. 


(C) No período de O a 5 meses, as populações B e € 
mantiveram-se crescentes. 


(D) A população C atingiu o seu máximo no terceiro 
mês. 

(E) No período de 3 a 7 meses, a população B mante- 
ve-se maior que a A. 


[2 (UFPE) No gráfico abaixo, temos o nível de água 


armazenada em uma barragem, ao longo de três anos. 


nível de água (m) 


tempo (anos) 


O nível de 40 m foi atingido quantas vezes nesse 
período? 
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EM Num tanque, as variações na população de espécies de : [3 (Enem) O número de indivíduos de certa população é 


representado pelo gráfico abaixo. 


pa 
(e) 


de indivíduos (x 1000) 


ND wu ANO 


numero 
m 


0/1940 1950 1960 1970 1980 1990 t (anos) 


Em 1975, a população tinha um tamanho aproximada- 
mente igual ao de: 


(A) 1960 (D) 1970 
(B) 1963 (E) 1980 
(C) 1967 


: DAM A obsidiana é uma pedra de origem vulcânica que, em 


contato com a umidade do ar, fixa água em sua super- 
fície formando uma camada hidratada. A espessura da 
camada hidratada aumenta de acordo com o tempo 
de permanência no ar, propriedade que pode ser uti- 
lizada para medir sua idade. O gráfico abaixo mostra 
como varia a espessura da camada hidratada, em mí- 
crons (1 mícron = 1 milésimo de milímetro), em função 
da idade da obsidiana. 


E a RD 
Ts a Ro 
Com base no gráfico, pode-se concluir que a espessura 
da camada hidratada de uma obsidiana: 

(A) é diretamente proporcional à sua idade. 

(B) dobra a cada 10000 anos. 


(C) aumenta mais rapidamente quando a pedra é 
mais jovem. 


(D) aumenta mais rapidamente quando a pedra é 
mais velha. 


(E) a partir de 100000 anos não aumenta mais. 
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[5 (Fuvest-SP) Uma bolinha de isopor encontra-se no fun- 


do de um recipiente. Abre-se uma torneira para encher | 


o recipiente, conforme ilustra a figura. 


AR 


CHE)» 
| 


Jv 


Qual o gráfico que melhor representa o valor da veloci- 
dade vertical v da bolinha em função da altura h? 


(A) | | (D) | 
0 h 
(B) (E) | 
IDE 0 h 
(Cc) 
E. 


16” (Fuvest-SP) Um chuveiro elétrico funciona durante cer- 
to tempo com a chave na posição inverno (1), a seguir a 
chave é ligada na posição verão (V). Qual dos gráficos 
abaixo melhor representa a potência p do chuveiro em 
função do tempo t? 


(A) 


(D) 


(E) 


' A tabela abaixo mostra como deveria ser calculado o 
imposto de renda (pessoa física) na declaração de ajuste 
anual do exercício de 2006 ano-calendário de 2005. 


Base de cálculo | Alíquota | Parcela a deduzir 


Até R$ 13.968,00 | Isento = 
De R$ 13.968,00 a | 15% R$ 2.095,20 
R$ 27.912,00 

Acima de 27,5% R$ 5.584,20 


R$ 27.912,00 


Para calcular o imposto devido, basta aplicar a alíquo- 
ta sobre o total de rendimentos e subtrair o valor da 
dedução correspondente. 


a) Qual seria o imposto devido de uma pessoa que teve, 
durante o ano, um rendimento de R$ 26.500,00? 


b) E de quem teve um rendimento de R$ 13.000,00? 


c) Se um cidadão, que só deduz o que está indicado 
na tabela, faz os cálculos e conclui que seu imposto 
devido é de R$ 6.200,00, qual foi o rendimento 
dele nesse ano? 


é [EBD Um fabricante vende um certo produto por R$ 12,00 cada 

: unidade. O custo total é de um valor fixo de R$ 36,00, 
somado ao custo de produção de R$ 6,00 por unidade. 
Quantas unidades, no mínimo, o fabricante necessita ven- 
der para obter lucro? 


' Felipe possui R$ 23,00. Comprou um bolo por R$ 14,60 
e ainda deseja comprar brigadeiros caseiros que custam 
R$ 0,75 cada um. Quantos brigadeiros, no máximo, ele 
pode comprar? 
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3.5 - Função composta 


Consideremos três conjuntos, X, Y e W e duas funções: f definida em X e 


tomando valores em Y, e g definida em Y e tomando valores em W. 


A todo elemento x E X, fassocia um e somente um y E Y tal que: y = f(x). 

A todo elemento y E Y, g associa um e somente um w E W tal que: w = g()). 

Assim, para qualquer x E X, pode-se associar um e somente um w E W 
tal que w = g(f(x)). Fica então definida uma função de X em W, que chamamos 


de composta de g com f 


h:X>W |w=h6) = g(f09) 


Representa-se a função composta h por: h = go f que se lê “g bola f”. 


Simbolicamente, temos: 


h() = 80 fl) = s(f09) 


A máquina h é única, constituída pela associação de duas outras fe g. 
Esquematicamente, temos: 


Domínio de f 


VÁ 


hsger 
| 


ho) = (09) 


A variável dependente de uma função serve como variável livre para a seguinte. 


Propriedades 


1) O conjunto das imagens de f(x) deve estar contido no domínio de g. 


2) Domgo f=Dom f 


3) ImgofcImg 
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DEFINIÇÃO 
Composição de função. 


NOTA 

A função composta é 
obtida com a aplicação 
sucessiva das funções fe g. 


OBSERVAÇÃO 
Pensando como pares 
ordenados, temos que 
(x, w E gofe[(x y) E 
Ff a(y w) E dg]. Essa 
definição se presta para a 
composição de relações 
que não sejam funções. 


NOTA 

A ordem de notação deve 
ser obedecida. A primeira 
função deve sempre ser 
escrita à direita. 


Ed 


CAPÍTULO III FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


3.5.1 - Gráfico de go f 


Pelo ponto x genérico de f, determinamos (x, f(x)). Por uma paralela a Ox até 
a bissetriz y = x, transformamos a ordenada f(x) em abscissa. Uma paralela a Oy 
por f(x) permite determinar em g, g(f(x)). Trazendo g(f(x)) para a abscissa x, temos 
o ponto (x, g o f(x)) pertencente à função composta g o f Repete-se a operação um 
número suficiente de vezes. 


y = fl) 


w= sf) 


NOTA 
Para se obter g o Kx), basta : 
substituir x de g(x) por Kx) ) Sendo fi RR e g R > R 


e para se obter fo g(x), = Eos 
basta substituir x de fx) Rs = ÃO) x» 2x-3=g(%) 


por 909. 


Exemplos: 


ge pos 
Então: 


a) gsofV)=afo)=2f0)-3=2(4+1)-3=2x-1 
b) fosW=figo)=g0)+1=2x-3+1=2x-2 


m fe ja do) NB, JS im 19), (815), (5, 10º) (e, 0] 


$= (ts, =) (lo (22, =| (45, 81), [-3, >) (o 20)) 


Tn 


x— e» y 
1 35 2 
ED + 
T 22 81 
81 10º 20 
2 Ra E 
E É 3 
e» 1 oa 
Tr 

XxX sof W 
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Observe que o conjunto Y é domínio de g é o contradomínio de f. 

Cada elemento do conjunto X se corresponde com sua imagem no 

conjunto W por intermédio de um elemento do conjunto Y. 
CpefelyhwWes=>(WweEgof 


sor =| (3, 81), [ | 81, | a 
E 7 


3 5 
Usando tabelas, teríamos: 


Ns MM MIM 


, 24 (e, 20) 


x y y w x w 
1 249) 13 a il = 
HM Tx 
ES 10º | 2 BR 81 
NR | 2 7 E 
x a 
81 E "5 | 81 81 > 
5 5 B: 
ess 6 ah Es Es 
5 10 3 E E 5) 
e il 1 20 e 20 


A lei que permite passar do conjunto X ao conjunto W é: h(x) = g(f(x)). 


| | Re | 


sof 


Exercícios resolvidos: 
1 SejamfR>R|flx)=ax+beg:R> R|g(x) =2x+ 1. Calcule a e b saben- 
do que para todo x tem-se f(g(x)) = 4x + 5. 
Solução: Temos que f(g(x)) = ag(x) +b=a(2x+ D) +b=2ax+a+ D. 
Devemos então ter:2a=4 > 4 =2e 
a+b=5quenosdáZ2+b=5=>b=3. 


133 8 UM 


CAPÍTULO III FUNÇÕES: PROPRIEDADES E APLICAÇÕES 


2) Dados f(g(x)) = 
fog. 
Solução: Calculemos f(g(x)) fazendo em f(x) a substituição de x por g(x). 
geada 
lesar 2x 


elo) = o calcular g(x) e dar o domínio de 


fist) = 


2xg(x) —- 2x = xg(x) + x + g(x)+1 
(x-— Dg(x) = 3x+ 1 
= + E 


809) = 


Esta relação nos mostra que x = 1; por outro lado, g(x) deve ser diferente 
de —1 para que a componente f funcione. 


3x+1 


ml ao 


3x+1zx+164x=06x=0 


Isto já era conhecido, pois: 


x+1 


TEC) = 


que não existe para x = O. O domínio de fo g será o conjunto: 


=10, 1) = (0, 0) U (O, 1) U (1, 4.00) 


1 -1 
3) Dados f(g(x))= = É ab) calcular f(x) e o domínio de fo g. 


Solução: Por comodidade, chamemos g(x) = t. Temos então: 


o x-1 
fi) = E a] 


Basta agora escrever f em função de t. Tiremos x em função de t: 


iret=a-1>t+l=ad-y>a=58 
A função fserá tal que: 
ER 
fa Re q fara 
1-t 


Como o nome da variável não influi, temos: 


fo) = 


— 
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4) 


O domínio de fo g será tal que: 


x+1=0=>x= 1 para existir g 
e 


=1>x-1=-x-1>x=0 para existir f 
O domínio de fo g será então: (-0, —1) U (1,0) U (0, +00) = IR — [-1, 0). 


À quantidade de ração em kg para alimentar os peixes de um cativeiro é 
R(p) = 2p? + p, sendo p o número de peixes em milhares desse cativeiro. A 
população de peixes é, no final de t meses, p(t) = 2t + 3. 


i) Quala quantidade de ração necessária para alimentar os peixes desse 
cativeiro daqui a 3 meses? 


ii) Idem daqui a t meses? 
iii) Daqui a quantos meses a quantidade de ração necessária será 1081 kg? 


iv) Idem para R kg? 


Solução: 


i) No final de 3 meses a população será p(3) = 2.3 +3=9 milhares 
de peixes. A quantidade de ração para eles será R(9) =2.92+9 = 
=2-:81+9=162+9=171kg. 


ii) No final de t meses, temos a função composta R o p, em que: 
R(p(b) =2 [p(O] + p(b = 
=2(2t+3)+(2t+3)= 
=2(4 + 12t+9)+2t+3= 
=82+24t+18+2t+3 
Ro p(t)=82+26t+21kg 


iii) 82 + 26t+ 21 = 1081 
8t2 + 26t — 1060 = O 
4t2 + 13t-530=0 


—13 + 169 — 16(-530) 
= 8 


Como a solução negativa não serve, logo: 


-13+93 80 
is = 2a = 10 meses. 
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Poderíamos, ao invés, calcular t por etapas. 
Número de peixes para consumir 1081 kg de ração: 
2pº + p= 1081 

2p2+p-1081=0 


E EE urso Sel É 23 “23 milhares 
Tempo necessário para atingir 23 milhares de peixes: 
2t+3=23 

dj a) 

t= 10 meses 


iv) 82 + 26t+21=R 
82 +26t+(21-R)=0 
=26 E V262 2408 (DI=R) 


16 
-26 + 676 — 672 + 32R 
t= 
16 

E -26+V4+32R | -26+2V1+8R 

E 16 E 16 
e PIS IESER 

T 8 
À solução negativa não serve, logo: 
i= Et E V1 + 8R meses 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dadas as funções: 
f RR : g: R» R e hiR5R 
Xx+> 2x x x? x 3 
determine: 


a) a função ho g o Kx); 
b) a função ho fo g(x). 


P2 Sejama, be Z+ e Xx) = ax + b. Calcule os valores de a 


e b para os quais fo f(x) = 4x + 9. 


E3N Seja A=(1,2,3) ef A — A definida por (1) = 3; 


H2) = 1 e 3) = 2. Determine o conjunto solução de 


É 22 À 
am sefy=- 


FIO) = 3. 
P4” Considere as funções: 
fFR-(1)>R e g:R > R 
aa to 23x 
e qa O IO = pag 


Logo, a função composta de fcom 9, fo g, tem para a 
expressão mais simplificada: 


(A) £ (D) £ 
(B) f? (E) 2f 
(C) 3f 


E5" Sejam fe g funções reais definidas por A) =x? - 1 e 


x) =2x+ 1. Então, a função composta fo g assume o 
IO) É P 9 115" (Fuvest-SP) As funções fe g são dadas por Kx) = Sa 1 


menor valor em um ponto do intervalo. 


fia 
(D) 5 


(A) 61,0) 


(B) (0,1) 


6 Seftgy)=2x-5eg(x) =3x+ k, determinar k de modo 


que g09) = (fo). 


P7 se fx) =4x+1 e Kg(x) = x? + 1, determinar a função 


909) e 9-1). 
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[12] Sendo Hx) = + 


M4' (UFSC) Considere as funções 


: Se fe g são funções tais que f(x) = 2x- 3 e g() = x, 


calcule a função g(x). 


' Se (2x + 1) =x, (x), calcule a função x). 


mo Um estudo das condições ambientais de uma comuni- 
dade urbana indica que a taxa média diária de monóxi- 
do de carbono no ar será de c(p) = 0,5p + 1 partes por 
milhão, quando a população for de p milhares. Estima- 
-se que, daqui a t anos, a população da comunidade 
será de p(t) = 10 + 0,1% milhares. Determine a taxa 
de monóxido de carbono no ar como uma função do 
tempo. 


, qual o valor de x para que KÍx)) = 1? 


x=1eg(x)=2x-4, ache o valor 


à) 


de Íg(9)) + glf 


[13º (UFC-CE) Sejam f e g funções reais de variáveis reais, 


tais queg="-Le(fog) (0)=1+ sex 0. En- 


contre o valor de f(4). 


fg: R>aR tais que 
g(x) = 2x+1 e g(fx)) = 2x? + 2x + 1. Calcule f(7). 


e g(x) = + x + a. Sabe-se que f(0) — g(0) = - O valor 


de 3) - 39 - é 


(A) O (D) 3 
(B) 1 (E) 4 
(C) 2 
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CAPÍTULO III 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (UFF-RJ) Em um certo dia, três mães deram à luz em Após analisar o gráfico, conclui-se que: 


“rg 


uma maternidade. A primeira teve gêmeos, a segunda, 
trigêmeos, e a terceira, um único filho. Considere, para 
aquele dia, o conjunto das 3 mães, o conjunto das 6 
crianças e as seguintes relações: 


|) | A que associa cada mãe ao seu filho. 

ID) A que associa cada filho à sua mãe. 

Il) A que associa cada criança ao seu irmão. 
São funções: 

(A) somente a |. 

(B) somente a Il. 

(C) somente a III. 

(D) todas. 


(E) nenhuma. 


2" (Uerj) O recente incidente ocorrido na reserva indí- 


gena dos ianomâmis reabriu o debate em torno de 
uma questão muito antiga, que é a do desapareci- 
mento dos povos indígenas, vítimas da violência do 
“homem branco”. 

Em relação a esse fato, a revista Veja (25/8/93) publi- 
cou uma reportagem com o gráfico abaixo, que de- 
monstra como a relação entre esses povos, no Brasil, 
desenvolveu-se desde a descoberta. 


A gangorra da demografia 


Dizimada por cinco séculos, a população indígena no Brasil 


começa a crescer 
165 


milhões E 


147 
milhões 


— Não-indígena 
m— Índios 
6 
milhões 
4 


milhões 17,4 


milhões 


9 3,6 
milhões milhões 


100 mil 300 mil 500 mil 250 mil 
1500 1600 1700 1800 1900 1990 2000 


1 milhão 


500 mil ; 
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(A) de 1500 a 1700, as duas populações cresceram na 
mesma proporção. 


(B) entre 1700 e 1800, a população indígena foi su- 
perada pela “não indígena”. 

(C) em 1900, a diferença entre as duas populações 
era de cerca de 12 milhões de habitantes. 

(D) no ano de 1990, a população indígena era igual à 
“não indígena”. 


(E) após 2000, a população indígena terá sua taxa de 
crescimento diminuída. 


[3º (UFR-R]) Foram utilizados e numerados 50 cavalos para 


testar um novo remédio. Injetou-se o remédio em cada 
um dos cavalos. Se o cavalo reagisse positivamente, era 
marcado com 1 e, negativamente, com 0. O domínio 
desta função é o conjunto: 


(A) [0, 50] 
(B) [1,50] 
(E) 412: 3,4,0250) 
(D) (0,1) 
(E) [0,1] 


P4” (UFRJ) O gráfico a seguir descreve o crescimento po- 


pulacional de certo vilarejo desde 1910 até 1990. No 
eixo das ordenadas, a população é dada em milhares 
de habitantes. 


população 


1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 ano 


a) Determine em que década a população atingiu a 
marca de 5 000 habitantes. 


b) Observe que, a partir de 1960, o crescimento da po- 
pulação em cada década tem se mantido constante. 
Suponha que esta taxa se mantenha inalterada no 
futuro. Determine em que década o vilarejo terá 
20000 habitantes. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


CAPÍTULO III 


[5 (UFRJ) A figura abaixo representa uma estrela formada 
por doze triângulos elementares: 


AN 
IVANA 
mA 


A cada triângulo elementar está associado um núme- 
ro de acordo com as regras indicadas no diagrama 
seguinte: 


| (UFPA) Dada a função de A = (0, 1, 2) em B= ([-2, - 


1, 23, definida por fx) = x— 1, qual o conjunto i ao 
de fr 


(A) €-1,0,1) 
(B) €-2,-1,0,1,2) 
(C) 10,1, 2) 
(D) 12, -1, 0) 
(E) 10,1, 2) 


' (Unicamp-SP) A companhia de abastecimento de água 


de uma cidade cobra mensalmente pela água fornecida 
a uma residência, de acordo com a seguinte tabela: 


Pelos primeiros 12 mº fornecidos | R$ 15,00 por mº 
R$ 50,00 por mº 


R$ 90,00 por mº 


pelos 8 mº seguintes 


pelos 10 mº seguintes 


pelo consumo que ultrapassar 


3; 
30 m) R$ 100,00 o m'. 


Calcule o montante a ser pago por um consumo de 
5 2 migo 


e (PUC-SP) A função de Euler 2 é definida para todo na- 


Dado que o número 28 está associado ao triângulo su- 
perior da estrela (ver a primeira figura), determine A, 
BC DeE. 


[6 (Vunesp) O gráfico mostra como varia a velocidade 
de um móvel, em função do tempo, durante parte de 
seu movimento. 


velocidade 


> 
0 | tempo 


O movimento representado pelo gráfico pode ser uma: 


(A) esfera que desce por um plano inclinado e conti- 
nua rolando por um plano horizontal. 


(B) criança deslizando num escorregador de um par- 
que infantil. 


(C) fruta que cai de uma árvore. 


(D) composição de metrô, que se aproxima de uma 
estação e para. 


(E) bala no interior do cano de uma arma, logo após 
o disparo. 
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tural n > 1 da seguinte maneira: Z(n) é o número de 
números naturais primos com n e menores que n. 
Quanto vale (12)? 


(A) 4 (D) 6 
(B) 5 (E) O 
(C) 3 


HO! (Vunesp) O gráfico na figura representa a posição x 


de um móvel, que se deslocou ao longo de uma linha 
reta, em função do tempo t. 


A velocidade do móvel foi constante e diferente de zero 
durante o intervalo de tempo que vai dos instantes: 


(A) Dat, (D) tat, 
(BO) E alt, CE) Rita 
(e )ntant 
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[17º (UFMG) Um professor apresentou à classe o seguinte ; [73]Se x e y são elementos do conjunto R, em qual das 


problema: : relações abaixo y é função de x? 
“Qual deverá ser a variação do “peso” de um ovo de gali- (A) S=(x peR|x=y2-1) 
nha, durante o processo de desenvolvimento embrioná- : 

rio do pintinho, até um dia antes de seu nascimento?” (B) S=((x peRZ|x=|y) 


Os alunos apresentaram diferentes respostas expressas 


= 2 E 
pelas curvas abaixo. Assinale a alternativa que mais se Re a RA 


aproxima da resposta correta. (D) S=((x ER |y=2+1) 
(A) 1 “peso” (C) Ea (E) n.d.a. 
| M4 Sendo A=(1,3)eB=(2,4),o produto A x B é 
: dado por: 
dias as (A) AC, 2), (1, 3, (1, 4, 2,3), 2,4), Q, 9) 
(B) 4“peso” (D) trpeso” (B) ((1,2), 3,2), (1,4, 6, 4) 
(O) 4,3, (1,2), (1,4), 6, 9) 
(D) (CG, 2), (3, 4) 
dias CC dias GE) n.d.a. 


12º (UFPE) Analisando o gráfico abaixo, que representa a | [75] Sabendo que A e B são dois conjuntos tais que: 
taxa média mensal de desemprego na região metropo- : 
litana do Recife, em 1996 (dados do IBGE), é incorreto D (1,7), (5,3) são elementos de A x B 
afirmar que: 
D ANB=(1,3) 


taxa de desemprego 


9,00 
8,00 eo 
700! |p 
6,00 | 
5,00 | 
4,00 | 
9,00/i 
2,00 |- 
1,00 | 
0,00 


podemos afirmar com toda segurança que: 
(A) Ax B tem 8 elementos. 
(B) Ax B tem mais de 8 elementos. 


(C) Ax B tem menos de 8 elementos. 


Eis so mês ii (D) Ax B não pode ter 9 elementos. 
EMCUCREÇHA 


SÉ 
gs 
y 


(E) nada se pode afirmar sobre o número de elemen- 
tos de A x B. 
(A) a taxa de desemprego não cresceu entre janeiro e 


abril. 
: M16' O produto cartesiano A x B dos conjuntos A = (3, 4, 5) 


(B) a menor taxa de desemprego ocorreu em ; eB=(4) é: 


dezembro. 
(A) (l4, 3), (4, 4), (4, 5)) 
(C) durante o ano de 1996, a taxa de desemprego 


não excedeu 5%. (B) A 
(D) a média anual de desemprego em 1996 foi superior (O) (GB, 4), (4, 4), 65, 49) 
a 3%. : 
(D) B 


(E) a média anual de desemprego em 1996 foi infe- 
rior a 7%. 
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(E) (12,7 116,20) 
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CAPÍTULO III 


HZ) (PUC-RJ) Indique qual das relações abaixo não constitui 22" (PUC-R]) Qual dos seguintes gráficos define uma função? 


função real. 

(A) S=((x y)|2y-x=3) 

(B)S=(x DlxyeNex+y=7) 

(O) S=(x plx<y 

(D) S=((1,3), (2,3), 3, 3), (4, 3), (5, 3)) 
(E) nda. 


[18º Dada a função fn) definida para todo n inteiro e saben- 
do-se que: : 


K0)=1 e Kn+1)=Kn)+ 2, o valor de 200) é: 
(A) 201 

(B) 401 

(C) (2002 +1 

(D) 512 000 


(E) não há dados suficientes para o cálculo 
9 se fx) = 2x), então os valores KO); K-1); 2); H-2); 
são, respectivamente: 


1 
ea 
| 2 
1 


A) 2;2;4; 4; —- — 
(A) i 


(D) 2;-2;2;-2;-+ 


(B) 0; -6; 16;-16; + (E) O; 2:16:16; 
Re) 0-2 e 6d 
4 
1= x n+1 
20! se 6 ache f————|. 
2n 
Rd 
(B) 2n 
dra 
(D) n 
(E) n.d.a. 


[27 Dada a função Kx) = 2x - 3x + 4 e h = 0, calcule 
ferido, O que ocorre com essa expressão à me- 


dida que h se aproxima de 0? 
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(A)? 


GB) É 

0 sá 
(en 

0 x 


(D) 


[23' Seja fn) uma função definida, para todo n inteiro rela- 


tivo, pelas relações: 
pe =2 
fp + q) =p) - Ka) 
|- O valor de f(0) é: 
(A) 0 
(B) 1 
(C) 2 
(D) 2 
(E) n.d.a. 
Il - O valor de K-2) é: 
(A) -5 
(8) 5 
(C) zero porque -2 é negativo 
(D) -2 porque a função é ímpar 


(E) a função não está definida para n = —2 
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IZ4' Dada a função ft ((x, ER? |y=xº-4x+ 2), deter- 
mine os pares de componentes simétricos a ela perten- 
centes, isto é, os pares do tipo (x, — x). 


(A) (0,0) ou (1, 1) (DDR (UA, 
(B) (1,-1) ou(2,-2) (E) nda. 
(C) (1,=1)ou (1,1) 

25" Resolva, com o auxílio do produto cartesiano, o se- 
guinte problema: 
Três homens, Alberto, Bernardo e Carlos, têm, cada um, 
duas ocupações. São elas: alpinista, livreiro, mecânico, 


dentista, marceneiro, flautista. Determine as ocupações 
de cada um, a partir das seguintes informações: 


a) O alpinista é vizinho do mecânico. 


b) O marceneiro e o mecânico são contemporâneos 
de Alberto. 


c) Bernardo deve 100 reais ao marceneiro. 


d) Carlos é menos afortunado que Bernardo e o 
dentista. 


e) O alpinista está apaixonado pela irmã do dentista. 
f) O dentista comprou vários livros do livreiro. 
[26 Seja f. Rx R = R tal que Kx, y) = ax + by. 


Sabe-se que (1,2)=5ef-1,0)=3. 
Temos que 1, 0), f-1, 1) e X0, 1) valem respectivamente: 


(A) 2, (D) 1,-7,4 

(B) É), hrs (E) mediar 

(C) -1,7,4 

[27 Seja a função em que (PQ) = ass E e. 

O valor de kx + y, x— y) é: = a 
py R+yp 

(A) 7 (D) a 
x — y? 2+y 

(B) Ea sa 

(C) 1 


[28' (Mack-SP) O gráfico da aplicação definida por f= ((x, y) E 


[2,5]x[2,5]|y=x) €C Rx IR, onde R é o conjunto dos 


números reaise [2,5]=(xE R|2 =x =<5)é: 
(A) um conjunto finito de pontos. 

(B) uma reta. 

(C) uma semirreta. 

(D) um segmento. 


(E) nenhuma das respostas acima é correta. 


ds 


[30' Seja a função: 


: 129) Se fx) = ax + b é uma função afim, então, considerados 


quatro números reais p, q, 1, s, (p = q; r= s) temos que 
a igualdade: 


HD) HO) HO 
q-p s=" 


(A) nunca se verifica. 


(B) só é verdadeira se g>p ou s>r. 
(C) sóéverdadeiraseg>p e s>r. 
(D) só vale se a = 0. 

(E) é sempre verdadeira. 


absoE É sexz0 


—x, sex<0 

Então, abs(x + y) = abs(x) + abs(y) se, e somente se: 
(A)x=z0e y=>0 

(B) xy >0 

(C) abs(x) =0 e y=0 

(D) abs(x) > 0 e abs(y) > O 

(E) x=0 e abs(y) > O 


: 137 Calcule os domínios das funções. 


: 
E 
b) y=V202-5x+2 
erp Qisa) 


. , =x , E 
: 132" Considere a expressão y = ER Determine o conjun- 
x 


to A dos números reais x para os quais y é real. 
(A) A=“2 (conjunto vazio) 

(B) A=(xe R|x=2) 

(C) A=(0) 
(D) A=(xe R|x=<0) 
(E) A=(xe R|x<2) 


[33º 0 domínio da função definida por fx) = E E é: 
(A) Ke R|x=<3) 
(B) Ke R|-3<=x=<3ex=0) 
(C) R 
(D) o conjunto dos números reais estritamente 
negativos 


(E) (xe R|3<x<-3,x=0) 
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[34º Qual é o gráfico que representa a função y = | x |? 


(A) 


(B) 


(Cc) 


(D) 


CE) 


PRF ++ 
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Bose ty = 
2 x—1 
MO Se) = 


[47 A função fé tal que Ka) = sé RE 


| Seja a função y = 3x? — 12 definida no intervalo 


-4<x=< 3.0 contradomínio de tal função é: 
(A) 2<y=<?2 
(B) 15 <y<36 
(C) 15 <y=<36 
(D) -12 <y<36 
(E) “12 <y<36 


< 


A 


[36 Mostre que a aplicação x» ax = f(x) de IR em RR satisfaz 


Kpx + qy) = pfO) + gy) (aplicação linear). 
Ocorre o mesmo com a aplicação x — ax + b? 


mms fo)=ax+b e Kx,) + Kx,) = x, + x,) para todo x e 
X, então: 


(A) b=0e a é qualquer 
(B) o problema é impossível 
(C)a= eb=i 

(D) a=Teb=0 

(E) n.d.a. 


138" Seja a> 0. Se f(x) = a”, prove que ff) = Kx + y). 


, calcule fTf TH]. 


calcule f [H(x)]. 


. Determine o subcon- 
1 
H- 


junto de seu domínio para o qual (o) = 


o). 
(A) (1,2) 

(B) [0, 0) 

(C) 2 

(D) [0, 2] 

(E) n.d.a 


: AZ) Sejam as funções seguintes: 


IR DUE DE 


pas du 
x 


Defina o domínio em Q. Existem elementos que 
coincidem com sua imagem como pontos fixos ou 
invariantes? 
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43" Dadas as funções abaixo: 

D Ky)=x+1 A=R 

ID K9)=x A=R 

HD f)=2x+1 A=[-3,3] 
MM Ky)=-2x+3 A=T0, 2] 
Vo K9)=]|x] A=[-2,2] 
VD fy=V1+x A=[0, 8] 
VI) K)=-x+2 A=[2,14] 
VII) fo)=X2-4 A=T0, 5] 
IX) K)=x2-4 A=[-1,5] 
X) fy=*-4 A=[-7,5] 


determine o conjunto das imagens para os conjuntos | 


A indicados. 


[44 (PUC-RJ) Dentre os quatro desenhos abaixo: 


(A) somente | pode ser gráfico de função da forma 
=T(X): 

(B) |, Ill e IV podem ser gráficos de funções da forma 
y= "09. 


(C) nenhum deles pode ser gráfico de funções da for- 


ma y = Kx). 
(D) Ile IV não podem ser gráficos de funções da for- 
ma y = f(x). 


(E) nenhuma das respostas acima. 


ds 


| (UFR-R)) Seja a função g(x) definida no intervalo fechado 


[-4, 4], cujo gráfico está representado na figura abaixo: 


O valor de glg(4)] - glg(-4)] é: 


(A) 8 (D) 2 
(B) 6 (E) O 
(C) 4 


E (PUC-RJ) Considere as sentenças: 


D Sex<1,entãox<1. 

ID Selxi>1,entãox>1. 

ID Sex=2, então x=/2. 

IV) Sex=-v2, então x =2. 

V) As expressões f(x) = x +47 eg(=|4+t] defi- 


nem a mesma função. 
Decida qual das opções abaixo é correta. 
(A) le Il são verdadeiras, mas III é falsa. 
(B) |, Ile IV são verdadeiras. 
(C) le Il são verdadeiras, mas V é falsa. 
(D) le ll são falsas, mas IV e V são verdadeiras. 


(E) Nenhuma das opções acima é correta. 


Seja Z o conjunto dos inteiros. Sejam ainda os conjun- 


tosA=(xeZ|-1<x=<2)eB=(3,4,5). Então, se 
D=((xyeAxB|y= x+ 4), tem-se que: 


(A) D=AxB. 
(B) D tem dois elementos. 
(C) D tem um elemento. 

(D) D tem três elementos. 


(E) as quatro afirmativas anteriores são falsas. 


BI qUC -RJ) Para Kx) = + e g(x) = 1 - x, temos que 


gofogoKx) é: 
(A) go fo) 
(B) fo g(x) 
(O) fx) 

(D) 909) 

(E) fo fo) 
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P49' (Unificado-R]) O gráfico que melhor representa a fun- : 152º (Unificado-RJ) O gráfico que melhor representa a fun- 


ção real definida f(x) = (x? — 2x + 1) é: ção real definida por x) = v(x—- 1)? + 1 é: 
(ID) 


(A) y (A 


fe) 
1 X 

(D) 153 Sefty)=x e g(x) = xº, então Kg(2)) é: 

(A) 16 (€) 12 (E) 32 

(B) 128 (D) 64 
(E) » 154" (PUC-R)) Sendo x) = o (x =-1), então (KHZ) é: 
(A? (O 5 (E) 0 
Í E io (B3 (Djj= + 
150" (PUC-R)) Considere a função f(x) = estr“, Entre os pares ESSE Se fo) = 7x e g(x) = 8x, então (o) é: 

de funções h e g abaixo, aquele que satisfaz f= ho g é: (A) 7x + 8x2 (C) 56x? (E) 15x 
(A) h(y) = e? g() = sen x (B) 56x (D) 56% 
(B) h() = es O =* 
(C) h(9) = ema RR | 156) (PUC-R)) Sendo F(x) =x) + 4x -21 e GW) =x+9, 
D) o E enes gw) =e então o quociente En vale, nos pontos em que 
(E) nenhuma das respostas acima é definido: 

É (A) 2x+4 (D) x+2 

[57º x) é uma função que atribui a cada número real x> 0 : 

: B —2 E 3 

o valor sd. Então, Íx) é no seu campo de definição: RE Edi: 
(C) x-3 

(A) crescente. 
(B) decrescente. 57 sefty=-x2-2e gM)=2x+71, então Kg(s)) é: 
(C) não crescente. (A) X2+2x+41 (D) 2x -3 
(D) não decrescente. (B) x? (E) n.d.a. 
(E) decrescente para O< x = 1 e crescente para x > 1. (C) 4x2 +4x—1 
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158" Dada a função fx) = 4 x?, para qualquer número 
real x tal que | x | < 2 tem-se: 


(A) K2x) = 2Hx) 
(B) Kx— 2) = Hx) — K2) 


110 fx) 
eo Ra 
(D) f-9 = ft) 
(E) n.d.a. 


[59 (ITA-SP) Sejam Kx) = x2+1 e g(x) = x— 1, duas funções 
reais. Definimos a função composta de fe g como sen- ; 


do (g o f) (x) = g(f(x)). Então (g o À) (y— 1) é igual a: 


(A) y-2y+1 (D) y-2y+3 
(B) (y= 141 CE) a 
(C) yy +2y-2 


160" (PUC-R)) Sendo F(y) = 3y+ 1 e G(x) =X, então Fo G (X) é: 


(A) 9x2? + 6x (D) 3x2 +1 
(B) 3x2 +x (E) n.d.a. 
(E) 


161 Sejam x) =vx-4, (2) = [K2)P e h(z) = 2-4, então: 


(A) os domínios de g(Z) e h(z) coincidem. 


(B) o domínio de g(z) contém estritamente o domínio 


de h(z). 


(C) o domínio de f(x) não tem pontos em comum com 
o domínio de g(z). 


(D) qualquer que seja Z real, g(z) = Hz). 
(E) n.d.a. 


162" As funções reais fe g são definidas por x) = 2x + 5 e 
: 169] Dadas as funções reais (x) =2x+ 3 e g(x) = ax + b, se 


g() =x2+1.0O valor de g(H2)) é: 
(A) 80 (C) 9 
(B) 15 (D) 5 


(E) 82 


163 Sejam as funções É R — R. eg: [3, +00) R, definidas 
E H so pr : 70! Considere a função composta (g o f(x) = g(Kx)) em 


por fd) =vxegwW=x-3. 


Nessas condições, (fo g)(x) = 9 se, e somente se, x for 


igual a: 
(A) 87 (C) 81 GEDB 
(B) 84 (D) 9 


“7 


64 Sexy) =3x-2e gh) =f Ei + 2] são funções reais, 


então g(7) vale: 
(A) 1 
(B) 3 


(C) 5 
(D) 7 


(E) 9 


165" Sejam fe g funções de Rem R. Sexy) =2x-3 e 


g(Hx)) = 1 — 4x, então g(-2) é igual a: 
(C) 0 CEI 
D) 5 


(A) + 
: 
(B) ESA 


166 (PUC-SP) Considere as funções reais f, g e h dadas por 
to) =x+3, 9) =x+2e h(x) =Kfg(x)). O conjunto 
imagem da função h é: 


(A) [5, +00) (D) TO, +00) 
(B) [3, +00) (E) R 
(C) [2, +00] 


167 (PUC-MG) Considere as funções f(x) = 2x - 1 e 


g(x) = [x]. O ponto do gráfico de y = g(x) que tem 
ordenada 5 é: 


(A) (2,5) 
(B) (17,5) 


(C) (9,5) 
(D) (5,9) 


(E) (5,17) 


168 Dadas as funções f(x) = -x? e g(x) = x, podemos 


afirmar que: 

(A) o domínio de g é igual à imagem de f. 

(B) (fo DX) = 909. 

(O) (90 PK) = 909. 

(D) o gráfico de g é uma reta passando pela origem. 


(E) o gráfico de f é uma parábola com concavidade 
voltada para cima. 


Kg(x)) = 8x + 7, o valor de a + b é: 
(A) 13 
(B) 12 


(Cy 15 
(D) 6 


(E) 5 


que fx) =x2+1 eg(x)=ax+b.Se(go f(x- 1) = 
= (x— 1)2, em que x pertence a IR, pode-se afirmar que 


a+ bvale: 
(A) 2 (Ci (EDESZ 
(B) O (DJ 
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71 (PUC-SP) Qual dos gráficos abaixo não representa 


função? 
(A) 7 (D) ” 
(o) 
x 
0 Ev 
(B) á (E) / 
0 
0 X X 
(C) á 
0 x 
[72' Determine domínio da função real, sendo: 
Cond a x+1 4 
3 -3x+18 *+3 
[73 Considere as funções É R > RI) =2x+ be 


9: R > R | g(x) = x, onde b é uma constante, conhecen- 
do-se a composta go É R > R | (fx) = 4x2 — 12x + 9. 
Calcule os possíveis valores de b. 


IZ4' Seja f uma função real, tal que f(x) = Atx, para x= 1. 


Determine a lei de f(f(x)). 


3 


10' 
Deseja-se calcular a área hachurada da figura abaixo. 
Calcule um valor aproximado dessa área, substituindo 
os arcos AB, BC e CD por segmentos de reta. 


[75 (FEI-SP) Considere o gráfico da função y=1 + — 


(A) 2,95 
(B) 4,95 


(C) 3,95 
(D) 1,95 


(E) nenhuma das respostas anteriores 
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: [76 Represente graficamente no mesmo sistema de eixos 


coordenados as seguintes funções reais: f(x) = |x + 2] e 
g(x) = x?. A seguir, determine a distância entre os pon- 
tos de interseção de fe g. 


O consumo de combustível de um automóvel é forne- 
cido, geralmente, pelo número de quilômetros que ele 
percorre gastando um litro de gasolina. O consumo de 
combustível depende, entre outros fatores, da veloci- 
dade em que ele anda. A seguir, você encontra o gráfi- 
co na dependência da velocidade de certo automóvel. 


consumo (km/t) 
A 


10 


O 20 40 60 80 100 120 
velocidade (km/h) 
Analisando o gráfico, responda às seguintes perguntas: 


a) Quantos quilômetros por litro faz tal automóvel à 
velocidade constante de 80 km/h? E a 120 km/h? 


b) Na faixa apresentada no gráfico, qual é a velocidade 
mais econômica? 


BN Cousp) Sendo A a área limitada pela curva y = a e 
pelas retas x=1,x=3,y=0, tem-se: 


(A) A<0,3 
(B) 0,3<A<0,8 
(C) 0,8<A<1,5 
(D) 1,5<A<10 
(E) nidia: 


Ed 
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[79 (Cefet-BA) Os gráficos a seguir mostram a taxa de va- 


riação de indigência no Brasil, no campo (áreas rurais) 
e nas regiões metropolitanas. A pesquisa feita pela Fun- 
dação Getulio Vargas considera indigente aquele que 
não ganha o necessário para a aquisição de uma cesta 
de alimentos que garanta um consumo diário de 2888 
calorias, nível recomendado pela Organização Mundial 
da Saúde. 


SDp======= 
sys p=--u 
SuDp===--2 
p= =-== 
5210) 
Gisp=====e= 
Gp ====== =. 


50,5: = 120 Ai dad 


50,0 
y 2001 


2001 


Observando-se os gráficos, podemos afirmar que a 
miséria: 


(A) nas regiões metropolitanas, em 2003, atingiu uma 
taxa de 51%. 


(B) 


em 2003, cresceu nas regiões metropolitanas, 
mas caiu no campo, em relação a 2002. 


(e) 
(D) 


nas regiões rurais, cresceu a partir de 2002. 


nas regiões metropolitanas, cresceu entre 2001 e 
2002. 


(E) nas regiões rurais, teve taxa menor que 50%, em 
2003. 


DV: 


3 
: 180) (Cescem-sP) A função = dá o valor da área da 


região compreendida entre a curva y = x? do ponto de 
abscissa O ao ponto de abscissa x e o eixo das abscis- 
sas, conforme indica a figura abaixo: 


0/1 4 x 
Nestas condições, a área acima indicada vale: 
1 
Ê E. 
(E) 3 


(a) E (c) 


(B) 21 (D) 64 


[87º (UFMG) Observe a figura. 
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Ela representa o gráfico da função y = f(x), que está 
definida no intervalo [-3, 6]. A respeito dessa função, é 
incorreto afirmar que: 


(A) H(3) > K4) 
(B) KH2)) > 1,5 
(C) f(x) < 5,5 para todo x no intervalo [-3, 6] 


(D)o conjunto (3 < x < 6 | f(x) = 1,6) contém exata- 
mente dois elementos. 


CAPÍTULO IV 


TIPOLOGIA DE FUNÇÕES 


Neste capítulo, aprofundamos o estudo das funções, classificando-as em injetivas, sobrejetivas, 
bijetivas; e pares ou ímpares (ou nenhuma delas!). Veremos que apenas as funções bijetivas têm 
inversas (que “desfazem” o que a função “faz”). Por exemplo, se nos limitarmos aos números po- 
sitivos, a função “quadrado” e a função “raiz quadrada” são inversas uma da outra. Na fotografia, 
Mirror Lake (“Lago Espelho”), Parque Yosemite, Califórnia, Estados Unidos da América. Se f(x) é a 
função que associa a cada ponto da paisagem o seu reflexo no lago, sua função inversa associará 
a cada ponto do reflexo um ponto da paisagem. 
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E 
fo) 
= 
Ú 
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a 
E 
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EN 
É 
ES) 
o 
E 
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4 — TIPOLOGIA DE FUNÇÕES 
4.1 - Tipos de funções 


As diferentes formas de se apresentar o conjunto das imagens em relação ao 
contradomínio Y nos leva a classificar os vários tipos de funções. 


sobrejetoras ou sobrejetivas 
Funções 4injetoras ou injetivas 
bijetoras ou bijetivas 


4.1.1 - Sobrejeção, função sobrejetora ou sobrejetiva 


DEFINIÇÃO 
Função sobrejetora. 


[E a Ds an Sa 
NA E importante notar que na sobrejeção não há elementos y que não sejam ima- 
Em uma função gens de algum x. O conjunto das imagens f(X) coincide com o contradomínio Y. 
sobrejetora são usados 
todos os elementos do 
contradomínio. 


foy=Y 


Todo y E Y é imagem de, no mínimo um x. 

Simbolicamente, podemos escrever: 

fX>Yésobrejetora > VW E Y, IxEX|y=f(x) 

Se uma função é sobrejetora, poderá haver pontos com a mesma ordenada. 


Uma paralela Ra OX deverá intersectar o gráfico, no mínimo, em um ponto. 


RNnF=zG 
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Observação: uma função não é sobrejetora quando o contradomínio é maior 
que o necessário para a correspondência. 


Ivy eYlyv é Im f 


Exemplos: 


i) Seja uma função f A — B, onde A = (a, b, c dje B= (e, f, 8), tal que fla) = e; 
f(b) = fi f(c) = fi fld) = g, representada pelo seguinte diagrama: 


Essa função é sobrejetora, pois todo elemento de B é imagem de algum 
elemento de A. 


ii) Seja uma função fx --» yem quex E Reye R: 


Go) = Sr 


Essa função é sobrejetora porque qualquer real é triplo de outro real. 


Vy E Raa=LeRIfD)= 
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MO) AG) = 5 


[| 
NOTA 
-3 não é quadrado de A função não é sobrejetora porque os reais negativos não são imagens de 
nenhum pel nenhum real. 
Seja a equação x? = k para k E RR. Então x = +Vk. 
Essa equação só terá solução se k E R,. Como o contradomínio é IR, isto é, 
tem valores negativos, então há pontos que não são imagens de qualquer 
x do domínio. 
Temos: 
(O) =x? 
3=(43)) = (43) 
4=2º = f(2) 
e 2 O E 
à SSSSEESS 
O 4 9 R 
O contradomínio é maior que o necessário. 
il 
ig Nes 
5 
[PE | 
NOTA Essa função não é sobrejetora porque o número zero do contradomínio 
à oúniciam solução não é inverso de nenhum real, isto é, há valores que não são imagens de 
X 


O inverso de zero não nenhum x do domínio. 


existe. 
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4.1.2 - Injeção, função injetora ou injetiva 


Todo y E Y é imagem de, no máximo, um x. 
Simbolicamente, podemos escrever: 


EX>YeOwWwEfX,3'xeX | f)=y 


Se uma função é injetora, f(X) poderá não ser igual a Y. Uma paralela Ra OX 
deverá intersectar o gráfico F no máximo em um ponto. 


RnF=ZouRNF=[P) 
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DEFINIÇÃO 
Função injetora. 


NOTA 

Para verificar se uma função 
é injetora, resolve-se a 
equação f(x) = k, sendo 

k um valor qualquer do 
contradomínio Y. Se essa 
equação tiver uma única 
solução ou nenhuma, isso 
significará que todo 

y = k é imagem de somente 
um x, quando k E Im fou 
nenhum, caso em que k E 
Y-KX. 
== 


NOTA 

Funções estritamente 
crescentes (ou estritamente 
decrescentes) são sempre 
injetoras. 
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Exemplos: 


i) Sejaa função f A — Bonde À = (a, b, ce B= (d, e, f, 8) tal que 
fa) = d; f(b) = e; flo) = f 


A 


Esta função é injetora, pois todo elemento de B é imagem de no máximo 
um elemento de A. 


i) fRESR 


ita) = - é injetora, pois: 


il il 
x, + fx) =— x, + fx) =— 
x, x, 
1 1 E il il 
ex, =x,>-—*-— ouainda>= => 5x =X, 
il x, x, x, 


Observe que O E Y não é imagem de nenhum x. Esta função é injetiva 
sem ser sobrejetiva. 


ii) fRESR 
fo) =x? 


R+ 
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Façamos x? = k. Se k > 0, então x = +vk. Como o domínio é R, a solução 
será x = +vk, mostrando que para cada k E RR haverá apenas um x ou ne- 
nhum. Esta função é injetora, pois o domínio é o conjunto dos reais positi- 
vos. Dois reais positivos distintos têm quadrados distintos. Observe que essa 
função não é sobrejetora, pois o contradomínio não coincide com o conjunto 
das imagens. Se o domínio fosse IR, essa função não seria injetora. 


Ivo ir = RO 
fo) =* 
A função não é injetora, mas sim sobrejetora. 
Basta ver que o domínio sendo, agora, o conjunto dos números reais simé- 
tricos, seus elementos terão a mesma imagem. 


Por outro lado, a função é sobrejetora porque qualquer real positivo é 
imagem de um real. Essa função é sobrejetora, mas não injetora. 


4.1.3 - Bijeção, função bijetora ou bijetiva 


DEFINIÇÃO 
Função bijetora. 


NOTA 

Para uma função ser uma 
aplicação bijetora, é preciso 
que: 

a) todo y E Y seja imagem 
de um x E X; (sobrejetora) 
b) só haja um x com a 
imagem y. (injetora) 


Todo y E Y é imagem de exatamente um x. 
Simbolicamente, podemos escrever: 


fX>YoweYItxeX |y=fix) 


Se uma função é bijetora, não haverá pontos com a mesma ordenada. 
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Uma paralela R a OX intersecta o gráfico F num único ponto. 
Rn F= (P) (conjunto unitário). 


NOTA 

Para verificar se uma função 
é bijetora, resolve-se a 
equação x) = k, sendo 

k um valor qualquer do 
contradomínio Y. Se esta 
equação tiver uma única 
solução para todo k, a 
função será bijetora. 


“7 


Exemplos: 


i) 


ii) 


iii) 


Seja a função £ A > Btal que A=(a,b, cjeB= (d,e,f) 
fa) = d; f(b) = e; flo) = f 


Essa função é bijetora, pois todo elemento de B é imagem de exatamente 
um único elemento de A. 


fER>R 

x x 

Essa função é bijetora, pois: 

a) todo real positivo tem cubo real; 


b) dois reais distintos tem cubos distintos. 


QN 


ER>R|y=3x 
É bijetora, porque cada real é triplo de um real que é o seu terço. Dois 
reais distintos têm tríplos distintos. 
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iv) Sejaa função f R>R|y=2x-1 


) 


Tomando 2x + 1 =k: 


Para cada k pertecente ao contradomínio IR, existe apenas um x do domí- 
nio, logo essa função é bijetiva. 


Calcular os conjuntos A e B de modo que a função f A > B tal que 


gro seja bijetiva. 
x-3 


A = 
De início, devemos ter x = 3, logo o maior conjunto A será IR — (3). 


2x+1 


Façamos os k e calculemos a solução x: 


Dx li= kw SK 

st = ot — SK 

Ska 
= 


Para existir x devemos ter k = 2. Por outro lado, para cada k = 2 existirá 
apenas um x, logo B = IR — (2). 


X 


Observações: 


1) 


2) 


3) 


Se considerarmos uma função definida por equações do tipo y = f(x), se x: 
a) for único para qualquer y E f(X) a função será injetora; 
b) existir para qualquer y a função será sobrejetora; 


c) existir e for único para qualquer y, então f'será bijetora. 


Se S é o conjunto das sobrejeções e I é o conjunto das injeções, B=INSéo 
conjunto das bijeções. 


Sejam X e Y conjuntos finitos: 
a) se fé bijetiva, então n(X) = n(HX)) = n(Y); 
b) se fé injetiva, então n(X) = n(HX)) = n(Y); 


c) se fé sobrejetiva, então n(X) = n(HX)) = n(Y). 
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4.2 - Paridade de uma função 


4.2.1 - Domínio simétrico 


DEFINIÇÃO 
Domínio simétrico. 


Exemplos: 


i) O conjunto dos inteiros é simétrico. 


UE ey LO, o Lives) + 
ii) O intervalo E a] é simétrico. 
R 
> 
R 
— pj —+ 
am o U x 
2 2 Ea 
E 
iii) O conjunto (-2, —1) U (1, 2) é simétrico. 
R 
— RI ——e——— ERR 
o) =] (0) il 2, 


4.2.2 - Função par 


DEFINIÇÃO 
Função par. 


A condição para que uma função seja par é: 
XxEexX,I(-x) EX] f(x) = f(x) 


a 


fe) = fx) | 
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Na função par o gráfico é simétrico em relação ao eixo Oy. 


4.2.3 Função ímpar 


DEFINIÇÃO 
Função ímpar. 


A condição para que uma função seja ímpar é que: 


WEXICNEX| fo) =-f) 


DE 


fo) fo) 


NOTA 

É fácil entender que o 
conjunto das imagens de 
uma função ímpar é um 
conjunto simétrico. 


159 18 UM 


CAPÍTULO IV TIPOLOGIA DE FUNÇÕES 


EEE ETF 
Exemplos: 
NOTA 
Se o domínio de uma 
função não for simétrico, ) fR>R|y=2x+x2-2 
ela não será par nem ímpar. ficx) = 2(-2)* + (-3)2- 2 


fix) =2xº+xº- 2 
fica) = flw) é par 
ii) fR>R|y=52-2x 
ft) = 5(-x)º — 2(-x) 
fix) =—-5xº + 2x =— (5x — 2x) 
ft-x) = — f(x) é ímpar 
ii) fELN>R|y=V1-X 
fi(-x)=v1-=(2)? =v1-2x? 
fi (x) = fl) é par 


iv) fR=>R 
ql 
p 
fo) = t+ -- 1 = fx) éímpar 
x x 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM (UFF-R]) Sendo R o conjunto dos números reais e a ; [5H O diagrama abaixo representa: 


aplicação f IR — RR definida por fx) = x?, podemos afir- ; 
mar que f. : 


(A) é sobrejetora e não injetora. 
(B) é bijetora. 
(C) é sobrejetora. 
(D) é injetora. 
(E) não é injetora nem sobrejetora. 
[2 (Cefet-BA) Considerando A um conjunto com n ele- 


mentos, B um conjunto com m elementos, ef. A — B 
uma função, a afirmação correta é: 


(A) sen>m, fé injetora. 

(B) sen>m, fnão é injetora. 
(C) sen=m, fé bijetora. 

(D) sen=m, fnão é sobrejetora. 


(E) sen=m, fnão é injetora. 


[3º Sejam fe g duas funções, que se pode dizer de: 
a) f+9g,sefe g são pares? 
b) fg, se fe g são pares? 
c) f+ ge fg, se fé pare g ímpar? 
d) f+gefg, se fe g são ímpares? 
PA Dadas as funções, diga se elas são injeções e veja tam- 
bém se elas são sobrejeções. : 
a) fR> IR fW)=2x+1 
b) fR>R KO) =x 
OQ FERSRHO)=x 
)fRrR>Rfwy)=ax+b (a=0) 


e) ER >Rt)=T 


D ERS RH) =Ix+1] 


(A) uma correspondência plurívoca. 
(B) uma função injetora. 

(C) uma função sobrejetora. 

(D) uma função bijetora. 


(E) nenhuma das anteriores. 


| 6" Dados os gráficos definidos de IR em FR, indique aque- 


les que representam funções injetoras. 


(A) t 
(B) t 
(Cc) 


DER-E)SRAO= A BZ" Sobre os gráficos do exercício anterior, primeiramen- 


DERSRKO)=Ix| 
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te escolha aqueles que representam funções f R > R 
sobrejetoras; depois, determine quais são bijetoras. 
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DEFINIÇÃO 
Função inversa. 


LV: 


4.3 —- Função inversa 


4.3.1 - Introdução 


Sejam as relações de A em B representadas pelos diagramas a seguir, observe as 
inversas de cada relação. Assim podemos verificar que: 


) 
É uma função injetora. 
ii) 
f 
É uma função sobrejetora. 
iii) 


É uma função bijetora. É uma função bijetora. 
Conclusão: para existir uma função inversa de uma função fi: A — B, ftem de 


ser bijetora. 
Representaremos por: x = f!(y). 


O elemento x é imagem de y por f”!. Podemos então escrever: 
WweYaItxeX|x=f"(9) 
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ou ainda: 
= 10,0 |x= [01 6 f=[069) |y = fo) 
Essas definições mostram que o domínio de fé o contradomínio de f-! e assim 
reciprocamente; e que a inversa de ! é f, ou (Ff) = f 
Podemos escrever que (a, b) Ef (ba) Ef! ouainda fla) =be f(b)=a 
Os gráficos de fe f! são simétricos em relação à reta y = x. 
Os triângulos ABP e ABP' são congruentes, logo BP = BP”. 


Exemplo: 
Se i= ((1, 2), (2; 5) (-1, 0), (-2, -1)), então, Es = s= ((2, il, (9, 2) (O, -1), 


(-1, -2)) ou seja: 
R 


x A x Y 

1 2, 2 il 

2 3 3 2 

—1 0 0 —1 

—2, —-1 —1 —2, 

Utilizando a “máquina”: 
fl, 2, =il; =) (2, E) 0, —1 

Ee 3,0,-1) E ses 2, = 


163 


NOTA 

A função f é a que desfaz 
os efeitos da função f. A 
imagem de cada y é o seu x 
original. 


NOTA 

Se o gráfico de fintersectar 
o gráfico de f!, os 
produtos de interseção 
estarão sobre a bissetriz dos 
quadrantes ímpares, pois 
G)=WNN)ey=x. 


NOTA 

Para se obter os pontos 
de f"!, basta permutar 
as coordenadas de cada 
ponto. 
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Exercícios resolvidos: 


EEE 
1) Calcular a inversa def R > R| fx) =3x- 2. 
NOTA 
Para se obter a lei de 
formação da função Solução: Temos que y = 3x — 2. 


inversa, usamos a seguinte 

regra prática: 

a) trocamos x por y; Spurs Was = ste 
b) isolamos o novo y. 5) 


v+2 


fu R=R|F= ta ou fi: R> R fi) = 252 


2) Determinar os maiores conjuntos A e B de modo que a função 


2x+1 ARES : : 
fFA>B | ts) = E admita inversa e determinar a inversa. 


Solução: Como a função tem de ser bijetiva, A = R — (3), tirando o valor 


de x em: 
2x+1 
V="03 Vem: xy-3y=2x+1 
xy-2x=3y+1 > (V-2)x=3p+1 > dn 


Então:B=R-(2)ef:R-(2)>R-(3) | f(x) dit 


3) Determinar a inversa da função f; tal que: 


su ap dl 1 
fix) = “DAI sendo x = 2 
Solução: Consideremos: como y = f(x) > x =!(y), basta tirar x da equação 


acima. Temos então: 


2xy-y=x+1 
2xy-x=y+1 
+1 
FA 
2y-1 
Observe o fato interessante que ocorreu: a lei de passagem de X para Y é 
NOTA É R a AE e E 
E nome das variáveis igual à de Y para X. Os gráficos de fe f”! são coincidentes, logo: f! = f 
que aparecem na relação Assim, se: 
funcional não influi na 
diferenciação das funções. seat d| mola dl do 1 
O que interessa é a lei da v=0)=5c—— b=s(0)=5-— 0ux=h(y)= ——— 
E 2x-1 2a-1 2y-1 
passagem de uma variável 


ara a outra. 
á podemos escrever: f=g=h 
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Observações: 


1) Uma função raiz f: R — Rtal que x y =Vx é a função inversa da função po- 
tência. Podemos ter o n como par ou ímpar. 


2) Para composição de função inversa, consideremos uma função fe sua inver- 


sa fi. 


Como sabemos: y = f(x) e x = f'(y); substituindo y em f”! temos: 


= o =IT 
x=["(f09) ou y=f(["()) A o j 
y NOTA 
1, é a identidade. 


FAO) =x 


Podemos, observando esse resultado, concluir que f”! se comporta como que 
anulando o papel da função f Nesse caso, a variável livre não sofre transformação. 
Podemos, então, escrever: 


80) =x g=f" ou g'=f 
fg) =x ef=g' ou fi=g 


Esse aspecto nos leva a outro modo de calcular a função inversa de uma função. 
À composta de uma função com sua inversa é a função identidade. 
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Exercícios resolvidos: 


2x-1 


1) Calcular a inversa da função f tal que f(x) = 3 
x 


Solução: Façamos f(g(x)) = x e calculemos g(x). 


ee 
fg0) = EE 


28(x) — 3xg(x) = 1 


Q-3Wg)=1>80=555 


1 


Como? RCE: 23x 


2) sendo f(252) isa 


En E es calcular f(x) e f(x). 
ao 
x2 
= = 86 = Sl => ))= 


Solução: Como f(f-'(x)) = x, basta obrigar ra y e calcular x. 


Logo: 


pa 


alil= 
ff W)= 


MAO] ça 
pa 
| 
NO 
Q 
pa 
| 
e 


Para se obter f(z), basta fazer — am z, isto é: 
By 


HSBS NA PUSL ES RS 


2 
1-3z 
8) 


Pl da Es É (01-32) 


pai Do 8 
(>| 
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Ou seja, se utilizarmos apenas a letra x, as funções fe f! são definidas 
respectivamente por: 


ORE RS 
8 


3) Mostre que a função f tal que y = a é inversa de g, cuja relação 
X — 
funcional é x = Rea 
2y-3 


Solução: Basta compor g o f, 


ser dl E] 
e 2x-3 p Sx+3+2xTS 6x 
a PR 
2x3 


o que demonstra a hipótese. 


4.3.2 - Função inversa de uma função composta 


v=[01.. ss = 
so "= sr) x= q) | SF te") 


w=h0) >h=4P) | sms hi=(g)) 


n=8P=s0f  hi=[g)=[ogl 
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Exemplo: 


Sendo f(x — 3) = ae : calculam 
X — 


Só podemos calcular f-! quando temos f(x) (note que o problema dá 
fix — 3), logo, temos que transformá-lo em f(x)). 


1) Eaçamos:x=3=t=>x=t+83 


t+3+2 t+ 5 
tl= = 
fo t+3-3 [A 


Calculemos agora f-!: se y = f(t) > t= f-!(y) 


= e >t=t+55>t="20 


Logo: 


S) O) 
E ou f RR 


fr) = 


ii) Outra maneira de encontrar f(x) conhecendo f(x — 3) é dar a x o valor 
x+3, porquex+3-3 =x. 


no E 2 X+3)+2 
GS ms q) 3] CE EA 
= 

x 


iii) Podemos ainda encontrar f-! diretamente, lembrando que f(f(y)) = . 
Façamos então: 
RE Zoo 
Z=9 v 
KZ =YX=3V. 


Temos então: 
ftx-3)=y ou 


(BB -3)=» 


f OPEL du Vi SO 
Pe 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Achar a imagem inversa de A = (0, 2,4) e B(-1, 6) na 


função quadrática y = —x2. 


E2' Seja f R — R definida por x) = ax - 2 e g a função 


inversa de f. Sendo K-2) = 10, determine g. 


[3 Determine as inversas das seguintes funções: 


a) £R > Rtalque fx)=x+a 


b) IR > RR tal que Áx) = ax + b (onde a = 0) 
c) f [-a, +] — IR, tal que fx) = vx + a 


d) É (ce, 1]U [-1, +00) > RR, tal que fo) = o 


e) f [4, +00) — [2, +00) tal que xy) = Vx— 4 +vx 


[4 A relação inversa da relação abaixo: 


A B 


VN 9 
o 


(A) é uma função injetora. 
(B) é uma função sobrejetora. 
(C) é uma função bijetora. 
(D) não é uma função. 


(E) n.d.a. 


: BSM A relação inversa da relação abaixo: 
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(A) é uma função injetora. 
(B) é uma função sobrejetora. 
(C) é uma função bijetora. 
(D) não é uma função. 


(E) n.d.a. 
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CAPÍTULO IV 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[7 Cada número natural n E N (n = 1) se faz corresponder 
ao conjunto dos seus fatores primos: 
Exemplo: 12 — (2, 3) 
75 > (3,5) 


Dizer se essa aplicação de IN em P(A), em que A desig- 


na Q conjunto dos números primos, é bijeção. 


BZ Afunção f. IN — Z tal que: 


2: xé par 


x TX) = é: 
Ea 


; x é ímpar 

(A) injetora, mas não sobrejetora. 
(B) sobrejetora, mas não injetora. 
(C) não sobrejetora e não injetora. 
(D) bijetora. 

(E) n.d.a. 

EB Na função É A — B que associa x E A a f(x) = 2 É +2 SB; 
os conjuntos A e B que a tornam bijetiva são, pa 
vamente: 

(A) Re RR, 
(B) R-(0)e R-(0) 
(C) R-(O)e R-(1) 


(D) R,-(0)e R-(0) 
(E) n.d.a. 
F4” Considere as aplicações f: x + eg e. 


Calcule: fof fog, gofegog. 


5 Sendo Rx) = x?, g(%) = 8 e A(O) = x, AX) = Flglh(o)] é: 
(A) q(x) = x!º 
(B) 409) = x" 
(C) d(x) = x*º 
(D) q(x) = x!º 
(CE) núdia: 


Ud: 


| o: valores de a e b nas funções fe g, (x) = ax + 2 
e g(x) = 3x + b, tais que fo g= go f, que satisfazem a 
condição ab = 8, tem soma: 


38 

(A) 9 (D) 5 

(B) 12 (E) n.d.a. 

(C) 6 
É [7 Dada a função fx + 1) = sa , Calcule f(x). 
: (A) as (D) a 

(B) - E (E) n.d.a. 

(e) 


18 Uma função f(x), definida no conjunto dos números 


reais, sendo a um número real determinado, verifica as 
propriedades: Kx) = -K-x) e f(x + a) = x). Então: 


(A) Ha + x) = =x) (D) K20) = fa) 
(B) Kx) = f(a) (E) n.d.a. 
(C) 20 — x) =) 
* E9B Consideremos a função ) = 2-1 +(1-9) (2 +x+ 1). 
O conjunto de todas as soluções da equação x) = O é: 
(A) (-1,0,1) 
(B) KER|2=<x=<1) 
(C) Ke R|x>0) 
(D) 9 
(CEJIR 


mo Seja f uma função de IR em RR tal que f2) = 7, K9) = 


KO) = 0, K5) = 16 e 7) = 4; seja g uma outra ns 
de R em R tal que a imagem de cada ponto x do seu 
domínio seja 2x + 3. Então, chamando-se h a função 
composta g o f, tem-se que: 


(A) h(1) = 16 
(B) h(9)=9 
(C) h(2) = 49 


(D) não existe essa função h. 


(E) nada se pode afirmar, pois a lei de formação de f 
não é conhecida. 
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MTO maior valor de x- |x | + 1 no intervalo [-3, 3] é: 


(A) 2 (D) 6 
MBDESS CEJEZ 
(C) O 


H12º Sendo x <= 4, o contradomínio da função 
y=Vx +vx-4 é dado por: 


(A) tyly = 0) 
CBO po p=) 
(O tyly = 2) 
CD) yly = 4) 
(E)inadia: 


[13 Considere a função f de domínio [a, +x[ e contradomí- 


nio RR, tal que x) = x?- 2x + 1. 


a) Qual o menor valor de a de modo que fseja injetora? 


b) Determine a sentença que define f!: R, — [a, +oo]. 


HM4' Considere as funções f, g e h, todas definidas em [m, n] 
com imagens em [p, q] representadas nos gráficos abaixo: 


Pode-se afirmar que: 

(A) fé bijetiva, g é sobrejetiva e h não é injetiva. 
(B) fé sobrejetiva, g é injetiva e h não é sobrejetiva. 
(C) fnão é injetiva, g é bijetiva e h é injetiva. 

(D) fé injetiva, g não é sobrejetiva e h é bijetiva. 


(E) fé sobrejetiva, g não é injetiva e h é sobrejetiva. 


[75" (Unirio-RJ) A função inversa da função bijetora 


f R- (4) — R- (2) definida por fg) = Es é 
(O PO=S 
(8) = SA 
(O) ri) = 48 
(D) 116) = “2*3 
(E) q) = 2223 


[16 (Unificado-RJ)) O gráfico que representa a inversa da 


função f(x) = 3 — da é: 


(A) (D) 


(B) (E) 


(Cc) 
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[17 A função inversa da função y = xº é: 


(4) y= E 


(B) y=3x 
(O) x=Vy 
(D) y=3x 
(E) x=y 


18º Sejam y = Kx) e x = g(y) funções inversas. Então: 
(A) gy) =y 

HO 

99 


(C) x) =) 


(D) g(y) = Hx) 


(E) = 


(B) 


"19" (Uece) A lei que define a inversa da função Hx) = e -1 
é: 
3 


(ADI) us 


(B) PQ =51+1 


(C) = 5a 


(D) f(x) = 


(E) nda: 


[Z0) (UFRS) à função inversa da função definida por 


O) = 


Re 
(A) x+1 
(B) x-1 
Co 


+ 


Ud: 
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É EZM) (UFPA) O gráfico de uma função f(x) = ax + b é uma 


reta que corta os eixos coordenados nos pontos (2, 0) 
e (0, -3). O valor de Hf-1(0)) é: 


(a) 
(B) O 
(o - 
(D) E 


(ED) -> 


| 122" (Unirio-R]) 


Com a função f(x), representada no gráfico acima, e 
com a função g(x), obtém-se a composta g(f(x)) = x. A 
expressão algébrica que define so é: 


(a) A D) 4-5 
Sd x 
(B) Cu a (E) o 
1 
a 


: 123º Sejam a, b, c reais não nulos e distintos, c > O. Sendo 


par a função dada por: 


FO) as ax 


então, f(x), para -c< x<c, é constante e igual a: 
(A) a+b (E) e (E) a 
(B) a+c (D) b 


CAPÍTULO V 


FUNÇÃO LINEAR E 


(unidades) 


FUNÇÃO AFIM 


Frequentemente, o custo de uma compra é proporcional à quantidade 
comprada. A proporcionalidade entre duas grandezas é modelada por 
funções lineares (então o custo seria uma função linear da quantidade 
comprada). Por outro lado, se há proporcionalidade entre as variações 
de duas grandezas, a função que as relaciona é afim. Por exemplo, o 
preço de uma corrida de táxi é uma função afim da distância percor- 
rida; uma conta telefônica é uma função afim do número de minutos 
utilizados; o valor de uma temperatura em Celsius é uma função afim 
do valor da mesma temperatura em Fahrenheit. Neste capítulo, estuda- 
remos as funções lineares e afins. 
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Misto Quente 


5 - FUNÇÃO LINEAR E FUNÇÃO AFIM 


5.1 -— Função linear 


DEFINIÇÃO 
Função linear. 


Seja a um número real. Chama-se função linear a função f definida nos 
reais e tomando valores nos reais tal que f(x) = ax. 


NOTA 
O domínio de uma função 
linear é o intervalo 


Temos então: ; R> R| f(x) =ax 


(hoo, +00). Exemplos: 

p= Z% 
EEE 

il 
NOTA li) y=5X 
Para calcular o valor 2Z, 
numérico da variável y, boa 
basta multiplicar o valor de ij qu oo! 
x pelo número a. 

Nm) Pes 


5.1.1 - Casos particulares 


A) Seo coeficiente a for nulo, isto é, a = 0, então, a função linear será constante e 
igual a zero para qualquer valor de x. Em outras palavras: 


a=0>y=0x=0,Vxe R 


NOTA 

Quando y = O para todo 
valor de x, a função é dita 
identicamente nula. Todos 
os pontos do gráfico da 
função são do tipo (x, 0). 


Neste caso, o gráfico da função linear £ R>R |x-— y=0éa reta que coincide 
com o eixo Ox. Dizemos então que y = O é a equação do eixo Ox. 


STA B) Sea 0, consideremos dois números reais distintos x e x, e suas imagens 


Para a x 0, a função linear 
é também sobrejetiva, pois 
para qualquer y E R existe 


x=—. 
a 


“7 


correspondentes y, e y,. Temos que: y = ax, ey,=ax,. 

Subtraindo membro a membro, temos y, -y,=a (x,-x,). 

Como x *x,e a +00, a diferença y — y, será diferente de zero, logo y, + ,. 
Concluímos então que a função linear é injetiva. 
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Observações: 


1) Sea>0ex >x, a diferença y — y, será o produto de dois números positivos, 
sendo portanto positiva, logo y —-y,>0ey,>»,. 


2) Sea<0ex >x, teremos y —y,<0, que mostra que y <,. 


Exemplos: 


: dE : 1 
) pa É crescente, pois a = Rá 0 
ii) y=-2x é decrescente, pois a = -2 < O 


iii) A função linear y = (2m -— 6)x será estritamente crescente se, e somente 
se, 2m-6>0>m>3. 


5.1.2 - Gráfico da função linear 


[ES 


Basta ver que para x = O tem-se y = a - 0=0, logo, o ponto O = (0, 0) pertence 
ao gráfico de todas as funções lineares. 


Se f(x) = ax, então f(0) = 0. 


Basta ver que a função f(x) = ax é uma função ímpar. De fato, temos que 


fix) = a(-x) =-ax = flo. 


NOTA 

Paralelas cortadas por 
transversais determinam 
segmentos proporcionais. 
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Seja L um ponto qualquer da forma L = (x, ax). Suponha x > 0. Temos que: 


OM=1 O] =* 
MC=a JL=ax 
[| 
Como: MC - 4 .ge JL ax. a, concluímos que MC. cos triângulos 
NOTA OM 1 O) x OM O 


Note que a = tg q, pois o 
triângulo OMC tem catetos 
iguais a 1 e a. O coeficiente 
a é também chamado 
coeficiente angular da 
reta. 


OMC e OJL são semelhantes. Assim, MÔC = JÔL = q, o que nos leva à conclusão de 


que os pontos O, C e L estão em linha reta, qualquer que seja L. 


NOTA 
A única reta que passa pela 
origem e não é uma função 


é o eixo y. Todos os pontos Sendo a > 0, quanto maior for o valor de a, mais inclinada estará a reta. 
desse eixo têm abscissa : ; , 
nula. Dizemos então que Quando a = 1, temos a bissetriz dos quadrantes ímpares. 
x= 0 é a equação do eixo 
Oy. 
a<0 


VY=ax 


ea -1<a, 
Ap------ y=-x 
[EE | Ret 
a<-1 
NOTA 


A equação y = ax é 
chamada a equação da 


a Sendo a < O, quanto menor for o valor de a, mais inclinada estará a reta. 


Quando a = 1, temos a bissetriz dos quadrantes pares. 
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Observação: 


Quando a O, a função linear é bijetiva, então existirá a sua função inversa 


que será também linear. 


R — IR 
XD ax=y 


5.1.3 - Propriedade característica da função linear - 
proporcionalidade 


Seja uma função linear f, tal que f(x) = ax. Consideremos a sucessão de nú- 
meros reais não nulos x,, x,, X,, ... e suas imagens pela função f, a saber, y, = flX,) = ax, 
V=[)=a%, Y,;=[%,) =a%, 

Temos então: 


A sequência de números obtidos é de números proporcionais à sequência de 
valores de x, cuja razão de proporcionalidade é a. 
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NOTA 

Quando a = 1, a reta será 
de equação y = x. Esta 
função é chamada função 
identidade. 


NOTA 

Se uma função é linear, as 
imagens são proporcionais 
aos valores x. O coeficiente 
angular do gráfico é a razão 
de proporcionalidade. 


NOTA 

Ser linear é suficiente para 
que as imagens sejam 
proporcionais aos valores 
correspondentes. 
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Reciprocamente, se uma função fde R em R é tal que quaisquer que sejam x, 
[e fe) fx) 
x x 


e x, não nulos se tenha — = 
NOTA 1 2 


Ser proporcional é . 

suficiente para que a Com efeito, fazendo x, = 1 e x, =x, temos: 
função seja linear, logo, ser 
linear é necessário para que 

os valores assumidos por fu = fo) 
Y sejam proporcionais aos 1 x 
correspondentes valores 


de x. Chamando-se f(1) = a, vem f(x) = ax. 


, então f é linear. 


> fo) =f1-x 


Exercícios resolvidos: 


DD 1) Seo preço de um quilo de arroz é R$ 2,00, qual o preço y a pagar por x kg 


NOTA de arroz? 

Supõe-se que o preço 

de uma unidade não se x 

altere com as quantidades Solução: Temos que: 


correspondentes. 
E pD=2, p(2)=4, p(3)=6,.. 
então, temos as sucessões: 


DB 

(2, 4,600) 
204206 y 

» == =: =; = late SS =) 2, 
EDIR ER 


e 2) As escalas termométricas Celsius e Reamur são tais que na fusão do gelo 


NOTA elas marcam 0º. Na ebulição da água, a Celsius marca 100 ºC e a Reamur, 
ha E 80 “R. Qual a função linear que relaciona as duas escalas? Qual a tempe- 
temperatura acarretam a ê ] E 

deslocamentos iguais nos ratura em ºR quando a agua estiver a 65 “0? 


termômetros. 
Solução: Temos que R = aC. 
Para C = 100, R = 80, logo: 
80 = a - 100 > a-S 


Assim: R = Sc 
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3) 


4) 


Quando C = 65 ºC, então, R = = (O = 52 IR, 


O gráfico de uma função é uma reta que passa pelos pontos A = (4, 10) e 
B = (80, 200). Esta função é linear? Em caso afirmativo, qual a relação 


entrexey? 
sa dO oo Ê : E 
Solução: Como E RO existe a proporcionalidade, logo, a função é 


linear. 


Por outro lado, : = 


Estima-se que num evento, quatro pessoas ocupam 1 m?. Qual a quanti- 


dade de pessoas que caberão numa praça circular de raio R metros? 


Solução: Temos as sucessões proporcionais: 


A quantidade de pessoas Q é proporcional à área ocupada. Então: 


Observe que a função linear é a que relaciona a área do círculo à quanti- 
dade de pessoas Q = f(S) = 48. A área é proporcional ao quadrado do raio 
do círculo: S = g(R) = TRZ. Então, a quantidade de pessoas em função do 


raio será: 


Q 
E Eu 
Es agi do 


Q = flg(R)) = 48(R) = 47R? 
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EE] 
NOTA 

Os pontos devem estar 
sobre uma reta que 

passa pela origem. Suas 
coordenadas devem ser 
proporcionais. 


NOTA 
Trata-se de uma 
composição de funções. 
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NOTA 

A função linear conserva a 
adição e a multiplicação por 
um número. 


Ud: 


5) Qualo gráfico da equação 4x2 - y2 = 0? 


Solução: Fatorando o produto notável temos: 
(2x +) (2x-y) =0 

2x+y=0 ou 2x-y=0 

y=-2x ou V = Ut 


Trata-se, portanto, de duas retas que passam pela origem. 


É essa condição que permite a modelagem matemática de fenômenos em que 
a relação de dependência é a proporcionalidade. 


5.1.3.1 - Propriedades 


Justificando: 


À imagem de uma soma é igual à soma das imagens das parcelas. 
Temos que y = f(x) = ax. 
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v=fa)=ax, e Y, = flx,)) = ax, 
»+yp=fo)+ft)=ax +ax,=ax +x)=fx+x,) 


A imagem do produto de uma constante por x é o produto da mesma cons- 
tante pela imagem do x. 


f(Ax) = ax = hax = (ax) = f(x) 


Essas duas propriedades podem ser resumidas numa só: 


RÃ x, + AX) = fly) + A flx,) 


2) Se a sho o a, então: 


1 2 


o Ed = = 
i) ZA, Es a (desde que x, £ -x,). 
ii) qe = (desde que x, *x,). 


lii) Sex, +x, = 0, então y, +y,=0. 


iv) Sex, —x, =0, então y, —y,=0. 


Pi 
SE = 


v) Em geral, se En 
dl 2 X, 


AE A RO 
CRB ND E 


=a, temos: 


=a, desde que A XE A 200. 


es 
XxX (A 
1 n 

Exercício resolvido: 


Uma herança de R$ 1.200,00 deverá ser dividida entre três irmãos em par- 
tes proporcionais a 2, 3 e 5. Que parte caberá a cada um? 


Solução: Sejam y,, y, e y, as três partes. Sabemos que: 


Ep oia 
e Rc 
Portanto: EE = (0) E = 120) 
2+3+5 10 


Assim: y, = 2a = 240; y, = 3a = 360 e y, = Sa = 600 


Às partes serão de R$ 240,00; R$ 360,00 e R$ 600,00. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine se cada função definida por f. R — R é cres- | São conhecidos os valores calóricos dos seguintes ali- 


cente ou decrescente. É mentos: uma fatia de pão integral, 55 kcal; um litro de 
1 leite, 550 kcal; 200 g de manteiga, 1400 kcal; 1 kg de 
a) Hx) = 3x o) h()= — Ea É queijo, 3200 kcal; uma banana, 80 kcal. 
1 , 4 E a) Qual o valor calórico de uma refeição composta por 
b) 909) = E Ti d) 10) = o 2 fatias de pão integral, 1 copo de 200 mL de leite 
10 g de manteiga, 4 fatias de queijo, de 10 g cada 
[2º Construa, num sistema de coordenadas cartesianas, os : uma, e 2 bananas? 


gráficos das função reais definidas por: 
b) Um copo de leite integral contém 248 mg de cálcio, 


a) f(x) = 3x o) h(x)= — da : o que representa 31% do valor diário recomendado 
3 É de cálcio. Qual é esse valor recomendado? 
b) 9()=-S* d) iG) = = o 
: 18º Um taxista inicia o dia de trabalho com o tanque de com- 
É bustível de seu carro inteiramente cheio. Percorre 325 km 
: e reabastece, sendo necessários 25 litros para completar 
a) ) o tanque. Em seguida, percorre 520 km até esvaziar com- 
E pletamente o tanque. Assim, nestas condições, determine 
a capacidade do tanque do carro, em litros. 


E3º Com base nos gráficos, descubra a lei de formação. 


: [9 Três restaurantes “por quilo”, A, Be C, apresentam 
É seus preços de acordo com a tabela: 


A 250 g por R$ 4,00 
B 350 g por R$ 5,00 
C 600 g por R$ 7,00 
Se uma pessoa consumir 400 g de alimentos, então 


ela pagará: 
É (A) mais em B do que em A. 
P4" Seja a função g(x) real, definida por g(1) = 43 e (B) mais em C do que em B. 


1) = 29(x) - 15. Determi lor de g(0). 
gw + 1) = 2909) Stemntnis O vatar Ce 910) (C) mais em A do que em €. 


[5 Para uma função f: R — , que satisfaz as condições: (D) valores iguais em Ae em €. 
D fx+y)=f09)+Hy, (E) valores iguais em Be em €. 
ID KD=3, 
' o O país A possui renda per capita anual de R dólares e 
determine o valor de 3). população de P habitantes. Sabendo-se que o país B 
: possui renda per capita anual igual a 60% da do país 
[6 Percorrido 85% de um certo percurso, ficam faltando Aeo dobro da população deste, é correto dizer que a 
180 km para completá-lo. O percurso total é: renda total anual do país B é: 
(A) 1020 km (A) 20% inferior à de A. 
(B) 1200 km (B) 30% inferior à de A. 
(C) 1120 km (C) igual à de A. 
(D) 1210 km (D) 30% superior à de A. 
(E) 2100 km (E) 20% superior à de A. 
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5.2 - Função afim 


Sejam a e b dois números reais, chama-se função afim a função f defi- 
nida nos reais tomando valores nos reais tal que f(x) = ax + b. O número a é 
chamado coeficiente angular e o b coeficiente linear da função. 


Temos então: ER > R| f(x) =ax+b 


Exemplos: 


São funções afins as funções de R em R tais que: 


d) p= Brasil 
ii) y=-52+3 
ti) p=s 

iv) y=x 


5.2.1 - Casos particulares 


A) 
B) 


Quando b = 0, a função afim se reduz à função linear y = ax. 


Quando a = 0, a função afim se reduz à função constante f: R > R| f(x) =b. 
Caso y = b, qualquer que seja x, todos os pontos da função terão a mesma or- 
denada, estando situados, portanto, sobre uma reta paralela ao eixo Ox, passando 
pelo ponto B = (0, D). 


b | B=(0, b) A=(x,D) 


Ib| 


C) Quando a 0, tomemos dois números reais distintos, x, e x,, e suas respectivas 


imagens y = ax, +bey,=ax,+ b. Subtraindo membro a membro, teremos: 
Yi—Y;= (ax, + b) - (ax, + b) =a (x, —*,) 


Como x £x,ea+ 0, temos y, - y,+0, logo, y, £,. Assim, x £X,>)V,£),€, 
portanto, a função afim será injetiva. 
ias os y-b : 
Por outro lado, para cada y E IR, existirá um único x tal que x = a Assim, 
a função é também sobrejetiva. 
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DEFINIÇÃO 
Função afim. 


NOTA 

Para se obter a imagem de 
x, multiplica-se x por a e 
soma-se o produto ax ao 
número b. 


NOTA 

As retas cujas equações são 
do tipo y = b são sempre 
paralelas ao eixo 0x e 
distantes |bl unidades deste 
eixo. 


NOTA 

Quando a x 0, a função 
afim recebe o nome 
polinomial do 1º grau. 
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FUNÇÃO LINEAR E FUNÇÃO AFIM 


“7 


Conclusão: 


A função afim com a = O é bijetiva. 


Observações: 


1) Sea>0ex >x, a diferença y —y, será o produto de dois números positivos, 
logo, y, -Yy,>0, então, y, >),. 


2) Sea<0ex >x, teremos y, -y,<0, o que implica ser y, < y,. 


Exemplos: 
il 
i)  Asfunçõesemquey=2x+1,y= 3* — 2, y =x são estritamente crescentes. 


ii) As funções em que y = -3x+2,y =-— a - 1, y = -x são estritamente 
decrescentes. 


5.2.2 — Gráfico da função afim 


Consideremos a = 0. 

Seja f(x)=ax+b. Parax=0,f0)=a-0+b=0+b=b, logo, o gráfico da função 
afim corta o eixo Oy no ponto (0, b). 

Se b = 0, a função afim será a função linear y = ax, que é uma reta que passa 
pela origem e pelo ponto € = (1, a). Para uma abscissa x qualquer, o ponto corres- 
pondente à função linear será o ponto L = (x, ax), enquanto o ponto da função afim 
será o ponto A = (x, ax + b). O ponto A tem a mesma abscissa que o ponto L, mas 
está a |b| unidades acima de L (se b > 0) ou b unidades abaixo de L (se b<0). A figura 
OLAB é então um paralelogramo, qualquer que seja o valor de x. 

Como AB é paralela à reta OL, o gráfico da função afim y = ax + b será uma reta 
paralela ao gráfico da função linear y = ax, passando pelo ponto B = (0, b). 


M = (1,0) J=(x0) 
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Observe que o triângulo OMC é congruente ao triângulo BND. Assim, para 
construir o gráfico da função afim temos três alternativas. 


y=ax+b 


(La+b)-D 


1) Constrói-se com vértice em B = (0, b) o triângulo retângulo BND de catetos 
BN=1eND=a. 


a<0 


2) Constrói-se o triângulo retângulo OMC de catetos OM = 1 e MC =a e pelo 
ponto B = (0, b) traça-se uma paralela à hipotenusa OC. 
Dá 


(O) 
ma 
< 

» 


3) Dá-se a x dois valores distintos, x, 2 x,. Calculam-se suas imagens respectivas 
v,=ax,+bey,=ax,+ be traça-se a reta que passa pelos pontos de coordenadas 
e,yY)=Pe(x, y;))=P,. 
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Observações: 
=== 


NOTA 

Se uma reta é paralela ao 
eixo Oy, ela não representa 
uma função. Lembre-se, 
numa função, para cada 

x só pode haver um valor 
de y. 


1) Dizemos que a equação da reta paralela ao eixo Oy que passa pelo ponto (a, 0) 
éx=a. 


2) Sea>o0, a função será crescente. Quanto maior o valor de a, mais próxima do 
eixo Oy estará a reta. 


y a>0 


3) Sea<o0, a função será decrescente. Quanto menor o valor de a, mais próximo 
do eixo Oy estará a reta. 


“rr 186 


FUNÇÃO LINEAR E FUNÇÃO AFIM CAPÍTULO V 
4) Sebvariar, a reta se deslocará verticalmente. Sofrerá uma translação vertical. 
a>0 a<0 
A 
b 
b 
0 x 
5) Quando a 0, a função é bijetiva, logo, ela admitirá a função inversa, que 
também será afim. 
ER>RIy=ax+b 
vy-b=ax 
X= gb 
a 
A função inversa será: » 
fiR>R | y=> 
ESSES 


Exercícios resolvidos: 


1) Sejaa função f R > R| y=2x-1. Determine sua função inversa. 


Solução: Para determinar sua inversa basta tirar o valor de x em função de y: 


pa l= 2 = "= ed = = ! jar E 
2 2, 2, 
A inversa será [4 R> Rly= 52+ 5 


2) Determinar a função afim cujo gráfico passa pelos pontos A = (1, 3) e 
B= (2 


Solução: Seja a função em que y = ax + b. Para x = 1 temos y = 3, logo 
3=a+ b, para x = 2, temos y = 1; logo, 1 = -2a + b. 
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NOTA 
O fato de Kf'(x)) = x nos 
levaa 2f()=x+1 


val X+] 
ef(x)= ZU 
1 1 
— = e, = 
f D=52+5: 
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Subtraindo membro a membro, 2=34 => a = Ro então, b = E e a fun- 
ção fica: 
2» 7 
:R> R =—— — 
dis o 
3) Determinar a função afim que é paralela à reta y = 3x e que passa pelo 
ponto A = (2, 7). 


Solução: Como o gráfico é paralelo à reta y = 3x, temos y = 3x + D. 
Sep entao VER so 7/0 RR DADE NiBenE Id tunição 
seráfiR>RIy=3x+1. 


4) Uma janela tem o formato de dois quadrados ua 
adjacentes, como mostra a figura ao lado. Va 
Esta janela deve ser protegida do sol por uma |, | mo 
cortina vertical que fecha continuamente da 
esquerda para a direita. 

Expressar a área coberta da janela em fun- E 
E BUU A : : m 
ção da distância x e ao ponto de partida da 
cortina. (O < x < 12) 
Solução: 
8m 
4m 
8m 8 E 
1 
4m -8]4 
1 
x 12m ; ESA 8 12 
Quando a cortina percorrer a dis- A partir de 8 m a área varrida 
tância de 0 a 8, a área será 8x. será 64 m? (pois o primeiro qua- 


drado já foi coberto) mais a área 
varrida no quadrado menor, que 
será 4(x — 8). 


8x <x=<8 
A função área será: A: 0:12] RIAG)= [oa ag o se 


5) Representar graficamente o produto (x -vy+2)(2x-y-1) (x+y-4)=0 


Solução: Temos: 
ERVA EO RR VA 
2x-y-1=0>y=2x-1 
x+/-4=0 > y=-x+4 
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Logo, o gráfico será a união de três retas. 


6) Um helicóptero desloca-se numa trajetória cuja equação é y = > + 100. 
Um míssil é disparado e segue numa trajetória cuja equação é y = 2(x— 10) +a. 
O míssil atinge o helicóptero quando ele está a 130 m de altura. Se x e y 


estão em metros, calcular o valor de a. 


Solução: Como as funções são afins, as trajetórias são retilíneas. 
Y 


O ponto de encontro estará na altura y = 130, logo: 


> + 100 = 130 EE a 
x + 200 = 260 OE 2 60 2054 
x=60 130= 120-20%a 
(1 = 0) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[ET sabemos que equações do tipo x =key=k(ke R) : (O). (E) y 
representam geometricamente retas verticais e retas | 0 x 
horizontais, respectivamente. : 
Assim, represente, num sistema de coordenadas, os 3 
gráficos das funções reais definidas por: : 


a) H(x) = 12 o h()=1 (D) y 
b) 9()=-3 É 


FZ Construa, usando o sistema cartesiano ortogonal, o 
gráfico das funções reais definidas por: 


a) x)=x+2 Í 

ida é BZ (FMIt-MG) O gráfico abaixo pode representar qual das 
É expressões? 

O HM) =-x+2 (A) y=2x-3 (D) y=-1,5x+3 

d) )=-52+1 (B) y=-2x+3 (E) 3y=-2x 

o) 9)=-3 Alyssa 


D = ax+ 3 


[3 Em um mesmo plano cartesiano construa os gráficos 
das seguintes funções: (x) =x g() =x + 1; h(x) =x +3 
e(x)=x-3. 


PA” Uma função g é definida por g(x) = ax + 3. Sabendo 
que g(-2) + g(1) = 8, calcule o valor de g(-1). 


: EB) Classifique as funções abaixo em crescente, decrescen- 


5 (Fatec-SP) Os gráficos cartesianos das funções fe g, de 
( ) 9 S 9 te e constante. 


R em R, interceptam-se num ponto do 1º quadrante. 


Se xy) =x+7 e g(x) = -2x + k, onde k é constante, a) (xy) =2x+1 
então, k satisfaz à condição: É 1 
b) 9) =>-x+1 

(A) k>7 2 

(B) 1<k=<7 o Hx) =-3x+4 

(CO) 0<k=<1 | d) )=-Sx-2 

(D) -1<k=<0 o) f)=3 

(Ej 7a | f) (= 
06” (UFPE) Seja y = ax + b, onde a e b são números reais, 9) f(x) = -—Sa +1 


taisquea<0eb>0. 
Assinale a alternativa que indica a representação gráfi- 
ca desta função. 


h) f0)=0 


P9" seja a função fÉ R — R | x) = 3x + 1, determine a lei 
(A) á (B) » que define a sua inversa. 


MO" seja M (0,1) e N (1, 4) pontos que definem a função 
O x 0) x real fx). Calcule f1(0). 
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5.2. 


3 - Sinal da função afim - raiz da função 
Chama-se raiz da função ao valor de x que torna f(x) = 0. 


Consideremos a função afim f: R> R| y=ax+b, onde a £ 0. 


Temos: ax+b=0 => ax=-b=> x=- Ea e o ponto correspondente no gráfico 
: b E 
será o ponto |- a 0). 


Estudar o sinal da função afim é determinar os intervalos onde ax + Db se torna 


positivo ou negativo. 


logo, 


Temos: 


b 
y=ax+ ae 


b b E ; a 
Sex>-— > x+—>>0 e y=a (+) será o produto de a por um número positivo, 
a a 


y terá o sinal de a se a > O e contrário ao sinal de a se a < 0. 


As figuras abaixo ilustram esses casos. 


a>0 a<0 


af 


nfs ennanooo ooo 


db 
a 


= 

= - + + + + + + 
o 
bd 


a 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Estudar o sinal da função em que y = 2x — 4. 


Solução: Temos: 2x -4=0 => x=2 


O diagrama nosdáosinaldey; + 2 75 
2 


Então: 
y<06x<2 
p=) r=z 


pe) z 
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DEFINIÇÃO 
Raiz da função. 


NOTA 
Se a 0, para obter o sinal 
de y= ax + b, determina-se 


a raiz — — da função e o 
a 


sinal é dado pelo diagrama: 


Sinal (- a) Sinal a 


Se a=0, o sinal da função 
será o sinal de b, pois y = b. 


E 
NOTA 


O sinal de O sinal de 
yéo sinal yéo sinal 
de —a. de a. 
« 0 > 
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NOTA 

O zero é importante porque 
é o número que separa os 
positivos dos negativos. 


NOTA 

Para marcar os sinais nos 
intervalos (-co, —2), 

(-2, 2) e (2, +), podemos 
escolher pontos desses 
intervalos, substituir nas 
funções y =2x+4e 
Y=-X+ 2 e marcar os 
sinais encontrados, uma 
vez que os pontos onde tais 
funções se anulam já foram 
determinados previamente. 


ds 


2) 


3) 


Estudar o sinal da função y = (2x + 6) (2 — x). 
Solução: Estudamos o sinal de cada fator separadamente: 
- 0 
v,=2x+6: 2x+6=0=>x=-3, Então: ++ 4» 


p=-*+2:-x+2=0>x=2. Então: 19 45 
2 


Para estudar o sinal de y, façamos uma única tabela transportando para a 
mesma os sinais de y, e y, e em seguida façamos o produto. 


5 e = 2) +00 
y=2x+6 — (o) + + 
p="X+2 + + (o) = 
V=hAº)y, - o + je] T 


Resposta: 
) y>06 -3<x<2 
tt) P=0) p= Qur=Z 


li) y<06x<-30ux>2 


2x +4 


Resolver a inequação > 0. 


2x +4 


intervalos nos quais o quociente das funções y =2x+4 e y,=-x+2é 


Solução: Basta estudar o sinal do quociente y = e escolher os 


positivo ou nulo. Como o sinal do quociente é igual ao sinal do pro- 
duto, então, procederemos analogamente ao caso anterior eliminando 
apenas os valores que anulam o denominador. 


Assim: 
x —00 = o) +00 
» — (o) + + 
Xv. + e 


rI AS 


O intervalo no qual o quociente é positivo ou nulo é o intervalo [-2, 2). 
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4) 


5) 


E pues a Do x 
Determinar o domínio da função em que f(x) = | 
Solução: Devemos ter: 

O) 
sesr dl 
x-10 
Para a primeira inequação temos: 
=88) =) (0) -+oo 
x - - 0 + 
x+1 = (o) + R 


Como também devemos ter x 1 vem: 
Dom f= (=, -DU TO, DU (1, +) 


Sb 


: ao Sbtar 
Resolver a inequação 
Solução: Observe que aprendemos a estudar os sinais de expressões, 
logo, convém transpor o número 2 para o primeiro membro, pois assim 
estaremos comparando a expressão com o zero, o que equivale a estu- 
dar o sinal do primeiro membro. Assim, temos: 


32x+1 
3-x 


3x+1-2H3-8) 6 
3-x = 


EE 
3-x 


-2<0= 


Observe que não eliminamos o denominador, pois não sabemos o sinal 
da diferença 3 — x. Como o segundo membro agora é zero, basta estudar 
o sinal do quociente e escolher os intervalos nos quais o quociente é 
negativo ou nulo. 

Sejam y, =5x-5S e y,=-x+3. Temos: 


x —00 Jl 3 +00 
n=5x—5 = (6) + + 
p="*+3 + + fo) — 


NNHEENNS 


Os intervalos em que o quociente é negativo ou nulo são (-co, 1] ou 
(3, +ºº). A solução da desigualdade será, então, a união destes dois inter- 
valos (-c0, 1] U (3, +00). 
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NOTA 
Domínio da função: Df ou 
Dom f. 


NOTA 

Para eliminar o 
denominador, teríamos de 
fazer duas hipóteses: 
)3-x>0 

i)3-x<0 

No segundo caso, ao passar 
o 3 —- x para o segundo 
membro, devemos inverter 
o sentido da desigualdade. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (FGV-SP) O conjunto solução da i inequação — EE O é: 
(A) (xe R|x<2) 
(B) (xe R|x>4) 


(C) (xe R|x<2 ou x>4) 


o 
(D) MERD<t<A 


(E) (xe R|x<4) 


FZ (PUC-SP) Seja f a função de IR em FR, definida por 


fx) =ax+b, coma, be Reazo0. Se os pontos (1, 3) 
e (2,1) pertencem ao gráfico de f, então x) 20 se, e 


somente se: 
(A) x=0 (D) x = 
(B)x=5 (E) x=>5 
(C) x=0 


E3º Estude os sinais das seguintes funções reais: 


a) (x)=2x-3 b) g(M)=5x+2 


P4" Resolva as seguintes inequações: 
2t+3 


a) (t- 9 (t+ 2)>0 Cc) ER >2 
b) Za > 1 9 K-Dx-ND(x+4)>0 


5" (FGV-SP) Os gastos de consumo (C) de uma família e 
sua renda (x) são tais que C = 2 000 + 0,8x. Podemos, 
então, afirmar que: 


(A) se a renda aumenta em 500, o consumo aumenta 
em 500. 


(B) se a renda diminui em 500, o consumo diminui 
em 500. 


(C) se a renda aumenta em 1000, o consumo aumen- 
ta em 800. 


(D) se a renda diminui em 1000, o consumo diminui 
em 2800. 


(E) se a renda dobra, o consumo dobra. 


H6" (Vunesp) Os reais x que satisfazem à desigualdade 
(x+ 1) (x- 2) (x- 3) > 0 são os descritos por: 


(A) x>3 
(B) x<-1 
(C)-I<x<2ex>3 


(D) -1<x<20ux>3 
(E) x>2 


EZ (Cesgranrio-R)) Para ser aprovado, um aluno precisa ter 


média maior ou igual a 5. Se ele obteve notas 3 e 6 nas 
provas parciais (que têm peso 1, cada uma), quanto preci- 
sa tirar na prova final (que tem peso 2) para ser aprovado? 


Ds 


[11 (PUC-RJ) Resolva a inequação EA 


[12º (Uerj) Ao resolver a inequação SR 


: 18º (FGV-SP) As tarifas praticadas por duas agências de lo- 


cação de automóveis, para veículos idênticos, são: 


144 reais por dia (seguros | 141 reais por dia (seguros 
incluídos) mais 1,675 real | incluídos) mais 1,70 real 
por km rodado por km rodado 


a) Para um percurso diário de 110 km, qual agência 
oferece o menor preço? 

b) Seja x o número de quilômetros percorridos duran- 
te um dia. Determine o intervalo de variação de x 
de modo que seja mais vantajosa a locação de um 
automóvel na agência A do que na B. 


- Dom Gavsp) 


a) O saldo devedor de um empréstimo de uma empre- 
sa À em um banco é hoje de R$ 200.000,00. 

Este saldo diminui R$ 2.500,00 por mês. Qual o sal- 
do devedor daqui a t meses? 

b) Uma empresa B tem hoje um saldo devedor de 
R$ 300.000,00 e uma outra empresa C tem hoje 
um saldo devedor de R$ 250.000,00. O saldo de- 
vedor de B diminui R$ 6.000,00 por mês e o de € 
diminui R$ 2.500,00 por mês. A partir de quantos 
meses (contados de hoje) o saldo devedor de B fica- 
rá menor que o de C? 


mo (UFF-RJ) Determine o domínio da função real f de va- 


* 900 
Re: 


+3 
-1 


riável real definida por x) = 


EA > 5, um aluno 
apresentou a seguinte solução: 


2x+3>5(x-1) > 2x+3>5x-5 > 
2x-5x>-5-3 3x>-8 —> 


= She lo) ES a - 
X< E 
3 
A solução do aluno está ERRADA. 
a) Explique por que a solução está errada. 


Conjunto-solução: S = [x ER 


b) Apresente a solução correta. 


' (UFMG) Para alimentar seus pássaros, um criador com- 
pra, mensalmente, ração e milho num total de 1000 
kg. A ração custa R$ 40,00 o quilograma, e o milho, R$ 
25,00. Se x(0 < x<1 000) representa a quantidade, em 
quilogramas, de ração comprada, determine a expres- 
são da função-gasto (g(x)) em reais. 
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5.2.4 - Propriedade característica da função afim 


Proporcionalidade das variações (acréscimos ou decréscimos): 
Em uma função afim as variações sofridas pelas imagens são proporcio- 
nais às Variações em x. 


fo) — KO) 


Seja a função afim f que associa a x o valor f(x) = ax + D. 
Consideremos quaisquer x,, x,, x, distintos e suas respectivas imagens por f: 


y=02%,+b, y,=ax,+b, y;=ax,+b. 


Calculemos as variações y, -y,e Y,—Y,. Temos: 


Ya— Yi = (ax, + b) — (ax, + b) = a(x, — %) 4% - Y3— Y> 
Vs Y,=(ax;+b)-(ax, +b)=a(x,-%,) x—-% X3-% 


=a 


A sequência de variações de y é de valores proporcionais à sequência de varia- 
ções de x e a razão de proporcionalidade é a. 
Se as variações de x forem iguais a 1, as variações de y serão iguais a a. 


Reciprocamente, se uma função f de R em R é tal que, quaisquer que sejam x, 
fx) — fe) 


ex, distintos, ocorre 
X,—X, 


=a, então, a função fé afim. 
Com efeito, fazendo x =0 e x, = x + O teremos: 


Penido =a>ft)-fO) =ax = fl) = ax + f0) 
x ms 

Chamando f(0) = b vem f(x) = ax + b. 

É esta propriedade que permite a modelagem matemática de fenômenos 
em que as variações da variável dependente são proporcionais às variações da 
variável livre. 
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NOTA 
Esta equação também se 


y : 
escreve “AX. = q, ou seja, 


Ay = aAx. 

Uma função será afim se for 
linear a função que associa 
as variações (acréscimos 

ou decréscimos) de x às 
variações de y. 


NOTA 

Observe que se dermos a 

x os valores da sucessão 

(0, 1, 2, 3, ...), os valores 
obtidos para y formarão 
uma sucessão cujas 
diferenças entre cada 
termo e o precedente serão 
constantes. Estas sucessões 
são chamadas progressões 
aritméticas. 
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Exercícios resolvidos: 


EEE EEE 
NOTA 1) Uma assinatura mensal de telefone é R$ 35,00 e a tarifa é R$ 0,05 por mi- 
Assinatura É uniao nuto de conversação. Qual o valor da conta para um usuário que utilizou 
a pagar mesmo que o o telefone por x minutos num mês? 
telefone não seja usado. 

Solução: 

0 1 2 3 se x 
HO) = 35 35,05 39,10 39/15 ss v = fix) 
SS pias õ ; 
NOTA Sem utilizar o telefone o usuário pagará R$ 35,00. Usando-o 1 minuto 
Como acréscimos iguais pagará R$ 35,05; 2 minutos pagará R$ 35,10; 3 minutos pagará R$ 35,15 e 
de x correspondem a assim sucessivamente. 
acréscimos iguais de y, a — Como a variação de 1 minuto na utilização custa R$ 0,05, temos uma 
função que relaciona x a y é é 
uma função afim y = ax + b. função afim em que: 
35,05=35 
(= Ena =R$ 0,05/min e b = HO) = R$ 35,00 

Então, f(x) = 0,05x + 35. 

2) Uma torneira despeja num tanque 100 litros de água por hora. Sabendo que 
no tanque já existiam 500 litros de água quando foi aberta a torneira, quanto 
de água haverá no tanque t horas depois da abertura da torneira? 

Solução: Temos: 
O 1 2 t 
500 600 700 Q 
Comparando as variações, 
a= E a .. >> à = 100 litros/hora 
1-0 2-1 
Como Q(0) = 500, temos O(t) = at + Q(0), ou seja, Q(t) = 100t + 500. 

3) As escalas termométricas Celsius e Fahrenheit são tais que O ºC correspon- 
dem a 32 ºF e 100 ºC correspondem a 212 ºF. Qual é a fórmula que relacio- 
na as duas escalas? Qual é a temperatura em que as duas escalas marcarão 
o mesmo valor? 

o F Solução: Chamamos de C a temperatura na escala Celsius e F a tempera- 
100 212 tura correspondente na escala Fahrenheit. 
Cc F 0 aê 100 = ºC 
32 ie 212 e ºF 
0 32 
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É) 


5) 


Como os acréscimos sofridos por F são proporcionais aos de C, vem: 
EAZA RA ia E 1S0 DRSSZ 
100-0 C-0 “100 


Logo: S=p-325p=5+32 


As duas escalas marcarão o mesmo valor quando F = C, logo: 
+32 EMO > 9C EIO0 ESC > 4C = 160 


C = —40 ºC 


Num clube a taxa de inscrição é R$ 500,00 e o preço do aluguel de uma 
quadra de tênis é R$ 5,00 por hora. Um outro clube cobra R$ 450,00 de taxa 
de inscrição e R$ 5,50 por hora de utilização da quadra. A partir de quan- 
tas horas de utilização o primeiro clube é mais vantajoso para o tenista? 


Solução: Devemos ter para x horas de utilização: 


custo do primeiro clube: C,=500+5x 
custo do segundo clube: C, = 450+5,5x 


O custo do primeiro deverá ser menor que o do segundo, logo: 
C,<C,& 500+5x<450+5,5x &50<0,5x + x> 100 
Resposta: 


O primeiro clube é mais vantajoso com uma utilização maior que 100 horas. 


Uma fábrica de doces tem despesa fixa de R$ 2.000,00 (salários, impostos, 
máquinas etc.) e de R$ 2,00 por doce fabricado. O preço de venda de cada 
doce será de R$ 4,00. Quantos doces deverão ser fabricados para: 


i) não haver prejuízo? 


ii) o lucro ser de R$ 5.000,00? 


Solução: 


i) Para não haver prejuízo, a receita de vendas deve ser igual ao custo de 
fabricação. 
Doces vendidos: x 


Receita = 4x 


> 2000 + 2x = 4x => x = 1000 doces 
Custo = 2000+ 2x 


ii) Para o lucro ser de 5000, devemos ter: 
lucro = receita — custo = 5000 
Então: 
4x — (2000 + 2x) = 5000 => 2x=7000 = x=3500 doces 
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6) Mostrar que em toda função afim f: R > R em que f(x) = ax + Db, tem-se: 
p(pu+ 2) - fon + ra) 
2 2 


y 
flo) PTE STA TAS RS, n 


Foo + flo) 
2 


NOTA 

Esta propriedade diz que 

em qualquer reta, não Solução: Temos: 
paralela a Oy, a imagem 

do ponto médio de 


um intervalo é a média E ED = tbspanGbs eo lim (ba anlolas oleo lo) 
aritmética das imagens f( > il 2 paid 2 e 2 ER 
das extremidades do 

intervalo. A base média da ren eae js) 

de um trapézio é a média RA qe = EF 


aritmética das bases. 


7) No oceano Atlântico, perto da linha do Equador, foram feitas medidas da 
temperatura da água em diversas profundidades. A 100 metros de profun- 
didade a temperatura era de 21 “Ce a 500 m de profundidade, 7 ºC. Outras 
medidas indicaram que, entre essas profundidades, a temperatura caía Ii- 
nearmente. Determine a temperatura da água a 400 m de profundidade. 


EE e E E 

NOTA Solução: Sejam y a profundidade em metros e t a temperatura corres- 
Dizemos que uma função pondente em ºC. Como a temperatura cai linearmente, isto significa que 
varia linearmente as variações sofridas por y são proporcionais às variações sofridas por t, 


quando suas variações são 
proporcionais às variações 
da sua variável livre. 


logo, a função que relaciona y a t é uma função afim: y = at + b. 


Portanto, a função será = = = 
afim (não necessariamente ia v nd Roo => 144 =-400> ga =- 200 e b = 700 
linear). t=7 =>y=500 => Va+b= 500 
A função será então y = — E + 700. 
200 
Fazendo agora y = 400 vem: 400 = — q + 700 (+ 100) 
Zi 2| 


=3»t= >t=10,5º€ 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (IBMEC-R]) Uma empresa fabrica determinada merca- 
doria cujo preço de custo é de R$ 1,35, por unidade. 
Na produção dessa mercadoria, há um custo mensal 
fixo de R$ 22.500,00, referente a despesas com salá- 
rios, encargos sociais, manutenção das máquinas etc. 
Seja x o número de unidades fabricadas por mês e y o 
lucro total devido à venda de toda a produção. 


20% do valor que tinha quando era novo, então, qual 
é esse valor mínimo? 


(A) R$ 3.000,00 (D) R$ 6.000,00 
(B) R$ 12.000,00 (E) R$ 4.500,00 
(C) R$ 7.500,00 


Sabendo que cada unidade será vendida por R$ 2,60, E (Vunesp) Segundo matéria publicada em O Estado de São 


determine: 


a) uma expressão que forneça o valor de y em função 
do valor de x; 


b) o menor valor de x para o qual a empresa não terá 
prejuízo com essa mercadoria. 


FZ" (Vunesp) Por uma mensagem dos Estados Unidos 
para o Brasil, via fax, a Empresa de Correios e Te- 
légrafos (ECT) cobra R$ 1,37 pela primeira página e 


Paulo, 9/6/96, o Instituto Nacional de Seguridade Social 
(INSS) gasta atualmente 40 bilhões de reais por ano com 
o pagamento de aposentadorias e pensões de 16 milhões 
de pessoas. A mesma matéria informa que o Governo Fe- 
deral gasta atualmente 20 bilhões de reais por ano com o 
pagamento de um milhão de servidores públicos federais 
aposentados. Indicando por x a remuneração anual média 
dos beneficiários do INSS e por y a remuneração anual mé- 
dia dos servidores federais aposentados, então y é igual a: 


D) 1 
R$ 0,67 por página que se segue, completa ou não. rd RDJ TOA 
Qual o número mínimo de páginas de uma dessas (B) 6x (E) 16x 
mensagens para que seu preço ultrapasse o valor de (C) 8x 
R$ 10,00? 
(A) 8 (D) 14 meo. SP) Os gastos de consumo (c) de uma família e 
: sua renda (x) são tais que C = 2000 + 0,8x. Podemos, 
(B) 10 (E) 16 então, afirmar que: 
(C) 12 (A) se a renda aumenta em 500, o consumo aumenta 


3º (PUC-SP) Um veículo de transporte de passageiros tem 
seu valor comercial depreciado linearmente, isto é, seu 
valor comercial sofre desvalorização constante por ano. 
Veja a figura seguinte: 


Esse veículo foi vendido pelo seu primeiro dono, após 
5 anos de uso, por R$ 24.000,00. Sabendo-se que o 
valor comercial do veículo atinge seu mínimo após 20 
anos de uso, e que esse valor mínimo corresponde a 
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em 500. 


(B) se a renda diminui em 500, o consumo diminui 
em 500. 


(C) se a renda aumenta em 1 000, o consumo aumen- 
ta em 800. 


(D) se a renda diminui em 1000, o consumo diminui 
em 2 800. 


(E) se a renda dobra, o consumo dobra. 


Dem (Fuvest-SP) A moeda de um país é o “liberal”, indicado 


por £. O imposto de renda | é uma função contínua da 

renda R, calculada da seguinte maneira: 

D 'SeR < 24.000£, o contribuinte está isento do 
imposto. 


II) SeR = 24.000£, calcula-se 15% de R, e do valor 
obtido subtrai-se um valor fixo P, obtendo-se o 
imposto a pagar |. 

Determine o valor fixo P. 
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CAPÍTULO V 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET" (Uerj) A promoção de uma mercadoria em um super- 
mercado está representada, no gráfico abaixo, por 6 
pontos de uma mesma reta. 


valor total de compra (R$) 


50 


quantidade de 
unidades 
compradas 


Quem comprar 20 unidades dessa mercadoria, na pro- 
moção, pagará por unidade, em reais, o equivalente a: 
(A) 4,50 (6) 5/50 
(B) 5,00 (D) 6,00 


0 


FZ" (Unirio-R]) O gráfico da função y = mx + n, onde me n 
são constantes, passa pelos pontos A (1, 6)e B(3, 2). A 
taxa de variação média da função é: 


(A) —2 (D) 2 
(8) (E) 4 
(O 5 


[3 (UFMG) Observe o gráfico, em que o segmento AB é 
paralelo ao eixo das abscissas. 
absorção 
(mg/dia) 


ingestão 
(mg/dia) 


Esse gráfico representa a relação entre a ingestão de 
certo composto, em mg/dia, e sua absorção pelo orga- 
nismo, também em mg/dia. 

A única afirmativa falsa relativa ao gráfico é: 


(A) para ingestões de até 20 mg/dia, a absorção é 
proporcional à quantidade ingerida. 


(B) a razão entre a quantidade absorvida e a quanti- 
dade ingerida é constante. 


(C) para ingestões acima de 20 mg/dia, quanto maior 
a ingestão, menor a porcentagem absorvida do 
composto ingerido. 


Ud: 


(D) a absorção resultante da ingestão de mais de 
20 mg/dia é igual à absorção resultante da inges- 
tão de 20 mg/dia. 


P4” (Unificado-R]) O valor de um carro novo é R$ 900.000,00 


e, com 4 anos de uso, é de R$ 400.000,00. Supondo-se 
que o preço caia com o tempo, segundo uma linha reta, 
o valor desse carro com 1 ano de uso é: 


(A) R$ 825.000,00 (D) R$ 750.000,00 
(B) R$ 800.000,00 (E) R$ 700.000,00 
(C) R$ 775.000,00 


Saque -RJ) Um mercador vendeu parte da mercadoria 


que carregava em três lugares distintos, vendendo 
cada unidade ao preço de R$ 9,00. 

No primeiro lugar, vendeu 10% da quantidade inicial 
que carregava; no segundo, 20% do restante das mer- 
cadorias; e no terceiro, 50% do que sobrou. 


a) Determine a porcentagem da quantidade inicial de 
mercadoria correspondente ao total que foi vendi- 
do pelo mercador. 


b) Considerando que o mercador recebeu o total de 
R$ 57.600,00 com a venda da parte da mercadoria 
nos três locais citados, por quanto deverá vender 
cada unidade da parte restante de modo a receber 
os mesmos R$ 57.600,00? 


16" (Unesp) O gráfico mostra o resultado de uma expe- 


riência relativa à absorção de potássio pelo tecido da 
folha de um certo vegetal, em função do tempo e em 
condições diferentes de luminosidade. 


no claro 


fa 
a 


ja 
[NS] 


no escuro 


POTÁSSIO ABSORVIDO 


tempo (h) 


Nos dois casos, a função linear y = mx ajustou-se razoa- 
velmente bem aos dados, daí a referência a m como 
taxa de absorção (geralmente medida em uy moles por 
unidade de peso por hora). Com base no gráfico, se m, 
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é a taxa de absorção no claro e m, a taxa de absorção 
no escuro, a relação entre essas duas taxas é: 


(A) m =m, (D) m:m=-— 
(B) m,=2m, (E) m, = 2m, 
(C) m-m,=1 


EZ (UFRJ) Uma fábrica produz óleo de soja sob encomen- 


da, de modo que toda produção é comercializada. 

O custo de produção é composto de duas parcelas. 
Uma parcela fixa, independente do volume produzi- 
do, corresponde a gastos com aluguel, manutenção de 
equipamentos, salários etc.; a outra parcela é variável, 
dependente da quantidade de óleo fabricado. 

No gráfico abaixo, a reta r, representa o custo de pro- 
dução e a reta r, descreve o faturamento da empresa, 
ambos em função do número de litros comercializados. 
A escala é tal que uma unidade representa R$ 1.000,00 
(mil reais) no eixo das ordenadas e 1000 L (mil litros) 
no eixo das abscissas. 


r 


1 


Sh) Fssssanaaoo 


0 60 


a) Determine, em reais, o custo correspondente à par- 
cela fixa. 


b) Determine o volume mínimo de óleo a ser produzi- 
do para que a empresa não tenha prejuízo. 


8 (UFR)) A cada usuário de energia elétrica é cobrada 


uma taxa mensal de acordo com o seu consumo no pe- 
ríodo, desde que esse consumo ultrapasse um determi- 
nado nível. Caso contrário, o consumidor deve pagar 
uma taxa mínima referente a custos de manutenção. 
Em certo mês, o gráfico consumo (em kWh) x preço 
(em R$) foi o apresentado abaixo: 
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a) Determine entre que valores de consumo em kWh é 
cobrada a taxa mínima. 


b) Determine o consumo correspondente à taxa de 
R$ 1.950,00. 


es (Unicamp-SP) O imposto de renda é calculado pela fór- 


mula: i=r- a— p, onde i = imposto; r = renda líquida; 
a = alíquota; e p = parcela a deduzir. 

O contribuinte, para calcular o imposto i, deve fazer 
uso da seguinte tabela (adaptada do Manual do Con- 
tribuinte do IRPF de 1996): 


Até R$ 8.800,00 Isento — 

De R$ 8.801,00 a R$ 17.170,00 IS 

De R$ 17.171,00 a R$ 158.450,00 | 25 R$ 3.037,00 
Acima de R$ 158.450,00 35 |R$18.872,00 


a) Se um contribuinte teve uma renda líquida de 
R$ 17.200,00, qual é o valor do seu imposto? 


R$ 1.320,00 


b) Se o mesmo contribuinte tivesse ganhado R$ 200,00 
a menos, qual teria sido seu imposto? 


É NOS Vunesp) Uma pessoa obesa, pesando num certo mo- 


mento 156 kg, recolhe-se a um spa onde anunciam 
perdas de “peso” de até 2,5 kg por semana. Suponha- 
mos que isso realmente ocorra. Nessas condições: 


a) encontre uma fórmula que expresse o “peso” mínimo, 
P, que essa pessoa poderá atingir após n semanas; 


b) calcule o número mínimo de semanas completas 
que a pessoa deverá permanecer no spa para sair 
de lá com menos de 120 kg de “peso”. 


ME aresp Um operário ganha R$ 3,00 por hora de tra- 


balho de sua jornada semanal regular de trabalho, que 
é de 40 horas. Eventuais horas extras são pagas com 
um acréscimo de 50%. 

Encontre uma fórmula algébrica para expressar seu sa- 
lário bruto semanal, S, para as semanas em que traba- 
lhar h horas, com h > 40. 


| [72º (Unificado-R)) 


temperatura (ºC) 


30f---=--=-====— 


tempo (min) 
-10 
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Uma barra de ferro com temperatura inicial de —10 ºC 
foi aquecida até 30 ºC. O gráfico da página anterior re- 
presenta a variação da temperatura da barra em função 
do tempo gasto nessa experiência. Calcule em quanto 
tempo, após o início da experiência, a temperatura da 
barra atingiu O ºC. 


(A) 1 min 

(B) Imin5s 
(C) TminlOs 
(D) I'min15s 
(E) 1 min 20s 


[73 (Unificado-R]) 


Com a função f(x), representada no gráfico acima, e 


com a função g(x) obtêm-se a composta g(f(x)) = x. A 


expressão algébrica que define g(x) é: 


HMA (Unificado-R]) O gráfico que representa a inversa da 


função f(x) = 3 — a é: 


(A) (B) 


LU: 


115" (Unirio-R)) 


(Cc) 


! > 
0 3) x 


Consideremos a função inversível f cujo gráfico é visto 
acima. A lei que define f” é: 


= 3 se 
(A) A RR (D) v=5*+2 
3 3 
(B) y=2x-5 (E) y=-22-5 
3 
(CO) y=5*-3 


176" (Unesp) Examinando-se o gráfico da função f abaixo, 


que é uma reta, podemos concluir: 
(A) se fx) <0, então x > 3. 

(B) se x> 2, então f(x) > f(2). 

(C) se x<0, então Kx) < 0. 

(D) se x) < 0, então x< 0. 


(E) se x>0, então f(x) > 0. 
a 


0 (3,0) x 
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CAPÍTULO VI 


FUNÇÃO MODULAR E 
ANÁLISE DE GRÁFICOS 


Q 
2 
Fi) 
2 

[= 
s 
3 

B 
5 
frag 

+ 
Pa 
E) 
õ 

Ro) 
2 

Ú 
E) 
fo) 
[eg 

E 
ce 
[) 

T 


A função modular é usada para extrair o “tamanho” de um número, independentemente de seu sinal. 
Neste capítulo, estudamos a função modular e gráficos de funções compostas usando a função modu- 
lar e algumas outras transformações. 
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6 - Função modular e análise de gráficos 


6.1 - Módulo ou valor absoluto 


6.1.1 - Módulo de um número real 


DEFINIÇÃO 
Módulo ou valor absoluto. 


x, se x>0 
|xl=máx (-x,x)=1 0, se x=0 
-x, se x<0 


Muitas vezes, é conveniente definir | x | como x”. Basta ver que |x P = x?. 
Temos então: 


Exemplos: 
Dos 
ip |-S|=5=-(55) 
nb O p= O 


iv) |2|=022= V4=2 
v |-4|= [C47 = Vi6=4 


7 6.1.1.1 - Propriedades do módulo de um número real 


NOTA 
died empregue 1 JA] 20 


az0eb>0 
2) |xl=|=«| 
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3) Ixyl=|x|-|y] 


Pois temos que: 


xy = do) = boy = yy=|xy| 


Pois temos que: 


x x/ 2 Dê lxl RETA 
= = z = = a a 
y id y Ra ly| = J5 sempre que 
az0eb>0. 
6.1.2 - Função modular 
É a função f R — Rtal que f(x) = |x |. DEFINIÇÃO 


Função modular. 


O gráfico dessa função será constituído por duas semirretas y = x no primeiro 
quadrante e y = —-x no segundo quadrante. 


O módulo reflete a parte da reta y = x que tem ordenadas negativas em torno 
do eixo Ox. 

É uma função par, pois |-x |=|x |= Vx?. A função não é injetiva nem sobre- 
jetiva. (Im f= Rj) 


Exercícios resolvidos: 


|| 


1) Esboçar o gráfico da função sinal f: R* — R tal que f(x) = al 


Solução: 


Para qualquer x > 0, temos que y = 1 e parax<0,y=-1. A função não é NOTA 


definida no ponto x = O. Temos o gráfico: A função sinal é ímpar e sua 
imagem é (-1, 1). 
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f: R>R 
E x>0 
Sá) Ani 
5 =, 2<0 
| É impar. Imf=(-1,1) 
NOTA 


Basta fazer uma reflexão A E 
dos y negativos em relação 2) Esboce o gráfico da função f(x) = | 2x + 4 |. 


ao eixo Ox. 
Solução: 
2x+4, 2x+4 >0 
fo) = |2x+ 4]= 
-2x-4, 2x+4<0 
2x+4, x>-2 
de = 
fo) E X<-2 


Vv=2x+4 
y=-2x-4 y 


3) Esboce o gráfico da função real definida por: y = (x +1) = (x-17 


Solução: 
Note quey=|x+1|-|x-1|. 
Separando a função de acordo com os pontos onde cada módulo se anula, 


temos: 
Sex<-1=>|x+1|=-(x+1) e |x-1|=-x+1>y=-(x+D+(x-1)=-2 
Se-l<x<li>|x+1|=x+1 e |x-1|=-x+1>y=x+1+x-1=2x 


Sex>1=>|x+1|=x+1 e |x-1|=x-1>y=x+1-(x-1)=2 
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A função fica: 


—2, x<d 
V=42x, -I<x<l 
2, x>1 


O gráfico será constituído de três trechos de retas. 


6.1.2.1 - Regra prática para gráficos poligonais 


Quando as expressões sob módulos são do primeiro grau, o gráfico é uma 
poligonal cujos vértices se dão nos pontos que anulam cada módulo. Assim, basta 
substituir esses valores na função, determinando seus vértices. Em seguida, atribuir 
a x um valor qualquer menor que o menor desses valores e um valor maior que o 
maior dos valores que anulam os módulos presentes. 


Exemplo: 
No caso do exercício anterior, teríamos: 
Valores que anulam os módulos: 
ep sl > vejietj=prampoo 
per a > y=|-1+1|-|[-1-1|=-2 
Os vértices da poligonal serão: (1, 2) e (-1, —2) 
O segmento que une esses pontos À = (1, 2) e B= (-1, -2) determina o trecho 
central. 


207 ED VA 


CAPÍTULO VI FUNÇÃO MODULAR E ANÁLISE DE GRÁFICOS 


Para ver como é a poligonal à esquerda do ponto B, basta atribuir a x um 
valor anterior a —1, por exemplo, x = —2. 


A ordenada neste ponto seráy=|-2+1|-|-2-1|=-2. 
O ponto C = (-2, -2) determina como a poligonal se comporta à esquerda 
de B. 


Atribuindo agora um valor posterior a 1, por exemplo, x = 2, temos 
y=|2+1|-|2-1|=2.0 ponto D = (2, 2) determina como a poli- 
gonal se comporta à direita de A. 


Por outro lado, é possível demonstrar que, se o gráfico da função f(x) é uma 
linha poligonal com vérticesem x =x, x,,... X, então f(x) admite uma fórmula do 
tipo: 


nt 


fo)=(ax+b)+cltx-x+c|k-ax+.+c|x-x| 


onde a, b, Cy Cy --., C, SÃO constantes a serem determinadas. 


Exercício resolvido: 


Determinar uma função cujo gráfico seja a figura: 


Solução: 


Como se trata de uma poligonal com três vértices nos pontos de abscissas 
-1,0e 1, a função será do tipo: flxy) =ax+b+ ea |x+1|+B|x-0O|+y|x-1| 


Temos que: 

f-2)=2>-2a+b+a+2B+3y=2 (1) 
ft-D)=1>-a+b+B+2y=1 (1) 
f0)=4=>b+a+ry=4 (TT) 
f)=1>a+b+2a+B=1 (IV) 
fQ)=2=>2a+b+34+2B+y=2 (V) 
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Agora, o trabalho é resolver este sistema com 5 equações e 5 incógnitas. 
Fazendo (1) + (V), e (II) + (IV), vem: 


2b+ 44 + 4B + 4y=4 
2b+204+2B+2y=2 


Subtraindo estas duas, vem a + B + y = 1, e portanto b = 0. 

Substituindo b = O em (III) vem « + 8 = 4. Como já sabemos que «a + B + y=1, 
vom [==> 

Outra boa ideia é fazer (V) — (IV) + (II) — (1), donde vem 


20=0=>0=0 
Enfim, substituindo a= 0, b=0 e B =-3 em (1) e (IV), vem 


=deZy sl ye=? 
Buy sms? 


A função será então: 
fR>R 
fO)=2|x+1|-3|x|+2]x-1] 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Construa os gráficos das seguintes funções reais: [3º Encontre o valor numérico de: 
a) y=|x+1 a) |ê+al-|8-39+1|, paraa=-2 
b) y=|2x-4] | b) 2k-|k|+3, para k=-4 
o) y=-|x| | 


é AM Como podemos representar a expressão |x + 2|+|x-1| 
d) y=-|x|+x sem os módulos? 


eo) y=|x|+|x+1] 


9) y=|2x-4|+1 


a) para x < —2 


b) para-2 <x<1 
=|x-1 1 

9) y=|x [fa] c) para x > 1 

h) y=-|xl+|x-1|+|x-2] 


HZ" Sabendo que |x| o calcule: 
a) [1-5] 
b) |-8]+]3-1| 
o) |+5|+|-3-5] 
dj [=[58] 
9 |-43] 
à [1=08] 
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6.2 — Igualdades e desigualdades 


6.2. 


1 - Igualdades do tipo |x |= a 


Se a > 0, a equação | x |= a tem duas soluções: x=a ou x =-a. 
Se a = 0, a equação | x | = O admite apenas a solução x = 0. 


Enfim, sea<0,|x|=a não tem solução. 


Exemplos: 


i) 
ii) 


iii) 


ERES 


eEnj=Qs riso = = 


|-x+7|=-7 6 2x 


Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


3) 


Resolver a equação |2x + 1|=5. 


Solução: 
Temos: 2x+1=+5>2x=-1+5 


= NE OU =) 


Logo, x=— 
SE ES 
Resolver a equação |2x +1|=|x-2|. 


Solução: 


Temos: 2x+1=+t(x-2) 
Separando em duas equações: 


2x+1=x-2 ou 2x+1=-(x-2) 
==) 2x+1=-x+2 


pel = xs 


w|m 


Resolver a equação x?- 5 |x|+6=0. 
Solução: 


Como x? = | x |”, temos: 
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Es re or= E onpis 
ILoprog st = 522 (ob = 


Sete ss) 


4) Resolver a equação [2x +3 |=x+1. 
Para que haja solução devemos ter:x+1 =0 > xz=- 
Valendo a restrição acima, tem-se: 


RerSj=getos a s-ERED 
Meco esposa pe 
ou 


Pad == do Que & = 


Como as raízes não atendem à restrição: S = & 


6.2.2 - Desigualdades do tipo |x |< a 


Sea>0, a inequação | x | < a tem solução -a < x < a. 
Sea=o0, a inequação | x | < O admite apenas a solução x = 0. 
Enfim, sea< 0, a inequação |x | < a é impossível. 


6.2.3 - Desigualdades do tipo |x|-a 


Sea >0,a inequação |x | > a tem soluçãox > aoux < -a, isto é, 
x € (-0, a] U [a, +00). 
Sea < 0, a inequação admite por solução toda a reta real. 
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Exemplos: 
do |aj=3 6 =S=4:3 
ips ps quo 


ii) |x/z-36 xER 


6.2.3.1 - Propriedades das desigualdades 


D) -|x|<x=<|x| 


Basta ver que | x | é o maior valor que x pode assumir, logo x < |x|. Por outro 
lado —| x | é o seu menor valor, logo —| x | < x. 


Axl = 0 x [x | 


EEB 
2) Desigualdade triangular: |x + y| <= |x|+|7| a 
Temos que: -|x|<x=<|x| Lembre-se que |x|<a 


(a>0) implica-a<x<a 
e reciprocamente. 


=|plE pe py] 
Somando membro a membro, temos: 
-Qxl+lyb=x+y=<|xl+|y| > Ix+yl=<|xl+|y] 
3 |x-yl=|x]-|y] 
Usando a desigualdade triangular em (x — y) + y: 
x-yl+|y|=<|x-y|+|y]|, logo: 


x =|x-yl+ly| > |x-yl=lxl-ly] 


4) Ix+yl=|x|-|7] 


Basta ver que: |x-(-) |=|x|-|-y | logo|x+y|=|x|-|7| 


Exercícios resolvidos: 


Em cada caso, estabeleça o conjunto solução. 
19) S=xeR||2x-1|>3) 


Solução: 
[2x-1| >3 62x-1>3v2x-1<-3 
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Temos: 
br | 2x - 1 < -3 
2x > 4 2x <a 
e ss 2 x < -1 
x E (2, +00) x E (-00, —1) 


Como as condições são independentes, basta fazer a disjunção das duas 
hipóteses. 


S= (-00, -1) W (2, +90) 


2) S=kERl||x-2|+[|7-x|=5) 


[| ão: 
Solução: 
NOTA Eira 
Observe que: Basta resolver a equação: |x-2 |+|7 -x|=5 
Caso | Façamos as hipóteses cabíveis: 
x<2,x-2<0€e 
Ix-2|=-(x—2) 
7-x>0€e 2 ai 
i Cc 
[P=a[= 7% E! ao (1) 5 Ro (ii) E o (iii) no 
e | e e 
Caso Il x-2 = d E x 
2<x<7 7-x E a 2 = 
x-2>0e7-x>0€e 
|x-2|=x-2e 
[7-x|=7-x 
o HI i) A inequação fica: ii) A inequação fica: 
X> 
vd E OS (-D+(7-3=5 
[7-x|=-(7-») x+2+7-x=5 x-2+7-x =5 
2x=4 5=5 
=? Como a igualdade é verdadeira, 
Impossível, pois x < 2. independentemente dos valo- 
res de x, servem todos os valo- 
res do [2, 7]. 


iii) A inequação fica: 


(x-D-(7-x)=5 

Seco) AB dO ES) 

Ze58 == Jlál 

=, 

Impossível, pois x > 7 e nenhum valor do intervalo (7, +) é solução. 
Temos então a solução: x E [2, 7]. 
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3) S=(xe R||x-1|<2->) 


Solução: 
Temos: 
Caso (i) Caso (ii) 
1 co 
x-1 — b at 
) x=<l mb) 2r= a = 5% 
-(x-1)<2-x DRE 
XE <= 3 
E: asi 


» » 3 
Fazendo a união dessas duas hipóteses, temos a solução (-- 5) 


IR 
-— 


DD | 


4) S=xER| |x|-|x-1|<2->) 


Solução: 
Basta resolver a desigualdade: |x|-|x-1| = 2-x 


Caso (i) Caso (ii) Caso (jii) 


—oo il + oo 
x = (o) + ar 
x-1 = = dr 
sa) 
-x-[-(x-1)])<2-x 
-x+x-1=<2-x 
FE ES) Ê 
ES mia 
0 3 
ii) 0<x<l 
x-[-(x-D]<2-x 
x+x-1<2-x 
SE E O) 
e | 
R 
RI 
0 1 
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ii) 
x-(x-1)<2-x 
l<2-x 
e 1 


Vo 


Temos a solução: S = (-00, 1] 
5) Resolver a inequação |x+1|+2|x|<x+2. 
Solução: 
Passemos o segundo membro para o primeiro membro e façamos o gráfico 
dey=|x+1|+2|x|-x-2e, em seguida, determinemos os pontos para 


os quais y = 0. 


Como os módulos se anulam em x=-1 ex = 0, os vértices da poligonal 
serão: 


ves Es pe( eos js E Gijs2e e BSD 
x=0 > y=|0+1/|+2/0/-0-2=-1 => B=(0,-1) 


O segmento AB é o trecho central do gráfico. 
Vamos atribuir, agora, um valor anterior a —1 e um valor posterior a O para 
x. Por exemplo: 


x=02 > y=|[-2+41[+2|-2|-(2)-1=5 > €C=€2,5) 


g=1 > v=[l+tj+2/1[=1=2=1 => DE(,;D 
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A solução será o conjunto de valores de x compreendidos entre as abscissas 
cleltrent! 

O segmento ABétalque-1<x<1 => |x+1|=x+1e|x|=-x. Logo, 
p=x+1-2x-x-2=-2x-1. 


Fazendo y=0, temos: 2x=-1 => x=-— 


O segmento BD é tal que x 0 > |x+1|=x+1e|x|=x. Logo, 
p=x+1+2x-x-2=2x-1. 


1 
Fazendo y=0, temos:2x-1=0 => x E 


Os pontos E= [=> 0) E ê= [> 0) determinam a solução que é 
E SXS a 
zo 2 


6) Construa o gráfico da relação R= [(x, ) E R:||x-y| < 1). 


Solução: 


Devemoster:-1 <x-y<1 


A relação y = x + 1 representa os pontos com ordenadas menores ou iguais 
que as da reta y=x + 1. Por outro lado, y = x — 1 representa os pontos com 
ordenadas maiores ou iguais que as da reta y = x — 1. A região R é a intersec- 
ção dessas duas regiões do plano. 
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7) Construa o gráfico da relação |x |+| y|<1. 


Solução: 

Temos as seguintes hipóteses:x>0,7>0 => x+y<l1 
x<0,7>0 > x+y<l 
x<0,y<0 > x-y<l 
x>0,y<0 > x-y<l 


Devemos ter a intersecção destes quatro semiplanos abertos, ou seja: 
Giy<l=x 
SW Il ape 


u 


:y>-1 =x 


Guy>=1 4% 


O gráfico é o quadrado aberto ABCD acima. Os lados não pertencem ao 
gráfico. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Resolva as seguintes inequações no campo dos núme- : 04) 


ros reais. 

a) |3x-1|=>8 
b) |x2 -5x|=>6 
co) |3x+5|<11 
d) 3/24 


[2 (Cesgranrio-R]) A intersecção dos conjuntos 


(Cesgranrio-RJ) O conjunto solução da desigualdade 
Ix+1|-|x|<x+26: 


(A) [-3,0]U [1, 73] 

(B) (x|x<0UT[B,15] 

(O) E-3,0]U (x|x > 0) 

(D) x|-5<x< JU fx|1<x<17) 
CE) [4,2] U [-2,1] 


KeR||lx-2|<4%)etxeR||x-7|<2) 5" Dê o conjunto de valores reais que atenda a desigual- 


é um intervalo de comprimento: 
(A) 2 (6) 1 (E) 4 
(B) 5 (D)3 


3" (Mack-SP) O conjunto solução de 1<|x-3|<4é0 
conjunto dos números x tais que: : 


(A) 4<x<7ou-1<x<2 
(B) -1<x<7ou-3<x<-1 
(C)-1<x<70u2<x<4 
(D) 0<x<4 


dade |x+|x+1||=< 5. 


: 06) Determine, em F, o conjunto solução de: 


> —1|<x+1 

y | 2 | 

b) |xX-3x+2|<x 

o) |x-3x|+|3x-6|<x 


d)|3x-3|+|x-2|=x 


| EZ' (Mapofei-SP) Resolva a inequação |x-2|+|x-4| = 6. 


(EB) -1<x<40U2<x<7 8" (Mapofei-SP) Resolva a inequação | x? — 4 |< 3x. 


219 


Ed 


CAPÍTULO VI FUNÇÃO MODULAR E ANÁLISE DE GRÁFICOS 


6.3 - Análise de gráficos 


Seja a função f de gráfico abaixo: 


A) Para se obter o gráfico y = f(x) + a, basta efe- 
tuar uma translação de y = f(x) no sentido 
positivo se a > O e negativo se a < O, ambas 
na direção Oy. 


Os pontos (x, f(x) + a) estarão acima dos 
pontos (x, f(x)) se a > 0 e abaixo se a < 0. 


Exemplos: 


B) Para se obter o gráfico de y = f(x + a), basta 
efetuar uma translação de y = f(x) na dire- 
ção Ox, no sentido negativo se a > O e no 
sentido positivo se a < 0. 


Como f(x - a) + a) = f(x), os pontos 
(x -— a, f(x)) estarão à esquerda dos pontos 
(x, flx)) sea >0 e à direita se a < 0. 
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Exemplos: 


C) Para se obter o gráfico de y = — f(x), basta efetuar 
uma simetria (reflexão) de y = f(x) em relação ao 
eixo Ox. 


Os pontos (x, — f(x)) serão simétricos dos pontos 
(x, ftx)) em relação ao eixo Ox. 


Exemplos: 


Y=-log x = colog x 
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D) Parase obter o gráfico de y = f(-x), bas- 
ta efetuar uma simetria (reflexão) de 
Y = f(x) em relação ao eixo Oy. 


Como fl-(-x) = f(x), os pontos 
(-x, flx)) serão simétricos dos pontos 
(x, ftx)) em relação ao eixo Oy. 


Exemplos: 


ez 


y = log, (=x) vy=log,x 
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E) Para se obter o gráfico de y = k f(x), 
basta “dilatar” as ordenadas multipli- 
cando-as por k. Observe que o ponto 
de intersecção do gráfico com o eixo 
Ox fica fixo (ordenada nula). 


v=kÃo) 
(k>1) 


Os pontos (x, k f(x)) terão suas ordena- 
das “dilatadas” se k > 1 e “contraídas” 
seO<k<1. 


Se f(x) = 0, os pontos situados no eixo 
Ox permanecem fixos. 


v=Ão) 


.--—e —y=kx 
0O<k<1 


Exemplos: 


223 ED VA 


CAPÍTULO VI FUNÇÃO MODULAR E ANÁLISE DE GRÁFICOS 


EF) Para se obter o gráfico de bz 
v = f(kx), basta “contrair” 
as abscissas ao longo do E y = fiko) 
eixo Ox dividindo-as por Pf-===8====-- ----4 (O<k<1) 
k(k>1).Se0O<k<1, basta 
multiplicá-las por k. Ob- 
serve que os pontos sobre 
o eixo Oy ficam fixos. 


v=fkx) 
k>1) y=fm) 


Exemplos: 
v=2(3%) = 6x 


== 
E 


Como fik 2) = f(x), os pontos (5; fio) terão suas abscissas “contraídas” sek>1 e 


“dilatadas” se 0O< k< 1. Se x=0, os pontos no eixo Oy ficam fixos. 
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G) Para se obter o gráfico de y = | f(x) |, y 
basta fazer uma simetria do trecho 
de ordenadas negativas em relação 
ao eixo Ox, mantendo-se o trecho 
de ordenadas positivas. 


v=1f09| 


Se fix) > 0, os pontos (x, | f(x) |) = 
= (x, f(x)) não se alteram, mas se 
fl) <0, os pontos (x, | flo) |) = (x, lx) 
trocam os sinais das ordenadas, 
ficando simétricos em relação ao 
eixo Ox. v= fio 


Exemplos: 


y=|senx 


225 18 UM 


CAPÍTULO VI FUNÇÃO MODULAR E ANÁLISE DE GRÁFICOS 


H) Para se obter o gráfico de y 
vy=f(|x |), basta fazer uma si- 
metria do trecho de abscissas 
positivas em relação ao eixo Oy.  y=f(|x)) 


Se x > 0, os pontos (x, f(| x |)) 
= (x, f(x)) não se alteram, mas 
se x<0,os pontos (x, f(| x |) 
= (x, fl-x)), ficando simétricos 
em relação ao eixo Oy. 


Exemplos: 


y = 2! 


jo 
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ET Conhecendo-se o gráfico de f(x), determine os gráficos | EH A partir do gráfico de Hx) = 2x — 4, definido no campo 
que indicam g(x) em cada caso. : dos números reais, obtenha os gráficos de g(x) = | f(x) | 
e g(m =|) |+3. 


4 Sendo f(x) = x, obtenha o gráfico de g(x) em cada 


Caso. 
Co dam=lío| 
a) 0)=K9-1 Co DgW-|kW+ 
b) 909 = Ho) Co 9 9M=lKW|- 
9 90)=09+1 Co DaW=líwW|-1| 
BZ” Observe o gráfico de g(x) = x) — 4x + 3. | e) 90)=+ 9) | 


Sendo Kx) = x? — 4, obtenha o gráfico de g(x) em cada 
situação a seguir: 


a) g()=0)-1 

b) g(0)=H0)+1 

o) 90)=|0)+1| 
d) 909) = fo) |+1 
Obtenha os gráficos de | g(x) | e | g(x) |- 2. O g()=H)+1 
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ET (UFCE) Sejam f e g funções reais de variável real 
definidas por f(x) = x2+ 1 e g(x) = x? — 6x. Conside- 
rando A=(x€ Z, |x|< 3), determine o número de ele- 
mentos da imagem do conjunto A pela função composta 


(g o f). 


FEZ (Unitau-SP) Esboce o gráfico da função: 
y=|x-2|, para o domínio realO < x < 4. 


[| 


[3º Represente o gráfico de f(x) = x+ 3 no intervalo [-1, 1]. 


P4' Considere a função f: IR — IR, definida por f(x) = x +|x | 
e faça o que se pede. 


O, sex<0 
a) Mostre que: fx) = e sEnE 


b) Resolva a equação: f(x + 2) -x=3. 


5" (Mack-SP) Observando, na figura, os esboços dos grá- 


ficos das funções f(x) = tt eg(M=-|x|+1, con- 


sidere as afirmações: 


Db Não existe x<0, tal que g(x) > f(x). 


ID) As soluções de f(x) = g(x) são todas positivas. 


Il) A soma das raízes da equação f(x) = g(x) é > 


Então: 

(A) Todas são falsas. 

(B) Todas são verdadeiras. 

(C) Somente Ie Il são verdadeiras. 
(D) Somente | e III são verdadeiras. 


(E) Somente Il e III são verdadeiras. 
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: 16 Construa o gráfico de: 


a) fo) = [x [a 
b) fo) =|x-2]+]x| 


eo Hy)=|x-2]+|2x+1|-x-6 
9 f=|x+2] 


[7 Represente o gráfico da função f(x) = |x + 1 |+|x|, 


destacando seu domínio e sua imagem. 


8" Represente o gráfico de f(x) =|x- 1|+|x+3 |, a seguir 


determine sua imagem. 


[9 (PUC-RJ) Para definir módulo de um número real x pos- 


so dizer que: 
(A) é igual ao valor de x se x é real. 


(B) é o maior valor do conjunto formado por xe o 
oposto de x. 


(C) é o valor de xtal que x E NN. 
(D) é oposto do valor de x. 


(E) é o maior inteiro contido em x. 


MTO! (PUC-MG) O conjunto S das soluções da equação 


|[2x-1|=x-1 é: 


2 
(A) S= o 5 

1 
(B) S= o 5] 


(Gus= a 


(us == jo =) 


4 
(E) S= o S| 


EMT) (ITA-SP) Considere a equação | x | = x— 6. Com respeito 


à solução real dessa equação, podemos afirmar que: 
(A) a solução pertence ao intervalo fechado [1, 2]. 
(B) a solução pertence ao intervalo fechado [-2, —1]. 
(C) a solução pertence ao intervalo aberto ]-1, 1[. 


(D) a solução pertence ao complementar da união 
dos intervalos anteriores. 


(E) a equação não tem solução. 
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M2' (Uneb-BA) O domínio da função f(x) = /2-|x-1| éo 


conjunto: 

(A) 11,3 (D) 1h, LU [3, +o[ 
(B) 11,3] (E) ro, =3LU [1, +o[ 
(O) [1,3] 


[13º (Fuvest-SP) Qual o conjunto dos valores assumidos pela 


qu bl e abe 
+— +— + 

lol bl Je Jabe 

no conjunto dos números reais não nulos? 

(A) (4, -3, -2, -1, 0, il, 2 3, 4) 

CBJ A, 2, 0,2.4] 

(C) (4, 0, 4) 

(D) (4) 

(E) R 


expressão 


[14º (UFCE) A soma dos valores reais de x que satisfazem a 
20" (UFMG) Considere a função definida por: 


igualdade ai = 
|x+1] 
5 
(A) a (D) —3 
(B) -5 (E) nda. 
(C) —5 
[15 (PUC-R]) Dado A=(xE R||x|=2), tem-se: 
(A) AC IN (D) ANZ =A 
(B)ACR, (E) AnN=() 
(C) AUZ,=Z, 


[16 (PUC-MG) A solução da equação [3x — 5 |=5x— 1 é: 
(A) (-2) (D) (2) 


SE oba 
of 


HZ) (UEL-PR) Seja p o produto das soluções reais da equa- : 


ção |x+1|-2|=2. 
Então p é tal que: 


(A)p<-4 (D)0<p<4 
(B)-2<p<o0 (E) p> 16 
()4<p<16 
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, quando a, be cvariam : 


| (FGV-R)) Seja V o conjunto de todas as soluções reais da 
equação dx +2x+1=1+x. Então: 
(A) V=9 
(B) V=IR 
(CO) V=(xeE R|x=<-1) 
(D) V=(xe R|x=>-1) 
(E) V=t0) 


mo (Fatec-SP) A igualdade — | -x | = —(-x) é verdadeira para 
todos os elementos do conjunto: 


(A) R 
(B) KE R|x>0) 
(C) KE R|x=<0) 
(D) KE R|0<x=<10) 
(E) KER|-3<x=<3) 


2: Z . 
x, se x é racional 
HM) =" Ran 
1-x, se x é irracional 


O valor de H(2) + 21(V2) -a[5] é 


(A) 4 242) 
(8) 5-2(V2) 
(C) 2(2) 
(D) 3/2) 


(E) 7 


[27 (FCESP) Se x E ] -x, 0], então a expressão 


rea + (4 -3%) vale: 


(A) 5x— 1 (D) 7-x 
(B)3x— 1 (E) x—-7 
(C)x—1 


' (UC-MG) A soma das raízes da equação |2x—- 1 |=3 é 


igual a: 

(A) -2 (D) 1 
(B) 1 (E)R2 
(C)0 
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[23º (ESCCA-MG) O conjunto 
|-2x+3|=2x-3é: 


solução da equação 


(A) 3 (D) R 
3 3 

(8 [re R re] (E 
2 
5) 

of E Rx =3, 


24" (Cesgranrio-R]) Resolva a equação 
pesar = 


[25' (Cesgranrio-R]) Seja f a função definida no intervalo 
aberto (-1, +1) por f(x) = E 


- [x 
Então (-5)e 
(A 5 (D) 1 
1 
5 () 2 
1 
(O -5 


[26 (Unifor-CE) Relativamente à função f, de IR em IR, dada 
porfx)=3.|x|+ 1, é correto afirmar que: 


(A) fé crescente para todo x < 1. 
(B) fé crescente para todo x = 0. 
(C) x) = —2 para algum x E R. 
(D) fx) = H-2). 
(E) Hx) = —f(0). 
[27 (PUC-RJ) O conjunto solução da equação 
|x-1|=|x-1PemR: 
(A) possui apenas um elemento. 
(B) possui exatamente dois elementos. 
(C) é vazio. 
(D) possui exatamente três elementos. 


(E) possui exatamente quatro elementos. 


[28º (Mack-SP) O conjunto solução de |x- 3 |< x + 3 é: 


(A) 6 (D)(txc R|x>0) 
(B)txceR|0<x<3) (E) Não sei. 
(OR 
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: 129) (Fuvest-SP) A moeda de um país é o “liberal”, 


indicado 
por £. O imposto de renda | é uma função contínua da 
renda R, calculada da seguinte maneira: 


Db seR < 24 000 £, o contribuinte está isento do 
imposto; 
II) seR> 24 000 £, calcula-se 15% de R e, do valor 


obtido, subtrai-se um valor fixo P, obtendo-se o 
imposto a pagar |. Determine o valor fixo P. 


(A) 1200 £ (D) 6000 £ 
(B) 2400 £ (E) 24000 £ 
(C) 3600 £ 


30" (Uece) Dados os conjuntos 


=(xeZ||x-5|<3)e 
B=(xeZ||x-4|>1 


a soma dos elementos de A N B é igual a: 


(A) 19 (D) 22 
(B) 20 (Em dl a; 
(C) 21 
mm (UFU-MG) O conjunto solução da inequação 
[Bx Sis e; 
(A) jrerix<5] (D) jrerincSou5] 
2) 
(B) jrerix>5] (E) & 


(6) preridercS 


[32' (GV) Sejam x e y números reais quaisquer. Assinale a 


afirmação correta: 


(D) Ixy| > Ix]-|y| 


EiaiA 
(A) |x+y|s—5 


(B) [eeyes|x-9] ce) [xlay|= 22 +7 


(E) [xl+ly|>yx+y” 


: BN (Cescea) Se a e b são dois números reais quaisquer, 


assinale dentre as afirmações abaixo a que é sempre 


verdadeira. 
(A) la+b|=[|al+|b| (D) lal-|b| =[a+b] 
(B) la+b|=|al+|b| (E)lal+|bl=[a+b|] 


(C) la+b| = |al+|b| 
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=1 [38 (Cescea-SP) O conjunto de todos os x para os quais 
[2x-3|>xé: 


3x 
[34º (Unifor-CE) O conjunto solução da inequação ER 
no universo U = IR, é: 


Ss! 3 (A) xe R|x<0) (D)(xe R|0<x<4) 
as ob 
(B)txeR|x<0oux<4) (B(txeR|x<1loux>3) 
[55] EE (OE R|1<x<3) 
sus e (Ucsal-BA) A figura 
(0/4 ao lado pode repre- 
sentar o gráfico da 
nie função f de R em 
[35º (UFMT) O sistema [ess tem como solução o : R, definida por: 
|-3x+1|>0 E 
intervalo: : 
4 (A) FO) =| x|+2 (D) 9) =| x|- 
Ara (D) 11, 4[ : 
(B) FO) =|x—2| (E) H)=||x|+2] 
(B) 12, +=! (E) 12,41 Po (OfW=|x+2] 
4 [40' (UFMG) Considere a função f R — R, definida 
(0) x=3 
-3,sex<-—2 


por fx) = 42x] +1,se-2<x<3., 
136º (PUC-RJ) Qualquer que seja o número real não nulo x, ; 5,sex=>3 


tem-se sempre: . 
Pode-se afirmar que o valor de 


1 il 1 
Ele) e peca : = É: 
(A) [xt D prolss | fm) +25 )+f( 2) é: 
1 (A) 10 (D) 25 
(6) pr <10 (E) nenhuma das anteriores ; (B) 13 (E) 272 +1 
; (C)22 
(C) x+d <x : 
* É PAM (Cescem- SP) Dados dois números reais distintos a e b, 
É podemos definir uma função fx) que chamaremos “dis- 
187º (Unip-SP) O conjunto solução, em IR, da inequação | tância ao conjunto (a, b)” da seguinte forma: 
3 E : Distância de x ao conjunto (a, b) é o menor dos núme- 
EEoaa ros|x-al,|x-b|.Sea=-b=71,o gráfico de fx) é: 
A 13 E 
ER|—><x<— 
(A) E 4 <Xx< 4 | 
13 
B ERjx<— 
(B) 4x x a | 
1 
(C) 4xE R od] (D) 


a 
Ú 
— 
Eu A E 
mM 
7) 
x 
A 
(o) 
(SS 
x 
V 
Em 
U 
E 


x 
mM 
7d 
| 
A 
x 
A 
ss 
Es, 
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[42' (FGV-R]) O gráfico da equação: y = 2x2 4x é: é TAS) (Unificado-R)) 
y : 
: No gráfico acima está 
1 representada a função 
do 1º grau Kx). O grá- 
0 É : fico que melhor repre- 


senta g(x) =| f(x) |-1 é: 
(D) 


(A) y 


[43' (Unisinos-RS) Dentre os gráficos seguintes, o que re- 
presenta a função f: R > R, K)=x-|x|+1 é: 


(A) (D) y 


[46' (Cescem-SP) O gráfico de y=|x|- 2 é: 


(A) É (D) y 
x X 
(B) (E) y 
XxX 
X 
(A)y=-|x-al+a - (C)y=-|x-al-a (C) y 
(B)y=|x-a|-a (D) |x|-a,sex=a 
|x|+a,sex<a > 
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47) (Cescem-SP) O gráfico da função y=||x-1|-|x|| é: 
(A) (D) 


(C) 


[48 (Unifor-CE) Em qual dos gráficos seguintes está melhor 


representada a função f, de R em IR, definida por: 


—x, se x<0 
09) = 1, se10/<x 20 

2x,sex>2 
(A) LH (D) fog) 

[De A 
dt 
(B) fo) (E) Ro] 
ESsREEdE pás 
Pi E: x 

(O 9 
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; PA49) (Cesgranrio-R]) Nos gráficos abaixo os pontos do do- 


mínio são marcados no eixo horizontal e os da imagem 
no eixo vertical. O gráfico que melhor pode represen- 
tar a função 


FR RR 
xo fo) =-|x] 
onde RR, é o conjunto dos reais não negativos, é: 


(D) | 
(E) 


(A) 


(C) 


150" (GV) O gráfico da função f dada por: 


O, sex<0 

Hx) = o se0<x=<2 é: 
Il sex 

(A) 


(B) 


(C) 
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151º (UFMG) O gráfico da função dada por f(x) = XX é 
(A) 


: 153º (Mack-SP) O gráfico da relação y = |x— 1 |+2 é: 


(D) Y 


(B) (E) 4 


(B) 


E 
b, 


x 


O 5 | 
NM É (O) 


[52º (UC-MG) A figura mostra o gráfico da função f de [0, 2], 
em R. A lei que define f é: 


[54 (UFSE) Das figuras seguintes, a que melhor representa 
: a função f, de R em RR, definida por f(x) = |x|+ 1, é: 


(A) (D) 


(A) FO) = X,, Se 0O<x<0 
—x se l<x<2 


(B) 
x, se0<x<1 
B) Hl)= 
(8) f6) a sel<x<2 
2 
O fw= x se0<x<1 
Ros -x+2,sel<x<2 


(C) 


(D) f)- 2x, se0<x<1 
—2x+4,sel<x<2 


2x,se0=x<1 


(E) FO)=4 1 


—— x+6, sel<x<2 
2 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


CAPÍTULO VI 


155" (Mack-SP) O gráfico cartesiano da função definida por 
y=-x|x| pode ser: 


(A) 


(B) 


(C) 


4 


(D) y 

0 

(E) y 
se (0) 


[56 (EAESP) Seja f uma função definida em R por 


XxX 


W)=x+——  sex=0ef(0)=0. O seu gráfico é: 


(A) 


|x 


(D) 


(E) 


24 


x 


(A) 


(D) 


(C) 


da figura é: 


É 1579 (PUC-R)) O esboço do gráfico de y = |x|-1 é: 


158) (Cescem-SP) A função cujo gráfico melhor se adapta ao 


(A) FO) =|| 
roo=[ 
(B) FO) = E 


(O) f(x) - mino 1) 
x 


Iê 


(D) (X)= min[ x 


> 


(ED) H)= min a 


d) 


| 
ST 
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(A) 


(B) 


(C) 


160" (FEI-SP) O conjunto imagem da função f. R — RR, defi- 


x—1| 
x—1 


(E) 


nida por (x) =1-|x-2| é: 


(A) ty E 
(B) ty E 
(Oty e 


1617 (UFRN) A função f(x) = É 


Riy=< 1) 
Riy=>1) 
RIy>0) 


mero real x = O: 


(A) é uma função ímpar. 


+[x] 


(D) ty & 
(E) ty e 


Ed 


(B) é decrescente quando x < 0. 


Riy = 2) 
R|y = 2) 


, definida para todo nú- 


(C) é sempre crescente conforme x cresce. 


(D) atinge um máximo para um único valor de x. 


em (Mack-SP) Seja f uma função de R em IR definida por 


iQ)= 2x 3x 
O conjunto imagem da função f é: 
(A) ye R|y =2) (DtyeRly=<2) 
(B) (ye Rly<3) 


(OlyeR|y=3) 


(E) R 


| EB (Covest. PE) Em um certo país, o imposto (1) é calcu- 


(E) admite um conjunto imagem de apenas dois ele- 
mentos. 


Ud: 
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lado em termos da renda (R) do cidadão, utilizando 
a equação | = t. R- D, em que a taxa (t) e a dedu- 
ção (D) dependem da renda de acordo com a tabela 
abaixo: 


até 10000 0 0 
entre 10000 e 40000 0,2 2000 
a partir de 40000 0,4 10000 


Obs.: Os valores da renda e imposto nos gráficos foram 
divididos por 1000. 

Qual dos gráficos a seguir melhor expressa o impos- 
to como função de renda? 


(A) | 
14 


CAPÍTULO VII 


FUNÇÃO QUADRÁTICA OU 
TRINÔMIO DO 2º GRAU 


A função quadrática é usada para modelar a trajetória de objetos sob a ação da gravidade; seu gráfico 
é uma parábola, o formato ideal de antenas que tenham de focar raios vindo de fontes distantes num 


único ponto (daí as “antenas parabólicas”). Na fotografia, a trajetória do centro de gravidade de uma 
ginasta durante o seu duplo twist carpado. 


DEFINIÇÃO 
Trinômio do 2º grau. 


NOTA 

Discriminante porque 
determina a natureza das 
raízes. 


NOTA 

Futuramente chamaremos 
==. 

Então, diremos que a 
função quadrática tem 
raízes complexas quando o 
discriminante é negativo. 
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7 - FUNÇÃO QUADRÁTICA OU TRINÔMIO DO 
2º GRAU 


7.1 - Trinômio do 2º grau 


7.1.1 — Raízes ou zeros do trinômio 


São os valores de x que anulam o trinômio, isto é, são valores que satisfazem 
à equação: 
tx)=0 6 ax2+bx+c=0 


O conjunto verdade dessa equação se escreve: V = (x | t(x) = 0). 


-b+VA 


2a 


Tais valores são dados pela fórmula: x = ,em que A=b? —- 4ac é o dis- 


criminante do trinômio. 


7.1.2 — Valor numérico do trinômio 


O trinômio y = t(x) = ax? + bx + c assume valores numéricos determinados 
quando se atribui valores a x. Por exemplo, quando x = p, temos t(p) = ap? + bp +. 


Exercícios resolvidos: 


1) Determinar os zeros do trinômio y = 2x? — 5x + 2 e calcular seus valores 
numéricos parax=1,x=0ex=-1. 


Solução: 
Raizes: vei 


5+425-4:2-2 E 
Bom 

Valores numéricos: t(x) = 2x? —- 5x + 2 

b)=2012=5 o 1452 = QI) == 


1 
3x +2=06x = 2 SU x=2 
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H0)=2-02-5.0+2 > “0)=2 
ie MELos Ge v = qel=s 


2) A temperatura T, na qual a água entra em ebulição, varia com a elevação 
E acima do nível do mar. Medindo a elevação em metros e a temperatura 
em graus Celsius, temos: 

E = 1000 (100 — T) + 580 (100 — T)? 
i) Em que elevação a temperatura de ebulição será de 99,5 ºC? 
ii) Discuta o caso T = 100. 


iii) Escreva a equação de E em função de T na forma geral da função qua- 
drática (E=aT2 +bT+o). 
Solução: 
d) T=995 
E(99,5) = 1000 (100 — 99,5) + 580 (100 — 99,5)? 
E(99,5) = 1000 - 0,5 + 580 - 0,52 = 500 + 145 = 645 m 
ii) T=100 
E(100) = 1000 (100 — 100) + 580 (100 — 100)? = O (nível do mar) 
iii) E = 100000 — 1000T + 580 (10000 — 200T + T?) 


E = 100000 — 1000T + 5800000 — 116000T + 580T2 
E(T) = 580T? —- 117000T + 5 900 000 


3) Uma espécie animal, cuja família inicial era de 200 indivíduos, foi testada 
num laboratório sob a ação de uma certa droga e constatou-se que a lei de 
sobrevivência de tal família obedecia à relação: n(t) = at? + Db, onde n(t) é igual 
ao número de indivíduos vivos no tempo t (dado em horas desde o início da 
experiência) e a e b parâmetros que dependiam da droga ministrada. 
Sabe-se que a família desapareceu (morreu seu último indivíduo) em t 
igual a 10 h. 


Calcule: 
i) o número de indivíduos dessa família 8 h após o início da experiência. 
ii) quantos morreram entret=5Set=6. 


Solução: 
No instante inicial, isto é, quando t = 0, n(0) = 200 e quando t = 10, n(10) = 0. 
Temos então: 
n(0) = a - 02 + b = 200 = b = 200 
n(10) =a - 102 + b= 0 > 1004 +200=0 > a = -2 
Portanto, a função que determina a população depois de t horas será 
n(t) = —2t? + 200. 
i) n(8)=-2- 8? + 200 = -2 . 64 + 200 = 72 indivíduos 
ii) O número de mortes entre t= 5 e t= 6 será a diferença entre n(5) e nn(6): 
n(5) — n(6) = (-2.- 52 + 200) — (-2 - 62 + 200) = 72 - 50 = 22, 
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7.1.3 - Relações entre coeficientes e raízes do trinômio 


Seja t(x) = ax? + bx + c, a = 0, temos: 
-b+VA 
2a 
-b+VA  —b-VA -2bo b 


2a 2a 2a a 


tw)=06ax2+bx+c=06 Xx= , logo: 


Soma: X, +X, = 


2 
SO Ty [O 
E Sa 2a |) 442 aa” 
b-(b-4ac) bl-blr4ac 4ac c 
E 4a? E 4a? “4 a 


7.1.4 - Decomposição do trinômio num produto de dois fatores 
do 1º grau 


Seja o trinômio y = ax? + bx + c. Colocando em evidência o coeficiente a, temos: 


y ape Ee] 
a a 


Como 2 - -S=-(x+%) e E srs X,X, , Substituindo vem: 
a a 


y=ax-(x +x,)x+2x2x,] 
y=alx-x x-x,x+%2%,] 
y=alxx-x)-x(x-x)] 


Esta última expressão é a forma fatorada do trinômio em função de a e de suas 
TAÍZES A, ER, 


Exemplos: 


) y=4x-19x-5 
Calculemos as raízes do trinômio: 4x2 - 19x - 5 = 0 


1922] 1 
X= 8 io 
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il 
Xx+— 


E, EVA 
ogo: y 4 


a) 


ii) y=4x-4x+1 
Raízes: psp = estas =4|x ai 
k 8 dead j 


2 
iii) Para simplificar a fração y = dardo 


denominador: 


x -8x-33=0 |2x24+5x-3=0 


8+14 -5+7 
DO mm ses 
2 4 1 
x,=-3,x,=11 Fa 


G+ xD 4, x-di desde que x =-3 e e 


emos T 
2(X+ a(x — 5) at - 


7.1.5 —- Forma canônica do trinômio 


Consideremos o trinômio fatorado: y = a(x - x )(x —- x,). 
Substituamos x, e x, pelos seus valores dados pela fórmula: 


bah bo NA SA 


“2a da da”  D Da 
o s JA S JA 
v=o 22 2a )]|Ul2"2a 
ASAE 
is 2)" 2a 2) 2a 
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NOTA 

A forma canônica é 
importante porque é 
a maneira de escrever 
a função como soma 
ou diferença de dois 
quadrados. 


“7 


Exemplos: 
Escrever sob a forma canônica os trinômios: 


D) y=2x+3x+9 


S= -- eA=9-72=-63, portanto: 


7) 2 É 
p= apo] + Eloy= 2043) + [| 
4 16 + + 
ii) p=20-61+— 


S=3€eA4=36-36=0, portanto: 


li) y=2x+x-1 


Ss - eA=1+8=9, portanto: 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Assinale as funções definidas em IR que representam | [4 Suponha que um projétil de ataque partiu da origem 


funções quadráticas. 
(A) Hx) = 3x? 

(B) KH) =-x2+3x—1 
(O) H)=x%-402+1 
(D) Ky)=x-4 

(E) = x —3x 


CF) 09) = e —4x+3 
FZ" Dada a função quadrática f(x) = x? — 5x + 4, determine: 
a) f(3); 
b) KO); 
c) x tal que Íx) = 0; 


d) o elemento x do domínio que tem imagem y igual 
a -2; 


e) a imagem de -1. 


[3º Calcule as raízes de cada função de IR em RR abaixo. 
a) x)=-6x+ 5x— 1 
b) g(x) = 4x2 — 3x 
o) h(x)=9x)- 6x+ 1 
d) (x) =2x-x+4 
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do sistema de coordenadas cartesianas descrevendo 
uma parábola, conforme a figura: 


0 56 15 alvo x 


a) Sabendo-se que o vértice da parábola do projétil 
de ataque é dado pelas coordenadas (15, 45) e ba- 
seado nos dados da figura, calcule a equação da 
parábola do projétil de ataque. 


b) Um projétil de defesa é lançado a partir das coorde- 
nadas (6, 0) e sua trajetória também descreve uma 
parábola segundo a equação y = — 0,25x? + 9x — 45. 
Considerando-se que o projétil de defesa atingirá o 
projétil de ataque, calcule as coordenadas do pon- 
to onde isso ocorrerá e diga se o alvo estará a salvo 
do ataque. 


: ESA diferença entre dois números inteiros positivos é 10. 


Ao multiplicar um pelo outro, um estudante cometeu 
um engano, tendo diminuído em 4 o algarismo das 
dezenas do produto. Para conferir seus cálculos, dividiu 
o resultado obtido pelo menor dos fatores, obtendo 39 
como quociente e 22 como resto. Determine os dois 
números. 
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7.1.6 — Sinal do trinômio 


Muitas vezes, em particular no caso das desigualdades, não há necessidade 
de se conhecer os valores assumidos pelo trinômio y e sim o sinal de y, ou seja, 
se o valor de y é positivo ou negativo quando se atribui a x valores que variam no 
intervalo (-o0, +00). 


EEEF : Roe as 

Ná Consideremos as três hipóteses clássicas: 
Observe que o sinal da A<O 

função depende do sinal de Seja o trinômio escrito sob sua forma canônica: 
aedea. 


As] -a] 


Como A é negativo, podemos escrever: 


p=a(x-5) «tal 


Observemos que a expressão entre colchetes é uma soma de duas quantidades 
positivas, logo, não se anula para valores reais de x. 
Temos duas hipóteses a fazer: 


1) Sea>0 > y>0. 
2) Sea<0 > y<o0. 


A=0 
Seja ainda o trinômio escrito sob a forma canônica: 
2 


Res 
*-5) “ad 
2, 4a 


2 
des 
2 


E» a O reali 
Observemos que a expressão entre parênteses se anula para x = Z e é positiva 


y=a 


Como A é nulo, temos: 


Ss: 
para xz-. 
2, 
Teremos então: 


1) se 1= 5550. 


2) Se x% 5>Y tem o sinal de a. 
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EEE 
A>0 
: o Rida À NOTA 
Consideremos o trinômio fatorado e admitamos que x, < x,. Estamos considerando 
Temos: go h=dA 
y=a(x-x)x-x,) ! 2a 
Seja o quadro: x = P+NA istoé, 
—00 (x<x,) x (X<x<x) * (x>x,) +oo 2 2a 
X =X ” Q + x, < x, quando A > 0. 
= 58 E = (o) 
(XxX) + [o) = fo) 
sea>0 + (o) - fo) + 
se a<0 = (o) + (o) = 


Podemos concluir que: 


Esquematicamente: 


Exemplos: 
Estudar os sinais dos trinômios: 


D y=-02x2+x-1 
A=1-8=-7<0 
Como a =-2< 0, o trinômio será negativo para qualquer valor de x, pois 
terá sempre o sinal de a. 


mv) p= Zea diz 
A=144-144=0 
S 12 E 
Comtd=s asd = = = 2 O winêunio e cui lido jin = de 


será positivo para qualquer x = 2. 


iii) y=-2x2+5x-2 
A=25-16=9>0 


1 
Como a=-2.<0,X= x e x, = 2, temos esquematicamente: 


: SR a a - il srs 
Ou seja, o trinômio será negativo para valores de x < 5 Quis 2e positivo 


1 
ara — <x<2. 
Ea 
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NOTA 

Lembre-se de trocar o 
sinal da desigualdade ao 
suprimir o trinômio onde 
a<0€eA<o. 


NOTA 

Quando a < 0, multiplica-se 
a desigualdade por (—1), 
mudando o seu sentido. 


“7 


7.2 — Desigualdades do 2º grau 


A principal aplicação do estudo do sinal do trinômio do 2º grau é a resolução 
das desigualdades do 2º grau e daquelas de grau superior. 
Observações importantes: 


id) Quando se multiplicam ambos os membros de uma desigualdade por um fator 
positivo, a desigualdade não muda de sentido. Se o fator for negativo, ela muda de 
sentido. 


ii) O quociente E) tem o mesmo sinal que o produto PQ desde que Q = O. 


iii) Se uma desigualdade apresentar um fator que seja um trinômio do 2º grau 
com A< 0, este fator pode ser suprimido. Com efeito: 


A. Seo coeficiente do 1º termo for positivo, o trinômio não se anulará e terá 
o sinal desse coeficiente. Poderemos, então, dividir ambos os membros da 
desigualdade por esse trinômio que será positivo. O sentido da desigual- 
dade não mudará. 


B. Se o coeficiente do 1º termo for negativo, o trinômio será negativo. 


Poderemos dividir ambos os membros da desigualdade por esse trinômio, 
mudando o sentido da desigualdade. 


7.2.1 - Tipos de desigualdades do 2º grau 


As desigualdades do 2º grau se reduzem a um dos tipos: 


ax2+bx+c>0 ou ax?+bx+c<0 


Suporemos a > 0. 
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Exemplos: 
Resolver as desigualdades: 


D x2+x+1>0 
Calculemos A= 1 -4=-3<0. O trinômio do 1º membro terá sempre o 
sinal do coeficiente de x2; logo, a inequação será satisfeita para todos os 
valores reais de x. Então S = (-00, +00). 


tj cBPsno sl) 
Multipliquemos a desigualdade por (-1), temos: 2x2 + x + 1<0 
Calculemos A=1-8=-7<0. 
Como o 1º membro será sempre positivo, a desigualdade não terá solu- 
ção. Então: S = 9 


iii) -9x2+12x-4<0 
Multiplicando a desigualdade por (-1), temos: 9x? - 12x + 4>0 
Calculemos A = 144 — 144 = 0. 2 2 
O 1º membro será positivo para qualquer x = = limitios S=|R= É 
Ny) Za Os: 
x2-7x+10<0 
A=49-40=9>0 Raízes: x, =2;x,=5 


O 1º membro será negativo para valores interiores ao intervalo das raízes. 
A solução da desigualdade será, então, 2<x<5, ouseja, S = (2, 5). 


7 (x-2(3-0>2x+2)x- 2) 
Efetuando e transpondo: 
3x-6-x2+2x>2(xº-2) 
3x2- 5x +2<0 2 
PA VEZ DZ: SE 8 0) Ri 


2 


+ = 4 
«< No ' > 
x 


il 


2 
3 


O 1º membro da desigualdade será negativo para valores interiores às 


raízes, logo - ess lo NAO DE É | 
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Exercícios resolvidos: 


NOTA 

Lembrar que só sabemos 
estudar o sinal da função, 
por isso o segundo membro 
das desigualdades deve ser 
zero. Comparar com o zero 
é estudar o sinal da função. 


ds 


1) 


2) 


Resolver a desigualdade: 


(2x2 + x + 6)(-3x2 — 10x — 7)(x2 —- 2x + 1) > 0 


Solução: 

Chamemos: 
v;=2X+x+6 A, =1-48=-47<0 
Y, =-3%º = 10x — 7 A, = 100 -84=16>0 
y;=%-2x+1 A,=4-4=0 


Podemos suprimir o trinômio y,, pois ele é sempre positivo. Podemos 
também suprimir y,, desde que x = 1. Assim, ficamos apenas com y, <0, 
isto é: 


-3x22- 10x -7<0 
Multiplicando a desigualdade por (-1), temos: 


3x2 + 10x +7>0 


+ — + 


7 0 0 
As raízes de y, são — E e-l. RA e 


Rs = 
3 


Logo, a solução será: S = [a 4 Ei, oo) (1) 
2) 


Resolver a desigualdade: 


= usa 
(x-3)(x-4) 


Solução: 


Temos x = 3 e x = 4. Efetuando e transpondo a unidade para o 1º membro: 


P, 2, 2 
E 3 +2 ,sgo* E x+7x-12.6 Ed 10 5 
x — Tx +12 x — Jx+12 xº—- 7x+ 12 
Chamemos p= 48-10 >raizix= > EE 
5 
2 
+ Pas 0 de 
e o SR a 
ey=*º-7x+ 12 = raízes: e , Ê : 
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3) 


Formemos o quadro: 


Y = 
Xv. + + O — O + 


AEE ES 


Como o quociente deve ser positivo ou nulo, temos: 


5 
>< x<3o0ux>4 S=[5 3]U(4, to) 


Resolver o sistema: 


E = Ses 60 
O) O) 


Solução: 

Multiplicando a segunda desigualdade por (-1), vem: 
E -SucõsO (1) 
x -10x<0  ( 


Calculemos separadamente as soluções das duas desigualdades: 


+ 0 — 0 + 
(1) x2-5x+6>0 RO 
2) 3 


ie (0) = (O 
(11) x? — 10x < O — | —— 0O<x<10 
0 10 j 


Procuremos a solução comum às duas desigualdades. Formemos o quadro 


a EB 
que apresente as duas soluções: 


NOTA 

Observe que isto não é um 
quadro de sinais, e sim um 
cálculo de intersecção de 
conjuntos. 


-0 0 2 3 10 +% 


(OD 
(ID) 
(D 0 D 


o 


Solução do sistema:0O<x<2 ou 3<x<10 Se (0, 2) UU (63, 110) 


249 E vd 


CAPÍTULO VII FUNÇÃO QUADRÁTICA 


Ud: 


E) 


Determine m no trinômio (m — 4)x? + 2(m + 1)x + (m + 3) de modo que: 
i) tenha raízes positivas. 


ii) tenha raízes de sinais contrários sendo a positiva de maior valor 
absoluto. 


Solução: 


i) Temos o sistema: 


A=0 raízes reais (1) 
P>0 raízes de mesmo sinal (IT) 
S>0 raízes positivas (II) 


Procuremos a solução comum às três desigualdades. Formemos o quadro 
que reúne as três soluções: 


(1) A=>0 
4(m+1)2-4m-4(m+3) >06 
4mº? + 8m+4-4m?+4m +48 >06 
ES 
122m +52 >06 fe aa 13 x 
Ter 
(11) P> 0 
—00 -—3 4 +00 
m+3 ja é 
RE plo) m-4| — - 0 + 
m+3 E 
NN, NS 
m<-3 ou m>4 
(IT) S > 0 
=2(m + 1) > 0, dividindo por (-2), temos: "+1 0 
— m-4 
—00 -1 4 +00 
m+1 = 0 + + 
md | = - d + |=lam<4 
m+1 
m-4 | * é 
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Solução comum: 


(1) 
(11) 
(HD) 


Não há valor de m que satisfaça as três condições. 


ii) Devemos ter: 


A =>0 raízes reais (1) 
P<O raízes de sinais contrários | (II) 
S>0 ade maior módulo positiva (II) 


Calculemos cada desigualdade separadamente: 


(DA =>0 m > = (ver item anterior) 
(1) P<O -3<m<4 (ver item anterior) 
(HI) S > 0 -1<m<4 (ver item anterior) 


Solução comum: 


ph 


3 
922 =D + + +00 


(11) 
(IT) 
(D ND N (MN) 


Resposta: -1<m< 4 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Resolva cada uma das desigualdades abaixo, conside- 
rando como conjunto universo o conjunto dos núme- 
ros reais. 


a) x2-4x+3>0 
b) x2-5x+6 <0 
co) -x2-3x>0 
d) x +x+10>0 
e) -x-x-3>0 
f) 9x22+6x+1>0 
[2 Escreva as inequações na forma ax? + bx + c>0, 


ax?+ bx+ cz 00uax+bx+c=< 0,conforme o caso, 
e resolva-as em U = R. 


a) (x-2(x+2)>2(x-1)2-3 


3 2 6 
2 

c) si = 
4 6 


o) (x+2)2 > 4(X2+2) 


2 
e) nata 
2 


D X-DO+x+D<(x- DK +44) 


[3 Dê os valores de x tais que 3x—- 2 < -3xe x -1<1-x. 


P4" Dê o conjunto de valores que satisfaçam aos seguintes 


sistemas de inequações: 


3Hx-D-1<5(x+0-1 
à) |x(x-6)+6>X2+x-1 


' 2x)>x 
) x2-2<0 


ds 


: 5) Determine todos os números inteiros cujo quadrado 
diminuído do seu triplo seja menor ou igual a 4. 


: 6" Sabendo-se que a área do retângulo abaixo é maior do 
que 15 cm?, quais são os valores reais de x que aten- 
dem a esta condição? 


Do] Rae 


(x + 4) em 


: [ZM Considere o retângulo abaixo. Determine os possíveis 
valores de x para os quais sua área varia entre 8 cm? e 
24 cm. 


x cm 
(x+2) cm 


: 18º Considere as seguintes afirmações sobre números reais 
: positivos: 


| Sex>4ey<2,entãox-2y>12. 
Il. Sex>4o0uy<2,entãox-2y>12. 


Il. Sex<ley>2,entãox-2y<o0. 


Então, destas é(são) verdadeira(s): 
(A) apenas |. 

(B) apenasle ll. 

(C) apenas ll e III. 

(D) apenas e III. 

(E) todas. 
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7.3 - Máximos e mínimos do trinômio 


Consideremos a função t: R — RR dada pelo trinômio t(x) = ax? + bx + c. Procure- 
mos as condições para que y esteja no conjunto das imagens da função t (Imt). Então: 


y=ax+bx+c=>ax+bx+(c-y)=0 


Essa equação do 2º grau tem raízes reais, logo, o seu discriminante A será maior 
ou igual a zero: 
A>0 

b?-4a(c-y) > 0 

b? —- 4ac + 4ay > 0 

4ay = — (b? — 4ac) 

4ay > —A 

Façamos as duas hipóteses possíveis: 


Se 


A 
a > 0], então, y = - E Portanto, y, = -—+ é o menor valor possível para y. 
a 


Temos, então, o valor mínimo do trinômio: 


». 
Sá Imt 
A 
Ym A 
E A . A 
Se ja<0], então, y = Fa Neste caso, quando y assumir o valor Yu mi 
a 


estará assumindo o seu maior valor. 
Temos então o valor máximo do trinômio: 


N 


Observemos que o máximo e o mínimo do trinômio ficam caracterizados pelo 
sinal de a. 


O valor de x, que leva ao máximo ou ao mínimo, é obtido com facilidade 
Gra A a A 
quando se faz no trinômio Pe Este valor de x chamaremos de extremante 
(maximante ou minimante, conforme o valor de a seja negativo ou positivo). 
a E A 

Para calcular a expressão do extremante, consideremos o caso em que Y = “Za: 

Então, A = O e a equação ax? + bx + (c — y) = O terá raiz dupla, a saber, x = e ; 
a 
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NOTA 
Como y E Imt existe x real 
tal que x) = y. 


NOTA 
b? —- 4ac = A do trinômio 


NOTA 

Com a divisão por a< 0, 
a desigualdade 4ay = A 
muda de sentido. 


NOTA 

Observe que as 

coordenadas do 

ponto extremo 

isa 
2a 

as mesmas que aparecem 


na forma canônica do 
trinômio: y = a(x— h)2 + k. 
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=== = : 
Assim, temos: 
NOTA . : 
Se: Se: 
Observe que o 
valor extremante a>0 a<o 
também poderia ser 
obtido resolvendo: Vu = cd Yu = =: 
ax? + bx + c = ii 4a ou » 4a 
4a 
dae [5) se b 
E Du “2a 
” [5) A 
As coordenadas dos pontos extremos são: |-—, — -— 
2a 4a 
Exemplos: 
Calcular os valores máximos e mínimos dos trinômios: 
D y=2xº-5x+2 
Como a=2>0, o trinômio tem um mínimo: 
y = y á (mínimo) 
Fa ra E 
4a 8 
Gs) 
é o PE) 
4 8 
b. 5 E 
[da Xm = 4 (minimante) 
li) y=-322+5x+2 
Como a =-3<0, o trinômio tem um máximo: 
A 49 FR 
Yu = E Yu =-— (máximo) 
= fé E 
Ea 
se ea Xy = E (maximante) 
OR ao 
Exercícios resolvidos: 
1) Determinar os coeficientes a, b e c no trinômio y = ax? + bx + c para que 
ele se anule em x = 8 e passe por um mínimo igual a —12 para x = 6. 
EE —————== 27] 
Solução: 
NOTA E 
Observe que a forma Temos o sistema: 
y=a(x— h) + k é útilem = 
muitos casos: 0=644+8b+c 
y=a(x—-h)2+k A 
y=a(x-62-12 RC 
Como t(8) = 0, + 
ad8-62-12=0= es ad 
> 4=12>0=3. “2a 
Logo: y=3(x- 62-12 EE Dano 
ou y= 3x2 36x+ 96. a >0 (para que haja mínimo) 
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2) 


3) 


64a+8b+c=0 (1) 
b”-4ac=48a (II 
p= ipa (LIT) 
a>0 (TV) 
Substituindo (II) em (IN): 
1444? — 4ac = 484 (+ 4a = 0) 
Son te Zeca Sd = IZ 
Substituindo b e c em (1): 
64a-96a+364-12=0544=1254=3=>b=-36ec=96 
O trinômio será: 
y=3x2- 36x +96 
Dado um segmento de comprimento 4, dividi-lo em dois segmentos tais 


que, construindo-se sobre cada um deles um triângulo equilátero, a soma 
das áreas dos triângulos seja mínima. 


Solução: 
S=8, 45, 
É so e gue an 
E s-XN3 (4-2 3 
die x 4 4 


A função da qual se deseja o mínimo será: 


3 3 


s=NE qé +16 -Bx+x)="(º -4x+8) 


A função S tem a mesma variação que a função quadrática flx) =x? - 4x + 8. 


Ron a eseráflQ)=4-4:2+8=4. 


O mínimo se dará para x = -— 
p 2a 2 


A área mínima será, então, S= ai -4 =. 


Calcular os valores máximos e mínimos da função y = se É 
a 
Solução: 
Temos a a Eliminando o denominador vem: 
ap 
Xy+y=2x 
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EEE 
NOTA 
O domínio dessa função 


= (50º- 4x+8) éo 


intervalo real O < x < 4. 


EEE 
NOTA 

2x 
O) =5 
x + 
o seu gráfico é simétrico 
em relação à origem. 


i é ímpar, logo, 
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“7 


4) 


Tratemos essa igualdade como uma equação em x, com x E R. 
Como x E IR, xy-2x+y=0possuiA > 0, então: 

4-4 >0(+4) 

Y<iI>y7/-1<=0 
-1<y=<tl y 

Pg dig 
Parap=1>x%-2x+1=0>x,=1>M(1,1) 
Paray =1>x7+2x+1=05>2x =-1>MC1,-1) 


A função terá mínimo igual a (-1) para x = —-1 e máximo iguala 1 para 
p= ll, 


Deseja-se construir uma janela com a forma de um retângulo encimado 


por um semicírculo. Sabendo-se que o perímetro da janela é k, determinar 
as dimensões da janela para que se tenha um máximo de ventilação. 


Solução: 


aR 


2R 
Temos: aR + 2R + 2x = k 


O máximo de ventilação se dará para uma área máxima. 
Calculemos então a expressão da área: 


S =2Rx+ 4 TR? 
Z 
Tirando o valor de x em função de R, temos: 


2x=k-aR-2R 
Í 
X= 7 (k- R-2R) 


Substituindo na expressão da área: 


SE DR RDI 
2 2 


256 


FUNÇÃO QUADRÁTICA CAPÍTULO VII 


S= (BRR 2AR? - 4R? + R?) 


= sm + 4)R? + 2kR] 


O máximo de S se dará para o máximo do trinômio: 
y=-—(m+ 4)R? + 2kR 


Tiramos então o maximante: 


2k k 
Ry=— = 
-Unx+4) q+4 


À altura do retângulo será: 


* (e ) E 1-5. SRD) e k 


õ n+4 n+4 T+4 


Logo, a condição para o máximo de ventilação é x = R. 
A área máxima será: 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Na função Kx) = -x? + 5x— 1, dado que x varia no inter- 
valo fechado [0, 6], determine o maior e o menor valor 
que x) pode assumir. 


FEZ" A parábola de equação f(x) = -2x? + bx + c passa pelo 
ponto (1, 0) e seu vértice é o ponto de coordenadas 
(3, v). Determine v. 


[3º Entre todos os retângulos de perímetro 40 cm, deter- 
mine o de área máxima. 


[4 Entre todos os números reais xe z tais que 2x + 2=8, 
determine aqueles cujo produto é máximo. 


5" Encontre dois números x e z de soma 6, cuja soma dos 
quadrados é mínima. 


[6 Determine o retângulo de área máxima localizado no 
primeiro quadrante, com dois lados nos eixos cartesia- 
nos e um vértice na reta y = —4x + 5. 


[EZO É dada uma folha de cartolina como na figura abaixo. 
Cortando a folha na linha tracejada, resultará um retân- 
gulo. Determine esse retângulo, sabendo que a área é 
máxima. 


8 


8" Determine o retângulo de maior área contido num 
triângulo equilátero de lado 6 cm, estando a base do 
retângulo num lado do triângulo. 


9 Num triângulo isósceles de base 6 cm e altura 4 cm 
está um retângulo. Determine o retângulo de área má- 
xima, sabendo que a base do retângulo está sobre a 
base do triângulo. 


HO! Uma parede de tijolos será usada como um dos lados de 
um curral retangular. Para os outros lados iremos usar 
400 metros de tela de arame, de modo a produzir área 
máxima. Qual é o quociente de um lado pelo outro? 


“rg 


: EM) Calcule o valor de p na função real 


g(x) =-3x22 + 2(p— 1)x + (p + 1) para que o valor má- 
ximo seja 2. 


; MZ) Determine o valor de p na função real 


g(x) = px? + (p— 1)x + (p + 2) para que o valor máximo 
seja 2. 


[13º Encontre o valor de p na função fx) = 3x? —- 2x + p para 


Er Eos 
que o valor mínimo seja Eu 


: [MZ Calcule o valor de p na função real 


09) = (p- 1)x2 + (p + 1)x- p para que o valor mínimo 
seja 1. 


[75º Calcule m de modo que a função f(x) = mx + 2x + 1 


ata 1 
tenha um valor mínimo igual a a 


[16' Para qual valor de x a função Kx) = 3x? — 12x + 7 tem 


seu valor mínimo? 


p 1 1 
| Za) Se x+—=b, calcule x? + —. 
x x 


b) Resolva a equação: x? -Sx+8-D+5, =0. 
x 


[18º Quando uma pizzaria cobra R$ 14,00 por pizza, 80 uni- 


dades são vendidas por dia. Quando o preço é R$ 12,00 
por pizza, 90 unidades são vendidas. 


a) Admitindo que a quantidade vendida (y) seja fun- 
ção do 1º grau do preço (x), qual o preço que deve 
ser cobrado para maximizar a receita diária? 


b) Sea relação entre ye x fosse y = 4x + 160, e o custo 
de cada pizza R$ 8,00, qual o preço que deveria ser 
cobrado para maximizar o lucro? 


: [M9) Um fazendeiro decide cercar um pasto na forma de 


um retângulo à margem de um rio retilíneo. Como 
ele só tem 1000 m de cerca e sabe que o gado não vai 
escapar pelo rio, resolve não erguer cerca ao longo da 
margem. Nessas circunstâncias, quais as dimensões 
do pasto de área máxima que ele pode cercar? 
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7.4 — Gráfico do trinômio 


Consideremos o trinômio y = ax? + bx + c, a = O definido em todo conjunto dos 
números reais. 


s : Pa RUI NÇ O Ea as Ed b 
D) | Acurva representativa do trinômio é simétrica em relação à reta x= Da” 


Com efeito, basta ver que y assume os mesmos valores quando se dão a x valo- 


res simétricos em relação a a De fato, atribuindo a x os valores: 
= [ud = p x!= = p 
2a 2a 


Pe posa cprP A «ar A 
“2a disc dE 2a p 2a 42º | p 44º 


qledãs >y'=a Em Pe = E =al p' - e 
“2a Es 2a p 2a 4a? | P 44? 


ii) Máximos e mínimos 
Como vimos: 
Sea>0, o trinômio tem um mínimo de coordenadas: 


Neste caso, dizemos que o gráfico do trinômio tem concavidade para cima. 


a>0 
A 
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Sea<0,o trinômio tem um máximo de coordenadas: 


Neste caso, dizemos que o gráfico do trinômio tem concavidade para baixo. 


a<0 


M 


y 


x 
v 
Note que o máximo ou o mínimo se situam sobre o eixo de simetria da curva, 


a ; -b 
uma vez que têm abscissa x = Sa 
a 


iii) Intersecções com eixo Ox 
São pontos em que y = 0, sendo, portanto, pontos cujas abscissas são as raízes 
x, e x, da equação ax? + bx + c = 0. São eles (x,, 0) e (x,, 0). 


iv) Intersecção com o eixo Oy 
Fazendo x=0, temosy=a-02+b.0+c=>y=c, portanto, o ponto de coorde- 
nadas (0, c) é a intersecção do gráfico com o eixo Oy. 


14 


uma parábola. 


(Dx 


v) A curva obtida 


NY 
a>0 a<0 
N 
A>0 N / X, X, 
X; X, 
5% 
A=0 
X =X 
————+» 
A<0 e, VN 
——>— pb 
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Exemplos: 


Fazer os gráficos dos trinômios: 


) 


ii) 


y=2xº-5x+2 


a) Concavidade: a = 2 > O para cima. 


b) Mínimo: m=[5.-5) 
a 8 


Eixo de simetria: x = - 
c) A=25-16=9>0 
Raízes: a 2, 
2, 
d) Intersecção com Oy: (0, 2) 


e) 1-5 


4 


Vv=-3x2+5x+2 


a) Concavidade: a=-3<0 para baixo. 


5 49 
áximo: M=| >, — 
b) Máximo (: 2) 


Eixo de simetria: X -— 
c) A4=25+24=49 


Raízes: — = 2 
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NOTA 
O passo c) é redundante, 
mas confirma os anteriores. 


Ed 
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e 
e) v FRA 
49]. :M 
2, 
Z 


Eos 
6 


li) y=x2+1 
a) Concavidade: a = 1 > O para cima. 


b) Mínimo: m = (0, 1) 
Eixo de simetria: x = O 


E===s a EINE Ê E ; 
Nota c) A=0-4=-4; não há raízes no conjunto dos números reais 
Para ter noção melhor do x x 
gráfico, no caso de A < 0, é (x, v) 
conveniente dar a x valores -2 E) (2, 5) 
simétricos em relação ao 2 5 (2, 5) 
b , 
ponto x = =5ar que é —-1 z (1,2) 
de passagem do eixo de il Z (11, 28) 
simetria do gráfico. 1 (0, 1) 
, 


d) Intersecção com Oy: (0, 1) 


iv) Afigura mostra os gráficos de: f:R > R|flxy)=x+bx+ce 
&R>RIgW)=ax-2, com a, b, c números reais. 
Y 
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Sabendo que o ponto V é o vértice da parábola, f(-1) = 0 e a função fapre- 
senta mínimo para x = 1, determine: 


a) a+b+c; 
b) fg69). 


Temos que: 


fC-D=0=>(-1)+b(-D+c=0 = b=6=1 
g(-D=0>a(-1)-2=0 Ro) 


We Dsl=-Soba 252 coloco 
Entdoli CE vs eo( E 2x, 
a) a+b+c=-2-2-3=-7 
Dj so) = (GO) = 270) 3 = C2x=2 DCD DE 
figo) =42+8x+4+4x+44-3 


fíg(x)) = 4x2 + 12x + 5 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Um soldado entrincheirado lança uma granada ao nível do solo e sua 
trajetória obedece a equação y=- Costas e ad 
45 5) 9 
i) Qual o alcance do lançamento, isto é, a distância entre o ponto de 
lançamento e o ponto atingido pela granada no solo, que é horizon- 
tal? (Considere o solo o eixo Ox.) 


ii) Qual a altura máxima atingida pela granada? 


Solução: 
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i) O alcance é a distância entre as raízes da função: 
1 2 40 


5" +92+5=0[-(45)] 
x2-10x-200=0 => x=-10 ou x=20, logo, o alcance será 
20 = (-10) = 30. 
ERRO 
ii) A altura máxima será: A 81 = =5 
a (| 
45 
Esta altura também poderia ser calculada por meio da semissoma das 
raízes. 
soa Da, = E =5 
2a 2, 2a 45 9 9 
[EE | 
NOTA 2) Oteto de um túnel parabólico, com eixo vertical, tem altura máxima igual 


Observe que podemos a 6 me largura da base igual a 4 m. Determine a altura do teto do túnel a 


colocar os eixos na posição 1 m do eixo de simetria, onde se encontra instalada uma luminária L. 
que melhor nos convier. 
L 


Solução: 

Coloquemos os eixos coordenados com a origem no ponto médio da 
base, eixo Ox, e a altura máxima sobre o eixo Oy. 

Assim, a função se escreverá y=a(x— h)? + k, em queh=0ek=6ea fun- 
ção ficará y = ax? + 6. 
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Como para x=2,y=0, vem: 


0=a-22+6 => 44+6=0 >a=-5 


Temos então a função y = 5º + 6. Fazendo agora x, = 1, obtemos a 


altura da luminária: H = y = -5 12 +6= -5 +6 > H=45m 
3) Determinar o valor de m de modo que o gráfico da função 
tR>R| t(x)=x2+mx + (8-m) seja tangente ao eixo Ox, e desenhar seus 
gráficos em um mesmo plano cartesiano. 


Solução: 

DevemosterA=0 => m?-4.1-(8-m)=0 
m+4m-32=0 => m=-8 ou m=4 
Param=-8=> t(x)=x2-8x+ 16=(x- 4) 
Param=4=>t(xy)=x+4x+4=(x+2) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Quais devem ser os valores de p na função ; ESB (Unirio-RJ) 
Kx) = (p + 3)x? + 4x para que f seja quadrática? ] 


FEZ" Qual deve ser o valor de p na função quadrática 
(x) = (2p- 12)x?- 3x+ 1 para que seu gráfico seja uma 
parábola de concavidade: 


a) voltada para baixo? 


b) voltada para cima? 


E3º Abaixo está o esboço do gráfico da função quadrática 


f0) = axº + bx + c, com a = 0. Determine os valores de Considere o gráfico acima que representa a função de- 
* para os quais: finida por y = 2x? — 5x + c. As coordenadas do vértice V 
ya : da parábola são: 
12+ 
So «0 
E [a 3) 
5. 3 
as 
3 
(C) (5 2) 
O dd dE E Ts 
o 4(D) [> E 
a) f(x) > 6 b) f(x) = 0 co) Kx)<0 É 
o | . (E) (2,1) 
PAS No gráfico abaixo estão representadas três parábo- : 
las (1, 2 e 3) de equações, respectivamente, y = ax?, = 
y=brey=0. A i 16 (Unirio-RJ) 
y altura 
DD O = (m) 
20 


O alcance (m) 


A figura acima representa a trajetória parabólica de um 


4 ú projétil disparado a partir do solo com uma certa in- 
: clinação. O valor aproximado da altura máxima, em 
Podemos concluir que: metros, atingida pelo projétil é: 
(A) a<b<c<o (A) 550 
(B) c<b<a<o (B) 535 
(C) O<a<b<c (E) STO 
(D) 0<c<b<a (D) 505 
(E) nenhuma das alternativas anteriores é correta. (E) 500 
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EZ (Unificado-R)) É MM Observando a função y = -3x + 18x, pode-se afirmar 
: que: 


(A) tem como coordenadas do vértice (0, 6); 
(B) tem duas raízes iguais; 

(C) tem uma raiz nula; 

(D) é negativa para os valores de x E [1, 5]; 
(E) tem como conjunto imagem RR. 


; [MZA (Fuvest-SP) O gráfico de fx) = x? + bx + c, onde be c 
: são constantes, passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2). En- 
Os pontos V e P são comuns às funções f(x) = 2/28 ' 2 

e g(x) = ax? + bx + c, representadas no gráfico acima. |; tao, (-5) vale: 

Sendo V o vértice da parábola de g(x), o valor de g(-8) 


: E Aa Br 
é igual a: ( ps (D) 4 
A) O D) 32 i 

= ps (B) 2 (E) 4 
(B) 8 (E) 56 9 

(0) 16 “Os 


E8' (UMC-SP) Qual função representa o gráfico seguinte? 30 gráfico da função quadrática representado abaixo 
É é definido por f(x) = x? + bx + c. Com estas condições, 
determine os valores de b e c da função. 


(A) y=-2X2+3x+9 (C) y=2x2-3x-9 


(B) y=x2-3x-9 (D) y=x+3x-9 
(E) Faltam dados para determinar o trinômio. MZ (FGV-R) A representação cartesiana da função 
: y=ax + bx+ céa parábola abaixo. Tendo em vista 
9 (UFF-RJ) A equação da parábola que passa pelo ponto ; esse gráfico, podemos afirmar que: 
(-2, 0) e tem vértice situado no ponto (1, 3) é: y 
(A) y=-X2+2x+8 
(B) y=-3xX2+ 6x+ 24 
x 2x 8 
C)y=-">+> +— 
ag 7 : 
x 2x 8 
Dijyzs = o 
(D) y Ts 4 


(E) y=x2+2x+8 
: (A) a<0;A<0ec>0 
MO! (PUC-SP) Um projétil da origem O(0, 0), segundo um |; (B) a>0;A>0ec>0 
referencial dado, percorre uma trajetória parabólica : 
que atinge sua altura máxima no ponto (2, 4). Escreva : (C)a<0,4>0ec>0 
a equação dessa trajetória. (D) a<0;A>0ec<0 
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[5 (Cesgranrio-R) O valor mínimo do polinômio FZ) (Unirio-RJ) Observe a figura abaixo, onde estão repre- 
y=x2+ bx+, cujo gráfico é mostrado na figura, é: É sentadas uma reta e a parábola y = x? — 1. Pergunta-se: 


Dá 


(0) 3 x 
9 
A) —1 Dj so 
(A) (D) -5 
B) —2 E E: 
VB) RR) 2 a) Quais os pontos de intersecção da reta com a 


9 parábola? 
(C) -—— 
4 b) Qual a equação da reta? 


[76 (UFR)) Oscar arremessa uma bola de basquete cujo 
centro segue uma trajetória plana vertical de equação 


y= x + =x + 2, na qual os valores de x e y são 


dados em metros. 


XxX 


Oscar acerta o arremesso, e o centro da bola passa pelo 
centro da cesta, que está a 3 m de altura. 
Determine a distância do centro da cesta ao eixo y. 
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7.5 — Trinômio que passa por três pontos 


A condição para que um ponto pertença a um trinômio é que as suas coorde- 
nadas x e y o satisfaçam. Como o trinômio do 2º grau apresenta três coeficientes 
reais, três pontos são suficientes para determiná-lo. 

: Í E 
Sejam os pontos (x,, 7); (x,, Y,) e (x, Y;) e o trinômio y = ax? + bx+c. 
Façamos os três pontos pertencerem ao trinômio. Temos o sistema: 


ax; +bx, +c=), 
2 = 

axs+bx,+c=y, 

ax; +bx,+C=), 


A solução do sistema nos leva aos valores de a, b e c que devem ser substi- 


tuídos em: 
y=ax2+bx+c 


Exemplos: 


rt 1 
i) Determinar o trinômio que passa pelos pontos (5 4) (o Mp (2; 25) 
Seja o trinômio: y = ax? + bx + c 


Para: 
1 a b 
=>, y=4 die Sp e I 
ade A ns (1) 
Rel, we llé 1l6=a+b+c (II) 
te-Z, p= 25 25=44-2b+c (II) 
Resolvendo o sistema: 
Façamos (IT) — (1) e (HI) — (II). 
12=*042b 108 = 84 +6b (IV) 
9 3 oa 
9=3a-3b 9=3a-3h (V) 


Multiplicando a equação (V) por 2 e somando à equação (4), temos: 
126 = 14a =) b=6 «sil 


O trinômio será: y= 9x? + 6x +1. 


ii) (UFF-RJ) O custo, em reais, de fabricação de x peças, em determinada fá- 
brica é C(x) = mx? + nx + p. 
Sabe-se que: 


D se nenhuma peça for produzida, o custo fixo é de 80 reais; 


I) se forem produzidas 30 peças, o custo é de 50 reais; 
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Ud: 


II) se forem produzidas 50 peças, o custo é de 130 reais. 


Determine: 


a) o número de peças que se deve produzir para o custo ser o menor 
possível; 


b) o custo mínimo. 


Temos que o trinômio C(x) passa pelos pontos (0, 80), (30, 50) e (50, 130), 
então: 


C(0)=m-0"+n-0+ p= 80 p=80 
C(30)=m-30º +n:30+ p= 50 => +4900m+ 30n+ 80 = 50 
C(50)=m:50º +n-50+ p= 130 2500m + 50n + 80 = 130 
90m + 3n = —3 1 

> -6m=-6>m=— en=4 
50m+n=1 10 


A função custo é dada por: C(x)= a 4x+80 


o Z E 

a) O custo mínimo se dará com: X, => =-5 = 20 
2a 2 
10 


b) O custo mínimo será de: C(x, )=C(20) = -20º —- 4.20 +80 = 40 reais 


Exercício resolvido: 


Mostre que, quando m varia, a equação y = mx? — 2mx + 1 representa um 
feixe de parábolas que têm uma corda comum e calcule os extremos da 
corda. 


Solução: 

Como para cada valor de m temos uma parábola diferente, tomemos duas 
dessas parábolas e procuremos a sua intersecção. Façamos por exemplo: 
ai= 1 y=X-2x+1 (1) 

m=-1 y=-"*2+2x+1 (11) 


A corda comum AB deverá ter como extremidades as intersecções dessas 


parábolas, logo, somando (1) e (II): 
2) = 2 => jp = 1 
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l=x2-2x+15>x%-2x=0>x=00uzx, 
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= 2 


Temos então dois pontos, A(O, 1) e B(2, 1). 


Basta agora verificar se para qualquer que seja m, os pontos encontrados 


satisfazem aos trinômios y = mx? — 2mx + 1 
Para x=0,p=0-0+1 > y=1 
Para x=2,y=4m-4m+1 > y=1 


Os dois pontos satisfazem a todos os trinômios da forma 


yY = mx? -2mx + 1, logo, eles têm uma corda comum cujas extremidades 


são os pontos A(0, 1) e B(2, 1). 


PERES DN y=-*2+2x+1, param=— 


y=mx-2mx+1 
variável com 
o parâmetro m 


y=x2-2x+1,patam=1 


Reta suporte da corda 
comum. E o caso 
particular para m = 0. 


++ 
x 
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NOTA 

Observemos que o sistema 
formado pelas equações 

(1) e (Il) poderá ter apenas 
uma solução. Neste caso, o 
feixe de parábolas passará 
por um ponto fixo, apenas. 


x*y 


Se o sistema formado por 
(1) e (II) não tiver solução 
no conjunto dos números 
reais, as parábolas não 
passarão por pontos fixos. 
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NOTA 

Não faremos aqui a prova 
da suficiência nem da 
necessidade da condição 
das segundas diferenças 
serem constantes. Estas 
condições serão estudadas 
no capítulo “Progressões 
aritméticas” do volume Il 
desta coleção. 


ds 


7.6 -— Propriedade característica da função quadrática 


Consideremos a função quadrática: 
fFR>RIfO)=ax+bx+c (a =0) 


Quando se atribuem a x os valores da sucessão (0, 1, 2,3, ...), obtém-se para 


v=f(): 


Y=K0)=a-0+b.0+c=c 
»=fB)=a-2+b.1+c=a+b+c 
»=[0)=a-2+b-2+c=44+2b+c 
»=[3)=a-3+b-3+c=94+3b+c 


As primeiras diferenças entre dois termos consecutivos são: A =, —-Y,= 
=a+b;A,=y,-y,=34+b;A,=y,-Y,=Sa+ b; ... que formam uma sucessão na qual 
as segundas diferenças, A, - A; A, -— A,; ... são constantes e diferentes de zero. 


A, -A =24;A,-4,=2a;... (a 0) 


Esta é a propriedade característica da função quadrática. 


Exemplos: 
i) Seja a função quadrática em que f(x) = 10x — 2x2. 


Atribuindo-se a x os valores da sequência (0, 1, 2, 3,4,5,...), 
obtém-se a sequência: 


(O ; 8 ; 12 j 12 ; 8 , (05,5 
8 4 (0) —&4 =8 o 


-) 


Cujas primeiras diferenças foram a sequência: 


(8 5 4 : 0 5 —&4 ; =8 
—4 —4 =á| =] os 


E 


As segundas diferenças formarão a sucessão constante (-4, —4, —4, ...) em 
que —4 = 2a, pois f(x) = 2x? + 10x com a = —2. 
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ii) Escrevem-se os números ímpares numa disposição triangular como a 
seguir. 


9 ii 
13 15 1 19 
2il ZS 25) 2 28) 


Qual o primeiro número da n-ésima linha? 


a E Ê ; ; [=== == =| 
A sequencia de primeiros numeros e: 


NOTA 
É esta propriedade que 


(EIS ES SE 2) 1 
permite a modelagem 
Ro ao A () matemática dos fenômenos 
2 4 6 É) oras 


em que as segundas 


diferenças são constantes e 
E a diferentes de zero. 


» 2 2 
Fazendo as segundas diferenças, verificamos serem constantes e iguais a NOTA 
2, então, o termo geral é f(x) = ax? + bx +. O 1º número da 1º linha é 
Sabemos que f(1) = 1, 2) = 3 e fl3) = 7, logo, resolvendo o sistema, temos: 1) = 1,0 1º número da 


2º linha é (2)=3e 01º 
número da 3º linha é 


RP Ea) (ID = (1) e (LIT) — (IN) dão: dr 
4a+2b+c=3 (ID) Es 


9a+3b+c=7 (II) 


Subtraindo membro a membro essas duas últimas equações, temos: 
=> mn= ll, bes é est, 

A função que determina os primeiros termos é ftal que flx) =x? -x +11. 
Para verificar, basta calcular por meio dessa fórmula, por exemplo, o pri- 
meiro elemento da 5º linha f(5)=52-5+1=25-5+1=21. 


iii) Um fabricante de ovos de Páscoa resolveu estocar ovos durante dois meses 
(60 dias). Fabricou no primeiro dia 20 ovos e a cada dia fabricava 5 ovos a 
mais que no dia anterior. Quantos ovos estocou ao final desse período? 
Façamos a sucessão de ovos estocados: 


dias (n) 1 2 3 4 5... 
nº de ovos 20 25 35 50 70... 
1: diferenças 5 10 15 20 

2ºs diferenças 5 5 5 5 


Temos: n(x) = ax? + bx + c 
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Ud: 


n(1) = 20 a+b+c=20 
n(2)=25=>444+2b+c=25> 
n(3)=35 [9a+3b+c=35 


(E = 


3a+b=5 5 
Esso ai 
5Sa+b=10 2 


a=5 3a+b=5=>b - a+b+c=20=>c=20 


n(60)=5:60º -5:60420 =9000-150+20=8870 ovos 


Exercícios resolvidos: 


1) 


O Sr. Atento é muito observador. Ao parar diante de uma vitrine de uma 
empresa de turismo onde havia dois relógios, verificou que: 


i) os dois relógios marcavam meio-dia; 


ii) um dos relógios estava certo e o outro com um defeito curioso. 


Quando o relógio certo marcou 12h01min o defeituoso marcou 12h01min. 
Quando o certo marcou 12h02min o defeituoso marcou 12h03min. Quan- 
do o certo marcou 12h03min o defeituoso marcou 12h06min, e assim 
sucessivamente, isto é, quando o certo avançava 1 minuto o defeituoso 
avançava 1 minuto a mais que no minuto anterior. 


certo 12:00 12:01 12:02 12:03 12:04 12:05 
defeituoso 12:00 12:01 12:03 12:06 12:10 12:15 


Que horas marcou o defeituoso quando o certo marcou 12h30min? 


Solução: 
Considerar a sequência dos minutos: 

certo 00 01 02 03 04 05 
defeituoso 00 01 03 06 10 15 
1º diferenças 01 02 03 04 05 

2º diferenças 01 01 01 01 01 


À sequência dos minutos no relógio defeituoso obedece, portanto, a uma 
função quadrática. 
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fo)=ax+bx+cefRO)=0,f1)=1ef2)=3 


2) 


us on DO 
a+b+c=1 = a+b 
4a+2b+c=3 PR 


dE al 
X)=>X"+—* 
fes 


e 


2b=3 


GO)= 30º + =30 = 450 +15 = 465 minutos = 7h45min 


O relógio defeituoso marcou 19h45min. 


Quando o preço de entrada para uma peça teatral é R$ 20,00, a frequência 
é de 300 espectadores. O gerente do teatro constata que, para cada redu- 
ção no preço de R$ 1,00, o número de espectadores aumenta em 50. 


i) Qual deve ser o preço da entrada para se obter a receita máxima? 


ii) Qual é esta receita? 


iii) Quantos serão os espectadores? 


Solução: 


preço 


20 


19 18 


17 


número de espectadores 


300 


350 400 


450 


receita 


6000 


6650 7200 


7650 


A sequência de receitas é tal que: 


receita 


6000 


6650 | 7200 


7650 


1: diferenças 


650 


550 | 450 


350 


2º diferenças 


-100 


-100 | -100 


-100 


As receitas têm as segundas diferenças constantes, logo, a receita R(x) é 


um trinômio do 2º grau do preço. 


R(x)=axº+ bx +c 


x=20 = 4004 + 20b + c = 6000 


x=19=> 36la+19b+c= 


6650 


x=18 > 3244 + 18h + c=7200 


(1) 
(ID) 
(NT) 
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Resolvendo o sistema, temos: 
Fazendo (1) — (II) e (II) — (II) vem: 


39a + b = 650 
=> 24=-100 > 4=-50 
37a+b = -550 b = 1300 


(=(0) 


A função que determina a receita será: R(x) = —-50x? + 1300x 


b 1300 


a) O máximo se dará para x=-—=-—— =13 reais. 
2a | -100 
b) A receita máxima será R(x)= rena O 8 450. 
4a —200 


c) O número de espectadores será ROS 


090, 

Esta questão pode ser também resolvida da seguinte maneira: 
Suponhamos n reduções de R$ 1,00. Se para cada redução de R$ 1,00, 
aumentam 50 espectadores, para n reduções haverá um aumento de 50n 
espectadores, logo, a receita será o produto de preço (20 — n) pela quanti- 
dade de espectadores (300 + 50n). Temos, então, a função receita: 


R(n) = (20 — n) (300 + 50n) 
R(m) = -50nº + 700n + 6000 


Que terá um máximo para: 


b 700 
a [poma Se O o ao, pm (RED A 
= MTO 7 reduções 


R(7) = —50 - 49 + 700 - 7 + 6000 = 8450 


Como o preço inicial era R$ 20,00 e houve 7 reduções de R$ 1,00, o preço 
do ingresso será, portanto, 20 — 7 = 13 reais. 


84 
O número de espectadores será = 650. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Determine a lei da função quadrática f, sabendo que |; e passo 2: o computador adiciona 4 à soma anterior, 
2)=-8;H0)=-8ef-1)=-5. : obtendo 47; 

. e passo 3: o computador adiciona 6 à soma anterior, 
[2 Calcule b e c, sabendo que a parábola y = x? + bx + c abiendo 53; 


passa pelos pontos (1, 1) e (2, 6). 
* e assim por diante. 
[3º Determine uma função quadrática fx) = ax? + bx + c, 


tal que KO) =2: 1) =6€ f-1)=0. Em outras palavras, no passo n, o computador adiciona 


2n à soma anterior. 


P4 Uma função cúbica é uma função da forma a) Encontre os próximos 3 números da sequência, ob- 
Hx) = ax? + bx? + cx + d com a = 0. Encontre uma fun- ; tidos após os passos 4, 5 e 6. 
ção cúbica cujo gráfico passa pelos pontos (-1, 1), ; 


b) Encontre uma fórmula para a soma obtida após o 
(0, 0), (1, 1) e (2, 0) e encontre suas raízes. ) P p 


passo n. 


c) Mostre que o número obtido após o passo 40 não 


E5"! Um computador gera uma sequência de números da bares 
é primo. 


seguinte forma: 
* passo 0: o primeiro número da sequência é 41; 


e passo 1: o computador adiciona 2 ao número ante- 
rior, obtendo 43; 
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== A 
NOTA 
O número m é o ponto 
médio do intervalo das 
raízes. Basta ver que: 

x m X, 


Se m é ponto médio, então: 
m-x=*-m > 


ds 


APÊNDICE 


Posição de um número em relação às raízes do trinômio 


Seja o trinômio t(x) = ax? + bx + c e um número real k. Consideremos o valor 
numérico do trinômio para x = k: 
t(k) = ak? + bk + c 
Se t(k) = 0, k será raiz do trinômio. 
Para que seja possível comparar o número real k às raízes do trinômio, é preci- 
so que ele tenha raízes reais, logo, A > 0. 


Caso 1:A4=0 
Nesse caso, o trinômio terá raízes reais e iguais, e bastará comparar o número 
k à raiz dupla: 


——»———»+—— k>x=*, 


x=x,= É k 


S e bas z 
Sek> 2º k estará à direita das raízes. 
2 


15 K<X=X, 


k S=x=, 


Ss de : 
Se k< 2º k estará à esquerda das raízes. 
2 


Caso 2: A>0 
O trinômio terá raízes reais e desiguais, digamos, x, < x,. Temos dois casos a 
considerar: 


A) está fora do intervalo das raízes: ===" 
XxX X, 


Como k<x, ou k>x, o valor numérico do trinômio para x = k terá o sinal 
de a, isto é: 


Observemos que a desigualdade em questão não define sek < x, ou k>x,. 
Para que possamos definir a posição do número k, basta compará-lo com a média 


e E : , S 
aritmética (m) das raízes, isto é, o valor El 
S ; , . > S ; 
Se k > 2! ele será maior que a maior das raízes e se k < a ele será menor que 


a menor das raízes. 


S RESET — ASS 
po Shea x S XxX, 
2: 
S k 
RR —+—— RT 
k>5>k>% x, S X, 
2 
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B) ké interior ao intervalo das raízes: —pssmmma—» 
1 2 


Nesse caso o valor numérico do trinômio para x = k terá o sinal contrário ao 
sinal de a, isto é: 


Comparando ainda o valor k com a média aritmética das raízes 5 podemos 
concluir de qual raiz o valor k é mais próximo. 


S , j se : E S , ; 
Sek> 2º ele estará mais próximo da maior das raízes e se k < 2º ele estará mais 


próximo da menor das raízes. 


S 
S for 
x <k<— k 2 
— ae 
E x x 
S 
Ss Ei 
—<k<x, Gai 
——— + 
2 a Xi 


Exemplos: 


Comparar o número 1 às raízes dos trinômios: 
) y=x2+x+1 
ii) y=x2-4x+4 
iii) y=2x2- 5x +2 
iv) y=-322+5x+3 


v) y=2x2+ 10x + 12 


Chamemos de t(x) estes trinômios. 


ij A<o0, então não há critério de comparabilidade, pois não há raízes 
reais. 


=2. Portanto, o número 1 


O | 


ii) A=16-16=0, então a raiz dupla é >= 


é menor que a raiz dupla. 
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iii) A=25-16=9>0 


p=bemj=eZ>s Ze 


ET E ) ç ua E k 

NOTA Como a - t(1) =-2 < 0, então o número 1 é interior ao intervalo das 
Esse método é útil por raizes. 

dispensar o cálculo das os S 

raízes. Por outro lado, 7 — q fes 2º então o número 1 está mais próximo da 


menor das raízes. 


IV) AS2S 36-61 
a=-3et(l)=-3+5+3=5 
Como a - t(1) < 0, 1 é interior ao intervalo das raízes. 
Por outro lado, - = à 1 >> portanto, 1 está mais próximo da maior 
das raízes. 


v) A4=100-96=4 
a=2et(1) = 24 


a-t(1) =48>0 > 1 é exterior ao intervalo das raízes 


S S a : Z 
na =iB ils = 1 é maior que a maior das raízes 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (UFF-R)) Considere m, n e p números reais e as funções ; 
reais fe g de variável real, definidas por: É 
9) = mx + nx+ pe g(x) = mx+ p. A alternativa que ; 
melhor representa os gráficos de fe g é: É 


(A) | l (D) 7 
(B) | | (E) y 
(C) | 


FZ (Unificado-RJ) O ponto de maior ordenada, pertencen- ; 
te ao gráfico da função real definida por: : 
fx) = (2x— 1) (3 — x), é o par ordenado (a, b). Então, 
a- b é igual a: 


-39 11 
(A) 8. (D) a; 
-1 89 
(Bar doa 
3 
dor 


[3º (UFF-RJ) A relação entre o preço p de determinado pro- 
duto e a quantidade q disponível no mercado obedece 
à seguinte lei: 5q = p? + 2p — 3, sendo p e q quantidades : 
positivas e q E [1, 9]. É 
a) Determine uma expressão que defina p em função 

de q. 


b) Numa figura como a que está abaixo, faça um es- 
boço da parte do gráfico de p em função de q que 
está contida na região quadriculada. 


No io) 


NU BWwaN O 


23456789% 
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MM Gruvest-sr) O valor, em reais, de uma pedra semipre- 


ciosa é sempre numericamente igual ao quadrado de 
sua massa, em gramas. Infelizmente uma dessas pe- 
dras, de 8 gramas, caiu e se partiu em dois pedaços. 
O prejuízo foi o maior possível. Em relação ao valor 
original, o prejuízo foi de: 


(A) 92% (D) 20% 
(B) 80% (E) 18% 
(C) 50% 


5" (Uece) Se o conjunto imagem da função 


(x) = 3x2 + 4x + pé o intervalo [0, +00), então p é igual a: 
1 Ee 
(A) 5 (CG 


2 4 
(B) 3 (D) 3 


: sm (IBMEC-RJ]) Uma revendedora de carros novos tem um 


lucro de R$ 1.800,00 na venda de cada unidade do 
modelo a, se for vendido até o máximo de 20 unidades 
por mês. A partir daí, o lucro decresce R$ 50,00 por 
unidade que ultrapasse 20 veículos. 

Assim, podemos apresentar: 


número de unidades número total de 
que ultrapasse 20 = x unidades = 20 + x 


O número de unidades que deve ser vendido, por mês, 
para que o lucro dessa revendedora, na venda desse 
modelo «, seja máximo é: 


(A) 24 (C) 28 
(B) 26 (D) 36 


FZ (Cescem-SP) A expressão ax? + bx + c, onde b? - 4ac > O 


ea<o0, é estritamente positiva se x for: 
(A) positivo. (D) exterior às raízes. 
(B) não nulo. (E) interior às raízes. 


(C) igual às raízes. 


PEN Utes) A imagem da função f: R — R definida por 


K9)=4-x é o conjunto: 

(A) Imf=(ye R|y = 4) 
(B) Imf=(ye R|-4<y<4) 
(e) ont = 8 

(D) Imf=(ye Rly=< 4) 
(E) md. a. 
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9" (PUC-R)) Um balão está no solo a 10 m de um homem. 
O homem começa a andar em direção ao balão com 
velocidade de 2 m/s no exato instante em que o balão 
começa a subir com velocidade de 1 m/s. A menor dis- 
tância entre o homem e o balão será, em metros, de: 


(A) V1O (D) V18 
(B) V15 (E) 20 
(c) 12 


HO O domínio de definição da função Kx) = V-x2+2x+3 


com valores reais é um dos conjuntos abaixo. Assinale-o. 
(A) KER|-1<x=<3) 

(B) Ke 
(C) Ke 
(D) xe 
(E) Ke 


—1<x<3) 
x<-]oux=>3) 


-J<x=<1) 


R 
IR 
IR 
Rix<-1oux= 1) 


[11 (Cesgranrio-R)) Os valores do parâmetro p, para os 
quais a equação x? + x + (p? — 7p) = 0, tem uma raiz 


nula, são: 
(A) 2e5 (D) 0e7 
(B) -5e-2 (E) -7e3 
(C) 3e4 


[12' (PUC-SP) Se uma das raízes reais da equação 


2d a ae: 
2x2 +kx-2=0é + então, a outra raiz é: 


CA) 4 (D) 2 
(B) -2 (E) 4 
(C) 1 


[13º (UFRJ) Um avião tem combustível para voar durante 

4 horas. Na presença de um vento com velocidade 
v km/h na direção e sentido do movimento, a velocida- 
de do avião é de (300 + v) km/h. Se o avião se desloca 
em sentido contrário ao do vento, sua velocidade é de 
(300 — v) km/h. 
Suponha que o avião se afaste a uma distância d do 
aeroporto e retome ao ponto de partida, consumindo 
todo o combustível, e que durante todo o trajeto a ve- 
locidade do vento é constante e tem a mesma direção 
que a do movimento do avião. 


a) Determine d como função de v. 


b) Determine para que valor de v a distância d é máxima. 


“7 


É MIA (UFPA) A parábola de equação y = x? — 


5x— 14 é simé- 
trica em relação à reta: 


5 
(A) y=* (D) x=5 
(B) x=-2 (E) y==* 
(CS) = 
E (Ufes) O vértice da parábola de equação y = 2x —- 4x + t 
será um ponto do eixo das abscissas se o valor de t for 
igual a: 
(A) 2 (D) -2 
(B) 1 (E) =3 
(C) 1 


[16 (UFF-R]) Determine o domínio da função real de variá- 


Nx? -4x+3 


pq || 


vel real f, definida por f(x) = 


[17º (Uerj) No interior de uma floresta, foi encontrada uma 


área em forma de retângulo, de 2 km de largura por 
5 km de comprimento, completamente desmatada. 
Os ecologistas começaram imediatamente o replantio, 
com o intento de restaurar toda a área em 5 anos. Ao 
mesmo tempo, madeireiras clandestinas continuavam o 
desmatamento, de modo que, a cada ano, a área re- 
tangular desmatada era transformada em outra área 
também retangular. Veja as figuras: 


Í área 
I desmatada 
tt b Lá 


parte desmatada 
da área anterior 


novo 
desmatamento 


Iá Dé > 


A largura (h) diminuía com o replantio e o compri- 
mento (b) aumentava devido aos novos desmatamen- 
tos. Admita que essas modificações foram observadas 


e representadas através das funções: h(t) = ses +2e 
b(t) = 5t + 5 (t = tempo em anos; h = 
e b= comprimento em km). 


largura em km 


a) Determine a expressão da área A do retângulo des- 
matado, em função do tempo t(0 < t = 5)e repre- 
sente A(t) no plano cartesiano. 


b) Calcule a área máxima desmatada e o tempo gasto 
para este desmatamento, após o início do replantio. 
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118" (Unificado-RJ)) Uma loja está fazendo uma promoção | 
na venda de balas: “Compre x balas e ganhe x% de 
desconto”. A promoção é válida para compras de até 
60 balas, caso em que é concedido o desconto máxi- 
mo de 60%. Alfredo, Beatriz, Carlos e Daniel compra- 
ram 10, 15, 30 e 45 balas, respectivamente. Qual de- 
les poderia ter comprado mais balas e gasto a mesma 
quantia, se empregasse melhor seus conhecimentos de 


Matemática? 

(A) Alfredo. (D) Daniel. 
(B) Beatriz. (E) Nenhum. 
(C) Carlos. 


H19' (Unesp) O vértice da parábola y = x? + bx + 6 está no 
ponto (2, k). O valor de k é: 


(A) 1 (D) 4 
(B) 2 (ES 
(C) 3 


20" Sabe-se que o polinômio P(x) = —-2x — x? + 4x + 2 pode 
ser decomposto na forma P(x) = (2x + 1) (-x? + 2). Re- 
presentando as funções reais Xx) =2x+ 1 e (xy) =-x]+2, 
num mesmo sistema de coordenadas cartesianas, obtém- 
-se o gráfico abaixo: 


Tendo por base apenas o gráfico, é possível resolver a 
inequação —-2xº — x? + 4x + 2 < O. Todos os valores de 
x que satisfazem a essa inequação estão indicados na 
alternativa: 


(A) x<—/2 ou x>-— 
(B) x<-vV2 ou x>42 

1 
(C) x<-v2 ou Fr Za 


(D) exe ou x>42 
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: [27 (Fuvest-SP) O número de pontos de interseção dos gráfi- 


; x+4 


x+1 
cos das funções reais f(x) 2,4 ef(9) 424,3 23 é: 


(A) O (D) 3 
(B) 1 (E) 4 
(69) 2 


RES) Numa partida de futebol, no instante em que 


os raios solares incidiam perpendicularmente sobre o 
gramado, o jogador “Chorão” chutou a bola em dire- 
ção ao gol, de 2,30 m de altura interna. A sombra da 
bola descreveu uma reta que cruzou a linha do gol. 
A bola descreveu uma parábola e quando começou a 
cair da altura máxima de 9 metros, sua sombra se en- 
contrava a 16 metros da linha do gol. Após o chute de 
“Chorão”, nenhum jogador conseguiu tocar na bola 
em movimento. 


A representação gráfica do lance em um plano cartesia- 
no está sugerida na figura abaixo: 


A equação da parábola era do tipo: y = E 


O ponto onde a bola tocou pela primeira vez foi: 
(A) na baliza. 

(B) atrás do gol. 

(C) dentro do gol. 

(D) antes da linha do gol. 


* BB Um feirante comprou n frangos pelo custo total de d 


reais. Todos os frangos, exceto dois, foram vendidos 
com o lucro de R$ 8,00 por unidade. Cada um dos dois 
frangos restantes foi vendido pela metade do custo de 
um frango. Se o lucro total do feirante foi de R$ 72,00, 
determine: 


a) uma equação (lei) que relacione d e n. 


b) o menor valor possível para n, lembrando-se que n 
é inteiro positivo e d é maior que zero. 


Ed 


CAPÍTULO VII EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[24 As figuras abaixo mostram os gráficos das funções, de ; 127" (Acafe-SC) O conjunto solução da inequação 
R em PR, definidas por: DIxaRaA 


K9)=ax+bx+c(a=0)eg(xX)=mx+n xe] 
(a, b, c, m, n: números reais) : 


(C) free 15) 


(D) jreris=5 


(E) n.d.a. 
Sabendo que o ponto V(1, 8) é o vértice da parábola e : 
que g(0) = 4, determine: : 128) (PUC-RJ) Um número positivo y é maior que o seu in- 
a) a+b+c+m+n; verso À. 
; ' ico) ' . 
b) o conjunto solução 6 > 0. É (A) sósey>1. (Djisolsev= 1, 
(B) nunca. (CE)se Os ya< 
[25' (Cesgranrio-R)) (C) sempre. 
Figura | Figura | il 
função fx) y função g(x) : 129) A solução da inequação X>"7 é: 
(A) -1<x<00ux>1 
(B) x<-1oux>1 
: (€) x] 
Z x : 
g (D) x>0 
As figuras acima nos mostram as funções Kx) e g(x) re- (E) x>-1 
presentadas pelos seus gráficos cartesianos. A solução : 
dale = et [30º (Fuvest-SP) O conjunto das soluções, no conjunto R 
X É , ê : a 2 
9 : dos números reais, da inequação +— >X é: 
É x+ 
(A) x= TouZ<x=3 (DD) l=x=3ex=? (A) vazio. (D) XE R|x>-1). 
(B) | =x<20ux=3 (E) x= ex =2 (B) R. (E) KE R|x<-1). 


(C) x<20ux=>3 (C) KE R|x<0). 


[26 (Cefet-R]) Sejam os conjuntos A e B definidos por: : ER 
A=(XEN|2x-5<5x-6)e é BT) (Unirio-R]) O conjunto solução da inequação a <0é: 
B=(xE R|32-10x+3=0). É ff 


-se afi é: 3 3 
as afirmar que A N E ai | (A) prertacã) (D) penta ou 1+2) 
nz 3 3 
8 sl (E) 18,3] (8) prerias5) (E) perin>5en2) 
(C) [5:53] | NC) preria>5) 
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[32º (UFR-R)) O conjunto solução da inequação 


É ts, <1 é: 
Parei e , 
(A) -3<x<1 


(B) -3<x<00ux>1 
(C) =3<x< NE! ou 1 ERAS 
(D) EE, <a] ou x> 3 


(E) 1 <x< II qux>3 

[33' (PUC-RJ) A inequação sd 
ção o conjunto dos ea 
(A) (-0, 1) U (2, 3) ED) [2,3] 
(B) (2,3) (E) n.d.a. 
(C) (=, 1]U [2, 3] 


[34º (Unirio-R)) Dadas as funções (xy) =x2-2x+1, g(W)=5-x 1395 Construa o gráfico de ft) = [2-1 |+1. 


e h(x)=x?-4x+ 3, definimos a função (x) = dE 


Analisando os valores de x, para os quais (x) > 0, temos: 
(A) x<1ou3<x<5 

(B) x<1Tou3<x=<5 

(6) x = ouBi=six="5 

(D) x=z50ul<x=<3 


(E) Souls xs 


[35' (PUC-RJ) Seja k um número positivo. Então o conjunto 


k 


z , Ea k? ' 
dos números x tais que e =ile <k+2é: 


(A) vazio. 

(B) formado por um elemento único. 
(C) [4, +00). 

(D) (nx, 4). 

(E) [-4, 2). 


[36' (Ucsal-BA) Um professor dispunha de 144 doces para 
dividir igualmente entre os alunos de sua classe. Como 


no dia da distribuição faltaram 12 alunos, ele dividiu os 


144 doces igualmente entre os presentes, cabendo a 


cada aluno 1 doce a mais. O número de alunos presen- ; 


tes no dia da distribuição era: 


(A) 36 (D) 48 
(B) 40 (E) 50 
(C) 42 
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<2 tem como solu- 


a (FGV-SP) Equação de oferta (Eo) é uma função econô- 
mica que relaciona o preço de venda unitário (p) com 
a quantidade (x) oferecida pelo produtor. Equação de 
demanda (Ed) é uma função econômica que relaciona 
o preço de venda unitário (p) com a quantidade (x) 
demandada pelo consumidor. 

Sejam Eo=2x+p-10=0eEd=p?-8x-5=0. 
Determinar o ponto de equilíbrio (PE) entre as duas 
funções. 

Notas: |. O PE é dado por um par de valores (x, p) que 
satisfaz as duas equações. 

Il. Em Economia, só interessam valores x = 0, p = 0. 


(A) (-9,00; 0,50) (D) (2,50; 5,00) 
(B) (2,90; 4,00) (E) nda: 
(C) (0; 0) 


* 18BN Construa o gráfico da função f(x) = |x? — 
nando a sua imagem. 


4|, determi- 


40" (Epusp) As raízes da equação |x |? +|x|-6=0 


(A) são positivas. 
(B) têm soma 0. 
(C) têm soma 1. 
(D) têm produto 6. 
(E) nenhuma das respostas anteriores. 
* E (uaces») Os gráficos das funções reais definidas por 


f)=x-1eg(X)=k,1=k>oO se interceptam num 
ponto de abscissa 3. Então o valor de Hg(k)) é: 


RADRo 
(B) 9 
EC )rtZ 
(D) 15 
(E) 18 


um (UF-MG) O número de soluções negativas da equação 


[5x='6|=x2é: 
(A) O 
(B) 1 
(C) 2 
(D) 3 
(E) 4 
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143" (Fafi-MT) O conjunto solução da equação 
[x +x—5|=|4x—1 | está contido no conjunto dos: 


(A) naturais. 
(B) inteiros não nulos. 
(C) irracionais não negativos. 
(D) reais não positivos. 
[44 (Cesgranrio-R)) Os gráficos de (x) = xe g(x) =|xX-1| 


têm 2 pontos em comum. A soma das abscissas dos : 
pontos em comum é: Í 


(A) 4/5 (Dj =415 
(B) 1 (E) O 
(O 


145" (Fuvest-SP) Determine as raízes das equações seguintes: 
a) |2x-3|=5 
b)|2x22-1]+x=0 
146" (FMSC-SP) A soma e o produto das raízes da equação 
x2-2|x|-8=0 são, respectivamente: 
(A) 0e-16. 
(B) 0€e 16. 
(C) 1e-16. 
(D) 2e-8. 
(E) -2e8. 
[47 (Mack-SP) Se |x2 —- 4] < N para todo x tal que |x- 2|<1. 
Então: 
(A) o menor valor possível de N é 3. 
(B) o maior valor possível de N é 3. 
(C) o menor valor possível de N é 5. 
(D) o maior valor possível de N é 5. 


(E) N pode assumir qualquer valor. 


e: 


(A) y (B) y 
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(e) y CE) y 
0 x 
0 sa 
(D) ” 
0 5 


49" (Vunesp) O gráfico da função fx) =|x2-2x|-1 é: 


(A) y (D) 


[48' (Cescem-SP) A representação gráfica da função y=x2—|x| 150 (Cesgranrio-RJ) A função P(x) = |x? + x— 1] é menor do 


que 1 para os valores de x em: 
(A) [-2,1]U [0,1] 

(B) 2, -DU(O,1) 

(C) [-2, 1] U(0,1) 

(D) (-2, DU TO,1] 

CE) 2] 
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[57 (Covest-R]) Qual dos gráficos abaixo melhor representa 153" (Mack-SP) O gráfico cartesiano da função definida por 
a função Kx) =|x2-2x-3|? : y=|x2-4]x|+3 | pode ser: 


(4 Po (A) ] (0) ; 
10 ao 0 E É É 


o ma (D) do 


(Cc) v 154" (Mack-SP) O gráfico da função f dada por 
41, É 
1 ; 
)=————— é, aproximadamente: 
9) 4x-x2-4 P 
0 ER 


[52º (UC-MG) O gráfico da função 
fo)=x-4|x|+3 é: 


(A) y (D) y 
3 3 
0| 1 a X ES OR 31x 


y 
3 . 
[55 (Cescem-SP) As figuras de equações y = da e 
É x 
É 3x ao ara 
Pe! 


(A) não têm ponto em comum. 
EO (B) têm um único ponto comum. 
(C) têm exatamente dois pontos comuns. 


(D) têm exatamente quatro pontos comuns. 


(E) têm uma infinidade de pontos comuns. 
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1 
156" (Mack-SP) O gráfico cartesiano da função definida por : [587 (Fuvest-SP) As curvas y = 7 ev= ses 
x+2 Í 


quado ser: 


e 


(A) interceptam-se em um único ponto de abscissa 
positiva. 
(D) , : 
(B) interceptam-se em dois pontos. 
(C) não se interceptam. 


(D) interceptam-se em mais de dois pontos. 


(E) interceptam-se em um único ponto de abscissa 
negativa. 


um (Unirio-RJ) O conjunto imagem da função 
fw)=|x2-4x+8]+1 é0 intervalo: 


(A) [5, +00 (D) [1, +] 
CB TA, e] (E) LO, +o[ 
(C) B, +2 


so (FEI-SP) Chama-se ponto fixo de uma função f um nú- 
mero real x tal que Kx) = x. Calcule os pontos fixos da 


função f(x) = 1 + dE 
Ex 


157" (Mack-SP) O gráfico da função definida por y = 
pode ser: ad a LEO 


(CB)Ex= 
n D 
(A) Ko) (D) fo) (C) Não tem ponto fixo. 


2 
NU (D) Tem infinitos pontos fixos. 
má : 


f ao 
(B) (69) (E) fo) 
2 
2 
X 
X 
(e) 69) 
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CAPÍTULO VIII 


FUNÇÃO EXPONENCIAL 


Peter Treanor/Alamg/Other Images 


a) 


Funções exponenciais aparecem em modelos que procuram 
estimar o número de pessoas afetadas por uma epidemia, a 
concentração de um medicamento na corrente sanguínea de 
um paciente e a difusão de uma informação na população. 
Na fotografia, pessoas vestem máscaras para evitar o contá- 
gio pela gripe aviária (gripe das aves ou gripe da galinha) na 
China em 2003. 


Vasyl Heletachule/Dreamstime.com 


8 - FUNÇÃO EXPONENCIAL 


8.1 - Expoentes inteiros 


DEFINIÇÃO 
Função exponencial 
(expoentes inteiros). 


[= == =| 
; uando n > 2, a” é o produto de n fatores iguais a a: 
OBSERVAÇÃO Q , R g 
Sea=1,1"=1,a função se 
reduz à função constante FERA nEN 
v n fatores 
8.1.1 - Casos particulares 
: a" nd 
A) Para que a propriedade = a""” seja válida para n, = n,, devemos ter: 
a”. 
q” ' Ê 
= a" "= 1 = a. Como aº não está definido, convencionamos q 
a 
EEE 
Exemplos: 
NOTA a ad 
Neste livro consideramos i) 2º=1 iii) nº =1 


que 0º não tem significado 
matemático. 


TD) E] = iv (02) =1 


EE======———=== : 
ERR B) Analogamente, para n, en, consecutivos, teremos: 
Temos, então, as (n + 1) fatores 
E PS E RE 
propriedades das potências, am a + da. a-a 
para n, e n, naturais: RS EA =a 
a a GA. 
Mm Mo — +m — eee? 
LD) q". ar = at n fatores 
| 1 quem Por outro lado, deveremos ter: 
a” 
3) (om)! = gre io 


=>— = a"tb-"=q! ecomo a! não está definido, convencionamos a! = 


n 


N 
a 


4) (ab)'= dº.b" 


E Es 
E br Exemplos: 
y) 2Z=2 Md) q = 
il 
ii) [5] a iv) (V2) = 2 
2 2 
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C) Quando x é negativo, isto é, x = —n (n E IN), devemos ter: 


0 
a” Es ao" = ae ar” = E 
a a 
Exemplos: 

1 Ra e poi 
) Dis e ii [5] = — 22 ti) Ds = E 
) ; ) Z 1 ) E E 

» 


8.1.2 - Gráfico da função exponencial 


Os gráficos das funções exponenciais f(x) = 2* e g(x) = [5 serão obtidos se 
atribuirmos a x os valores do conjunto Z. 2 


A 
x v (687) á 
1 1 x E said do . 
= —— Sun y=2 
E 8 | 8 ) | 
+ | Pa | 
=. — —2, — 1 
4 4 
Bass + j 
1 1 
z Ea Eres : 
- 2 | 2 ) 16 : : 
0 1 (0, 1) E e 
B===epsssslssssa E | > 
1 2 (1,2) 3 2. 2º 0 1 2 30 * 
2 4 (2, 4) 
3 8 (3,8) 
= y (x,y) ESSE 
-3 8 (-3,8) NOTA 
E = Qualquer que seja a base 
“ e (5) 0O<ax=1,o ponto (0, 1) 
1 2 (1,2) pertencerá ao gráfico, pois 
0 1 (0, 1) aaaiE 
il il 
es lies 
: 2 | 2 | 
Í 1 
de pie 
: 4 | il 
3 
E 
8 
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d) fix)=a*é crescentese, esóse, a>1 
a>1l sq>asa'>a?... (basta multiplicar por a), logo: 


aero 


ii) f(x) = a* é decrescente se, esóse, O<a<1 
O<a<l sal<asa<a?.. (basta multiplicar por a > 0), logo: 


a 


NOTA 


A função exponencial só é é a ts : : a 
definida para a > O porque Consideremos a função definida no conjunto Q dos números racionais, 


se a< O não existiriam nos pb : Z 4 
reais as raízes de índice par FQ>RI|fQ)=a,0<axl1,onde x= = peZege Z, isto é, quando x é 


de números negativos. 


8.2 - Expoentes racionais 


uma fração. 


b lota 
Elevando a” ao expoente q, temos: ae ] =al=a?. 
q 
Por outro lado, elevando “a” ao expoente q, obtemos [3 a” ] = qº, pela de- 


p 
de sb . q q/ o . , E 
finição de raiz. Como a” e a? são dois números positivos que elevados ao mes- 


z . 
a! = q, la? 


Exemplos: 


Observe que (-2)? = V-2, que não existe nos reais. 


. x m . . . 
Sea<0,a propriedade (a) “= a“ não teria sentido porque levaria a con- 
tradições. 


Veja: 


Do 


(-27]2 * (2) 2, basta ver que K-22] = (2) 2=(2)=-2 


ra 
Por outro lado: (-27]2 =42=V/4=2. 
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Então, —2 = 2 é absurdo. E esse é um dos motivos pelos quais não se define a 


função exponencial com a base negativa. 


Exemplos: 
da ea i E 
i) 22.23=22 3= 26 o R E DS 
- Mo ! -s : 5 
=” 2 la ae 2] 5 DIE 
ii) E =a? 3=q% v) ã = 5 o 
a3 25 


Propriedades 


NOTA 

Estamos usando o processo 
de demonstração de 

q = q" = qt “redução ao absurdo”. 


Suponhamos que a* se anula para x = q, isto é, aº = O para algum a E Q. 
Temos que, para qualquer x: 


e E [E] 
Como, por hipótese, a“ = 0, teremos então a* = O -a*-“= O para qualquer x, o NOTA 


que significa que a função seria nula para todo x. Outra demonstração: 
Por outro lado, sabemos que aº =1,a!=a,a?>a >, ... o que mostra a con- p 


a Ê , a : q =0=>9'=0 
tradição. Concluímos que tal número a não existe, logo: 
p 


q 
9) = 0º P=0 
a <= 0,VxeO<a =] E is 


a” = 80 >a=0 


De fato, dados x, = P ex,= Pr racionais, temos: 
q q NOTA 
Na seção anterior vimos 


no dida o) 4% que para n, n,€E NN, 
a“ > a” <> an > a? <s an > la? <s ar > an n>n, sa >a? quando 
a>1. 
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Como p,- q, e p,: q, são naturais, define-se a propriedade 


af e>arnop-q>p-qentão, Pp qG>P ne Ea Po x> Xp» 


ho 


A demonstração é análoga, porém neste caso: 


eres PP SltsDÉSsCE 


X 


=q y=a* A 
>1 0<a<l á 


y a 


Parax>0:a>besa'>hb* 


Parax<0O:a>besa<h 


Exemplos: 
3 3 
4 4 4 4 = = = EE: 
Do 2528 mas 28 ii) 5) > a) mas [5] '< ao 
3 4 3 4 


8.3 - Expoentes reais 


Consideremos a função definida no conjunto R dos números reais, isto é, 
para x inteiro, racional ou irracional. 
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DEFINIÇÃO 
Função exponencial. 


FUNÇÃO EXPONENCIAL CAPÍTULO VIII 


E 
Exemplos: ETA 
Seja fi R — RR tal que: Se a base q fosse negativa 

(a< 0), não existiria a” no 

) p= campo real nos casos que 
se transformassem em 

E LAR raízes de índice par. 

ii) y= 7 


in (Ae 


iv) y= (2) = Eai “or 


8.3.1 — Valor numérico da função exponencial 


Valor numérico de uma função exponencial para x = a é o número f(a), que 
resulta quando se eleva a base a ao expoente a. 
Temos os seguintes casos a considerar: 


A) aceN>5>at=a-a-..-a(a fatores) 


Neste caso, a“ é o produto de a fatores iguais a a. 


Exemplos: 


d) W=sBoBoBDoBoM= SP 


; ; ba a EFE R 
Neste caso, aº é a raiz q-ésima, positiva, de a”. 
NOTA 
Lembrar que: 
a =1 
Exemplos: 40 
q“ =— 
E a 
» 2=3/2 dia 


ii) 32 = JP = ais GN 


oo la ie Ro o SE 

li) = Es 5/92 z 5/92 “5/93 = » 
1 o 

E a] 

iv) = 
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C) a«aER-Q=0 

Neste caso, o valor de a” será obtido por aproximações sucessivas. 

Seja, por exemplo, o valor 2º, 

Sabemos que J2 = 1,414213562... 

Podemos obter aproximações de REA com valores menores, por meio da su- 
cessão de números racionais (1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...), que são valores para 
KEN com aproximações menores que (1; 0,1; 0,01; 0,001; ...), respectivamente. 

Por outro lado, podemos obter aproximações de 2 com valores maiores, 
por meio da sucessão de números racionais (2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; ...), que 
são valores para RER com aproximações menores que (1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 
-..), respectivamente. 


A sequência de valores menores é crescente e a de valores maiores, decres- 
1 1 


10" 100” 1000" 
longada indefinidamente, dizemos que ela “tende para zero”, pois seus valores 


cente. Como a sequência de diferenças |1, ..) pode ser pro- 


podem se tornar menores que qualquer número positivo. 


EEE === Ea di Eni tin 

Por essa razão, dizemos que a sequência de valores menores é limitada su- 
OBSERVAR . periormente pelo número (Zea sequência de valores maiores é limitada infe- 
Se 2 fosse uma dízima . , JZ Ê 7 . € . 
periódica, 2 seria riormente pelo mesmo número 2 . O número v2. cuja representação decimal 


racional, contradizendoo é infinita e não periódica, é, então, o número que separa as duas sequências. 
que vimos no Capítulo Il. 


crescente decrescente 


Assim, as duas sequências (2!, 214, 2141 21414.) e (22, 2158, 2142, 21418.) são 
respectivamente crescente e decrescente e limitadas superiormente e inferior- 
ã 2 
mente pelo número 2 . 


Quata2 D14143 


crescente decrescente 


* elemento separador . 


>>> Os valores obtidos são respectiva e aproximadamente os seguintes: 
OBSERVAÇÃO 

Para obter o valor de 2*, 
sendo x irracional, toma- 
-se uma sequência de 


valores racionais (x, X,, JE 

..., X)) que determinam x, Concluímos que 2 = 2,665 com uma aproximação menor que 0,001. 

e a sequência de valores 

obtidos (2º, 2º, ..., 2) Esse é o procedimento para definir operações com irracionais. 

definirá o número real 2*. 1 2 

A sequência de valores Se tivéssemos de calcular o valor a] (agora uma exponencial com a base 
pode ser “por falta” ou “por 

excesso”. menor que 1), a sucessão de valores menores que REA daria a sequência de valores 
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12 
maiores que [>| ,ea RuCCdido de valores maiores que 2 daria a sequência de 
1 ] E 


2 


valores menores que | 


mantêm 
para expoentes irracionais, bastando considerar para cada expoente as sucessões 
de valores aproximados “por falta” e também “por excesso”. 

A função exponencial é sempre positiva, crescente quando a > 1 e decrescen- 
te quando O<a< 1. 


a 
a 
a 

0 


Wmv 
= 


8.3.2 - Estudo do gráfico da função exponencial 


Pode-se mostrar que a função exponencial f: R — RR | f(x) = a* é contínua, 
isto é, seu gráfico será constituído de uma única linha contínua. Como ela é 
crescente (para a > 1) ou decrescente (para O< a< 1), ela toma todos os valores do 
intervalo (0, +00). 


=y 
»v 
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OBSERVAÇÃO 

Sendo f(x) = a”, temos: 
fx+rypy=0"" => 
>f(x+y)=a a => 
=> f(x+ y) = f09)-f0) 
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Esse E ria pi a a sê ; 
NOTÁ A função exponencial é bijetiva de RR para IR; isto é: 
Como vimos no Capítulo a 

|, o símbolo 3! significa vy>0, dlxe R|y="(0<ax1) 


“existe um único”. 


Temos então: 


ai=ate X =X, para 0<a=1 


Seja a > 1. Os gráficos das funções exponenciais ff R> R|y=a*e 


ESSE 

OBSERVAÇÃO SESI E 
As funções exponenciais 

mais importantes são 

y=eey=10% onde a>1 
e=2,71828... va 
A letra e é uma 
homenagem ao 
matemático Euler. O 
número e tem grande 
importância em 
Matemática. 


são simétricos em relação ao eixo Oy. 


“my 


-m 0 m 


Consideremos as funções y= a”, y=b,y=C%,y= [a 1 Y = a ey= E A 


taisquel<a<b<ce1l> ERR el. 
a c 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Esboce o gráfico de cada função real definida por: 


a) f(x) = 3* 

b) Hx) = 2*+1 
O fl) = 254 
ds itds 5 


FZ (PUC-SP) Sejam f(x) = 37, g() = 3" e s(x) = H(x) + g(8). 
Qual o valor de x, tal que s(x) = 4? 


(A) 1 (D) 2 
(B) O (E) 3 
(C) 1 


[3 Uma substância se decompõe, aproximadamente, se- 
gundo a lei Q(t) = k - 2º; na qual x é uma constante, 
t indica o tempo (em minutos) e Q(t) indica a quanti- ; 
dade de substância (em gramas) no instante t. 


Q 


a 


Considerando-se os dados desse processo de decom- 
posição mostrados no gráfico, determine os valores de 
kea. 
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é ME (Unificado- RJ) Segundo dados de uma pesquisa, a 
população de certa região do país vem decrescendo 
em relação ao tempo t, contado em anos, aproxima- 
damente, segundo a relação P(t) = P(0) - 222%, Sen- 
do P(0) uma constante que representa a população 
inicial dessa região e P(t) a população t anos após, 
determine quantos anos se passarão para que essa 
população fique reduzida à quarta parte da que era 
inicialmente. 


(A) 6 
(B) 8 
(C) 10 
(D) 12 
(E) 15 

É A (Uririo- RJ) Num laboratório é realizada uma expe- 
riência com um material volátil, cuja velocidade de 
volatilização é medida pela sua massa, em gramas, 
que decresce em função do tempo t, em horas, de 
acordo com a fórmula m = -3%t — 3t+1 + 108. Assim 
sendo, o tempo máximo de que os cientistas dispõem 


para utilizar este material antes que ele se volatilize 
totalmente é: 


(A) inferior a 15 minutos. 

(B) superior a 15 minutos e inferior a 30 minutos. 
(C) superior a 30 minutos e inferior a 60 minutos. 
(D) superior a 60 minutos e inferior a 90 minutos. 


(E) superior a 90 minutos e inferior a 120 minutos. 
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8.4 - Equações e inequações exponenciais 
8.4.1 - Equações exponenciais 


São equações em que as incógnitas figuram em expoentes. Faremos apenas 
o estudo de alguns tipos clássicos dessas equações. 


1º tipo: 


São as equações que podem ser reduzidas à forma: af = a, em queO<ax=l. 
Nessas condições, podemos reduzir tais equações à forma: f(x) = k. 
Então, a solução da equação proposta fica sujeita à solução desta última. 


[EE 
Exemplos: 
NOTA ad ipa 
Lembre-se de que 1 sempre : R-5x+6 
pode ser escrito como aº RS = 
onde 0 < a. X-5x+6 
goi =8 
2 
x— 5x+ 6 
Eb) 
x-1 
x2-5x+6=0, parax = 1 
E=sZOQUASS 
ii) 2” = 512 

Inicialmente podemos decompor o número 512 = 2º. 

Temos: 2” = >31-953 71-25 x-1=2>2=3. 
[ JB 23x 

ii) (2/3) = 144 
NOTA ) 
Quando, na equação 23x A st 4 
a* = b, o número b não for (2/3) ABR dcas (243) 
uma potência de expoente 2 o 
racional de a, o problema SS Ra=E 
será resolvido com a x2-3x-4=0 
utilização de logaritmos, 
que serão estudados no x=-loux=4 
próximo capítulo. 
2º tipo: 


São equações que têm a forma: 
dO as gra 4 qdfOta-b 


Essas equações reduzem-se com a simples evidenciação dos fatores comuns a”. 


Temos: . 
af (a +a2+..+a” )= b 


b 


dO = 
ara? +..+a” 


que é do 1º tipo desde que o lado direito tenha a forma af. 
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Exemplo: 


Resolver a equação: 3**!+ 3/72 320? 4 3:04 = 750 


do 0 
A equação se escreve: 3º: 3 + a 750. Pondo 3* em evidência: 
E 2 
BE eta Ep cj too ig 
4 
essi ey=36x=5 


3º tipo: 

Equações que se reduzem à forma: ami + bmf“ + c = O se resolvem fazendo 
o artifício: m'? = y. Então, mº = y?, e a equação se reduz à equação do 2º grau 
ay? + by +c=0, cujas raízes são y, e ),. 


Obtêm-se então as equações do 1º tipo: m'” = y em =y,. 


Exemplo: 


Resolver a equação: 
22+1-17.2+14+ 144 =0 
Decompondo as potências em produtos: 
22.2 -17.2*.2+144=0(:2) 
22-17:.272+72=0 


=== 
Fazendo 2* = y vem 2? = y2, logo: NOTA 
Como 2)=8<9<16=2º, 
y? -17y+72=0 a solução da equação 2* = 9 
satisfaz 3 < x< 4. Para ser 
V,= 8 ou »,= 9 exato, tem-se x = 3,169925..., 
que pode ser encontrado por 
2* = ve 2=86522=9365%x=3 aproximações sucessivas com 
uma calculadora científica. 
2 =, 62=9 No Pd seguinte, 
resolveremos essa equação 
Como não sabemos escrever 9 = 2*, ainda não temos como encontrar o x. usando anime á 
x=log, 9. 
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Exercícios resolvidos: 


1) Uma epidemia se alastra segundo a função p(x) = 2*+ 2*-2 + 2*-*+ 6, em 
que p(x) é o número de pessoas atingidas (em milhares) em x dias. 
Em quantos dias o número de pessoas infectadas atingirá 174 mil pessoas? 


Solução: 
Pp at, DR 1 Gi o (O) = ZA 
2* + - + — = 168 


Fazendo 2*= y, a equação fica: 


pus sia 
4 16 


21y = 16 - 168 
y = 128 


Como y = 2*, vem: 
Hs P=Wens 7 


Resposta: Em 7 dias. 


2) Uma fábrica produz em t semanas de trabalho P(t) = 2? produtos no 
horário da manhã. Para um mesmo número de horas, à tarde, em t se- 
manas a produção é Q(t) = 30 - 2' + 64 produtos. Em quantas semanas 
a produção matutina será a mesma que a vespertina? 


Solução: 
Devemos ter: 


2t=30-2'+64 
2:-30.2!-64=0 


Fazendo 2º = y, 22 = y2, a equação fica: 
y-30y-64=0 > y=320uy=-2 


Como y = 2º, vem: 

DE = 2 ou 2'=-2 => impossível, pois 2'> 0, Yt 
ojis => 28 

i=5 

Resposta: Em 5 semanas. 
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3) Resolver a equação: 
x+4 x+4 


DNA Ro e O) 


Solução: 
x+4 x+4 
24% 4+3.2% -14=0 
qe x+4 
22 2*4+3.272%-14=0 
x+4 x+4 


Da 


Fazendo 2 * =y,2 % =y?, logo: 


272 + 3y- 14 =0 
7 
= ss QUIZ 
Va 2 é) 


Temos então: BEM 7 
2 É = os => impossível 


x+4 


ou2% =2635É 1 6x=4 
x 


Resposta: S = (4) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Faça o que se pede. 


a) Calcule as seguintes potências: 
a=3;b=(-2):c=32ed=(-2)>. 


b) Escreva os números a, b, c, e dem ordem crescente. 


BZ" sendo x=(22),y=2” ez=2? qual é a potência que 
representa a expressão xyz? 


3º Que número real representa a expressão abaixo? 


017 (0.87 
Bl 


4" Resolva as seguintes equações exponenciais: 
a) 2*=32 


b) 4*-2 — 3x+1 


1 4x 
Cc) H = 0,25 
4 


“7 
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2x 
5 27 
a 5) > 725 
2 1 
e DSR re E Es, 
) 64 
9) 3 = 27 


9) 3:50 +30] 8.3482=0 


h) 2:44 8 = 


j) 221. 3.982 = 32 


k 1+5+258=3 


2 *=1 
| sa si 
2 5 3 
! 
ado má 
m) 92. 5= 
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8.4.2 - Sistemas de equações exponenciais 


Sistemas de equações exponenciais se resolvem combinando os casos vistos 


anteriormente. 


Exemplos: 
i) Resolver o sistema: 


aber) = 2 (1) 
É +») - 5*= 10000 (Il) 
Da equação (1) tiramos: x + y = 2* 
Substituindo em (Il): 2*. 5*= 10º > 10*= 10!=> x=4 
Donde: 
di do jp DP es pes ÁIZ 
Verificando a solução: 


K a = 2) (verdadeira) 


(4 + 12)-5* = 10000 (verdadeira) 


Resposta: S = ((4, 12)) 


ii) Resolver o sistema abaixo sabendo que y > 1: 


: +1)'=4 

p= pap 

Solução: 

(+1/=4 W+1)/=4 

E gn = (=P > a =(p-1) 


(7 +1) 
Substituindo (1) em (II) vem: 


4.42=(y-1D2(y+1)=>(y2-1)2=64 
Como ps lg/=il=sg= =) pe 
Substituindo em (D: (3 +1)*=4=> x=1 


Testando esses valores: 


(3+1) = 4 (verdadeira) 
EA 
4. E =(3- ie (verdadeira) 
+ 


Resposta: S = ((1, 3)) 
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EE 
NOTA 

Este exemplo pode ser 
resolvido da seguinte 

1 2(42+1) 

E) 
Como a base éentre 0 e 1, 


5x 


maneira: É < 


5x> 2(x2+ 1) & 5 <x<2. 


“7 


8.4.3 - Inequações exponenciais 


As inequações exponenciais se resolvem utilizando as propriedades das ex- 


ponenciais vistas anteriormente. 


Exemplos: 
227 
jo EEE 
Como a base é maior que 1, a desigualdade se conserva nos expoentes, 
logo: 


=, 
se 1 EE il Rea 1X =p: + = ré =D) 
ii) E SE do af nes 
Como a base é maior que 1: an 
= 
2, 
reze 2 e 2 rs 2 00, 
gy = 2 


O trinômio será negativo para x entre as raízes, isto é: 


rel5, 2 
2 


iii) Calcular x na desigualdade: 3” + 32-14 32-2>13.3% 
Colocando 3? em evidência: 


Rx St Si Ss Pad snsi eps 
x+1 2 
i x = 0 
ds) las 52 ias 52 bic!) 


1 
Como 1+x?> 1, então, l 
de sentido, logo, á 
x+1-2x 1-x 


E >0> >— >0. 
E E py E 


5 < 1 (base< 1) e a desigualdade mudará 
E 


Como o quociente tem o mesmo sinal que o produto, temos: 


a xx-1)<0>0<x<1 
x 
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CAPÍTULO VIII 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Resolva as seguintes inequações exponenciais: : DAM Dê o conjunto solução do sistema de equações: 
a) 4* > 1634] q = 81 
b) (0,1)2+8 < (0,1)57-1 Bisa 
Po nyS [5 se o número real K satisfaz à equação 3! - 4. 3*+3=0, 
c) | E calcule o valor de K2, 
d) E a (8) 06 A relação P = 64000(1 — 291 descreve o crescimen- 


to de uma população de microrganismos, sendo P o 

1 : número de microrganismos, t dias após o instante O. 

9 : O valor de P é superior a 63000 se, e somente se, 
t satisfizer à condição: 


3% > 


[2º Determine o domínio da função definida por (A)2<t<16 
= 2-2". (B) t> 16 
C) t<30 
[3 Seja a função f: IR — IR definida por f(x) = 3*. Determi- AS 
ne os valores de x E IR, tais que (D) t> 60 
Hx + D+ f-x+4)=36. i (EB)32<t<64 
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8.5 - Propriedade característica da função exponencial 


Considere as seguintes estimativas da população brasileira, em milhões de 


RR Suas 
pessoas, no início dos anos 2000 a 2004: 
NOTA 
Essas estimativas são ano 2000 2001 2002 2003 2004 
compatíveis com o censo E Ss SE SE 
de 2000. Para saber mais, população 168,12 170,65 173,21 175,80 178,42 


visite o site do IBGE em 


http://www.ibge.com.br Gostaríamos de encontrar uma fórmula que aproximasse a relação entre 


cada ano e sua população. Assim, seja t o número de anos desde 2000 e seja P(t) 
a população brasileira, em milhões, no início daquele ano. Como encontrar um 
Dm modelo matemático razoável para P(t)? 
NOTA Podemos começar tentando encontrar uma função afim para P(t). Isso só 


Modelar matematicamente fyncionará se os números acima satisfizerem a propriedade característica das 
um fenômeno é determinar 


uma função que o funções afins, isto é, se as diferenças entre as populações de anos sucessivos for 
represente a partir de independente do ano. Vejamos se é esse o caso: 
medidas obtidas de sua 
observação e que permita 0 1 2 3 4 
reproduzi-las. 

168,12 170,65 173,21 | 175,80 | 178,42 


AP 
NE AC DR ON 170,65 — 168,12 =2,53/173,21- 170,65 =2,56| 2,59 2,62 


Note que as diferenças são próximas, mas as duas casas decimais não são 
exatamente iguais. De fato, você pode ver um certo padrão nas diferenças acima 
— a cada ano, a população parece crescer um pouco mais (em números absolutos) 
do que no ano anterior. Como a função não obedece muito bem à proprieda- 
de característica das funções afins, talvez este não seja o melhor modelo para 


P(t) = P(0) + Et. 


Mas e se observarmos, ano a ano, o quociente entre populações sucessivas? 
Usando três casas decimais, obteríamos a seguinte tabela: 


il » 3 4 
170,65 178, 2 175,80 178,42 
P(t+ 1) Gl o | O e 17842 4 035 
PO 170,65 173,21 175,80 


Isto é, o fator de crescimento pelo qual a população é multiplicada a cada ano é 
aproximadamente constante. Essa propriedade nos dá a seguinte ideia para estimar P(t): 
No início de 2000: P(0) = 168,12; 

No início de 2001: P(1) = 168,12 : 1,015 = 170,65; 

No início de 2002: P(2) = P(1) - 1,015 = P(0) - (1,015)? = 173,21; 
No início de 2003: P(3) = P(2) - 1,015 = P(0) - (1,015)? - 1,015 = 
= P(0) - (1,015)º = 175,80; 

No início de 2004: P(4) = P(3) - 1,015 = P(0) - (1,015)º - 1,015 = 

= P(0) - (1,015)* = 178,42 

Se esse padrão continuar, concluímos que: 

P(t) = P(0) - (1,015)' = 168,12 (1,015)' 
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É uma função exponencial de valor inicial 168,12 e fator de crescimento 
(isto é, base) 1,015. Por exemplo, esse modelo prevê que as populações brasileiras 
no início de 1995 e de 2010 seriam cerca de: 

P(-5) = 168,12 (1,015) = 156,06 
P(10) = 168,12 (1,015)'º = 195,11 
em milhões de habitantes, respectivamente. 


Observe que poderíamos chegar à mesma conclusão calculando a razão en- 
tre a diferença de valores consecutivos e o primeiro desses valores: 


0 | 1 | 2 | 3 4 
168,12 170,65 1768 /211 175,80 [178,42 
170,65- 168,12 ) o] 256 0015) 29 0,015] 22 - 0,015 
168,12 170,65 Al 175,80 


Ou seja, a população brasileira crescia a uma taxa relativa de crescimento 
praticamente constante de 0,015 (isto é, 1,5%) ao ano entre 2000 e 2004! 


Note a relação entre o fator de crescimento e a taxa relativa de crescimento: 


Pla lj= Pt) E P(t+ D. P(£) = P(t+ 1 1= taxa = fator — 1 
P(t) Pt) P(t) P(£) 


fator 


Isto é, fator = 1 + taxa: 


Por exemplo, no caso acima temos um fator anual de 1,015, que corresponde 
à taxa anual de 1,015 — 1 = 0,015, ou seja, 1,5% ao ano. 

A propriedade acima (fator ou taxa de crescimento constante) é característi- 
ca das funções exponenciais: 


Para demonstrar essa propriedade para funções exponenciais em geral, 
escrevemos f(x) = a - b* (toda função exponencial pode ser escrita assim, onde 
a = (0). Então, note que: 


Fes D=F(8) abc abr  abi(b=1) 


=b-1 


fia) ab* ab* 


que não depende de x. 


Essa propriedade da função exponencial é que permite modelar matema- 
ticamente muitos fenômenos que ocorrem na natureza. A função exponencial 
ocorre na Física, Química, Biologia, Economia, Sociologia etc. 
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NOTA 

Tempo t negativo é comum 
e simplesmente indica 
instantes que ocorrem 
antes do início da escala 
de tempo utilizada (pense 
no significado de “os jogos 
olímpicos começaram na 
Grécia em 776 a.C.'"). 
Intervalos de tempo At 
negativos é que merecem 
uma segunda inspeção... 


OBSERVAÇÃO 

Como usar esse modelo 
para estimar a população 
brasileira em agosto de 
2000? Você acha que esse 
modelo é preciso para 
quaisquer valores de t? 
Seria razoável usá-lo para 
estimar a população em 
1500, 1900 ou 2050? 
Você acha que a taxa de 
crescimento da população 
brasileira é, de fato, 
constante e igual a 1,5% 
ao ano? 


NOTA 

A constante de 
proporcionalidade é a taxa 
de crescimento. 


NOTA 

A base b é o fator de 
crescimento, enquanto 
b-lTéataxa 

de crescimento 
frequentemente denotada 
por uma porcentagem. 
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Exemplos: 

i) Numa cultura de bactérias, o número delas duplica a cada hora. Se num deter- 
minado instante essa cultura tem 1000 bactérias, em quantas horas ela terá 
1024000 bactérias? Quanto cresceu essa cultura durante a quinta hora? 
Dizer que a população duplica a cada hora significa que a população é 
multiplicada pelo fator 2 a cada hora, isto é: 


ft) = (0) -2'= 1000 -2! 


onde f(t) é a população de bactérias t horas após o instante inicial em 
que havia 1000 bactérias. 
Para que a população seja 1024000, devemos ter: 


1000 - 2'= 1024000 « 2' = 1024 = 21º & t = 10 horas 
Para obter o crescimento durante a quinta hora, fazemos: 


f(5) - (4) = 1000 (2 - 24) = 16000 bactérias 


Observe que: 


fo = fO-TO 


= = 1] = IO, 
4) 4) 
ou seja, essa população cresce a uma taxa de 2 —- 1 = 1 = 100% a cada 
hora. 
DS E 
NOTA ii) A concentração de um medicamento no sangue em t horas depois de 


Para jepadátos diretamente ministrado é dada pela lei C(t) = 5 - 22% em miligramas por litro. Esse 


da função exponencial, é medicamento é metabolizado proporcionalmente à quantidade presen- 
preciso escrevê-la na forma te no sangue. 

C(b = a- b, como t sozinho 8 : : 
no expoente. a) Qual a concentração do medicamento no momento de sua aplica- 


ção? 
b) Qual a concentração 8 horas depois de aplicado? 
c) Qual o fator e a taxa de decaimento dessa concentração? 


a) No instante da aplicação, t = O, a concentração será: 
CO) =5 25055 mall 

b) Após 8 horas, a concentração será: 
C(8)=5-20235:8=5-22= : = 1,25 mg/L 


EEE 

NOTA c) Reescrevendo a função: C(t) = 5 - (2025) = 5. (0,841). O fator 
Quando o fator é menor correspondente a essa função exponencial é 0,841 a cada hora 
E a dao big (ou seja, a concentração é multiplicada por 0,841 a cada hora). 
(ao invés de crescimento). Portanto, a taxa correspondente é 0,841 — 1 = —0,159, isto é, a 
Correspondentemente, concentração decai 15,9% a cada hora. 


a taxa fica negativa e 
é chamada de taxa de , nx , 
decaimento. iii) Usando o modelo P(t) = 168,12 - (1,015)! para a população brasileira em mi- 


lhões (onde t está em anos desde o início de 2000), estime a população brasi- 
leira ao final de agosto de 2000 (você vai precisar de uma calculadora). 
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iv) 


Agosto é o oitavo mês do ano. Assim, ao final desse mês, teríamos 


t= S e portanto, a população seria de aproximadamente 


2 
3 


8 
P Ea = 168,12-(1,015)? = 169,80 milhões de habitantes. 


HZ 


Num país com hiperinflação, o preço de uma banana (que é de $125,00 
quando t = 0) dobra a cada 5 dias. Escreva uma fórmula que represente o 
preço dessa banana em função do tempo t (em dias). Qual será o preço 
dela depois de 2 meses? 

Como o preço P(t) sobe exponencialmente (fator a cada 5 dias é constante) 
e começa a $125,00, teremos uma fórmula do tipo P(t) = 125 - b', onde b 
será o fator de crescimento diário do preço. Para descobrir D, façamos t= 5: 


a 
Bis As E DE ho, 

Ei t 

Assim, a fórmula pedida é P(t) = 125 . (2º)!= 125 . 2º. 


Enfim, o preço da banana em 2 meses será aproximadamente: 
60 


P(60) = 125 - 2º =125.212=125.23.2º = 512000 = $512.000,00 


Exercícios resolvidos: 


1) Ao ser aquecido, o açúcar passa da forma sólida para a líquida, resultan- 
do num produto chamado vulgarmente de caramelo. Durante a trans- 
formação, a temperatura se mantém constante e ao fim de t minutos a 
quantidade de açúcar existente é dada pela lei Q = À - 3-0, 

Sabendo que foram aquecidos 600 g de açúcar para serem invertidos em 
caramelo, qual a quantidade de caramelo produzida em 10 minutos? 


Solução: 
No instante t = O a quantidade de açúcar existente é 600 g, logo: 


COOEFATSR DO 600 FAR 30 —A-1600 


A fórmula fica, então: 

(O) = (600) o 0 
Ao fim de 10 minutos teremos de açúcar OQ = 600 - 39110 = 600. 31!= 
= ao = 200 g, logo, a quantidade de caramelo será 400 g. 


Resposta: A quantidade é de 400 g. 


2) Um recipiente com água é aquecido e a temperatura da água verifica a 


equação T = 1 + k- 2ºº% em que t é o tempo de aquecimento em segun- 
dos e Ta temperatura em graus Celsius. 
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EE 

NOTA 

No início de agosto teríamos 
7 : 

de usar t = 720" Simcomo 


no início de dezembro 


E n 
usaríamos t = —. 
12 


NOTA 

Inversão é a transformação 
do açúcar sólido em açúcar 
líquido. 


Bar 
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NOTA 

O tempo necessário 

para que um elemento 
radioativo tenha sua massa 
reduzida à metade se 
chama meia-vida. 


“7 


3) 


4) 


i) Determinar a equação de T sabendo que, no início da observação, a 
temperatura era 17 ºC. 


ii) Em quanto tempo a temperatura atingirá 65º0? 
Solução: 
id O início da observação se dá em t = 0, logo: 
Z7= 1 ab ko MOS 7 = ak = K= il 

À equação fica, então: T = 1 + 16 - 200% 
ti) Para = 65 C, vem (63 = | ap ÃlG o 200 

(681 = 116 0 MB Md o DEE DA 

0,02t = 2 = t= 100 segundos 

Resposta: Em 1 minuto e 40 segundos. 
Uma substância radioativa está em processo de desintegração, de modo 
que, no instante t, a quantidade não desintegrada é: 

A(t) = A(O) - 2-4 (tem anos), 

onde A(0) indica a quantidade de substância no instante t = 0. Dê o tem- 
po necessário para que a metade da quantidade inicial se desintegre. 


Solução: 
A(O) A(O) + or 
Devemos ter A(t) SETE logo, Dr A(O) o ZE =, DA = et Alte À] 
=== (0,25 amos 

4 
Resposta: O tempo é de 3 meses. 
A função v(t) = 1,5 — 0,9 - 3º! representa a velocidade (em m/s) de um 
floco de neve em queda livre (t em segundos). 
i) Qual a velocidade inicial do floco? 
ii) Quanto tempo leva o floco para atingir o dobro de sua velocidade 

inicial? 
Solução: 
) v(0)=1,5-0,9.3º=0,6 m/s 
ii) Queremos v(t) = 1,2 m/s. Assim: 

LS=09 0 Sis 12 

0,3 = 09 o gre 

oi 

3) 

“O f==i 

t= 10 segundos 


Resposta: A velocidade inicial é de 0,6 m/s e o floco dobra a velocidade 
em 10 segundos. 
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5) Um refrigerante é retirado de uma geladeira e colocado num local onde 
a temperatura é constante. A temperatura do refrigerante t horas após 
sua retirada da geladeira é dada pela lei T(t) = A — B - 2º: Sabe-se que 
a temperatura do refrigerante era de 4 graus centígrados quando estava 
na geladeira e 20 graus centígrados duas horas depois de retirado. Qual 
será sua temperatura 4 horas depois de retirado do refrigerador? 


Solução: 


Temos: ne 
as RR Fes 


= 
nen 208 [AEB oo A-5=20 


A=44B>4+B-5=20>>=16+B=32 
ALAS A=36 


A fórmula fica, então: 
N6)=36-30-20 


To 320 -36-* =28 


Resposta: 141) = 283 €C 


6) Conforme o modelo de Brody, para crescimento de novilhas, o “peso” 
vivo y (em quilos) em função da idade x (em meses) é expresso em certa 
faixa etária por: 

v= 582,6 — 543 le nO0s2z 


i) Qualo “peso” de uma novilha ao nascer? 
ii) Qual o “peso” de uma novilha de 5 meses? 
Solução: 
i) Parax=0, temos: 
y = 582,6 — 543,1e 0082:0 = 582,6 — 543,1 
= 8.5 Rm 
ii) Para x = 5, temos: 
y = 582,6 — 543,1€9082:5 = 582,6 — 543,1 - e Ol6 
y = 582,6 — 543,1 - 0,852 = 582,6 — 462,8 
y = 119,8 kg 


7) (ITA-SP) Um acidente de carro foi presenciado por — da população 


de Votuporanga (SP). O número de pessoas que soube do aconteci- 
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NOTA 

Quando a base é e, devem 
ser usadas calculadoras com 
função e. 
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mento t horas após é dado por: f(t) = ——. onde B é a população 
+ Ce 


da cidade. 
Sabendo-se que 5 da população soube do acidente 3 horas após, calcu- 


: ll a a 
le o tempo que passou até que z da população soubesse da notícia. 


Solução: 
Temos que: == logo a ta ae 
Fa a DO ERSRES 
Como B = 0, então E 
65 1+C 
B 
A fó laica f(b)=>""" 
órmula fica: f(t) GRE 
É dado que =5 logo, 
B B il 1 


= mais = 
ORM oÃes Cone 


1 ij dl 
então, 1+64 CH =9> 64.0 -8 => e%= Ri Rê E = [5] = — 
Substituindo na fórmula original: 
EEB 
NOTA B B 
Não foi necessário descobrir ft) = Es 1 É 
o valor de k (e* bastou). A ; [GA (e ) Tudo |= 
ferramenta para encontrá- Deseja-se que: 

-lo será apresentada no 
próximo capítulo: B B 
k= In 2 = 0,693... = pq 


Solução: O tempo pedido é de 4 horas. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


6 
ET (Cesgranrio-R]) Simplificando 5 = , encontramos: 
(A) 59 (D) 15 
(B) 50 RED 
(Gs 
-30 105 
BZ" (PUC-SP) O valor da expressão Cor é: 
(A) 1000 (D) 0,01 
(B) 10 (E) 0,001 
(C) 0,1 


[3º (Fuvest-SP) Dos números abaixo, o que está mais pró- 


ximo de €:2)-(10,3)º & 

(9,97 
(A) 0,625 (D) 625 
(B) 6,25 (E) 6250 
(C) 62,5 


EA (Ucsal-BA) Sejam os números inteiros A = 23.3". 57; 


e b= 10º. 385. Seo máximo divisor comum de A e B é 
360, então x + y é igual a: 

ER (D) 3 

(B) 6 (E) 2 

(C) 5 


ES" (PUC-MG) O resultado simplificado da expressão 


TV 1/41 1l.m+n e 
m rlIm nl mm 
(A) as pjEsr 
(B) THE (E)1 
(Cc) = 
16" (Vunesp-SP) O valor da expressão 57 — o é: 
(A) 0,3 (D) 0,2 
CB)E=0/3 (E) O 
EC) 
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E (FGV-SP) O resultado da expressão: 


ab? -(a!-b?)*-(a-b')? 
que bEi(ass ban Eai) 
faz parte de qual conjunto? 


(A) (105, 10-5) 
(B) (-1055, -109) 
(C) (-10º, 103) 
(D) (105, 10%) 


A= para a= 10% e b=-107 


(E) nenhuma das respostas anteriores. 


: [BD (UFPR) Se 2:+ 2 = 3, o valor de 8: + 8 é: 


(A) 12 (D) 24 
(B) 18 (E)27 
(C) 2] 
| 9 (PUC-MG) A expressão = é igual a: 
CADU: (D) 7 
(BZ (E) 8 
((e)) x 
É MON (PUC-MG) Se A=-— E B=CÉ AP 4 pié 
igual a: re Es 
(A) 1 (D) e 
(B) 2 (E) e 
(Cc) 4 


EMT (Ucsal-BA) A média geométrica de dois números po- 


sitivos a e b é igual a ./a-b. Sabendo-se que a média 
geométrica de dois números é igual a 6 e um deles é o 
quádruplo do outro, então: 


(A) o menor deles é um número primo. 

(B) o maior deles é um número ímpar. 

(C) o menor deles é um número quadrado perfeito. 
(D) o maior deles é um número primo. 


(E) o menor deles é um número par. 
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[72º (PUC-MG) Das sentenças abaixo, é correto afirmar: 

3259 
ID (a+b)2=02+b? 

ID (a-b"=a".b” 

IVON) p= 220 

v) 427 =432 

(A) só duas são falsas. 

(B) todas são falsas. 

(C) todas estão corretas. 

(D) quatro estão corretas. 


(E) só duas são corretas. 


il -3 
[13º (UFMG) Seja (x+2)? =3,x>0. Pode-se afirmar que x? 


é igual a: 

(A) 0,002 (D) 0,125 
(B) 0,008 GEDTI 
(C) 0,025 


[4 (UFMG) Se a e b são números reais positivos, tais que 


1 


3 po . 
(P+bX-b)=5 = bs, pode-se afirmar que a? é 


igual a: 

(A) BIS 
(B) 4577 
(6) BF 


(Djair 


(E) 3-2)? 


0,5 0,2 
[15' (Ufpel-RS) O valor da expressão G| à | ! | é: 


ER) 
(A) 0,125 (D) 0,75 
(B) 0,25 CE 
(C) 0,5 
[16 (UFRN) a RE é igual a: 
85 
(A) 1 (D) 8º 
(B) 2 (E) 8º 
(0) 4 


1,5 


5 


Es 
[TZ (UEL-PR) Seja M= [5] | -(0,6)”. Efetuando-se as 


operações, tem-se que: 


“7 


É ZM (UFMG) Se f69) = Ê 


> 1 4 
A = Dj) p= a 
( ) M<3 (D) 2 Ms 
(B) 1<M<0 GEJIME=2 
(e) 0<M<s 
[18º (Ucsal-BA) O valor da expressão : 
| 1º nda 
este 
(A) 8 (D) 125 
(B) 10 (E) 22.54 
(E) 20 
fr a 
É 1 2 sé, 
[197 (UFMG) O valor de m = | (-37 0,444 a e 
2 2 
A)u=—E-s DIp 
(A) sig (D) 5 
1 9 
3 
(O) 5 


: a 
20" (UFCE) Se )=16 *, então f(-1) + f(-2) + f(-4) é 


igual a: 
(A) MN (C) 15 
(Bo (D) 17 


2x para -1<x=<l 


então 
— para x>1 Í 
x 


Sp: . 
(O) — f 5] é igual a: 


5 1 
(A) 5 (D) -5 
3 2 
(8) 5 (E) -5 
1 
(O) 5 


[22' (PUC-RS) Seja a função f: R — R definida por 


f(x) = 2”. Então, f(a + 1) — (a) é igual a: 


(A) 2 (D) fC1) 
(B) 1 (E) 2H) 
(C) fa) 
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[23º (PUC-MG) Seja a função exponencial f(x) = 
correto afirmar que: 


(A) ela é crescente se x > 0. 
(B) ela é crescente se a > 0. 
(C) ela é crescente se a > 1. 
(D) ela é decrescente se a = 1. 


(E) ela é decrescente se 0 < x<1. 


[24º (PUC-MG) Os valores de a E R que tornam a função 
exponencial f(x) = (a — 3)* decrescente são: 


(A) a<3 (D) a<3ea=0 
(B) 0O<a<3 (E) a>3ea=4 
(C) 3<a<4 


[25 (PUC-SP) As funções y= a ey=b, coma>0,b>0€e 


a = b, têm gráficos que se encontram em: 
(A) 1 ponto. (D) nenhum ponto. 
(B) 2 pontos. (E) infinitos pontos. 


(C) 4 pontos. 


[26' Resolva as seguintes equações: 


a) GR SD: e)3).28=4. 6 


b) (0,1):-5 = 10 gta DEE 270. + 

o) 10:=1002. 410 4 +6=2.9 

d) 28.55=0,8.01 h)32-6:3:+9=0 
27) (PUC-RJ) O sistema de equações RR 


(A) não tem solução. 

(B) tem uma solução, tal que x = y. 

(C) tem uma solução com x e y inteiros. 

(D) tem uma solução com x e y racionais não inteiros. 

(E) tem duas soluções diferentes (x, y,) e (x, Y)). 
[28' (UFF-RJ) Dada a função f: R — IR, definida por 


f(x) = e” — ex — e24+ 4 e2, pode-se afirmar que a soma 
das abscissas dos pontos em que o gráfico de f corta 


o eixo x é: 

(A) O (Dj xe 
(B) 1 (E) 1+e 
(C) e 
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-mONUIMO) Se fl) = 2, g(9) = s “ eh() 


É ; [29 Sob certas condições, o número de bactérias B de uma 


cultura, em função do tempo t, medido em horas, é 
t 

dado por B(t) = 

pletos após a hora zero, o número de bactérias será: 


2'. Isso significa que em 5 dias com- 


(A) 512 (D) 2000 
(B) 1024 (E) 2048 
(C) 1120 


E 


Hg (9) — f(h (x)) é igual a: 


(A) 3 (D) O 
(B)P3;A (E) 1 
(C) 32 


mm (PUC-SP) Os gráficos das funções f(x) = ae g(x) = x?— 
se interceptam em um ponto de abscissa 3. O ra 


de a é: 
DRA (D) 8 
(B) 3 (E) 9 
(C) 4 


[32 O gráfico que melhor representa a função de R em RR, 


definida por f(x) = 3x + 5] er 


(A) (D) 


(B) ; 
2 
0 
(c) 
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CAPÍTULO VIII EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[33º (Cesgranrio-R]) A função f R — IR, definida por 


f(x) = el, é melhor representada por: 


(A) , (D) y 
(0) x 0 


(Cc) 


de 


[34º (Uerj) Uma empresa acompanha a produção diária de 
um funcionário recém-admitido utilizando uma fun- 
ção f(d), cujo valor corresponde ao número mínimo 
de peças que a empresa espera que ele produza em 
cada dia (d), a partir da data de sua admissão. 
Considere o gráfico auxiliar abaixo, que representa a 
função y = e. 


Utilizando f(d) = 100 — 100 - e e o gráfico acima, 
a empresa pode prever que o funcionário alcançará a 


produção de 87 peças num mesmo dia, quando d' for | 


igual a: 
(A) 5 (eis 
(B) 10 (D) 20 


[35º (Unirio-RJ]) Numa população de bactérias, há 
P(t) = 10º . 4% bactérias no instante t medido, em horas 


“7 
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e/ou fração da hora. Sabendo-se que inicialmente 
existem 109 bactérias, quantos minutos são necessá- 
rios para que se tenha o dobro da população inicial? 


(A) 20 (D) 15 
(B) 12 (E) 10 
(C) 30 


: 36) Resolva as seguintes inequações: 


a) (0,1)2+* > (0,1)*-" 
b)P25isis 1 
5 


o (0,8) -*> (0,8)0+1 


ur RJ) A automedicação é considerada um risco, 


pois a utilização desnecessária ou equivocada de um 
medicamento pode comprometer a saúde do usuário: 
substâncias ingeridas difundem-se pelos líquidos e te- 
cidos do corpo exercendo efeito benéfico ou maléfico. 
Depois de se administrar determinado medicamento a 
um grupo de indivíduos, verificou-se que a concentra- 
ção (y) de certa substância em seus organismos alte- 
rava-se em função do tempo decorrido (t), de acordo 
com a expressão y = y,: 2 — 0,5t, em que y, é a con- 
centração inicial e t é o tempo em horas. 

Nessas circunstâncias, pode-se afirmar que a concen- 
tração da substância tornou-se a quarta parte da con- 
centração inicial após: 


(A) 14 horas. (D) 2 horas. 
(B) meia hora. (E) 4 horas. 
(C) 1 hora. 


[38º (IBMEC-R]) A condição necessária e suficiente a que 


deve satisfazer K, na equação exponencial 2* = 4 — K? 
para que ela tenha solução é: 


(A) K<-20ukK>2 (C)K=>0 
(B) K<2 (D) -2<K<2 


[39' (Unirio-R]) Seja uma função f definida por f(x) = 2º+53, 


Determine os valores de x tais que f (x) seja menor do 
que 8. 


: ao (Unirio-RJ) O conjunto solução da inequação x? > x**3, 


onde x>0ex= 1, é: 


(A) J0,1[U [3, +] (D) D 
(B) (xe Rtalque0O<x1) (E) R 
Ee) [Be] 


CAPÍTULO IX 


FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


Uma das aplicações da função logaritmo é descobrir a idade de achados arqueológicos e fósseis, ou 
descobrir quanto tempo tem-se de esperar para que a radiação numa área decaia para níveis seguros. 
Na fotografia, uma concha de molusco do gênero Nautilus — cujo formato pode ser aproximado por uma 
espiral logarítmica. 


David Freund/Stockphoto.com 


DEFINIÇÃO 
Função logarítmica. 


OBSERVAÇÃO 

Nem sempre os logaritmos 
são números racionais. Por 
exemplo, vamos mostrar 
que o log, 3 não é racional. 


Suponhamos que: 


log,3-É, pEZeqer 


Então: 

. RU 
20 = 3520 | = 3" 
>2'=3 
Como p e q são inteiros, 
2?=2:2-...:2comp 
fatores, logo, 2º é um número 
par. Por outro lado, temos: 


3=3.3...-3comq 
fatores, então, 3éum 
número ímpar. Nesse caso a 
hipótese: 


log, 3 = 2. nos conduz ao 


absurdo (nº par) = (nº ímpar). 
O número log, 3 não é, 
portanto, do tipo 2, 


. q 
racional. 


Rd: 


9 - FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


9.1 - Introdução 


A função f: R — R' em que f(x) = b' com O < b = 1 é uma função bijetiva, isto 
é, qualquer que seja y > O existe apenas um x E RR, tal que b* =. A função expo- 
nencial tem então inversa que se denomina função logarítmica, ou simplesmente 
logaritmo. 


= Esse b=y PR 
log y =x xmy=b 


b'=b log,: Ri> R 


f p= x= log y 
log, p= 
logb=1 
: f 
log 1 =0 log, 0 
Exemplos: 


i) Calcular: 
a) l0g,32=x>2=32527=23=>x=5>10g32=5 


b) log, = 12 2-5 >2=245x=-4> log, = =-4 


1 3 
anos am od É = log, 4/8 = 


n|w 


Z 
d) log, 4=x> 8 =4> (20) =2>34=25>2%=5 


e) log, 8=1> [5] o) Mu 
ne 16 4 


f) log, (-64) = x > 2*=—64 (impossível) 
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ii) Calcular a base a em cada caso abaixo: 
a) log 322=5>8=2º>4=2 
b) log 4=4>at=4>a=4=V2(a>0) 


“a 


a 
Spla iLZs 


5) 


E 
3 


iii) Calcular o número y em cada caso abaixo: 
a) log, y=3>y=2º=8 
1 -4 
b) log, y=-4>y= E =3'*=81 
Fã 


1 il 10 
Il =—— > — 10 2=01 [= 
Cc) og) ne! HT 


Exercícios resolvidos: 
1) Dar o domínio da função y = f(x) em que y = log, (5x — 15). 


Solução: 
Como só existem logaritmos de números positivos, 5x—- 15>0 => 5x>15 > 
=> 3056) => IDJojim p= (8), s=e3). 


2) Dar o domínio da função y = f(x) em que y=log (Xº-x-—6). 
Solução: EF 
ET (1) No 
Nos exercícios sobre 
O<x+1z1 (II) logaritmos, as condições 
3 a : de existência devem ser 
A inequação (1) dá: obedecidas. 
SS ——SA 
—2, 3 


À inegquação (Il) dá:x>-1 e x=0 


E 


—— SS» 
0 
A solução comum será: 
(1) 
—S (2) 
Rs 


Dom f= (3, +) 
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3) Resolver a equação log, (4 - 2x) =log, (8 —- 2x — x?). 
Solução: 
Devemos ter: 
O<x+5=1 —-5<xa-—A4 
4-2x>0 > 4x<2 
E Du sÊ O) Rs 


Essas são as condições de existência. Resolvendo, agora, a equação, vem: 


dicbuisgoBHçE => pÊ=d, => = sem 


Observe que a única raiz que satisfaz às condições iniciais é x = —2. É co- 


mum resolver-se primeiro a equação logarítmica e em seguida verificar se as 
soluções encontradas satisfazem as condições de existência. 


4) 


9.2 - 


Resposta: S = [-2) 


Resolver a equação (log, x)? - 410g, x —- 12 = 0. 


Solução: 
Façamos log, x =. À equação se reduza y?-4y-12=0 > y=60uy=-2. 
Então: 
1 
log,x=6 > x=2º=64 ou log x=-2 > x=27?= ZE 


Resposta: S = É 64] 


Casos particulares da definição 


n Nogi=0 


Basta ver que bº = 1. 


Ud: 


R R$ 
A A 
as bº = 1 
a + 0 
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» ogbst 


Basta notar que Db! = D. 


R IR 
A A 
+b'=b 
log b =1 + 
0+ +0 


Basta ver quelog, b' =yob'=boy=x<olog, b'=x. 


R 


log,b' =x 


» EE 


Basta ver que x=log yo b'=y 6 bos =y. 


R 


log,y=* 


Exemplos: 
i) log,/1=0 
Z 
ii) log, 1=0 


iii) log,; 18= 1 


Iv) In e= 1 


ll 
Wm 


v) log,3º 


vi) log10” 


ll 
N 
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viii) log, (V2)' 
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NOTA 
Quando a base é 10 usa-se 
a notação log,, x = log x. 


NOTA 

Quando a base é o número 
e=2,71828... usa-se a 
notação log, x = In x. 

Essa base é de grande 
importância teórica e 
prática. 
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CAPÍTULO IX 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Aplicando a definição, calcule o valor dos logaritmos: : 31 


a) log, 625 

b) log, 81 

c) od: 0,0001 
d) 109,25 432 
e) log, ; 256 


f) log, 22 


FZ" Determine o valor de x real para que exista: 


a) log, (x— 7) 

b) log, (3 — x) 

c) loga, (X +x— 12) 
d) log,., (X2—- 5x+ 6) 
e) log |x| 


ds 


Determine o conjunto verdade da equação logarítmica 
em cada caso. 


a) log, (log, 2x) = 1 

b) joe (3x +4)=2 

c) log, (x + 11)2- log,, (x2 + 1) = l09,,101 
d) log, (x+ 1) + 1 = log (x2 + 35) 


: [AM Calcule o valor de x. 
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9 1 
a) log, 7=5 
3 

b) log; 8=7,x>0 
c) log ds 
E 3 


d) 3109; 4 + log; B- x 


e) 309,12 =x 
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9.3 - Propriedades operatórias 


Considere os números x e y positivos. 


NOTA 
Atenção! Mostramos que 
log, x-y = log, x + log, y, 


Mas, em geral, tem-se 
log, (xy) = log, x -log, y e 
log, (x + y) = log, x + log, y. 


Demonstração: 
Suponhamos que, 


1) 


Em outras palavras: 


log,y =n y=b"" (1) 
multiplicando membro a membro, (1) e (IJ): 


pn = x=b” (1 


x -y=b” «b"r=bm+n 
Aplicando o logaritmo dos dois lados da equação, temos: 
log,(xy) = log, b”*” 


log,(xy) =m+n =log, x+ log, y 


R R. 


Leteras 
log, x/=log x+log y=m+n Tm 
b' = 
log,y=n a y 
Lp=y 
log, x=m +50 


Exemplos: 


i) log,abvc = log, a? +log, b+log, Jc = log, a? +1+l1og, Vc 


ii) log2x = log2+log x 
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Demonstração: 
Suponhamos que: 
m= nas E” x=b” 


n=log,y x=b” 
Dividindo membro a membro, vem: 
a = =b""" > log, ; =log,b""=m-n > log, da log, x -log, y 
R R, 
A 


log, z=2m1€E—o y=x 


log, VJ=511T 34 b=y 


log, (5) =logrx-logy=m-11ED pro a = E 
Exemplos: 
2 
D log, 22 | =10g,24º -log, bc = 
bc 
= log, 2 + log, a? - (log, b + log, c) = 
=log,2+log,4º- 1 -log, c 
ii) lo o 1-logn = 
NOTA rag: da 
Atenção! Em geral, 
x| log,x =0-logn= 
log, |= 0" 
v) log,y =-logn 
3) logxt=k-log,x 
Em outras palavras: 
Demonstração: 
Suponhamos que, a 
log,x=m>b"=x 
Elevando a equação a k, temos: 
(br)* = xK => bkm ES xK 
Aplicando o log, em ambos os membros: 
NOTA 
log, b* = R log, x* = log, b*” => log, x*=k-m =>log, x*=k-log, x 
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R R: 
A A 


log, x*= klogx=kmigDDS + W-by=x 


logx=m1ED——-- + b"=x 


Exemplos: 


) log, x*=3log, x 


5) 
ii) Es =log ab* log c” =log a +log b* - 2log c = log a + 3log b - 2log c 
c 


n|n 


iii) loga/a? =loga 


| 


log a 


iv) log Es = ip = Lnogab-loge) =Logarlogb-loge) 
E 2 E 2 2 


Exercícios resolvidos: 
1) Sendo log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, calcular: 


i) log6 

ii) log 8 

iii) l0g3/1,44 

Solução: 

i) log6=log2-3=log2+ log 3 = 0,301 + 0,477 = 0,778 
ii) log 8 = log 2º = 3log 2 = 3 - 0,301 = 0,903 


ig q Deo Bj 
= log Z = 
100 3 10 


iii) 10g3/1,44 = alog 1,44 = slog 


(log 2º. 3º - 1og10”) = — (log 2º + 10g3” — 210g10)= 


d a 
3 3 


= S(4log2 + 210g3 - 210810) = =(4-0,301 +2:0,477-2.1)= 


= =(1,204 +0,954-2) = S(2,158 E 2-0,158 - 0,053 
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rs =I=RO”JEBSA 
NOTA 


? 
log, lx? = log, xº = 


=P.log, x 
q 
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2) Sendo log 2 = 0,301, calcular log 5. 
Solução: 
10 10 
Do E Elogio a > log5 = log10 - log2 
log5 =1- 0,301 > log5 = 0,699 
3) As editoras enviam para os professores cópias dos lançamentos. Estima-se 


que se x cópias forem distribuídas, a quantidade de livros vendidos será 
OQ = 60 — 20 - e2ºº2x em milhares de livros. (In 2 = 0,693) 


i) Quantos exemplares serão vendidos se não houver distribuição aos 
professores? 


ii) Quantos exemplares devem ser distribuídos para se ter uma venda de 
50000 exemplares? 


Solução: 
i) Senão houver distribuição, x = 0, logo: 
Q = 60 — 20 -. e2992-0= 40, ou seja, 40000 exemplares. 


ii) Fazendo Q = 50, vem: 50 = 60 — 20 - e-9002:x 
20 €9002x = 10) => q-0002x — : > In e 9002x = In> 
-0,002x Ine=In1-In2 => 0,002x=0,693 => x = 347 cópias 


4) A temperatura do cadáver de uma vítima de assassinato foi medida às 
11h. Neste momento, o médico da polícia constatou que a temperatura 
era de 34,8 ºC. Admita que a temperatura normal de uma pessoa viva é 
de 36,5 ºC e que o corpo esfria obedecendo à lei T = k - 2:90! em que T 
é a temperatura do corpo t horas após a morte e k uma constante. A que 
horas se deu a morte da vítima? 

(log 2 = 0,30; log 34,8 = 1,54 e log 36,5 = 1,56) 


Solução: 

No instante t = O a temperatura era 36,5 ºC, então: 
HÕ,S = Ko ZAMBU — [eo= J6,9 

À equação do resfriamento fica: 

MES 6 e 

Aplicando logaritmos decimais: 

log 34,8 = log 36,5 + log 2-0025 

1,54 = 1,56 - 0,025t - log 2 


== Oops DG => = gta 


0,025-0,30 
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5) 


6) 


RE o cm 
025200075 Das sos 


A morte se deu às 11h — 2h40min = 8h20min. 


O carbono 14 (C”*) é um elemento radioativo e se desintegra espon- 
taneamente numa taxa proporcional à quantidade presente numa 
amostra. 

Se Q(t) é a quantidade de C!* presente numa amostra no instante í e 
Q, a quantidade presente no instante t = O (quando a amostra foi for- 
mada), então Q(t) = Q, - e*'em que k é uma constante de desintegração 
radioativa do C!t. 


i) Calcular a constante k sabendo que a quantidade de C!! se reduz à 
metade (meia-vida) a cada 5 568 anos. (In 2 = 0,693) 


ii) Calcule a idade de um fóssil cuja quantidade de C!” é 12,5% da 
inicial. 


Solução: 


Q e 
i) Devemos ter: JE SS cad o, 
Aplicando logaritmos neperianos, 


Inesssst = In 2 > 5568k - Ine = 0,693, 


so! 2446-10* = 0,00012446. 
A equação fica: Q(t) = Q,- e! 


ZA 
100 


ZA 


SeRO (E 100 


D- 0 e 9/0001245t 
O > = 


Q,, temos 


ee > e 8 = 000012455: Ime= ni 


Mino 3. 0,693 
SE DENTE = SER opa 
DO O O 0 or aa MLS ao 


E 
Se EL = é Gl = E La log t, prove que o = pp-a-e 
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NOTA 


Poderíamos raciocinar 
assim: se são necessários 

5 568 anos para termos 
50% da massa, seriam 
necessários 2 - 5568 para 
termos 25% da massa e 
3.5568 para 12,5% da 
massa, ou seja, 16700 anos 
aproximadamente. 


M—s5s8 M ssa M ssa M 
2 4 


N 


8 


16700 anos / 
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Solução: 
log? “jogt = logp=qlogi => p= 
a 


DES. og t => logq=blogt ="q-[ 


Jog” ogt => log r=clogi => paif 
c 


Calculemos q? e pr. 

q? s 2» pr s t” +c 

Dividindo membro a membro, vem: 
VA a Za, 


q = = q = poP=a=6 
pr papi pr 


a+b 


7) Prove que, se log 3 


= =lloga + log b), então a? + b?= 7ab. 


a+b 
log 


= =(loga + logb) > 


a+b 
3 


> log 


= >log(ab) = log ab > 


a+b a+by 
E = Jab > a =ab=> 


=> q +b+2ab=9ab => q? + b” = 7ab 


9.4 - Mudança de base 


A mudança de base consiste em estabelecer a relação entre logaritmos de bases 
distintas. 

Sabemos que bs = x. 

Aplicando a ambos os membros, logaritmos na base a, vem: 


log, b'%* = log, x > log, X - log, b = log, X > 
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Caso particular 


Se fizermos x = a na fórmula acima, temos: 


lo e Bd lo q 
8º“ Tog,b > NR 
EEE 
Exemplos: E 
OBSERVAÇÃO 
Para passarmos do sistema 
) logd= log3 = BR = Il SS decimal para o neperiano, 
log? 0,301 basta dividir os logaritmos 
log10 decimais por log e = 0,434, 
EN ] : , = log x 
H) log410' ogÃo logãó logs logs | o isto é [nx= Tasa| 
log,10 loglO log4 logtó log4 
log5 
iii) 1n10 = — 
loge 


Exercícios resolvidos: 
1) Calcular (log b) (log, c) Jog d) (log, a). 
Solução: 
Passando todos os logaritmos para a base a, por exemplo, temos: 
log,c log d loga 


: = | 
log, b log c log d 


log, b 


2) Resolver a equação log, x + 2log, x — 3log,, x + log,, 27x = 2. 


Solução: 
Passando todos os logaritmos para a base 3, temos: 


log; x 3. log; x E log; 27x 

log; 9 log,27 — log;81 

log; x log;x | l0g,27 + log, x 
io 7 4 

log; 3 log; 3 log; 3 


log; x + 2.- 


log; x +2- =2 


Chamando log, x = y, vem: 


oa Sea o ga 
2 3) 4 


3+) 
4 


iá 


=> V+ =2>4y+3+/=8 > 


>Sy=5>y=1>logx=1>x=3 
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3) 


4) 


5) 


9.5 - 


Resolver a equação log, x? + log 4=5. 


Solução: 
Devemos ter: 2log, x+2log 2=5 (0<x=1) 


Passando para a base 2: 2log, x+2- =5 
log, x 
Chamando log, x = y, vem: 


pp 2/+2=5y>2y'-5y+2=0=>y=2 ou y=> 
a 


Então: : 
1 E 
log,x=2 > x=2?=40u Web iai ei dr = 


O logaritmo de e numa base A é o dobro do seu logaritmo na base B. Sabendo 
que a soma das bases é o sêxtuplo do logaritmo de B na base A, calcule A e B. 


Solução: 


ur Ei e nen = ne ab 


log;e InA lne 
A+B=6log, B>A+Aº =6log, Aº> A+4=12 


A2+4A-12=0 > A=3 ou A=-4 (não serve por ser negativo) 
bs => B=9 


“log, B=2 B= Nº 


Resposta: A=3 eB=9 


donas (log, m) +log, m. 
a 


ma 


Mostre que 
Solução: 


Tomemos o 1º membro da igualdade e passemos a base ma do 


denominador para a base a: 


logs m = dog =log,m-log,ma = 
los a log, a 
log, ma 


=log,m (log, m+log, a) = (log, m) +log,m 


Cologaritmo 


“7 


| colog, x =-log, x 
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A relação anteriormente descrita, também se escreve: 
colog, x=-log, x=log, x” 


1 
ou colog,x=log, 


De forma que o cologaritmo de um número é um logaritmo, as propriedades 
dos logaritmos são extensivas aos cologaritmos. 
Assim: 


NOTA 

A utilização do cologaritmo 
perdeu a importância com 
o desenvolvimento das 
calculadoras. 


Exercício resolvido: 


2 


A acidez ou basicidade de uma solução aquosa é medida por seu 
pH = colog [H,0%, onde [H,0'] é a concentração em moles por litro de H,O*. 


d) O rótulo de uma água mineral indica pH = 6. Qual a concentração de 
íons H,O* nesta água? 


ii) Qual a concentração de íons H,O* em uma solução neutra, isto é, de 


pDiBl= 7% 
EEE 
iii) Como varia o pH quando a concentração decuplica? NOT 
Solução: Procure no dicionário o 
significado da palavra 
i) 6=colog [H,0"] > log [H,0"] =-6=> [H,0"] = 10º mol/l decuplicar. 


ii) 7=-log [H,0* > [H,0*] =10mol/l 
iii [ELO E OP [EO o» 
pH =-logx; pH, =-log y =-log 10x = —-log 10 -log x = pH, —1 


Quando a concentração decuplica, o pH diminui uma unidade. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dê conjunto solução para cada caso abaixo. 


a) log; (3x — 1) — log, (x + 1) = > 
b) log «x + logo X = 2 


Cc) log, x = 5 + loga (4x + 10) 


log, x + log, y = 4 


E2º (Unirio-R)) Resolva o sistema: | 
xy=8 


[3º Determinar o valor do quociente 5 coma>0eb>0, 
na equação: log, b — log, a = 4. 


P4' Sejam log 2 = ae log 5 = b. Escreva log 40 em função 
deae b. 


5" Resolva as equações: 


a) log (x + 4) + log (x — 4) = 2log 3 


b) 3log 7 + Blog, 7 = Slog, x — log 12,5 


16 Se os números reais positivos a e b são tais que 
o 


| | fia calcule o valor de a + b. 
0g, a- log, b = 


FZ Resolva os sistemas: 
log(x + 1) — log y = 3log 2 
x=4y-7 
log, x+ log, y=5 
log, x- log, y = 


[8º Acrescentando 16 unidades a um número, seu logaritmo 
na base 3 aumenta 2 unidades. Qual é esse número? 


ao 
H'! 


ondeH*eaconcentração dehidrogênioemíons-grama 
por litro de solução. Determine o pH de uma solu- 
ção, tal que H' = 1,0 - 10%. 


E9" O pH de uma solução é definido por pH =log,. 


H7O! A vida média de uma substância radioativa é o tempo 
decorrido para que a massa inicial dessa substância se 


' ; 2. E 
reduza à metade, e é dada pela expressão: ZE kt, 
onde k é uma constante positiva de proporcionalida- 
de, e o tempo t é dado em anos. Calcule a vida média 
para o rádio, sabendo-se que sua constante de propor- 


cionalidade é k = 4,4 - 104e que In 2 = 0,7. 


Ud: 


17º Qual o conjunto solução da equação 
log, (x—- 3) —log,, (x— 3) = 1? 


[12º (UFRN) Considere log 2 = 0,3010 e log 3 = 0,4771. Então, 
a quantidade de algarismos do número 3! . 212. 63 é 


igual a: 
(A) 25 (O) 27 (E) 29 
(B) 26 (D) 28 


[73º (Fuvest-SP) Pressionando a tecla [log| de uma calculado- 
ra, aparece no visor o logaritmo decimal do número que 
estava antes no visor. Digita-se inicialmente 88888888 
(oito oitos). Quantas vezes a tecla |log| precisa ser pres- 
sionada para que apareça mensagem de erro? 


(A) 2 (C) 6 (E) 10 
(B) 4 (D) 8 


M4! (Fuvest-SP) Seja x = 21º, Sabendo que log,, 2 é apro- 
ximadamente igual a 0,30103 pode-se afirmar que o 
número algarismo de x é: 


(A) 300 (C) 302 
(B) 301 (D) 1000 


(E) 2000 


[75' (UFCE) A função real f(x) = x? — 2x + 2 é definida para 
todo número x, e P (a, b) é o ponto do gráfico de f 
mais próximo do eixo das abscissas. O valor do logarit- 
mo decimal de ab é igual a: 


(A) Ea (6) (E) O 


Njs wa 


(8) | (D) 


[16 (PUC-SP) Supondo uma taxa de inflação de 20% ao 
ano, os preços deverão dobrar em aproximadamente: 


(A) 1 ano. (C) 3 anos. (E) 5 anos. 
(B) 2 anos. (D) 4 anos. 


BIZ) As indicações R, e R,, na escala Richter, de dois terre- 
motos estão relacionadas pela fórmula: 


M 
R-R,=l0g, E 


liberadas pelos respectivos terremotos, sob a forma de 
ondas que se propagam pela crosta terrestre. Consi- 
derando que ocorreram dois terremotos, um corres- 
pondente a R, = 6 e outro correspondente a R, = 4, 
determine a razão entre as energias liberadas por eles. 


, onde M, e M, medem as energias 
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9.6 - Gráfico da função logarítmica 


Como a função logarítmica é a inversa da função exponencial, seu gráfico é 
simétrico ao gráfico da exponencial em relação à reta y = x. 


ee sp oa logo: 


a>1 função crescente 0<g<1 função decrescente 


id 


Para as bases maiores que 1, quanto maior for a base, mais próximo do eixo Ox 
estará o gráfico da função logarítmica. Para bases entre zero e um, quanto menor 


. Xs ; . === s 
for a base, mais próximo ele estará do eixo Ox. 


NOTA 

Assim como as 
exponenciais têm o eixo Ox 
como assíntota, as funções 
logarítmicas têm o eixo Oy 
como assíntota. 


a>b>c>1 


O<c<b<a<l y=logxN y=log x 
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“7 


Demonstração algébrica de que f(x) log, x é crescente para a > 1 e decres- 
cente para0<a<1. 


Sejax,<x, escreva y, = log, x, 
e y, = log, x,, então: 
MG 6X = 
q!<a” > y<y 
log, x,< log, x, 


Seja x, <x,, escreva y, = log, X, 
e y, = log, x,, portanto: 


= q” = q” 
x=00ex=a”? 
q! <a"s y>y, 
log, x, > log, x, 


Exemplos: 


i) log,8>log,5 porque a base é maior que 1e 8>5 
ii) Inl0<In11 porquee>1e 10<11 

iii) gos Da oRhES porque >< E ES 

iv) log, e> log, 10 porque Ss E W)=e 


10 10 


Propriedades 
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Temos: x>1=>log,x>log,1=log,x>0 
O<x<1l> log x<log 1 log, x<0 


Temos: x>1=>log,x<log 1=>1log,x<0 
O<x<1=>log,x>log,1=> log, x>0 


Exercícios resolvidos: 
1) Resolver a inequação log, (2x — 10) > 3. 
Solução: 
Devemos ter: 2x- 10>0 => x> 5 (condição de existência) 


Por outro lado, para retirarmos o símbolo log, devemos tê-lo em ambos 
os membros da desigualdade. Então, como 3 = log, 2º, vem: 


log,(2x-10) >log, 2º > 2x —10>2º (base maior que 1) 


2x>8+10=>x>9 


eeceeemeeneeemeinneoo b 
5) 9 
Resposta: Como x >5 ex > 9, a solução comum é x > 9. 
2) log, (2x —- 1)< log, ds 3 
2 212 


Solução: 
Como a base está entre O e 1, a desigualdade muda de sentido ao retirar- 


mos o símbolo log ,, então: 
E 


2x-1>D +35 44-2>1465+1> 


Temos então: 


2x-1>05x>5 


dO 6 =8 E 8 
2 Z 3 
8 8 8 

RE ICE Resposta: x > > 


3) (Fuvest-SP) A intensidade I de um terremoto, medida na escala Richter, é 
um número que varia de 1 = O até I = 8,9 para o maior terremoto conhe- 
cido. I é dado pela fórmula: 

E 


2 
= 3 108% JE 
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na qual E é a energia liberada no terremoto em quilowatt-hora e 
E,= 7 - 103 kWh. 


id Qual é a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala 
Richter? 


ii) Aumentando de uma unidade a intensidade do terremoto, por quan- 
to fica multiplicada a energia liberada? 


oa di Elo e ps Se 
RÉ E, E 


(o) 


E= 102. E, = 10/2.7.10% = 7.10ºkKWh 


E: 2. E 
A Ledo Md 
En ds 


(o) 


Ss a a o os = 1 
3 E, 3 E, 3 Em 1 
É 
E E; Sr: ç 
log>2 => >log=2=>>> =10? 
PR RS E 
E, 


E, = E V10º > E, = 10V10-E, 
Resposta: Fica multiplicada por 10,10. 


4) A energia E em joules liberada no epicentro de um terremoto de intensi- 
dade I é dada pela relação log E = a + DI, sendo a e b constantes. Calcular 
a e b sabendo que um terremoto de intensidade 7 libera cerca de 1000 
vezes mais energia que um terremoto de intensidade 5 que por sua vez 
libera 1,4 - 10! joules. 


Solução: 
logE =a+7belogE,=a+5b 


Sendo E, = 1000 - 1,4 - 10! joules, 


log 1,4:107 =a+7b |a+7b=log1,4+17 


então: => 
log 1,4-10/ = a +5b a+5b =log 1,4+14 


3 


Subtraindo membro a membro: 2b=3 => b= 7 


Substituindo: q +55 = logl,4+14=> a = l0g1,4+ 6,5 => a = 6,646 
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5) (PUC-R)) Em Química, define-se o pH de uma solução como o logaritmo 
decimal do inverso da respectiva concentração de H,O*. O cérebro huma- 
no contém um fluido cuja concentração de H,O* é 4,8 - 108 (em média). 
Calcule o pH desse fluido sendo log 2 = 0,30 e log 3 = 0,49. 

Solução: 


pH=log =-log 4,8.10º =-log 4,8 log 10 


sds + 
4,8.10* 

48 4 
ii a Otis lOg or oi dl) 


pH=9-(log 3+410g2)=9-(0,49+4-0,30)=9-1,69=7,31 


6) A magnitude de um astro de brilho B é definida a partir de uma referên- 


cia B, por meio da fórmula M=log, 


com a seguinte convenção: “a 
0 
magnitude aumenta em 5 quando o brilho é dividido por 100”. 


i) Calcular log a. 


ii) Determinar a magnitude aparente: 
a) do Sol, em que B = 4,786 - 10º B,; 
b) da Lua, em que B = 1,2 - 10º B,. 


B B 
i 100. Bo B 
M+5=log, > >M+5=1 Miss Eos Ceetosiou 
i) +5=log, B, >M+5=log, o > M+5=log, E og, 
M+5=M-log, 100 —log, 100 = 5 = log, 100 = -5 => S8100 =-5 
oga 
2 
h EE 
oga E 
10 
e fo (oo sa o SAL CS OS 
B, log a 
no ces Be so , 
É 2 -0,4 
5) 


log1,2-10º | 10g1,2+5log10 
loga E -0,4 

= 0,0845 

Eos 


Db) Mi = log 12-10" = 


=-12,7 
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NOTA 

A lei de Weber-Fechner diz 
que a sensação provocada 
por um fenômeno é uma 
função logarítmica da 
intensidade do fenômeno. 


NOTA 

Para calcular o log 4,786 
você precisa de uma 
calculadora. 


Ed 
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NOTA 7) O nível sonoro em decibéis (dB) de um som de pressão acústica P é dado 
a ' É Je E 

Potência sonora acima pela relação N = 20 log —, em que P, = 2 - 10% pascals (menor pressão 

de 90 dB é prejudicial ao o 

ouvido humano. acústica audível para o ouvido humano). 


Calcular os níveis sonoros correspondentes a: 


) P=P, (limite da audibilidade) 
ii) P= 10º P, (conversação normal) 


iii) P= 10º P, (decolagem de foguetes) 
Solução: 
i) N=20log =20l0g1=0dB 

0 


E) 
ii) N=20log Ho =2010g10º =60dB 


0 


10ºP, 
P 


0 


iii) N=20log =2010g10º =180dB 


8) Um rádio portátil atinge a potência máxima de 100 dB e um CD player 
pode atingir até 120 dB. 


EAR ; 
Calcular a razão — para esses dois sons. 
0 


100 = 2010g À = log + = 
E E E 

120 = 20log À =dpe = qe AO 
D Li Li 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET sendo y = e para x pertecente a IR, expresse sua fun- 
ção inversa. 


P2' se Kx)-log. , calcule o valor de fe). 


3º Construa os gráficos das funções: 
a) Hx) = log, x 
b) f(x) = log, x 
c) f(x) = log E 
d) Hx) = log, x 
10 


P4! Construa os gráficos das funções: 


a) Kx) = log, |x| 
b) Kx) = |log, x| 
o) Kx) = |log, |x|| 


[5 Represente graficamente a função f definida por 
fo) = In |x]. 
16 Construa os gráficos das funções: 
a) Hx) = log, (x—1) 
b) (x) = log, (2x — 1) 
c) Kx) = log, x? 
d) Hx) =log, x 


:* [7 Construa os gráficos das funções: 


a) Kx)=2 +09, x 
b) f(x) =1+ log, x 
Z 


[8 Determine o domínio da função definida por 
fg) = log, x + log, (x + 1). 


[9 Resolva a inequação: 


log,x + log, (x+1)>1. 


MO! É dada a função f definida por x) = log, x— log, (x— 3). 
Determine os valores de x para os quais: 


a) Kx) <2 
b) 9) >2 


[17º Quantos números inteiros são soluções do sistema 
abaixo? 


27 < 9x+3 
log, 2x<0 
2 


log, (x+3) 
12! Quais as soluções reais da inequação: E >1? 


2. 4/=16 
513º Para x E FR, resolva o sistema: 


log x- log y = 1 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (PUC-SP) Se a=log, (10º x 1007) = 10(08.8 + loss E então: 


os (D)a=-30,1 
(B) a=-81 (E) nenhuma das respostas 
(€) q= 30 anteriores 


FZ (UFRJ) Considere x e y números reais positivos tais que: 


log, (09, (9) = log, (log; (y)) = 0. 
Determine o valor de x + y. 


E3º (Cesgranrio-R]) Um médico, após estudar o crescimento 
médio das crianças de uma determinada cidade, com 
idades que variavam de 1 a 12 anos, obteve a fórmula 


h= log[10%7 li), onde A é a altura (em metros) eié a 
idade (em anos). Pela fórmula, uma criança de 10 anos 
desta cidade terá de altura: 


(A) 120 cm (D) 128 cm 
(B) 123 cm (E) 130 cm 
(C) 125 cm 


P4! (Unirio-RJ) Um professor propôs aos seus alunos o se- 
guinte exercício: “Dada a função f: R: — IR, determine 
a imagem de x = 1024”. 
x» y=log, 64% 
Qual não foi sua surpresa quando, em menos de um 
minuto, um aluno respondeu corretamente que a ima- 


gem era: 
(A) 30 (D) 35 
(B) 32 (E) 36 
(C) 33 


5 (Uerj) Em uma calculadora científica de 12 dígitos, 
quando se aperta a tecla log, aparece no visor o lo- 
garitmo decimal do número que estava no visor. Se a 
operação não for possível, aparece no visor a palavra 
ERRO. Depois de digitar 42 bilhões, o número de ve- 
zes que se deve apertar a tecla log para que, no visor, 
apareça ERRO pela primeira vez é: 


(A) 2 (D)5 
(B) 3 (E) 6 
(C) 4 
16 (UFRJ) Determine o conjunto D dos números inteiros 
5-—-x 
log 
se ; ã 10+x z 
positivos x para os quais a função y = —2 está 


definida. 


“7 


: ZM (PUC-MG) Se log, b= 2 e ab= 3, então b — a é igual a: 


(9 & (D) É 
9 
(Bj 22 (Ep 
3 3 
(0) 23 
6 


EB" (PUC-SP) Sex + y=20ex-y=5, então log, (x? — y?) 


é igual a: 

(A) 100 (D) 12,5 
(B) 2 (E) 15 
(625 


9" (PUC-SP) Se 0 <x<1, um valor aproximado, por falta, 


2 
de log, (1 + x) é dado por = com erro inferior 


E 
X a = A rea 
a cê Qual dos valores abaixo está mais próximo de 


log, 1,2? 
(A) 0,14 (D) 0,20 
(B) 0,16 (E) 0,22 
(C) 0,18 


: |O! (Fuvest-SP) Se log,, 8 = a, então log,, 5 vale: 


(A) à D)1+5 
(B) 5º-1 (1-5 
c) 29 
(e) 


[17 (PUC-SP) log 50 + log 40 + log 20 + log 2,5 é igual a: 


(A) 1 (D) 10 
(B) 3 (E) 1000 
(C) 5 


H12' (UFF-R)) Pode-se afirmar que o valor de log 18 é igual a: 


(A) log 20 — log 2 (D) (E 


(B) 3log 6 (E) (log 3) (log 6) 


(C) log 3 + log 6 
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1173! (Unificado-R)) O nível de intensidade sonora (N) é ex- 
presso em decibéis (dB) por: 


N=10l0g, 1 

l, 
onde: | = intensidade sonora fornecida pela caixa de 
som; 


| = intensidade-padrão, correspondente ao limiar da 
audição (para o qual N = 0). 

Para o nível de intensidade N = 120 dB, a intensidade 
sonora, fornecida pela caixa de som, deverá ser de: 


(A) 108.1, (D) 120 -1, 
(B) 102.1, (E) 121, 
(C)1200-1, 


M4! (UFF-R)) No dia 6 de junho de 2000, um terremoto 
atingiu a cidade de Ankara, na Turquia, com registro 
de 5,9 graus na escala Richter e outro terremoto atin- 
giu o oeste do Japão, com registro de 5,8 graus na 
escala Richter. 

Considere que m, e m, medem a energia liberada sob a 
forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre 
por terremotos com registros, na escala Richter, r, e r,, 
respectivamente. 

Sabe-se que estes valores estão relacionados pela fór- 
mula: 


im gli da 
1 fo = 00% m, 


Considerando-se que r, seja o registro do terremoto da 
Turquia e r, o registro do terremoto do Japão, pode-se 


E ma 
afirmar que — é igual a: 
o 


E 10 
(A) 10 (D) 91 

0,1 oiii, 
(8) 10 Gi 
(O (01º 


15º (UFF-R]) Considere p=log,2, g=log,, 4 e r=log, 2. 
É correto afirmar que: ; 


(A) p<g<r (D)p<r<q 
(B)r<g<p (E)R= pi<ig 
(C) g<r<p 


[16º (UFRS) Supondo que uma cidade, com P, habitantes, 
no instante 0, terá P = P, e* habitantes, no instante t, 
com k E IR, sendo a população de 2P, no instante 30 e 
In 2 = 0,693, então k =: 


(A) 20,79 (D) 0,231 
(B) 2,079 (E) 0,0231 
(C) 0,693 
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: 77) (Cesgranrio-RJ) Simplificando im , encontramos: 
É og; 
(A) 16 (D) 4 
(B) 12 (E) 3 
(C) 8 
[178º (FGV-SP) O valor da expressão: 
Er. 
[log, 0,5+10g; 27 log 8] é 
(A) 121 o) qu 
EZE 4 
o (nda. 
49 
(O 


[19º (UFMG) Considerando-se log, , 2 = 0,30 e 
log,,3 = 0,47, pode-se afirmar que o valor de log, , 60 é: 


(A) 0,141 (D) 1,77 
(B) 0,77 (E) 10,77 
(C) 1,41 


; 120º (PUC-SP) Determinar log,, 350, supondo que 


l0g,,0,35 = —0,456. 


(A) 1,456 (D) 2,544 
(B) 2,456 (E) 3,649 
(C) 1,544 


[21 (UFPR) Sendo log 2 = 0,301 e log 7 = 0,845, qual será 
o valor de log 28? 


(A) 1,146 (D) 2,107 
(B) 1,447 (E) 1,107 
(C) 1,690 


[22º (FGV-SP) Sabendo-se que log,, 2 = 0,3010 e 


l09,93 = 0,4771, então log, 0,6 é igual a: 


(A) 1,7781 (D) 0,2213 
(B) -0,7781 (E) -0,2219 
(C) 0,7781 


123" (Cesgranrio-RJ) Se log a = 0,4771 e log b = 0,3010, 


= Gia 
então log é: 


(A) 0,1761 (D) 0,8239 
(B) -0,1761 (E) -0,8239 
(C) 0,7781 
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!24' (Cesgranrio-RJ) O valor de log, (ava) é: : BO) (Unirio-R)) O conjunto-solução da equação 
3 3 ne pps 
(A) a (D)5 log, x + log, 4 2! sendo U=IR' — (1), é tal que 
: a soma de seus elementos é igual a: 
5 D5 É 
Es 4 (AO (D)16 
Ê B) 2 E) 18 
(OS (B) (E) 
(C) 14 


!25' (Cesgranrio-R)) O valor de log,8 + log, 10 é: 


5 [BT (UFF-R)) Assinale o produto das raízes da equação 
(A) 5 (D) 4 e 
« ' 33log x? = log(11 x — 30)”. 
(B) 3 (E) 2 o 
' (A) 15 (D)30 
Os À 
2 (B) 20 (E) 35 
j a (C) 25 
[26 (UFF-RJ) Sejam x, y e p números reais positivos e p = 1. 
=. H E o AE 
de lba be» pis imeloo fleo, vem entesloa, x | : 32º (Unirio-R]) Na solução do sistema 
é igual a: É 
j Rate og los 2 o valor de x é: 
(A) m (D)m+n x-4y=7 
(8) Z (E) m-n (A)15 (C) 8 (E) 2 
: B)13 DJS 
OA (B) (D) 
1 [33' Resolva o sistema: fog nlogp so 
27º (Unirio-R]) Seja a função definida por Kx) = log, E xy=8 
x . 
O valor de x para o qual fx) = 1 é tal que: [34º (UFR-R)) Se log 5 = 3n, log 3 =m, log 10=1 e 
1 1 3 100” = 3135, então x vale: 
(A) 0< x<— (D) —-<x<— E 
100 5 10 (A)m+n (D)3n+m 
1 1 3 3m+n n+m 
Co O (E) e (B) 4 (E) g 
É 3n+m 
(C) qa Gabdrs a (0) 4 
10 5 


É f: i lo: 0X = s 
128) (UFR-R]) Considerando que log 2 = 0,3010300 (loga- : Oo sa 


ritmo de 2 na base 10), log 1 250 é: (A)1 (C)10 (E) 1072 
(A) 376,29000 (D) 2,9818000 (B)-1 (D)10- 
(B) 188,15000 (E) 3,0969100 [36' Neste ano (2002), estima-se que o PIB (produto inter- 


no bruto) de um país seja de 400 bilhões de dólares. 
Daqui a t anos, estima-se que o PIB seja de 400(1,05)' 
bilhões de dólares. 


(C) 1,9030900 


Cesgranrio-RJ) Se log, 123 = 2,09, o valor de nes Ê á 
BE (Ceso ) Io a) Em quantos bilhões de dólares crescerá o PIB entre 


| 1,23%: 

Roe 2009 e 2010? 

Ryo 0209 (D) 1,09 b) Para que valores de t o PIB superará a marca dos 
(B) 0,09 (E) 1,209 800 bilhões de dólares? 


Observação: não é necessário fazer as contas; deixar 
(C) 0,209 o resultado indicado. 
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137 (UFF-RJ) O valor da expressão log, 2 - log, 3 -... - log,, 9 é: 


(A) O (D) log, 4 
(B) log, 2 (E) 1 
(C) log, 3 


[38! Segundo uma pesquisa, após x meses da constatação 
da existência de uma epidemia, o número de pessoas 
20000 
2+15.42*" 
Supondo log 2 = 0,30 e log 3 = 0,43, daqui a quanto 
tempo, aproximadamente, o número de pessoas atin- 
gidas por essa epidemia chegará a 2000? 


por ela atingida é f(x) = 


[39º Um acidente de carro foi presenciado por o da po- 


pulação de Caxias (RJ). O número de pessoas que 
soube do acontecimento t horas após é dado por: 


B z Es E 
MO ao onde B é a população da cidade. Sa- 
bendo-se que u da população soube do acidente 3 
horas depois, determine o tempo que passou até que 


% da população soubesse da notícia. 


40" (UFRJ) Um modelo matemático que se usa para estudar 
a decomposição de uma substância radioativa baseia- 
-se na suposição de que a taxa de variação da massa 
da substância em relação ao tempo é proporcional à 
massa existente em cada instante, isto é: 


AM 
E” —kM 
A partir dessa informação, pode-se demonstrar que 
M(t) = M,e 4, onde: 

M, é o valor inicial da massa; 

M(t) é a massa no tempo t; 

k é uma constante característica da substância. 
Chama-se meia-vida da substância o tempo T durante 
o qual a massa da substância radioativa fica reduzida à 
metade de sua massa original, conforme ilustra o grá- 
fico abaixo. 


Mt(t) 


Mo 


ao 
2 


Calcule a constante k em função da meia-vida T. 
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F4M) (Vunesp) Se log, A =2-log c- 4 log, d, então: 


aflora 
(NA=5 
2 

BRA= 
o) 3d 
2c 
OA= > 
EJA md 
(DA=C- Id 
a Da 
DA=5 Fi 


[42º (Vunesp) Seja a E R a>0,a=1.Sea,B ey são 
números reais estritamente positivos cujo produto é 
afy = va, então o valor de x para que 

Mo nes, asia so nel nao e 
log,;x loga loga log a e 
a a p Y 


(A) a (D) a? 
(B) 2º (E) 2Va 
(C) ava 
[43º Usando a tabela abaixo, o valor de log 75 é: 
(A) 1,1417 (D) 1,6818 
(B) 1,3011 (E) 1,8752 
(C) 1,5564 
2 0,3010 
6 0,7782 


!44' (Ucsal-BA) Utilizando-se a tabela abaixo, conclui-se 


que 3/371293 é igual a: 


(A) 1 (D)15 
(B) 13 (E) 1 
(C) 14 

9 0,95 

n 1,04 

13 1,11 

15 1,18 

17 1,23 

371293 5,55 


Ed 
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10 
45) (Cesgranrio-R]) O valor de 31 log j é: 


A 


(A) log (10!) (D)log 101º 
(B) log (9!) (E) O 
(C) log 10 


146! (Ucsal-BA) Indica-se por log x o logaritmo de um nú- 
mero x na base 10. Se log 2 = a, o valor de log 25 é: 


(NS (D)1-a 
(B) 5 (E) 2-2a 
(C) 4a 


147! (Uerj) Há números em que, para cada um deles, o 
quadrado do logaritmo decimal é igual ao logaritmo 
decimal do seu respectivo quadrado. Logo, a soma 
dos valores reais dos números que satisfazem essa 


igualdade é: 

(A) 90 (D) 101 
(B) 99 (E) 201 
(C) 100 


148º (Uerj) O logaritmo decimal do número positivo x é 
representado por log x. Então, a soma das raízes de 


log? x— log xº = O é igual a: 
(A) 1 (C) 1000 
(B) 101 (D)1001 


49! (PUC-SP) Sabendo-se que log, 10 = 0,47712, pode- 
mos afirmar que o número de algarismos de 9% é 


(A) 21 (C) 23 (E) 25 
(B) 22 (D) 24 
2 log, a 
150! (Unirio-R]) Sabendo-se que log, a = log, b onde q, b, c 


são positivos e b= 1 e cx 1,o valor de log, */12 é igual 
8 
a: (considere log, 3 = x) 


(Aê a (D) tm 
(B) ns (E) (2+x) 
9 3 
—2+x) 
ar 


[57 (UFF-R]) São dados os números reais positivos a, be x 
taisquea=1 eb=1. Sabe-se que log x=xelog, x =4. 


Calcule log,, ax . 


ds 


[52º (UFRJ) Sendo x e y números reais e y = O, expresse o 
logaritmo de 3* na base 2” em função de x, y e log, 3 


[53' (UFF-R]) A energia potencial elástica (E) e a variação 
no comprimento (A(/) de uma determinada mola estão 
associadas conforme a tabela. 


Sabe-se, também, que a relação entre y e x é estabele- 
; E K 

cida pela equação y = nx + log 2) sendo K a constan- 

te elástica da mola e n uma constante. 

a) Determine os valores das constantes K e n. 


b) Determine o valor de E para A/ = 3. 


sa (UFRJ) Uma calculadora eletrônica pode escrever nú- 
meros inteiros de até oito dígitos. Quando uma ope- 
ração cujo resultado é maior ou igual a 100000000 é 
realizada, aparece no visor o símbolo “E”, que indica a 
incapacidade da máquina de fazer aquele cálculo. 
Uma pessoa digitou o número 5 na máquina e, em 
seguida, efetuou a operação “multiplicação por 2” di- 
versas vezes, até aparecer o símbolo “E” no visor. 
Sabendo que log, , 2 = 0,301, determine o número de 
vezes que a operação foi realizada. 


ss (Unirio-R]) Um explorador descobriu, na selva amazô- 
nica, uma espécie nova de planta e, pesquisando-a du- 
rante anos, comprovou que o seu crescimento médio 
variava de acordo com a fórmula A = 40(1,1);, onde a 
altura média A é medida em centímetros e o tempo t 
em anos. Verificou também que seu crescimento esta- 
ciona, após os 20 anos, abaixo de 3 metros. 
Sabendo-se que log 2 = 0,30 e log 11 = 1,04, determine: 


a) a altura média, em centímetros, de uma planta des- 
sa espécie aos 3 anos de vida; 


b) a idade, em anos, na qual a planta tem uma altura 
média de 1,6 m. 


156! (UFGO) A curva abaixo representa o gráfico da função 
y= log x, x> 0. Qual o valor da área colorida? 


Pá 
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157) (Unirio-R]) Analisando os gráficos abaixo, podemos 160" (UFRJ) Segundo algumas estimativas, o volume de água 


afirmar que os pontos A e B correspondem, respectiva- 
mente, a: 


y=log x 


(A) (3,8) e (2,1) (B) (2, 1) e (3,8) 
(O) (2, De(I, 2) (D) (1,2) e (1,1) 
(E) (1, 2) e (2, 1) 
158" (Uerj) No sistema cartesiano abaixo, estão representa- 


das as funções y = log, (x+ a) e y = 3, onde a é número 
real diferente de zero. 


vy=log, (x +a) 


Assim, o valor de a é: 
(A) 5 (C) 8 
(B) 6 (D) 10 
159) (UFRJ) Sejam a e b dois números reais positivos e di- 


ferentes de um. Considere as funções f(x) = log x e 
9(X) = log, x, mostradas na figura a seguir. 


s(x) 


Os pontos P, = (8,1) e P, = (m, p) pertencem ao gráfico 
de f, enquanto Q, = (8, -3) e Q, = (m, q) pertencem 
ao gráfico de g. 


: ma R 
Determine a razão —. 
G) 
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facilmente disponível, para o consumo, em todo o plane- 
ta, é de 14 mil km? por ano. Consideremos como razoável 
um consumo de 500 m por ano por habitante. Sabendo 
que a população da Terra é de cerca de 6 bilhões de pes- 
soas e que cresce à taxa de 1,6% ao ano, gostaríamos de 
ter uma estimativa de em quanto tempo chegaremos, 
mantidos estes dados, ao limite dos recursos disponíveis. 
Expresse, utilizando os dados acima e as funções usuais 
em máquina de calcular (ou seja: as quatro operações 
elementares, x, log x, In x, es, 10%, sen x, cos xe tg x, 
o número x de anos em que ainda teremos água facil- 
mente disponível. 


161 Dêo valor de: 


a) q I%* o) Grtêo 3 - 109,7 


b) 4!º3 9) 


162" (Cesesp-PE) Uma alga cresce de modo que, em cada 


dia, ela cobre uma superfície de área igual ao dobro 
da coberta no dia anterior. Se esta alga cobre a su- 
perfície de um lago em 100 dias, assinale a alternativa 
correspondente ao número de dias necessários para 
que duas algas, da mesma espécie da anterior, cubram 
a superfície do mesmo lago. 


(A) 50 dias (D) 99 dias 
(B) 25 dias (E) 43 dias 
(C) 98 dias 


163º (Mack-SP) Cada golpe de uma bomba de vácuo extrai 


10% do ar de um tanque. Se a capacidade inicial do 
tanque é de 1 mº, após o 5º golpe, o valor mais próxi- 
mo para o volume do ar que permanece no tanque é: 


(A) 0,590 m? 
(B) 0,500 m: 
(C) 0,656 mº 
(D) 0,600 m: 
(E) 0,621 m? 


164º (Unicamp-SP) Suponha que o preço de um automóvel 


tenha uma desvalorização média de 19% ao ano sobre 
o preço do ano anterior. Se F representa o preço inicial 
(preço de fábrica) e p(t), o preço após t anos, pede-se: 


a) a expressão para p(t); 


b) o tempo mínimo necessário, em número inteiro de 
anos, após a saída da fábrica, para que um automó- 
vel venha a valer menos que 5% do valor inicial. Se 
necessário, use log 2 = 0,301 elog 3 = 0,477. 


Ed 
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165! (Unirio-R]) Uma indústria do Rio de Janeiro libera po- : (A) 40,2 
luentes na baía de Guanabara. Foi feito um estudo para |: 

Ro : ; E (B) 42,6 

controlar essa poluição ambiental, cujos resultados são |: 

a seguir relatados. É (C) 50,2 

y (custo em R$ 1.000,00) E (D) 57,6 


167) (UFR)) Sejam x e y duas quantidades. O gráfico abaixo 


custo da poluição Rap a 
: expressa a variação log y em função de log x, onde log x 
: é o logaritmo na base decimal. 


custo do controle 
da poluição 


x (quantidade de poluentes 
emitidos em t) 
Do ponto de vista da comissão que efetuou o estudo, 
essa indústria deveria reduzir sua liberação de rejeitos 
até o nível onde se encontra P, admitindo-se que o 
custo total ideal é o resultado da adição do custo de 
poluição y = 2*— 1, ao custo de controle da poluição 


1 . ; Determine uma relação entre x e y que não envolva a 
y=6 2): Para que se consiga o custo ideal, a quan- função logaritmo. 
tidade de poluentes emitidos, em kg, deve ser aproxi- 


asno 168 (UFRJ) A figura a seguir mostra os gráficos das funções 
: fe 9, definidas no intervalo 70, 4] por: 


(A) 1333 
(B)2333 9)=5-Inxego)=5-(n XE, 

(C)3 333 | onde In expressa o logaritmo na base neperiana e 
(D)4333 | (e = 2,7). 

(E) 5333 | y 


Considere log 2 = 0,3 e log 3 = 0,4. 


166! (Uerj) Meia-vida ou período de semidesintegração de 
um isótopo radioativo é o tempo necessário para que 
sua massa se reduza à metade. 


Sejam M, N os pontos de interseção dos dois gráficos e 
P, Q suas respectivas projeções sobre o eixo x. 


A meia-vida de um isótopo radioativo pode ser calcula- Determine a área do trapézio MNQP. 


da utilizando-se equações do tipo A = C - ek, em que: 
C é a massa inicial; 

A é a massa existente em t anos; 

k é uma constante associada ao isótopo radioativo. É : 
Em um laboratório, existem 60 mg de 22Ra, cujo pe- Sabendo-se que (900) = E, obtenha: 
ríodo de semidesintegração é de 1 600 anos. Ea 
Daqui a 100 anos restará, da quantidade original desse 
isótopo, o correspondente, em mg, a: : b) a lei da função g. 
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É 169 (Unirio-R)) Seja É R — R 
É x y= 3x-4 


a) um esboço do gráfico de f; 
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PZ0) (UFF-R]) A figura representa o gráfico da função f defi- Sabe-se que OA = BC. Então pode-se afirmar que: 
nida por fx) = log, x. (A) log, b = c (D) ab = c 
E (B)a+b=c (E) 10º + 10º = 10% 
(C)a= 


173) (ITA-SP) O domínio da função 
FO) =109,2 4,1 (3x? — 5x +2) é: 


(A) (00, oufodjuf.iju a 
2 3 3 
; Es (B) |», 1 ui éju [5 +00 
O comprimento do segmento PQ é: 2 2 2 
sas ta O Ee SJufE, 2Ju fi 2Ju[3, 
(B) 5 (E) log 2 2 pra Ba 
(C) log, 5 (D) (-00, 0) U (1, +00) 


IZ4! (Unifor-CE) O gráfico de f(x) = |ln xl, x> O está melhor 


171 (Cesgranrio-R)) Seja log a função logaritmo natural. A : 
(EEsg Dciaios S 9 representado no item: 


função y = eºs* é mais bem representada por: 


(A) » (D) (A) (C) 
e 
0 1 1 
(B) » (B) | (D) | 
| x v x É 1 1 
| Z, X | 


[75] (UFPE) Considere as seguintes funções e os gráficos 
: abaixo: 


109) = 10%, EX) = log, x, EO) = (Fº EO), LM) = 
Dio. 


(A) y 


[72 (Vunesp) A figura representa o gráfico de y = log,, x. 
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Assinale a alternativa a completa corretamente a fra- 
se: “Os gráficos de f, f, e f, são respectivamente... 


(A 2 284 (DA Dea 
(B) 24 163º (ERA De 
(OD A Se 


v Lg 


176 (ITA-SP) Seja a um número real, a > 5 tal que 
(a + (97 = 2º, onde m é um inteiro positivo maior que / 
e p=m log, millog, (a? — 5)]. O valor de a é: 


(A) 3 
(B) 5 
(C) 37 
(D)32 


(E) Não existe apenas um valor de a nestas condições. 


EZ7) (Cesgranrio-R)) Se log,, (2x — 5) = O, então x vale: 


(45 (D) 5 
(8) 4 (o 
(C) 3 


178) (UC-MG) O produto das raízes da equação 
(log, x)2- 1 =0 é: 


(A) O (D) 


(B) 1 (E) 5 
(C) 2 


Z 
3 
7) 


[79 (Fatec-SP)Sex>0,y>0€e log ; x +log - y =8, então a 
média geométrica entre x e y é: 
(A) 64 (C) 16 (E) 4 
(B) 32 (D)8 
180! (Ueba) No universo IR, a solução da equação 
log, x + log, (x + 1) = 1 é um número: 
(A) ímpar. (D)múltiplo de 3. 
(B) entre 0 e 1. (E) divisível por 5. 
(C) maior que 3. 
187! (FGV-SP) Admitindo-se os valores: log 2 = 0,30 e 
log 3 = 0,48, a equação 4“ = 12 terá uma raiz: 
(A) negativa. (D) inferior a 3. 
(B) superior a 2. (E) imaginária. 


(C) inteira. 


“7 


[84 (FGV-SP) A equação 22º = 


E a QUC. SP) Um estudante quer resolver a equação 


2*= 5, utilizando uma calculadora que possui a tecla 
log x. Para obter um valor aproximado de x, o estudan- 
te deverá usar a calculadora para obter os seguintes 
números: 

(A) log 2, log 5 e log 5 — log 2 
(B) log 2, log 5 e log 5 : log 2 


(C) log 2, log 5 e log 25 
5 5 
(D) 2 log a 


(E) 45 e log/5 


em (PUC-MG) A igualdade 3!-*. 6! = 3 é verdadeira para 


x igual a: 

(A) log, 2 (D) log, 6 
(B) log, 2 (E) log, 6 
(C) log, 3 


7 E 
4º + —— tem por solução: 
128 p S 


(A) x=5 (D) 2xE R 
(B) log, 4 (E) n.d.a. 
(C) log, 2 


185º (UECE) O conjunto solução da equação 


log, 4x — log, 2 = O é: 
(A) ES (O (7) 
(B) Ea (D) (242) 


um (UFBA) O conjunto verdade de 


log, (x — 1) — colog, (5x — 1) = 5 é subconjunto de: 


(A) (D) (xe Q;x>6) 
(B) (xe D:x>5) (E) [re D;x<5 
(O) xe mpres) 


: BZ) (Mack-sP) Se log, x + log, x= 1, então: 


(A) x = 32 (D)x=332 
(B) x= 3/4 (E) x=2 


(Ox= 2 
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[88' (Puccamp-SP) O sistema log Rlog tem solução, 
4x-3y=5 


tal que x + y é igual a: 


41 
(A) 3 (D)-55 
(B) 1 (E) n.d.a. 
co 

7 


189! (Cesgranrio-R]) Sex = a e y = b é a solução real de O 


e lego sitio abale: 


x-y=12 
(A) 15 (C) 20 (E) 30 
(B) 16 (D)24 


190! (UFRN) Se E A adea im E então x + y é igual a: 


x -5yº=5 

(A) 7 (C) 13 (E) 20 

(B) 10 (D)15 

[97 (Cesgranrio-R)) se ão Aa As É então log (xy) é: 
4log x- log y = O 
(5 (C)2 (E) O 
5) 
85 (D)1 


192! (Ucsal-BA) Quanto às soluções da equação 
(log x)? — 3log x + 2 = 0, é verdade que: 


(A) só uma delas é real. 
(B) a maior delas é 1 000. 
(C) a menor delas é 10. 
(D) a menor delas é 100. 


(E) a maior delas é 1. 


193! (Cesgranrio-R]) Sendo x > 0, a soma das raízes de 
logi, x— log, x* = O vale: 


(A) 50. (C) 1000. 
(B) 501. (D)1001. 


(E) 1005. 


[94º (PUC-MG) Para O < x<3, a única raiz da equação 
log; x—- log, x?=3 é uma fração que, na sua forma ir- 
redutível, tem para soma de seus termos: 


(A) 3 (C)5 (E) 7 
(B) 4 (D)6 
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195" (FGV-SP) A equação logarítmica 
log, (x + 1) + log, (x — 1) = 3 admite: 


(A) uma única raiz irracional. 

(B) duas raízes opostas. 

(C) duas raízes cujo produto é —4. 
(D) uma única raiz e negativa. 


(E) uma única raiz e maior do que 2. 


196º (FGV-SP) A equação log (2x + 3) = 2 apresenta o se- 
guinte conjunto solução: 


(A) Ã-I, 3) (D)(1, 3) 
(B) (-1) (E) n.d.a. 
(C) (3) 


197) (Unicap-PE) Seja f (2, +00) — IR a função definida por 
f(x) = log, x+log, (x-2). Assinale a única alternativa 


que corresponde à solução da equação fx) = 1. 


(1) 146 (D) 1+ 2V6 

(B) = se (E) 3+ 6 

(C) 2+ se 
faj- 

198" (UFBA) No sistema , O valor de y é: 

log, (442)=y 

(5 (O OS 

(85 (D)5 


[99 (Mack-SP) O menor valor natural de n para o qual se 
2:46 Sen TORCE 
tem qa  V0910 e: 
(A) 2 (C)4 
(B) 3 (D)10 


(E) 100 


100 (Mack-SP) Se x =log,b e y=log,c,comb>0,c>0€e 
0O<a<71, então: 


(A) x>y se e somente se b > c. 
(B) x>y se e somente se b < c. 
(C)x=yseesomenteseb=c=1. 
(D)x>yseesomenteseb>c>1. 


(E) x>y see somente seb<c<1. 


Ed 
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07 (PUC-MG) A desigualdade log, (5x — 3) < log, 7 é ver- ; OZ (Cesesp-SP) Assinale a única alternativa cuja região co- 


dadeira para: 


(A)x>0 (D) 5 <x<2 
B)x>2 (E) O<x<5 
(Ox<5 

702 (UFPA) Qual o valor de x na inequação log, x> log, 2? 
(A) x>5 (D) x<2 
(B) X<5 (E) KT 
(O x>2 


703 (Mack-SP) A desigualdade log, ,, 5 > log, ,, 5 
é verdadeira se: 


1 13 17 
A) O — [DJ == Ri 
(A) SA (D) 30430 
(B) 5<4<5 (E) x>1 
(C) Sex] 


04 (FGV-SP) Uma pessoa deposita R$ 50.000,00 na Ca- 
derneta de Poupança Futuro Feliz. Trimestralmente são 
creditados juros de 10% sobre o saldo. Calcular o va- 
lor dos juros, 1 ano após o depósito de R$ 50.000,00 
(admitindo que não houve nenhuma retirada). 


(A) R$ 20.000,00 
(B) 40% 
(C) alternativas (A) e (B) 
(D) R$ 73.205,00 
(E) aproximadamente R$ 23.000,00 
705 (UFCE) Meia-vida de uma substância radioativa é o 
tempo necessário para que sua massa se reduza à me- 
tade. Tomemos, hoje, 16 gramas de uma substância 


radioativa cuja meia-vida é de 5 anos. Se daqui a n anos 
sua massa for 27! gramas, o valor de n é igual a: 


(A) 525 (C) 565 (E)595 
(B) 550 (D) 575 

06 (FGV-SP) Daqui a t anos o valor de um automóvel 
será V = 2000(0,75)t dólares. A partir de hoje, daqui 


a quantos anos ele valerá a metade do que vale hoje? 
Adote log 2 = 0,3 e log 3 = 0,48. 


(A) 3 anos (C) 2 anos 
(B) 2,5 anos (D) 4,5 anos 


“Mr 352 


(E) 6 anos 


lorida representa o conjunto dos pontos (x, y) E RZ, 
que satisfaz o seguinte sistema: 

log,(x? — y) < l0g,12- log, 3 

(log, 2)7*> 1 


(A) y 

0 x 
(B) y 

0 

x 

(C) y 

0 5 
(D) y 


(E) 
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Os primeiros conceitos 


Entes primitivos 


Sabemos que pontos, triângulos, circunferências, pirâmides etc. são alguns dos 
objetos de estudo da Geometria. Esses objetos são denominados entes, noções 
ou conceitos geométricos. 

O recurso de que dispomos para apresentar um novo ente geométrico é a 
definição. Vamos examinar um exemplo: 


Bissetriz de um ângulo é uma semi-reta que tem sua origem no vértice desse 
ângulo e divide-o em dois ângulos adjacentes e congruentes. 


Sempre que se dá a definição de um ente, inevitavelmente nela comparecem 
outros, já supostamente conhecidos, já definidos. Assim, a definição de 
bissetriz só pode ser compreendida por alguém que conheça de antemão os 
conceitos de ângulo, semi-reta, vértice de ângulo, e também ângulos 
adjacentes e congruentes. Ora, as definições desses outros entes, por sua vez, 
apóiam-se em outras, também já supostamente estabelecidas, e assim 
sucessivamente, formando uma cadeia de conceitos onde cada um deles só 
pode ser definido a partir de outros que já o foram anteriormente. 
Evidentemente, numa cadeia assim, deve haver um primeiro conceito que, 

por não existir outro que o anteceda, não pode ser definido. Em Geometria, não 
há apenas um, mas sim três entes que constituem o início dessa cadeia, os 
quais, justamente por serem os primeiros, são chamados primitivos. 


Os entes geométricos primitivos são: 


| O ponto, a reta e o plano. 
I 


Representação gráfica de ponto, reta e plano 


Exemplos de pontos: 


Ã 
a 


+ mw 


Exemplo de reta: 


Os entes geométricos são os 
“seres que habitam o 
mundo da Geometria”. Veja 
abaixo alguns entes 
geométricos: 


pirâmide 


reta 


polígono 


Nos exemplos acima 
somente a reta é um ente 
geométrico primitivo. 


O ponto geométrico é um 
ente ideal, isto é, só existe 
na nossa imaginação. Ele 
não possui tamanho algum. 
Todavia, a representação de 
um ponto, por menor que ela 
seja, sempre terá um 
tamanho. 

Com a reta e o plano ocorre 
o mesmo: conceitualmente 
eles não têm espessura, 
qualquer que seja a forma 
que os representamos. 

A reta só tem uma 
dimensão: sobre ela só 
podemos medir 
comprimentos. 

O plano tem duas 
dimensões: sobre ele 
podemos medir 
comprimentos e larguras, 
mas nele jamais podemos 
medir espessuras. 
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Exemplo de plano: 


Para indicar pontos e retas empregamos letras do nosso alfabeto. 
Para os pontos, usamos letras maiúsculas: A, B, C, ... 

Para as retas, usamos letras minúsculas: a, b, C, ... 

Para indicar planos, usamos letras minúsculas do alfabeto grego: «, 


é Po PR 


Proposições primitivas 


Assim como ocorre com as definições dos entes geométricos, as quais 
necessitam de outros entes já definidos para serem formuladas, as 
demonstrações das propriedades geométricas também só podem ser feitas 


quando apoiadas por outras propriedades já estabelecidas como verdadeiras. 


Gera-se, então, uma cadeia de propriedades, onde novamente um pequeno 
grupo delas não pode ser demonstrado. As propriedades que iniciam essa 
cadeia são denominadas proposições primitivas, ou axiomas, ou ainda 
postulados. 

A partir dos postulados, podemos demonstrar qualquer outra propriedade 
geométrica, que então recebe o nome de teorema. 


Resumindo, temos: 


postulado: propriedade aceita sem demonstração. 
teorema: propriedade estabelecida por demonstração. 


Vamos conhecer alguns postulados, os que mais comumente se utilizam num 


curso de Desenho Geométrico: 


P.1 cas E 


Num plano existem infinitos pontos. 
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Axiomas ou postulados 


A palavra postulado tem sua 
origem no verbo latino 
postulare = postular, pedir. 
Matematicamente, 
postulado significa aquilo 
que foi aceito, sem 
demonstração. 


À expressão “existem 
infinitos pontos” garante 
que qualquer que seja o 
número de pontos 
considerados, sempre 
podemos considerar mais 
um, distinto, não 
coincidente com nenhum 
dos demais. 


P.2 


Numa reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos. 


P.3 


Dois pontos distintos determinam uma reta. 


“AB treta AB) 


A Indica: reta que passa pelos 
pontos A e B. 


ss 


AB 


Este postulado garante que por dois pontos não-coincidentes é sempre possível 
traçar uma única reta. Essa propriedade será de grande utilidade nas 
construções geométricas. 


Como consegúência desse postulado, podemos indicar a reta que passa pelos 
pontos A e B pelo símbolo TE 


P.4 - 


Um ponto de uma reta divide-a em duas partes às quais ele pertence. 


AB (semi-reta AB) 
Indica: semi-reta com origem 
E ER Je e no ponto À e que passa pelo 
reta A r ponto B. 
Da mesma forma, temos 
a cast 


: que BA indica a semi-reta BA 
mi-reta 
se AB 4 
— D+ 
A B O primeiro ponto é a origem da 
semr-reta. 
semi-reta AC 
—. e ++ >> 
C A 


Cada uma das partes em que a reta fica dividida é denominada semi-reta e o 
ponto de divisão é chamado origem das semi-retas. 


A semi-reta que tem origem no ponto A e que passa pelo ponto B será 
denotada pelo símbolo AB. 
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P.5 aaa pe ga ci caes 


Uma reta de um plano divide-o em duas partes nas quais ela está contida. 


semiplano (r, A) 
Indica: semiplano de origem 
na reta r e que passa pelo 
ponto A. 
semiplano (r, A) 
P/ 


Cada uma das partes é denominada semiplano, e a reta de divisão é chamada 
origem dos semiplanos. 


Para indicarmos o semiplano que tem origem na reta r e que passa pelo ponto 
A, escrevemos semiplano (r, A). 


Segmento de reta 


Definição - Ee 


Considere sobre uma reta r dois pontos distintos A e B. A intersecção das 
semi-retas AB e BA é denominada segmento de reta. 


reta 


2 DwDw—Dw—+-— >>> TE 
A B ; 
AB semi-reta 
LA iB 
! a I = 
semi-reta ) BA ! AB (segmento AB) 
IA e 
| sá | Indica: segmento de reta 
, AB ' com extremidades nos 
A segmento B pontos A e B. 
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Os pontos A e B são denominados extremidades do segmento de reta. 

O segmento de reta que tem extremidades nos pontos A e B será indicado pelo 
símbolo AB e sua medida, por AB. 

Dois ou mais segmentos que possuem medidas iguais são denominados 
congruentes. O símbolo = denotará a congruência. 


B 
[>>> 4 
* c D 
equivale 


medidas iguais segmentos congruentes 


Ponto médio de um segmento 


Definição - e = 


Chama-se ponto médio de um segmento de reta AB o ponto desse segmento 
que o divide em dois segmentos congruentes. 


Figuras convexas 


Definição ESSES = ESSE 


Uma figura é denominada convexa se, para quaisquer dois pontos A e Ba ela 
pertencentes, todos os pontos do segmento AB a ela também pertencerem. 


Exemplos de figuras convexas: 


1) 2) 


sem o tracinho 


AB. 


Indica: medida do 
segmento AB. 


AB=C 


Indica: AB é congruente a 
CD, isto é, ABe CD são 
medidas iguais. 


Para facilitar a identificação 
visual das figuras 
geométricas, é muito útil 
fazer marquinhas iguais em 
elementos que são 
congruentes. 


Qualquer conjunto não-vazio 
de pontos é denominado 
figura geométrica ou, 
simplesmente, figura. 
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Exemplos de figuras não-convexas: 


2) 


a 


Exercícios 


E1.1 O que é conceito primitivo? 
Resposta: É um conceito aceito sem definição. 


4 
é 


E1.2 O que é um postulado? 
E1.3 O que é um teorema? 


E1.4 Indique as figuras não-convexas: 
a) b) 
c) d) 
e) f) 


E1.5 O plano é uma figura convexa? E a reta? 
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Ps 
ÂAngulos 
Considere, inicialmente, num plano a, três pontos A, Be C não-alinhados, isto Três ou mais pontos são 


é, não-pertencentes a uma mesma reta. 


Considere agora as intersecções dos seguintes semiplanos: 


a, = (AB,C) e a; = (AC, B) 


ditos alinhados ou colineares 
quando pertencem a uma 
mesma reta. 


a,: semiplano de origem AB 
passando por C 


a;: semiplano de origem Yo 
passando por B 


sobreposição de a, e a; 


q N Q2 
q, intersecção com aq; 


+7 


Observando bem a sequência, você pode notar que a intersecção de a, com a; 

é a região comum aos dois semiplanos, incluindo as semi-retas AB e AC. A 

partir dessa intersecção, vamos definir o que é um ângulo. 

Veja primeiro duas observações: 

- Se da intersecção subtrairmos as semi-retas AB e AC, restará uma parte de « 
chamada região do plano limitada por AB e AC” 


- Se de a subtrairmos a intersecção considerada, restará outra parte do plano 
também chamada região do plano limitada por AB e AC. 


O conceito de ângulo 


Definição - E Ds 


A reunião das semi-retas AB e AC com qualquer uma das duas regiões que elas 
limitam no plano é denominada ângulo. 


ângulo 


Lembre-se: ângulo é a 
reunião das semi-retas com 
a região delimitada. 


ângulo (1 
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Se as semi-retas AB e AC são coincidentes, temos, por extensão de conceito, a 
formação dos seguintes ângulos: 


lados 
W coincidentes 


lados 
coincidentes 


Ângulo nulo Ângulo de volta inteira 


No caso em que as semi-retas AB e AC são opostas, isto é, a reunião das duas 
resulta numa única reta, dizemos que elas determinam dois ângulos chamados 
rasos ou de meia volta. 


— SEE 


A 


Ângulo raso ou de meia volta Ângulo raso ou de meia volta 


Elementos de um ângulo 


lado 
B 
” lados: ABe AC. 
cúrtico vértice: A 
C 
lado 
As semi-retas AB e AC são denominadas lados do ângulo. 
O ponto A é denominado vértice do ângulo. O símbolo * serve apenas 
R = d értice. 
Notação: Orângulo de vértice A e lados AB e AC será representado pelo I fis 
símbolo 4 BAC ou, se não houver ambiguidade, simplesmente por 4 Â. BÃC sem o símbolo 4 


Como AB e AC determinam dois ângulos (um convexo e outro não-convexo), 
vamos convencionar que o símbolo 4 BAC se refere apenas ao ângulo 
convexo, salvo menção em contrário. 


Indica: medida do ângulo. 


B 
A Um ângulo não-convexo é 
chamado ângulo côncavo. 
C Cc 
Ângulo convexo: A BÃC Ângulo não-convexo 
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Excluindo os lados em cada um desses ângulos obtemos as seguintes regiões 
internas: 


a 
Ed « Eai 
a o 
Be dá 
a 
” Ea 
a a 
ai a 
ai “af 
<G ES 
“E ias 
ho o 
hn 
Io tm 
bo E 
“o ias 
hn DA e 
E a 

Região interna do Região interna do 
ângulo convexo ângulo côncavo 


Medida de um ângulo 


A unidade de medida de ângulo que utilizaremos no curso éo grau. Ao ângulo 
de volta inteira está associada a medida 360º (leia-se 360 graus) e ao ângulo 
nulo, 0º. Daí, decorre que o ângulo de meia volta mede 180º. 


(I—— 43 — LA 


Ângulo de volta Ângulo nulo: Ângulo de meia 
inteira: volta: 


Notação: Para indicar que 4 BÃC é um ângulo de medida igual a 70º, 
escrevemos: 


BÃC = 70º ou À=70º 
medida de 4 BÃC 


Importante: Dois ou mais ângulos que possuem medidas iguais são chamados 
congruentes. 


A D 
e F 


BÃC = EDF «e 4 BÂC=A4 EDF 


medidas iguais ângulos congruentes 
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Observe que a região interna 
do ângulo côncavo é a 
região externa do ângulo 
convexo, e vice-versa. 


Ângulos consecutivos 


Definição 


Dois ângulos são consecutivos quando possuem o mesmo vértice e têm um 
lado comum. 


Veja, através dos exemplos, duas situações diferentes onde podemos ter 
ângulos consecutivos: 


1) A 2) A 


AD não está 
no exterior 
do 4 BAC 


AD está no 
interior de 
A BÃC 
Note, no primeiro exemplo, 
que A DÃC tem pontos 
comuns com 4 BÃC; no 
caso, 4 DÃC está contido 
em 4 BÃC. 


Nos dois exemplos, temos que 4 BÃC e 4 DÃC são consecutivos, pois A é um 
vértice comum e AC é um lado comum. 


Ângulos adjacentes 


Definição 


Dois ângulos consecutivos são adjacentes quando não têm pontos internos 
comuns. 


Exemplos de ângulos adjacentes: 


1) A 2) 


Bissetriz 


Definição 


Bissetriz de um ângulo é a semi-reta que tem origem no vértice desse ângulo e 
que o divide em dois ângulos adjacentes e congruentes. 
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bissetriz 


AD é bissetriz de 4 BÂC = A BÂD=4A CÂD 


Ângulo reto 


Definição 


Chama-se ângulo reto qualquer um dos dois ângulos em que o ângulo raso fica 


dividido por sua bissetriz. 


O ângulo reto mede 90º. 


Ângulos complementares 


Definição 


Dois ângulos são complementares quando a soma de suas medidas é igual 


a 90º. 
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x BÃÂC e 4 EDF são complementares = BÃC + EDF = 90º 


O ângulo reto é simbolizado 
graficamente por b. 


Ângulos complementares 
/ 


[/ 


Nesse caso dizemos que 
cada ângulo é complemento 
do outro. 


Ângulos suplementares 


Ângulos suplementares 


Definição - 
Dois ângulos são suplementares quando a soma de suas medidas é igual l 
a 180º. Ps 
- — A, 
E 
C 
E NE +. 
B A F 


Nesse caso, dizemos que 
cada ângulo é suplemento 


x BÃÂC e A EDF são suplementares e BÃC + EDF = 180º NRO: 


Exercícios 


E2.1 O Eua são pontos alinhados ou colineares? 
2 Um ângulo de 150º é convexo? E um de 200º? 
E2.3 Quanto mede um ângulo raso? Ele é convexo? 
4 


Examine a figura dada. Entre os pares de ângulos indicados, indique 
quais são adjacentes. 
a) A BÂC e A CÂD 


b) A BÂC e 4 BAD » y 

c) 4 BÂD e à DÃE ' 

d) 4 CÂD e A CÃE 

e) A CÂD e 4 DÃE Y —— 


Na figura dada, sabe-se que ABC = 75º e que ABD é o dobro de DBC. 

Calcule ABD e DÊBC. 
Neste tipo de problema, que 
afirma, por exemplo, que um 
ângulo é o dobro de outro, o 

A A segredo é ler com atenção o 
enunciado para saber qual é 
o menor. “Chamado” esse 
ângulo de x, fica fácil 
representar os demais em 
75º D D função de x. 


m 
N 
q 


Resolução: Fazendo DÊC = x, temos ABD = 2x. 
Então, 2x + x= 75º => x = 25º, 
Resposta: ABD = 50º e DBC = 25º 
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-2 6 Calcule o valor de x indicado em cada uma das figuras. 
a) b) 


60º 
x 
60º 
x 
70º 
E2 7 Na figura dada, sabe-se que AÔB = 144º e que AÔC é o triplo de 
BÔC. Calcule AÔC e BÔC. 


e 
a 144º 
o B 
E2.8 Na figura seguinte, sabe-se que AÔB = 133º, BÔC é o dobro de CÔD, 
e AÔB é o dobro de BÔC. Calcule CÔD, BÔC, AÔC e BÔD. 


A B 
c 
0 D 


c) 
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E2.9 Cinco semi-retas, de mesma origem O, formam ângulos adjacentes 


cujas medidas são: AÔB = 30º, BÔC = 80º, CÔD = 70º e 
DOE = 30º. 

a) Calcule EÔA. 

b) Demonstre que os pontos A, O e D estão alinhados. 


Resolução: Primeiramente desenhe uma figura onde comparecem os 
dados do problema: 


a) Fazendo EÔA = x, temos: 
x + 30º + 80º + 70º + 30º = 360º = x= 150º 
Resposta: EÔA = 150º 
b) Note que 4 AÔD é um ângulo raso, pois: 
AÔD = 30º + 80º + 70º = AÔD = 180º 


Assim sendo, temos que OA e OD são semi-retas opostas e, 
portanto,os pontos A, O e D estão alinhados. 


c.q.d. 


E2.10 Três semi-retas, de mesma origem O, formam ângulos, sem pontos 


2.11 


internos comuns, cujas medidas são: AÔB = 100º, BÔC = 150º. 
Calcule AÔC. 


Cinco semi-retas, de mesma origem O, formam ângulos, sem pontos 
internos comuns, com as seguintes medidas: AÔB = 2x, BÔC = 3x, 
CÔD = 4x, DÔE = x e AÔE = 160º. 

a) Calcule AÔB, BÔC, CÔD e DÔE. 

b) Os pontos A, O e D estão alinhados? 


Qual é a condição para que dois ângulos sejam congruentes? 
O que são ângulos complementares? 
Quando é que dois ângulos são suplementares? 


Dois ângulos congruentes são complementares. Quanto mede cada 
um? E se eles forem suplementares, qual será a medida de cada um? 


Dois ângulos são complementares e um deles é o quádruplo do outro. 
Qual é a medida do ângulo maior? 


Dois ângulos são suplementares e um é o quíntuplo do outro. Qual é a 
medida do complemento do ângulo menor? 


Costuma-se escrever c.q.d. 
ao término de uma 
demonstração, significando: 
“como queríamos 
demonstrar” 

Em textos antigos 
escrevia-se q.e.d. (quod erat 
demonstrandum), que 
corresponde em latim ao 
nosso c.q.d. 


Atenção: pede-se a medida 
do complemento do menor. 
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E2.18 


E2.20 


E2.21 
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Demonstre que as bissetrizes de dois ângulos adjacentes e 
suplementares formam um ângulo reto. 


Resolução: Desenhe dois ângulos adjacentes e suplementares: £ AÔB 
e 4 BÔC e trace suas bissetrizes OX e OY, respectivamente. 


Em se tratando de resolver 
problemas de Geometria, e 
não de Desenho Geométrico, 
as figuras podem ser 
traçadas em forma de 
esboço, rascunho, apenas 
para servir como figura 
auxiliar para a resolução. 


Queremos provar que 4 XÔY é reto. Fazendo AÓX = BÔX = a e 
BÔY = CÔY = f, temos: 


2a + 28 = 180º 
a + B=90º 


Portanto, XÔY = 90º, ou seja, temos que 4 XÔY é reto. 
c.q.d. 


Sabendo que OX é bissetriz de A AÓB, OY é bissetriz de 4 BÔC e que 
AÔC = 140º, calcule XÔY. 


Dados 4 AÔB e 4 BÔC adjacentes, com AÔC = 120º, calcule a 
medida do ângulo formado pelas bissetrizes de 4 AÓB e 4 BÔC. 


Sabendo que dois ângulos são adjacentes e complementares, calcule a 
medida do ângulo formado pelas bissetrizes desses dois ângulos. 
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A reta no plano 


Retas coincidentes 


Definição ———— E o assis 


Duas retas são coincidentes quando possuem todos os pontos comuns. 


Na realidade não são duas 
retas, mas uma única com 
dois “nomes”. Por esse 
motivo, indicamos a 
coincidência com o sinal de 
igualdade. No exemplo, 
temos quer =s, poisres 
são conjuntos formados 
pelos mesmos pontos. 


wa 


coincidentes 


Retas concorrentes 


Definição ——— RS de 


Duas retas são concorrentes ou secantes quando possuem um único ponto 
comum, 


Péo ponto de intersecção 


[o entre as retas res. 
s 
concorrentes 
rn s=(P) 
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Retas paralelas 


Definição 
Duas retas de um plano são paralelas quando não possuem ponto comum. 


s 


paralelas 


Importante: Dizemos que duas ou mais retas têm a mesma direção se elas são 
paralelas entre si. 


Postulado de Euclides 


P.6 
Por um ponto P, fora de uma reta r, passa uma única reta s, paralela a r. 
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Para alguns autores as retas 
coincidentes também são 
consideradas paralelas. 
Neste trabalho, não se 
adotou tal definição. Isso 
fará com que as palavras 
coincidentes e paralelas 
diferenciem completamente 
dois fatos geométricos bem 
distintos. 


P Ér (P não pertencente 
a r). 


O postulado de Euclides 
garante que por um ponto, 
fora de uma reta dada, 
podemos sempre traçar uma 
única reta paralela à reta 
dada. 

Esse postulado será 
bastante usado no Desenho 
Geométrico. 


Retas perpendiculares 


Definição - - == = SED as 


Duas retas concorrentes são perpendiculares quando cada uma delas contém 
um lado de um mesmo ângulo reto. 


perpendiculares 


= ss 
ris O símbolo L denota 
| perpendicularidade 


Mediatriz 


Definição —. = =—— ” = E e 


Mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB passando pelo ponto 
médio desse segmento. 


Em Desenho Geométrico, 
como você terá a 
oportunidade de ver, o 
traçado da mediatriz será de 
muita utilidade. 


Mediatriz de AB 
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Retas e ângulos 


Ângulos opostos pelo vértice o.p.v. 


Definição 


Dois ângulos convexos são opostos pelo vértice quando os lados de um são as 
semi-retas opostas dos lados do outro. 


Na figura, são o.p.v.: 


| A AÓBe A CÔD | 


— 


| 2 AÔD es côs | 


Teorema 


Dois ângulos opostos pelo vértice são congruentes. 


D Demonstração: 


80º (1) 


BÔD = 180º = a+b 
c= 180º (2) 


AÔC = 180º = b + 
Comparando (1) e (2), resulta: 


a+b=p+c=a=c 
Logo, 


A AÔB=A CÔD 


E c.q.d. 


Ângulos formados por duas retas paralelas cortadas 
por uma transversal 


Na figura seguinte, vamos examinar as propriedades que ligam, aos pares, os 
ângulos numerados de 1 a 8 e dar nomes aos pares de ângulos mais 
importantes. 


ris 
t, transversal! 
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Para compreender a nomenclatura que passaremos a usar, observe a figura a 
ser estudada e divida-a nas seguintes regiões: 


REGIÃO EXTERNA 


REGIÃO INTERNA 


REGIÃO EXTERNA 


Dois ou mais ângulos situados na mesma região lateral, em relação à 
transversal, são ângulos colaterais. 


Ângulos colaterais internos 


1º caso 2º caso 


Ângulos colaterais externos 


1º caso 2º caso 


Ângulos alternos internos 


1º caso 2 Cê 


divisão relativa às retas 
paralelas 


divisão relativa à transversal 


Ângulos alternos são 
aqueles que estão em lados 
opostos em relação à 
transversal, mas que não 
são determinados pela 
mesma paralela. 
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Ângulos alternos externos 


caso 2º caso 
2 
A a 1 
7 
8 
Ângulos correspondentes Ângulos correspondentes 
são aqueles que estão em 
1 aso 2º caso regiões diferentes em 
relação às paralelas (um 
interno e outro externo) e 
que também são colaterais. 
2 
3 
úá ; 
7 
3º caso 4º caso 
1 
4 
5 
8 
Propriedade 


Duas retas paralelas cortadas por uma transversal determinam pares de ângulos 
que são ou suplementares ou congruentes. 


Observando as figuras anteriores, temos que são suplementares os pares de Nas figuras, indicamos com 
ângulos: a mesma cor os ângulos 

a à A congruentes. 
a) colaterais internos; Os ângulos de cada um dos 
b) colaterais externos. pares suplementares têm 
Por outro lado, são congruentes os pares de ângulos: cores diferentes. 


a) alternos internos; 
b) alternos externos; 
c) correspondentes. 
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Exercícios 


'1 Na figura dada, temos «a = 2x + 6º ef = 3x — 6º. Determine as 
medidas dos ângulos indicados. 


Resolução: Como os ângulos o.p.v. são congruentes, temos: 


a=pB 
2x + 6º =3x-— 6º 
x = 12º 


Substituindo x por 12º, podemos determinar a: 


a=2x+ 6º 
a=2" 12º + 6º 
a = 30º 


Logo, a = fp = 30º. 


Como a e y são medidas de ângulos suplementares, temos: 


a + y=180º 
30º + y = 180º 
y = 150º 


Resposta: « = 30º,6 = 30º ey = 150º 


:2 Calcule x e y, de acordo com a indicação em cada uma das figuras: 
a) b) 


6x — 10º 3x + 20º 


3 Determine x. 
a) b) 


Neste exercício, re s são 
paralelas: 
ris 
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Resolução: 
a) Os ângulos indicados são colaterais externos, portanto são 
suplementares. Logo: 
(x + 8º) + (2x + 7º) = 180º 
x + 2x= 180º —- 8º — 7º 
x = 55º 
b) Os ângulos indicados são correspondentes, portanto são 
congruentes. Logo: 
4x— 6º = 3x + 9º 
x= 15º 
Resposta: a) x= 55º b) x= 15º 


Sabendo quer e s são paralelas, dê o nome e a propriedade dos pares 
de ângulos indicados em cada figura. 


a) c) 


- 
- 


Wu 
a 


o 


Calcule x. 
a) 


rks 


">. 6 Sabendo que a — B = 40º, calcule a e f, indicados na figura. 


a/b 


ES. 7 De acordo com a medida de cada ângulo indicado na figura, deter- 
mine x. 


ris 


Resolução: Traçando pelos pontos A e Bas retasteu, paralelas a r e 
s, temos: 


Para facilitar a resolução, 
indicamos na figura as 
medidas a, b, ce d, 
determinadas pelo feixe de 
paralelas. 


Com a indicação das medidas a, b, c e d, temos: 


* a=70º, ângulos correspondentes; 
* a+b=80º = b=h10º, pelas figuras; 
* b=c=ã10º, ângulos alternos internos; 


* d=40º, ângulos alternos internos. 
Como x =c + d, temos: 


x= 10º + 40º 
x = 50º 


Resposta: x = 50º 
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8 Determine x, de acordo com a figura, em cada caso, sabendo que 


r/s. 
a) b) 
30º 
r 
45º r 
x 
x 
30º 
s 60º 
20º 
s 
c) d) 


x 
E 45º 
120º 
110º X 
50º s r s 


és 


Polígonos 
Segmentos consecutivos 


Definição 


Dois segmentos de reta são consecutivos quando têm uma extremidade 
comum e nenhum outro ponto comum. 


AB e BC são consecutivos 


Uma convenção útil 
| Para as definições que seguem, denotaremos os pontos pela letra A 
| associada a um índice numérico, da seguinte forma: 

As, As, As, as. As último ponto 


Vamos convencionar que os pontos associados a índices numéricos 
| consecutivos são pontos consecutivos: 


As, As e A, são pontos consecutivos. 
A; e As não são pontos consecutivos. 


Por extensão de conceito, vamos considerar o primeiro e o último ponto 


também consecutivos, ou seja: 
A,e A, são pontos consecutivos. 


Da mesma forma, um conjunto de pontos A, B, C, D, ..., em ordem 
alfabética, são também considerados consecutivos: 


R,SeT são pontos consecutivos. 
Fe H não são pontos consecutivos. 


Poligonal aberta 


Considere, num plano, n pontos distintos: 
A, Az, As co, Ana Ann 2 3) 


tal que três pontos consecutivos quaisquer não sejam colineares. 


Observação: Dois segmentos 
consecutivos, AB e BC, 

são adjacentes quando A, Be 
C são colineares. 


o) 


A 
segmentos adjacentes 
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Definição 


Chama-se poligonal aberta A, A; A; ... A, a reunião dos segmentos 
consecutivos À,Ã,, AA, AA, ..., AngÃn- 


A; A; A; 
As 
Este é um exemplo em que a 
figura “diz” muito mais que 
A, as palavras de uma 
A; ê definição. 
1 
As As 
As 
As 


Elementos de uma poligonal aberta 


Extremidades: o primeiro e o último ponto da poligonal aberta: A,e A,. 
Vértices: todos os outros pontos, excluindo as extremidades: A,, As, Ag, ««., 


An-1. = penúltimo ponto 
Lados: todos os segmentos formados por dois pontos consecutivos: A,A;,, 
AzÃs, ...,AnsÃ, - 


Veja um exemplo: 


A 
A; A: 
A extremidades: A, e A; 
" : vértices: A,, As, As, As € As 
lados: AjÃ,, A2Ãs, AjÃs, 
A; AsAs, AsÃs, AçÃs 
As 


Classificação das poligonais abertas 
Poligonal aberta simples 


1) 2) As 


As 


A; As 


A; 


Uma poligonal aberta é simples quando dois lados não-consecutivos não têm 
pontos comuns. (Não se tocam, nem se cruzam.) 
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Poligonal aberta não-simples 


1) 2) 
A, 


A; 


A: 


Uma poligonal aberta não-simples tem dois lados não-consecutivos apresentando 
ponto comum. (Tocam-se ou se cruzam.) 


Poligonal fechada 


Definição 


A reunião de uma poligonal aberta com o segmento que liga as extremidades 
dessa poligonal é uma figura chamada poligonal fechada. 


A poligonal fechada, da mesma forma que a poligonal aberta, pode ser 
classificada em simples e não-simples. 


Poligonal fechada simples 


1) a 2) , 
A; 
As 
As A; 
A; 
As As 
As 
(Os lados não se cruzam, nem se tocam.) 
Poligonal fechada não-simples 
1) 2) 
A, 
A, 
A; 
A; A 
A, 
A 
A, : 
A 
As N 


(Há lados que se cruzam ou se tocam.) 


Para a definição de polígono que segue, vamos considerar intuitivos os 
conceitos de interior e exterior relativos a uma poligonal fechada simples. 


exterior 
exterior 


O conceito de polígono 


Definição 


Chama-se polígono a reunião de uma poligonal fechada simples com o seu 
interior. 


3 LG 


polígono convexo polígono côncavo 


A poligonal que define o polígono é denominada contorno ou fronteira. 


Elementos de um polígono 


Lados: os lados da poligonal são também os lados do polígono. 


Vértices: da mesma forma, os vértices da poligonal são os vértices do 
polígono. 


Perímetro: é a soma das medidas dos lados. 


Ângulo interno: Se A, B, e C são três vértices consecutivos quaisquer de um 
polígono, então o ângulo ABC, que contém pontos internos do polígono, é 
chamado ângulo interno. 

Ângulo externo: Em um polígono convexo, o ângulo adjacente e suplementar 
de cada um dos ângulos internos é denominado ângulo externo. 

Diagonal: Todo segmento com extremidades em dois vértices não-consecutivos 
de um polígono é chamado diagonal. 
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vértice 


lado 


Não se define ângulo 
externo para polígonos 
côncavos. 


SER 


ângulos internos de um ângulos internos de 

polígono convexo um polígono côncavo 
ângulos externos de diagonais de um polígono, que partem 
um polígono convexo de um mesmo vértice 


Nomenclatura dos polígonos 


Os polígonos têm seus nomes em função do número de lados. Os mais usados 
são: 


| Polígonos Lados Polígonos Lados 
| Triângulo 3 Dodecágono 12 
| Quadrilátero 4 Tridecágono 13 
| Pentágono 5 Tetradecágono 14 
Hexágono 6 Pentadecágono (8 
Heptágono 7 Hexadecágono 16 
Octógono 8 Heptadecágono 17 
Eneágono 9 Octadecágono | | 18 
Decágono 10 Eneadecágono 19 | 
Undecágono | 11 Icoságono 20 
Eos o | = no ai a a | 


Polígono regular 


Definição = casas 


Um polígono convexo é regular quando tem todos os lados congruentes e 
todos os ângulos internos congruentes. 
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Evidentemente, decorre da definição que os ângulos externos de um polígono 


regular são congruentes. 


quadrilátero regular hexágono regular 


triângulo regular pentágono regular 


Dois teoremas importantes 


Teorema 


Num triângulo qualquer, a soma das medidas dos ângulos internos é igual 
a 180º. 


D Demonstração: 


Seja ABC um triângulo qualquer. Queremos provar que À + B + É = 180º. 


Pelo vértice A traçamos a reta r paralela ao lado BC. 
Temos, então: 


P A Q 


B Cc 


PÁB = Ê (alternos internos) 
QÃC = É (alternos internos) 
Mas, À + PÃB + QÃC = 180º. 
Logo: /ÀÃ+ B + É = 180º | 


E cq.d. 


42 


O polígono que tem lados 
congruentes é denominado 
equilátero, e o que tem os 
ângulos congruentes, 
equiângulo. 

equi — igual 


polígono equilátero 


polígono equiângulo 


Observe que o fato de o 
polígono ser equilátero não 
implica que ele seja 
equiângulo, e 
reciprocamente, exceção 
feita no caso do triângulo. 


Esse teorema é atribuído a 
Tales de Mileto (+600 a.C.). 
Os historiadores modernos, 
porém, acham pouco 
provável que Tales tenha lhe 
dado uma demonstração. 


A 
És 


VA as 


À + B+ €=180º 


Teorema 


Em todo triângulo, a medida de um ângulo externo qualquer é igual à soma das 
medidas dos dois ângulos internos não-adjacentes a ele. 


D Demonstração: 


Na figura seguinte, queremos provar que ê = Â + 8. 


A 
ê 
' W 
C 
De fato, [8 + C=180º 
|Ã+B+ €=180º 
Portanto, 8 + C=Ã+B+É 


To 


Logo, /8=À + 


E c.q.d. 


Classificação dos triângulos 
Vamos inicialmente classificar os triângulos quanto aos lados: 


Triângulo escaleno 


Definição 


Um triângulo que não tem lados congruentes é um triângulo escaleno. 


Observação: Um triângulo que não possui lados congruentes não possui 
também ângulos internos congruentes. 


A 
AB z BC xÃ zZzs8B 
BC ZzAC| * |IxB Z4é 
AC z AB sê zZaÃ 
B G 


-< vw 9 
pa 
>» 
+++ 
DO 


Demonstra-se que todo 
triângulo que não possui 
ângulos internos 
congruentes é escaleno. 


O símbolo significa 
não-congruente. 
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Triângulo isósceles 


Definição - 


Um triângulo que tem dois lados congruentes é um triângulo isósceles. 


A 


ângulo do vértice 


B base C 


Observações: 
O ângulo compreendido entre os lados congruentes é o ângulo do vértice do 
triângulo isósceles. 
O lado oposto ao ângulo do vértice é a base do triângulo isósceles. 
Os ângulos da base são congruentes. 


Triângulo equilátero 
Definição 


Um triângulo que tem os três lados congruentes é um triângulo equilátero. 


A 


B C 


Observação: Os três ângulos internos de um triângulo equilátero são 
congruentes. Daí se deduz que cada um deles mede 60º. 


Vamos agora classificar os triângulos quanto aos ângulos. 
Triângulo acutângulo 


Definição TA 


Um triângulo que tem os três ângulos internos agudos é um triângulo 
acutângulo. 
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isósceles 
/X PN 
B=Ê 
equilátero 
A 
LS 
60º 
/ABO e 60º AN 
B Cc 


Um ângulo é agudo quando 
sua medida está 
compreendida entre 0º 

e 90º. 


Triângulo retângulo 


Definição 


Um triângulo que tem um ângulo interno reto é um triângulo retângulo. 


À = 90º 


A B 


Observação: Num triângulo retângulo, o lado oposto ao ângulo reto é 
denominado hipotenusa, e os lados que formam o ângulo reto são 
denominados catetos. 


Triângulo obtusângulo 


Definição 


Um triângulo que tem um ângulo interno obtuso é um triângulo obtusângulo. 


Â > 90º 


Exercícios 


E4.1 Num triângulo ABC sabe-se que À é o dobro de Ê, e que É é o triplo 
de B. 


a) Calcule À, Be É. 

b) Classifique o triângulo quanto aos lados e quanto aos ângulos. 
Resolução: Lendo o enunciado com atenção, descobre-se que o 
ângulo B é o menor dos três. Fazendo, então, B = x, teremos de 
imediato À = 2xe C = 3x. 

Como À + B + É = 180º temos, 


2x + x + 3x = 180º 
x = 30º 
B = 30º 


Logo, À=2x=60º e É=3x=90º 


Como os três ângulos internos têm medidas diferentes, os três lados 
do triângulo têm medidas diferentes. Assim, o triângulo é escaleno. 
Por outro lado, como É = 90º, temos que o triângulo é retângulo. 


Respostas: 
a) À=60º,8=30º eÊ=90º 
b) O triângulo é escaleno e retângulo. 


hipotenusa 


cateto 


Ã cateto B 


Um ângulo obtuso tem sua 
medida compreendida entre 
90º e 180º. 


Neste tipo de problema não 
fazemos idéia da forma do 
triângulo no início da 
resolução. Podemos, então, 
fazer uma figura qualquer, 
só para referência: 


ç 
Be 


ES (> 
A B 


Porém, ao término do 
problema, é conveniente 
tentar fazer uma figura mais 
próxima da realidade, 
diferenciando principalmente 
ângulos retos, agudos e 
obtusos: 


Ao: 30 
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2 Calcule x em cada uma das figuras. 


70º 3x ia 
65º x 2x 
c) | 
ma Es Aa DA 


Num triângulo ABC sabe-se que À é o dobro de B, e É é o triplo de À. 


a) Calcule À, B, É. 
b) Classifique o triângulo quanto aos lados e quanto aos ângulos. 


Num triângulo ABC sabe-se que Ê é o dobro de À, e que 4 B=2Ê. 
Calcule À, Be É 


Num triângulo ABC sabe-se que B é o quádruplo dele Ãéo 
quíntuplo de É. Calcule À, B e É. 


Num triângulo isósceles, o ângulo do vértice é o triplo de um ângulo 
da base. Calcule os ângulos desse triângulo. 


Resolução: Faça uma figura, apenas para referência, em que ABC é o 


triângulo em questão. Vamos supor que 4 À seja o ângulo do vértice. 


Fazendo B = x, teremos À = 3x e É = x (B = É, pois são ângulos da 


Como À + B+ É = 180º 
3x + x + x= 180º 
x= 36º 

B = É = 36º 


Logo, À = 3x = 108º 
Resposta: À = 108º, B= 36º e = 36º 


Calcule x e y em cada triângulo isósceles. 
a) b) 


D > 


c) d) 


“4. 8 Num triângulo isósceles, um ângulo da base é o dobro do ângulo do 
vértice. Calcule os ângulos desse triângulo. 


“+. 9 Num triângulo isósceles, o ângulo do vértice é o quádruplo de um 
ângulo da base. Calcule os ângulos desse triângulo. 


“4. 10 Um dos ângulos de um triângulo isósceles mede 100º. Calcule as 
medidas dos outros dois ângulos. 


4.11 Um dos ângulos internos de um triângulo isósceles mede 70º. Calcule 
as medidas dos outros dois ângulos. 


“4. 12 Calcule as medidas dos ângulos internos de um triângulo retângulo 
isósceles. 


“4. 13 Num triângulo ABC isósceles, tem-se AB = AC. Prolonga-se o lado BA 
(no sentido de B para A) de um segmento AD, tal que AD = ÀB. 
Demonstre que 4 BÊD é reto. 

Resolução: Como AD = AB e AB = AC, temos que AD = AC. Assim, o 
triângulo ACD também é isósceles. 
Podemos, então, escrever: 
* no A ABC: ABC = ACB = a 
* no A ACD: AÉD = ADC = f 

no A BCD:« + a + B + B= 180º 

2a + 2f = 180º 
a + B = 90º 

Como BÊD = a + f, temos BÊD = 90º. 
Logo, 4 BÊD é um ângulo reto. 


c.q.d. 


“4. 14 Seja ABC um triângulo em que B = 100º. Prolonga-se o lado AB (no 
sentido de A para B) de um segmento BD tal que BD = BC. Calcule os 
ângulos do triângulo BCD. 


“4. 15 ABC é um triângulo isósceles no qual AB = AC e À = 40º. Prolonga- 
-se 0 lado BC (no sentido de B para C) de um segmento CD, tal que 
CD = AC. Calcule os ângulos do triângulo ACD. 


F4. 16 ABC é um triângulo isósceles em que AB = AC e À = 30º. Sobre o 
lado AC (cuidado! não sobre o prolongamento) toma-se um ponto D 
tal que CD = CB. Calcule os ângulos do triângulo ABD. 


Atenção: neste exercício há 
duas hipóteses para serem 
analisadas. 


Evolução da figura do E4.13 


A 
Ed) 
B Cc 
D 
2º) 
A 
B Cc 
D 
3º) A 
B Cc 
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417 Nas figuras seguintes, calcule x. 


a) b) 
A A 
20º 
Na 
B Cc D a D 
AB = BC = AC AB = BC = AC = CD. 
c) d) A 
x > ade 
, 
SÊ i 
66º 
44º A, 48º 
8 Cc D E B 
AC = BCe AD = DE AB = BC = AC = AD 


118 Na figura dada, calcule x em função de a, ande AB = AC = CD. 


Resolução: Acompanhe a evolução do raciocínio na sequência de 
figuras: 


1) 2) 


Ape pe co 

Cc D Cc D 
Como A ACD é isósceles, y é a medida de um ângulo 
Á=D=a. externo do A ACD. 


Logo, y=a+a.. y=2a. 


o ' (42) ” 

Como A ABC é isósceles, Finalmente, podemos observar no 

B=0=2 A ABD que x é um ângulo 
externo. 


Logo, x = 2a + a. 


Resposta: x = 3º 
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E4.19 Na figura dada, calcule x, y e z em função de À, B e É, aplicando a 
propriedade do ângulo externo de um triângulo. 


E4.20 Calcule x, nas figuras seguintes, aplicando a propriedade do ângulo 


externo. 
a) b) 

/S 

63º 
As 
c) d) 

1) 3x + 10º 4x — ? 
PA «a B C 
AB = AC 


E4.21 Nas figuras seguintes, calcule x em função de a. 


b) 
AD a 
3x 
B C 
AB = AC 
d) 
A 
3x 
B c 
AB = AC 
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E4.22 Determine o valor de x na figura seguinte, sabendo que 
AB = AC = CDe AD = BD. 


E4.23 Calcule x em função de à, b e ê na figura dada. 


o 


Distâncias 
Distância de dois pontos 


Definição - - — —— — — 


Dados dois pontos A e B, chama-se distância de A e B a medida do segmen- 
to AB. 


Notação: A distância entre A e B será denotada por d(A, B). 


d(A, B) = AB 


Distância de um ponto a uma reta 


Definição - x E : : Es 


Consideremos um ponto P e uma reta r. Chama-se distância do ponto P à reta r 


a medida do segmento que tem uma extremidade em P, a outra emr e que é 
perpendicular a r. 


Notação: A distância de P a r será denotada por d(P, r). 
[=] 


diP,r) 
d(P,r) 


Distância de duas retas paralelas 


Definição ——— 
Chama-se distância de duas retas paralelas a distância de um ponto qualquer 
de uma delas à outra reta. 


Notação: A distância das retas paralelas r e s será denotada por d tr, s). 


dtr,s) ris 


Se A e B são coincidentes, 
então a distância de A e Bé 
nula. 


A=B 
FEET 
| d (A B)=0 


Observe que a distância de 
Par é determinada pelo 
menor segmento que tem 
uma extremidade em Pe a 
outra em r. 


Observe que, neste caso, o 
segmento que determina a 
distância é perpendicular às 
duas retas. 
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6 


Circunferência e círculo 


O conceito de circunferência 


Vamos considerar, num plano, um ponto O e um segmento qualquer, não-nulo, 
de medida r. 


Definição 


Chama-se circunferência de centro O e raio r o conjunto de todos os pontos do 
plano cujas distâncias a O são iguais a r. 


Exterior 


d(P,O)=r d(A,O)<r e d(B,0)>r 


Interior de uma circunferência 


Conjunto de todos os pontos do plano cujas distâncias ao centro são menores 
do que o raio. 


Exterior de uma circunferência 


Conjunto de todos os pontos do plano cujas distâncias ao centro são maiores 
do que o raio. 


Raio de uma circunferência 
O raio pode ser conceituado como medida e como segmento. 


Qualquer segmento com uma extremidade na circunferência e a outra em seu 
centro é também chamado um raio dessa circunferência. Assim, a 
circunferência tem infinitos raios, embora como medida o raio seja único. 


Elementos de uma circunferência 


Corda 


Definição — —— E 


Corda é qualquer segmento que tem as extremidades em dois pontos de uma 
circunferência. 


Diâmetro 


Definição 


Qualquer corda que passa pelo centro de uma circunferência é um diâmetro. 
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Observe que tanto os pontos 
interiores como os exteriores 
não são pontos da 
circunferência. 


Observe que quanto mais 
uma corda estiver próxima 
do centro, maior será o seu 
comprimento. Assim, um 
diâmetro é a maior corda de 
uma circunferência, e seu 
comprimento é igual ao 
dobro do raio. 


Arco 


Consideremos uma circunferência de centro O e um ângulo qualquer de vértice 
O, denominado ângu'o central. 


DeOmição =. === SCE ea ses es 


A intersecção da circunferência com um ângulo central qualquer é denominada 
arco de circunferência. 


Os pontos em que os lados do ângulo central interceptam a circunferência são 
denominados extremidades do arco. 


Notação: O arco que tem extremidades nos pontos A e B será denotado por 
arc AB. 


A 
A 
o o) [o 
B 
B 
— ds 
arc AB arc ACB 
Observações: 


Dizemos que 4 AÔB é o ângulo correspondente ao arco simbolizado por 
arc ÁB e vice-versa. Ou ainda que 4 AÔB “enxerga” o arc ÁB. 


Se AÔB = 0º (ângulo central nulo), temos que arc AB é também nulo. 


Se AÓB = 180º (ângulo raso), temos que arc ÁB é um arco de meia volta ou 
uma semicircunferência. 


Se AÔÓB = 360º (ângulo de volta inteira), temos que arc ÁBéa própria 
circunferência. 


Medida de um arco 


Definição... E = 


A medida de um arco de circunferência é a medida do ângulo central 
correspondente. 


Dessa forma, um arco de volta inteira mede 360º, um de meia volta mede 
180º, e assim por diante. 


Notação: A medida do arc ÁB será indicada por AB. 
Exemplos: 
1) 2) 


AÔB = 360º -. ÁB = 360º AÔB = 180º :. ÁB = 180º 


O ângulo central é assim 
denominado porque seu 
vértice é o centro da 
circunferência. 


arc ÁB (arco AB) 


Indica: arco de extremidades 
AeB. 


O dia 
arc ACB 


Indica: arco de extremidades 
Ae B, que passa pelo 
ponto C. 


AÔB = 0º 


(o) 


arc ÁB nulo 


AÔB = 180º 


A [6] B 
arc ÁB é a 


semicircunferência 


AÔB = 360º 


arc ÁB é a circunferência 
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A 
3) 4) É 
a A (T 
B 
AÔB = 90º :. ÁB = 90º AÔB = 120º .. AB = 120º 


O conceito de círculo 


Definição a — 


Círculo é a reunião de uma circunferência com o seu interior. 


Assim, toda circunferência determina um círculo, o qual se diz limitado pela 
circunferência. 


diâmetro 
(6) 
Corda 


Observações: 


es Os conceitos de centro, raio, corda e diâmetro de uma circunferência esten- 
dem-se para o círculo limitado pela mesma. 


e À circunferência que limita um círculo é chamada fronteira ou contorno 
desse círculo. 


Exercícios — Em 


E5.1 Observe a figura e responda: 
a) Quais são os pontos que pertencem à circunferência? 


b) Quais são os pontos que pertencem ao círculo limitado pela 
circunferência? 


Resolução: 


a) Dos pontos indicados na figura, só pertencem à circunferência 
aqueles cuja distância ao centro O é igual ao raio. 


Resposta: Os pontos Ce F. 
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b) Ao círculo pertencem os pontos da própria circunferência e os 
pontos internos (indicados na figura). 


Resposta: A, B, C, Ee F. 


- O centro de uma circunferência pertence a essa circunferência? E ao 


círculo por ela limitado? 


Na figura dada, AB é um diâmetro e AC é uma corda cuja medida é 
igual à do raio da circunferência. Calcule: 
a) os ângulos do triângulo ABC; 


b) ÁC e BC. 


| asa —I 


Resolução: 


a) Trace o raio OC obtendo o triângulo AOC, equilátero, pois AC, por 
hipótese, tem a medida do raio, e OA e OC são raios da 
circunferência. Assim, cada ângulo do triângulo AOC mede 60º, 
donde se deduz que BÔC = 120º. Como o triângulo BOC é 
isósceles (pois OC e OB são raios da circunferência), é imediato 
que cada ângulo da base mede 30º. Com isso, já estão 
determinados os ângulos do triângulo ABC. 


Resposta: 60º, 30º e 90º. 


b) Como a medida de um arco é a medida do ângulo central 
correspondente, temos que ÁC = AÔC e BC = BÔC. 


Resposta: ÁC = 60º e BC = 120º. 
Na circunferência dada, O é o centro e ÁB = 140º. Calcule os ângulos 
do triângulo OAB. 

140º 


"6.5 Na figura dada, calcule as medidas dos ângulos internos do pentágono 


ABCDE. 
80º 
60º B 
50º 
100º 
[6.6 Na figura, sabe-se que ÁB = 3x — TOS: BC = 2x + 20º cÁC= 2x. 

Calcule: 

a) o valor de x; 

b) ÁB, BC e ÁC; 


c) os ângulos do triângulo ABC. 


A reta e a circunferência no plano 


Reta e circunferência secantes 


Definição Sais E 


Uma reta e uma circunferência são secantes quando possuem dois pontos 
comuns. 


Reta e circunferência tangentes 


Definição - —— ção O A 


Uma reta e uma circunferência são tangentes quando possuem um único ponto 
comum. 


Observação importante: O raio com extremidade no ponto de tangência é 
perpendicular à reta tangente. 
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Sugestão: Ligue os vértices 
do pentágono ao centro. 


3x — 10º 
2x 
ia 
2x + 20º 


Observe que a distância do 
centro de uma 
circunferência a uma reta 
secante é menor do que o 
raio. 


dO, s)<r 


Observe que a distância do 
centro da circunferência a 
uma reta tangente é igual ao 
raio. 


d(O,t)=r 


Reta e circunferência exteriores 


Definição - caiam 


Uma reta e uma circunferência são exteriores quando não têm ponto comum. 


A distância do centro de 


uma circunferência a uma 
reta exterior é maior do que 


o raio. 
(0) 
já (0) 
e 
Duas circunferências no plano plc did 
Circunferências secantes 
Definição o = 
Duas circunferências são secantes quando possuem dois pontos comuns. 
A 
B 

Circunferências tangentes 
Definição — - em Es 
Duas circunferências são tangentes quando têm um único ponto comum. 
Relativamente a uma das circunferências, a tangência pode ser externa ou 
interna. 

; T 

[o 

tangência externa tangência interna 
Observações: 
* Os centros de duas circunferências tangentes e o ponto de tangência estão « IMPORTANTE 

alinhados. 


s À distância entre os centros de duas circunferências com tangência exterior 
é igual à soma dos raios. 


e À distância entre os centros de duas circunferências com tangência interior 
é igual à diferença dos raios. 


dlO,0O)=r+r' d(0,0')=r-r' 


o. nm o, 


Circunferências exteriores 


Definição —— : = = RE 


Duas circunferências são exteriores quando não têm ponto comum nem pontos 
internos comuns. 


Circunferência interior 


Definição — ss 


Uma circunferência é interior a outra quando todos os seus pontos são 
interiores a essa circunferência. 


*... circunferência 
interior 


No caso em que as duas circunferências têm o mesmo centro, então recebem o 
nome de circunferências concêntricas. 


circunferências concêntricas 
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Evitamos a terminologia 
“circunferências interiores”, 
pois somente uma delas é 
interior a outra. 


Exercícios ——— 


E6.7 


5.8 


E6.9 


E5.10 


E6.11 


Quantos pontos comuns têm, no máximo, uma reta e uma 
circunferência? 


Resposta: Dois (quando forem secantes). 


Considere uma circunferência de centro O e raio r, e uma reta t. 
Responda às seguintes perguntas: 


a) Se a distância de O a t é menor do que r, como são chamadas a 
reta e a circunferência? 


b) E sea distância de O até iguala r? 
c) E se a distância de O a t é maior do que r? 


Uma reta t e uma circunferência de centro O são tangentes num ponto 
P. O que se pode dizer das retas OP e t? 


Considere duas circunferências de raios Re r, com R >r. Qual é a 
distância dos centros dessas circunferências se: 


a) Elas são tangentes externamente? 
b) Uma delas tangencia internamente a outra? 


Quantos pontos comuns têm no máximo duas circunferências? 
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Respostas dos exercícios 


Para os exercícios de construção geométrica, as medidas aqui apresentadas 
como respostas servem para conferir o acerto e a exatidão das construções. 


1 Os primeiros conceitos 

E1.2 É uma propriedade (ou proposição) aceita como verdadeira sem demonstração. 
E1.3 É uma propriedade estabelecida como verdadeira por demonstração. 

E1:4: D;c;:6,4 

E1.5 Sim. Sim. 


2 ÂAngulos 

E2.1 São pontos que pertencem a uma mesma reta. 

E2.2 Sim. Não. 

E2.3 180º. Sim. 

E2.4 a, ce 

E2.6 a) 18º b) 135º c) 140º d) 14º 

E2.7 AÔC= 108º e BÔC = 36º 

E2.8 CÔD = 19º, BÔC = 38º, AÔB = 76º, AÔC = 114º e BÔD = 57º 
E2.10. 110º 

E2.11 a) AÓB= 40º, BÔC = 60º, CÔD = 80º e DÔE = 20º b) Sim, pois AÔD = 180º 
E2.12 Quando possuem medidas iguais. 


E2.13 São dois ângulos quaisquer cuja soma das medidas seja igual a 90º. 
E2.14 Quando a soma de suas medidas é 180º 


E2.15 45º 90º 
EZAO- J2º 
E2.17 60º 
E2.19 70º 
E2.20 60º 
E2.21 45º 


3 A reta no plano 
E3.2 a) x=10ºey=130º b) x=64º ey = 12º 
E3.4 a) Alternos externos, congruentes. 

b) Colaterais internos, suplementares. 

c) Alternos internos, congruentes. 

d) Correspondentes, congruentes. 
E3.5 a) x=33º b) x=13º c) x=25º d) x= 25º 
E3.6 a«=110ºef=70º 
E3.8 a) x=75º b) x=70º c) x=150º d) x= 75º 


4 Polígonos 

E4.2 a) x=45º b) x=18º c) x=20º d) x= 65º 

E4.3 a) ÀÂ=40º,B=20º e ÊÉ=120º b) Escaleno e obtusângulo (4 É é obtuso) 
E4.4 À=36º,8=72º e0=72º 

E4.5 À=90º,8=72º eê=18º 


E4.7 a) x=70ºey=40º b) x=25ºey=25º c) x=50ºey=65ºd) x=50ºey=50º 


E4.8 72º,72º e 36º 

E4.9 30º,30º e 120º 

E4.10 40º e 40º 

E4.11 70º e 40º 0u55º e 55º 

E4.12 90º,45º e 45º 

E4.14 CÊD = 80º, BÊD = 50º e BÔC = 50º 
E4.15 AÉD = 110º, CÂD = 35º e CDA = 35º 
E4.16 À =30º, ADB= 105º e ABD = 45º 

E4.17 a) x=40º b) x=30º c) 156º d) 36º 


x=Á + 
E4.19 |y=B+C 
Z=ÀÃ + 
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a) x= 124º 
E4.20. b) x= 21º 
a c) x=41º 
d) x= 35º 
a) x=5a 
Es2r qhix= 5 
c) x = 2a 
dj x= 


E4 22 x=36º 
423. x=ã+b+ê 


6 Circunferência e circulo 


E6.5 Á=105º 05º D=100º eÊ=120º 


E6.6 a) x=50º b) AB= 140º, BC = 120º eÁT=100º b) À=60º,8=50º eê= 70º 
E6.8 a) Secantes. b) Tangentes. c) Exteriores. 

E6.9 São perpendiculares. 

E6.10 a) R+r b) R-r 

E6.11 Dois. 
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CAPÍTULO X 


TRIGONOMETRIA 


raios solares 


obelisco em 
Alexandria 


NASA 


Neste capítulo, estudamos a trigonometria do triângulo retângulo, que estabelece relações 
entre seus lados e seus ângulos. Em aproximadamente 240 a.C., Eratóstenes (diretor da grande 
Biblioteca de Alexandria, no Egito) coletou as seguintes informações: ao meio dia do solstício 
de verão, o Sol iluminava o fundo de um poço (e, portanto, estava a pino) em Assuã; por outro 
lado, no mesmo horário, a 800 km de distância, em Alexandria, colunas verticais deixavam uma 
pequena sombra. Eratóstenes concluiu que a Terra devia ser esférica, e usou trigonometria sim- 
ples para estimar o comprimento de sua circunferência (que é de 40 000 km). 


NOTA 

A palavra trigonometria 
significa medida de 
triângulos. 


NOTA 

Os egípcios calculavam 

a altura das pirâmides 
medindo o comprimento 
de sua sombra e fazendo 
a proporcionalidade entre 
esta e a sombra de uma 
haste. 


Asa 


Como S podia ser medido, 
calculava-se a altura H da 
pirâmide. Observe que: 

h = altura da haste, 

s = sombra da haste. 


NOTA 

Quando se estabelece a 
razão k entre as medidas 
de duas grandezas a e b, 


pé 
a 


vezes b está contido em a. 


, k significa quantas 
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10 - TRIGONOMETRIA 


10.1 - Introdução 


Podemos observar que na Geometria são estabelecidas relações exclusivamente 
entre lados de figuras (como o teorema de Pitágoras e o teorema de Tales) e relações 
exclusivamente entre ângulos (como a soma dos ângulos internos de um triângulo, 
o ângulo inscrito e o ângulo central de um círculo). A Geometria estabelece poucas 
relações entre lados e ângulos de uma figura (por exemplo, o triângulo retângulo 
de ângulos 30º, 60º e 90º; o triângulo retângulo isósceles de ângulos 45º, 45º e 
90º; e o triângulo áureo de ângulos 72º, 72º e 36º). 

A Trigonometria tem por finalidade estabelecer relações entre lados e ângulos de 
um triângulo de modo a simplificar, por meio de manipulações algébricas, a deter- 
minação dos elementos das figuras geométricas. Modernamente, a Trigonometria en- 
volve o estudo das funções periódicas e sua aplicação em diversos ramos da ciência. 


10.2 - Seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo 


Considere a figura: 


Como os triângulos ABC, AB,C,, AB,C, são semelhantes, podemos escrever: 


AO. AC, AE; 
AB, AB, AB, 
AC. AC AC, 


3 


Para cada valor do ângulo A, tem-se apenas um valor para cada razão. Varian- 
do o ângulo A, essas razões também variam. Essa univocidade entre o conjunto 
dos ângulos 0º < À < 90º e as razões correspondentes garantem que as razões são 
funções do ângulo, e, então, definimos: 


à- BC BC, BC, 


=... que chamamos de seno de À. 
AC, AC AC 


1) sen 


2 3 
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TRIGONOMETRIA CAPÍTULO X 
ET 


DEFINIÇÃO 
Seno. 
À AB AB AB E 
2) cosÃ= LS =2 ==... que chamamos de cosseno de À. 
AC, AC, AC, 

IEEE 
DEFINIÇÃO 
Cosseno. 


Cc 


cateto hipotenusa 
oposto 
a À 
A 


cateto adjacente a À 


O sen Â e o cos À serão então as medidas do cateto oposto e do cateto adjacen- 
te a À quando a hipotenusa do triângulo for igual a 1. 


Cc 
1 A 
sen A 
e 


cos À B 


A 


Se considerarmos um quadrante do círculo de raio igual a 1, cos a = x será a 
abscissa de um ponto M desse quadrante e sen a = y será a ordenada desse ponto M. 


M = (cos a, sen a) 


sena = 


3 tgÃ="I4 = 2 =... que chamamos de tangente de À. 
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CAPÍTULO X TRIGONOMETRIA 


DEFINIÇÃO 
Tangente. 


NOTA Propriedades 


Usa-se, também, a notação 
tan À para a tangente do 1) No quadrante do círculo de raio 1, temos: 


ângulo A. 
T 
M 
(oa e 
O 1 Q 
Sendo QT tangente ao círculo, o triângulo OQT é retângulo. 
Assim: tga = ae a OT=tga 
OQ 1 
2) Traçando o segmento MJ perpendicular a OQ na figura anterior, temos: 
[| 
NOTA 


Como sen q, cos a e tg a 
são razões que dependem 
univocamente do ângulo 

a, elas são chamadas 


Da semelhança entre OM] e OTQ, temos: 


funções trigonométricas TQ MJ tga sena 
ou, também, linhas = = 
trigonométricas. OO O 1 cos à 


3) Ao ser aplicado o teorema de Pitágoras no triângulo OM] acima, temos: 


Essa é a relação que liga o cos a ao sen a, Va. tal que 0º < a < 90º. 
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TRIGONOMETRIA CAPÍTULO X 


Exemplos: 


i) No triângulo abaixo, temos: 


ii) No triângulo abaixo, temos: 


8 4 
senqa=-— = — 
A 10 Ss 
COST o 
10 á 1005 
tga = E = E 
ZA, - [e 8 GS 
iii) No triângulo abaixo, temos: 
N sena =-— 
iIZ il 
COSO= = 
13 <> 5 
tga = -— 
ÃO 12 


| ulw 


10.3 - Ângulos notáveis: 30º, 45º e 60º 


Ângulo de 45º 


Considere o triângulo retângulo isósceles OQT. 


Para o ângulo QOT = 45º, temos: 


sen 45º = de Í 2 2 
20) q qd 2 
E. À. NÃ cad 
cos 45" = = . = 
mo sd q2 3 
tgas = 2 =1 
x 
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NOTA 


Se a + B = 90º, então: 


sen a =cos 
cos a = sen p 
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Ângulo de 60º e 30º 


Considere o triângulo ABC equilátero de lado (. Como a altura AH é media- 


na, então, BH = HC = > Aplicando o teorema de Pitágoras, temos: 


Para o ângulo ABH = 60º, temos: 


sen 60º = Ei ms 
4 


sen 


cos 


njm Doo) 


a 


tg 
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Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


Um papagaio (também conhecido como pipa ou pandorga) está preso a um 
fio, perfeitamente esticado, de comprimento 100 m. O ângulo da elevação 
do fio é 60º. A que altura do solo se encontra o papagaio, sabendo que um 
menino segura o fio na altura de seu queixo, cuja distância até sua cintura é 


de 1,0 m? 
Solução: 
RT 
dá ia 
/ R 
/ o h 
100m / : sen 60º = 100 
H 
h = 100 sen 60º = 100-*5 - 50,5 
pçel a A. H=[50,/3+1)m 
4,0m 
e ad 


Um paraquedista salta de um avião no instante em que sua altura é 3000 m. 
O paraquedista cai em linha reta com um ângulo de depressão de 30º. 
Qual é a distância percorrida pelo paraquedista no espaço até atingir o 
solo? 


Solução: 


3000 
AB 
3000 = AB -sen 30º 


sen 30º = 


3000 = AB: 
2) 
AB=6000 m 
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ES 
NOTA 
D B 


“ngulo de depressão 


ângulo de elevação, 


A C 
Para um observador em A, 
o ângulo de elevação de 
B é o ângulo formado pela 
reta AB com a horizontal 
AC, isto é, CÂB. 

Para um observador em B, 
o ângulo de depressão de 
A é o ângulo formado pela 
reta BA com a horizontal 
BD, isto é, DBA. 


Ed 


CAPÍTULO X 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET) Calcule o valor de x e y nos retângulos a seguir. : [2 Uma canoa atravessa um rio num trecho onde a largu- 
a) ra é 150 m, seguindo uma direção que forma 60º com 
a margem, como mostra a ilustração. 
3 É T 
y E / 
150m 
b) 
x e 
y | 
Á [=] a) Qual é a distância x percorrida pela canoa? 
243 b) Quantos metros a canoa desvia-se rio abaixo em re- 
3) lação ao ponto de partida? 
22/ Na | 
: E3º Do alto de um farol, a 60 m do nível do mar, avista-se 
A N : um barco segundo um ângulo de depressão de 
y 30º. Qual o valor da distância d indicada na figura? 
(Use 3 = 1,73.) 
ao pb 
x 7 
| 
á 
e) 
LS as : 
10 : PAM O piloto de um avião começou a acionar o sistema de 
travagem à altura de 1 km da pista. Sabendo que a di- 
reção da linha de rumo do avião, na descida para a pis- 
LD) y É ta, faz um ângulo de 30º com o solo, calcule a distância 
HE d percorrida pelo avião desde o início da travagem até 
chegar ao solo. 
23 
9) x 
E 
Pá 
v2 


é 
a 
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[5 Determine a medida da altura h do paralelogramo a |; HO! Determine a medida de AB na figura abaixo. 
seguir, sabendo que AB mede 20 cm e ABC mede 60º. 
A D É A 


B H Cc 


[6 No triângulo ABC a seguir, AB mede 20 cm, o ângulo B 


mede 30º e o ângulo C mede 45º. 
A 


20 cm 


Es Nro [HT Um balão, que se encontra a 1200 m de altura, é visto 


por dois meninos sob ângulos de 30º e 60º, conforme 

a nas = À mostra a figura. Qual é a distância aproximada entre 

a) HA b) AC c) BC os dois meninos? (Use «/3 = 1,73, após racionalizar o 
: denominador.) 


Determine a medida de: 


EZ' Qual é a altura de um edifício que projeta uma sombra 
de comprimento 50 m, quando o ângulo de elevação 
do sol mede 30º? Dê a aproximação de centésimos. 


[8 Sob um ângulo de 30º, um observador de 1,80 m de 
altura vê o ponto mais alto de um mastro. Sabendo [12º Um barco atravessa um rio num trecho onde a largura 
que a altura do mastro é de 47,8 m, calcule a distância : é 64 m. Ele segue a direção da reta AB que forma um 
entre o observador e o mastro. ângulo de 30º com uma das margens. Qual é a distân- 
j cia entre os pontos A e B? 


[9 Calcule x e y na figura, sendo y = AD, x= AC e AB = 150 m. 
Cc 


á 


O [| 


150m 
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10.4 - Resolução de triângulos retângulos 
A resolução de triângulos retângulos consiste em determinar seus lados e ân- 


gulos, sendo dados dois lados de um triângulo ou um lado e um ângulo agudo. 
Usaremos as seguintes relações: 


Rare. (teorema de Pitágoras) 
a 


Como sen C= 


> 

Rae 

fo) 
alo 


als 


Como cos C= 


A € 
Como tgê=£ - EEE 


Exercícios resolvidos: 


1) Qualé o perímetro de um triângulo isósceles de base igual a 8 m sabendo que 
os ângulos da base são iguais a 30º? Calcule também a área do triângulo. 
Solução: 


"3 


O a 


1643 


perímetro Suissa e = (8 


PE 
E 


2 3 => Área = 2 6 3 


h=asen 30º = 


4 
83 1.43 Ca MB mb 
= EPA 
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2) Um homem está a 3 m de distância de um poste e o vê sob um ângulo de 
90º. A altura de seus olhos é de /3 m. Calcular a altura do poste. 


Solução: 


ga- E sa=30" E 


NOTA 
B = 90º — 30º = 60º Esse problema poderia ser 


tg 60º = EE Eus x E HE Hi resolvido usando a relação: 


h=m:n 
HE xs =3/0 + 0=48m 


3) Um poste está pintado de branco até uma altura de 10 m. Acima da parte 
pintada, pinta-se o poste de verde até a extremidade. Um observador a 
103 m do poste cujo ponto de vista está no chão vê a parte verde sob 
um ângulo de 30º. Calcular a altura do poste. 


Solução: 


lo 48 


qa=———==— > q=30º 
e 1043 3 


x+10 .,, 60º = *+10 


103 é losa 


(= > 30=2+10=1=20m 


altura do poste = x + 10=30m 


tg (30º +a) = 
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4) De um ponto situado a 12 m de altura se vê o telhado de um prédio sob 


5) 


6) 


Ud: 


um ângulo de elevação de 30º e a base do mesmo prédio sob um ângulo 
de depressão de 60º. Calcular a altura do prédio e a distância do ponto 
ao prédio. 


o INES 
122=xt np = o 
; J3 
12m; p=xtg30 =op= tido sé 


distância = 4,3 m 
altura= 12 +4=16m 


x 


Considere um círculo de diâmetro AB. Pelo ponto A traça-se uma secante 
que corta o círculo em C e corta a tangente traçada pelo ponto B em D. 
Sabe-se que CD é o triplo de AC. Calcule o ângulo BAC. 


Solução: 
No triângulo BCD: tg a = e 
X 
No triângulo BCA: tg a = * 
y 
as 2 2 
=> 5) =3xX > y=xN3 
Rs fa dd J3 


No triângulo BAC: 


E=tgB=>tgp=V3=>p=60" 


No triângulo ABC os ângulos B e C são iguais respectivamente a 45º e 
120º. Se o lado a = 40 cm, determine o comprimento da perpendicular do 
ponto A ao prolongamento de BC. 


Solução: 

(GRE ibicosiGOM=hE 

h=BHtg45º= [40+5].1=40+5 
2) 2) 


2h = 80 +b => b=2h- 80 


Por outro lado: 


h=bsen 60º= h=(2h-80)- 


3 
2 
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2h =2h3- 803 => 2h(V3- 1)= 803 > 2h = 8ON3 


Sl 
e OB NS 
Ca El 


— 120+40/3 
as 


h=60+2043 


h 


n=20(3+43) cm 


7) Mostrar que num triângulo acutângulo ABC, de lados, a, b, c, tem-se: 
i) bsen C =csen B 
ii) a=b cos C +ccos B 


iii) A área S= = ab-sen (é 


Solução: 
No triângulo BHA: No triângulo CHA: 
h=csenB em=ccos B h=bsen O en=bcos O 


i) Então: b sen C =csen B 


NOTA 

A área de um triângulo é a 
metade do produto de dois 
lados pelo seno do ângulo 
entre eles. 
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ii) Comoa=m+n=>a=ccosB +bcos € 


iii) Basta ver que: S=— ah -5 absen € 


o 
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10.5 - Secante, cossecante e cotangente de um ângulo agudo 
Define-se: 


DEFINIÇÃO 
Secante, cossecante e 


cotangente de um ângulo 


agudo. 


NOTA 

A cossecante pode ser 
representada por csc ou 
cossec. 

A cotangente pode ser 
representada por ctg ou 
cotg ou cot ou cotan. 


“7 


Exemplos: 
: 1 il 2 
i) sec 45º= = = = 
) cos 45º 2 2 a 
2 
leve e. 2 (W3 
con o 
Z) 
iii) sec 60º = at LE 2» 
cos 60º 1 
z 
1 1 Z 
iv) cossec 45º = = = = 4/2 
sen45º 2 2 E 
2 
1 il 
cossec 30º=-——==—=2 
Eras sen30º 1 
b, 


E 1 
vi) cossec 60º = = 
se 


2 
vii) cotg 45º = RR | 
tg45º 1 
1 Tas 
viii) cotg30=—>—— => == 43 
Cad RE DEDE 
3 
1 RE 
ix) cotg 60º = => =X 
popa tg60º 5 3 
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Interpretação geométrica 


Considerando um quadrante de círculo de raio 1, podemos obter segmentos 
que representem: cossec a, sec q e cotg a. 


No triângulo OFE, temos: 


EA 
T 
sen q = ER E 
OE 


sen o 


1 
OE = csc a 
[| 
O 1 Q 
No triângulo OQT, temos: No triângulo OFE, temos: 
1 1 
cosa =-—— > OT = EEE Na 
oT cos o FE tga 
OT = seca FE = cotg a 
Podemos resumir os resultados acima nas figuras: 
: F cotg a. E 


Aplicando o teorema de Pitágoras aos triângulos acima, obtemos as relações: 


10.6 - Linhas trigonométricas de ângulos complementares 


Num triângulo retângulo, o cateto adjacente a um ângulo é oposto ao seu 
complementar. Assim: 
M 


d 
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Dividindo membro a membro as igualdades acima: 


LD 00) 
cosa sen (90º- a) 


Analogamente: 
cotg a =tg (00º - a) 
sec q = cossec (90º — o) 
cossec o = sec (90º — a) 
Exemplos: 


d san = cos Go 
ii) sen 60º = cos 30º 
iii) tg 30º = cotg 60º 
iv) cotg 60º = tg 60º 
v) sec 30º = cossec 60º 


vi) sec 60º = cossec 30º 


Exercícios resolvidos: 


Es o) 

1) Dada tga=-—, calcular sen a e cos a. 
NOTA 4 
Se você sabe a tg a e quer Solução: 


sena e cos q, use a relação: 
2 =" 2 E Una] 
seca=1 +tg'a Calculamos inicialmente a sec a. 


Sabemos que sec? a = 1 + tg? o, então: 


5 9 5 25 5 
seca =1+-— > secía= — => seca=— 
16 16 4 


il il 4 
Como seca=-—— > cosa= =— 
Cos q saco Ss 


Usando sen? a+cos?a=1=sen?a+ o =1 


Oo 3 
sen q=-— >Ssenaq=— 
25 5 
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2) 


3) 


4) 


5) 


E) E 
Sendo cotg a TR calcular sen a e cos a. RE 
Solução: Se você sabe a cotg a e 
= quer sen o e cos «, use a 
relação: 
à » à 25 cossec? q = 1 + cotg? a 
Temos: cossec” a = 1 +cotgº a => cossecº q = 1 + ma 


1 1 
=> cossec? a = do => cossec a = JS 
144 Z; 


il IZ, 


1 
Como cosseca=-—— >senda=————— =—, 
sen a cossecao 13 


Usando cotg a = FE vem: cosa =cotgo-sen a 
sen a 
o 2 5 
Fosolcosla=" "= coslog=— 

12 13 
Mostrar que a igualdade (sen x + cos x)? = 1 + 2sen x cos x é verdadeira 
para qualquer x. 
Solução: 
Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade: 


(sen x + cos x)? = sen? x + 2sen x COS X + COS? X = 
= (sen? x + cos? x) + 2sen x cos x = 
=1+2senxcosx 


Mostrar que tg x + cotg x = sec x cossec x. 
Solução: 
Temos: 


sen x A cos x 
Cosa semnx 


tg x+cotg x = 


“seníx+cosix 1 ne! 
sen x-Cosx  senx-cosx senx cosx 


= COSsec x - sec x 


2senB-3cosB 
4senB-9cosB | 


its 
Se sec B = 5 calcular o valor de 


Solução: 
13 5 
sec li= > => 05 )= ==> 
5) 13 
Como sen? B+cos” B=1 = sen? B-1- = sen Boo 
Então: 
iz 3 É) 


2senB-3cosB “13. PERES 
4senB-9c0sB , 12 3.5 3. 
113 SIS 
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6) Voando a uma altitude de 1000 m, um piloto mede, em dois instantes di- 
ferentes, os ângulos segundo os quais ele avista uma casa, como indica a 
figura. Qual é a distância percorrida pelo avião entre os dois instantes? 


Solução: 


1 gs 
x 


1000 
OO: 
3 

3 
So =tgáS > vY = 1000 


x+y=10003+1000 =1000[3 +1)m 


7) Um barco numa trajetória retilínea dista 1000 m de um farol quando o 
ângulo da trajetória com a reta que o une ao farol é 30º. 
Mantida a trajetória, quando o ângulo da trajetória com a reta que o une 
ao farol é 60º, sua distância dele é 800 m. Qual é a distância percorrida 
pelo barco? 


Solução: 
cos ane 4 = 1000-48.= 500,5 
1000 o 
OE one 4 
800 q 2 


x+ y = 50043 + 400 = 100(5,/3 + 4) m 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Unificado-R]) Um disco voador é avistado, numa re- 


gião plana a uma certa altitude, parado no ar. Em certo 
instante, algo se desprende da nave e cai em queda 
livre, conforme mostra a figura. A que altitude se en- 
contra esse disco voador? 


PA! Dois pescadores, P, e P,, estão na beira de um rio de 


margens paralelas e conseguem ver um bote B na ou- 
tra margem. Sabendo que PP, = 63 m, os ângulos 
BPP,=aeBPP=fBequetga=2etg p=4, deter- 
mine a distância (em metros) entre as margens. 


= 


E5" Observe a figura abaixo e determine a altura h do edi- 
: fício, sabendo que AB mede 25 m e cos 6 = 0,6. 


Considere as afirmativas: 

|— A distância d é conhecida. 

Il - A medida de a e a tga são conhecidas. 
Então, tem-se que: 


a) joj jo) peijeliri falir 


“= 
| 
= 
- 
- 
— 
= 
- 
= 


= 
] 


A 


(A) h=22,5m (C) h=18,5m 


(A) a I sozinha é suficiente para responder à pergunta, 


mas a Il, sozinha, não. (B)h=15m (D)h = 20 m 


(B) a Il sozinha é suficiente para responder à pergunta, 


mas a |, sozinha, não. [6 Dizemos que a declividade é de 30% se subirmos 30 m 


E A para uma distância horizontal de 100 m. 
(C) le II, juntas, são suficientes para responder à per- 


gunta, mas nenhuma delas, sozinha, o é. 


(D) ambas são, sozinhas, suficientes para responder à 
pergunta. 


(E) a pergunta não pode ser respondida por falta de ip 
dados. : 


————— 100m ——————» 


BZ (Unificado-RJ) Um navegador devia viajar durante duas Qual é o ângulo a correspondente a uma declividade 


horas, no rumo nordeste, para chegar a certa ilha. En- de 100%? 

ganou-se, e navegou duas horas no rumo norte. To- , . 

mando, a partir daí, o rumo correto, em quanto tem- ; (A) 100 (D) 90 

po, aproximadamente, chegará à ilha? (B) 50º (E) 45º 

(A) 30 min (D)2h (1º 

(B)1h (E) 2h 15 min 

(C)1h30 min FZ) (Unificado-R)) No triângulo ABC, os lados AC e BC medem 


8 cme 6 cm, respectivamente, e o ângulo A vale 30º. 


E 3º (PUC-R)) Andando 3 km no rumo nordeste e depois mais precnendo anoite; 


3 km no rumo sul, de quantos quilômetros você se afasta (A) E) (D) 4 
aproximadamente do ponto inicial do seu percurso? 2 5 
(A) 2,3 (D) 3,6 (8) 2 (p E 
(8) 2,7 (E) 4,8 : 

É 3 
(0)3 OS 
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[8º (UFF-R]) O círculo da figu- [12º Enquanto um edifício projeta uma sombra de 18 m, 
ra tem centro O e raio R. Mo: um bastão de comprimento 1 m, colocado vertical- 
Sabendo-se que MP equi- aê, mente ao lado do edifício, projeta uma sombra de 

SRA E Pp 30 cm. Determine a altura do edifício. 
vale a 12 é tangente ao 
círculo no ponto P, o valor é DB) (Unifap-AP) Quando o maior lado de um triângulo inscrito 
de sen a é: : em um círculo coincide com o diâmetro desse círculo, o 
triângulo é necessariamente retângulo. Assim sendo, na 
figura, o raio do círculo de centro O é igual a: 
(a) 12 o e8 e 2 9 9 
13 12 13 
SR 5 (A) 4 (D) 243 
B) = D > 
13 12 


E9” (Unificado-RJ) Na figura abaixo, ABCD é um trapézio 
retângulo com AB = AD, BC- AB=1 cmeCD=7cm. 


Então: 
(A) sena = 5 
A B 
E E: 
(B) sena = 3 
(C) cosa = é 
D N Eno 
D So (do 
4 
(E) tg a= a 


HTO! Ao lado está um esquema de uma sala de cinema, com 
o piso horizontal. De quanto deve ser a medida de AT 
para que um espectador sentado a 15 m da tela, com 
os olhos 1,2 m acima do piso, veja o ponto mais alto 
da tela, que é T, a 30º da horizontal? 


Ip 


1,2m 


A 15m 


[17] (Ucsal-BA) Um triângulo isósceles é tal que a medida 
dos ângulos de sua base é 30º. Se a altura relativa a 


(B) 243 (E) a 


[4 (Vunesp) Um obelisco de 12 m de altura projeta, em 


certo momento, uma sombra de 4,8 m de extensão. 
Calcule a distância máxima que uma pessoa de 1,80 m 
de altura poderá se afastar do centro da base do obe- 
lisco, ao longo da sombra, para, em pé, continuar to- 
talmente na sombra. 


[75º (UFRN) Ao se tentar fixar as extremidades de um pe- 


daço de arame reto, de 30 m de comprimento, entre 
os pontos M e P de um plano, o arame, por ser maior 
do que o esperado, entortou, como mostra a figura 
abaixo. A partir desses dados, calcule, em metros: 


5 


Ea 


a) o comprimento dos segmentos MS e SP; 


b) quanto o arame deveria medir para que tivesse o 
mesmo tamanho do segmento MP. 


essa base mede 1,5 cm, o perímetro desse triângulo, H16' (Unificado-R]) Uma escada de 2 m de comprimento 


em centímetros, é: 

(A) 6+343 (D) 3443 
(B) 3+343 (E) Ga 
(C) 6+3 
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está apoiada no chão e em uma parede vertical. Se a 
escada faz 30º com a horizontal, a distância do topo 
da escada ao chão é de: 


(A) 0,5 m (C) 4,5 m (E) 2m 
(B)1m (D) 1,7 m 
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[1Z' (Vunesp) Ao chegar de viagem, uma pessoa tomou 
um táxi no aeroporto para se dirigir ao hotel. O per- 
curso feito pelo táxi, representado pelos segmentos 
AB, BD, DE, EF e FH, está esboçado na figura, onde 
o ponto A indica o aeroporto, o ponto H indica o ho- 
tel, BCF é um triângulo retângulo com o ângulo reto 
em C, o ângulo no vértice B mede 60º e DE é para- 
lelo a BC . Sabendo-se que AB = 2 km, BC =3 km, 
DE=1 kmeFH=3,3 km, determine: 


3,3 km 


a) as medidas dos segmentos BD e EF em quilômetros; 


b) o preço que a pessoa pagou pela corrida (em 
reais), sabendo-se que o valor da corrida do táxi é 
dado pela função y = 4 + 0,8x, sendo x a distância 
percorrida em quilômetros e y o valor da corrida 
em reais. 


18! Um balão meteorológico encontra-se preso ao solo 
por dois cabos, supostos retilíneos, e inclinados de 60º 
e 45º com a horizontal. A distância entre os pontos de 
fixação dos cabos no solo é de 1000 m. A altura apro- 
ximada do balão é: 


(A) 320 m (D) 556 m 
(B) 449 m (E) 635m 
(C) 412 m 


[19 (UFRJ) Na figura dada temos um semicírculo de raio R 
e centro O. O ângulo entre o raio OB e o lado DC é 6. 


D (0) (ç, 


a) Calcule os lados do retângulo ABCD em função de 
Reo. 

b) Mostre que a área do retângulo ABCD é máxima 
para 0 = 45º. 
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[20 (Cesgranrio-R]) No retângulo ABCD da figura AB = 5, 
BC = 3 e CM = MN = NB. Determine tg MAN. 


D E 


M 


N 


q 


127º O lado do quadrado ABCD, da figura abaixo, mede 
a cm e M é ponto médio do lado CD. 


D M (e Nessas condições, o valor 
A da tan a é: 
rs qe ul 
2 2 
(B) 2 (D)1 
A B 


[22 (Unama-AM) A figura abaixo representa um barco atra- 
vessando um rio, partindo de A em direção ao ponto B. 
A forte correnteza arrasta o barco em direção ao ponto 
C, segundo um ângulo de 60º. Sendo a largura do rio de 
120 m, a distância percorrida pelo barco até o ponto C é: 

(A) 240,3 m 

(B) 240m 

(C) 80/3m 

(D) 80m 


(E) 40/3m 


[23' Para medir a largura AC de um rio, um técnico usou o 
seguinte procedimento: localizou um ponto B de onde 
podia ver na margem oposta o coqueiro C, de forma 
que o ângulo ABC fosse de 60º; determinou o ponto D 
no prolongamento de CA de forma que o ângulo CBD 
fosse de 90º. Medindo AD, obteve 40 m e pôde achar 
a largura do rio. Determine essa largura. 
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[24! (UFSE) Considere o triângulo retângulo ABC represen- 
tado na figura abaixo, cujos lados têm as medidas in- 


dicadas. 
A 


B E C 


Se A,BeC são as medidas dos ângulos internos do tri- 
senÃ -cosC . 


ângulo, é correto afirmar que é igual a: 
tgB 
(A) £ (e E (6) 2 
a a b 
By D) 2 
(B) p (D) E 


[25' (Fuvest-SP) Calcular x indicado na figura. 


dd! A B 

+——————————————S»: 

' 100 m 

126! (Unicamp-SP) Caminhando em linha reta ao longo de 
uma praia, um banhista vai de um ponto A a um ponto 
B, cobrindo a distância AB = 1200 m. Quando em A, 
ele avista um navio parado em N de tal maneira que 
o ângulo NAB é de 60º; e quando em B, verifica que o 
ângulo NBA é de 45º. 
a) Faça uma figura ilustrativa da situação descrita. 


b) Calcule a distância em que se encontra o navio da 
praia. 


[27º (Unicamp-SP) Observadores nos pontos A e B localizam 
um foco de incêndio florestal em F. Conhecendo os ân- 
gulos FAB = 45º, FBA = 105º e a distância AB = 15 km, 
determine as distâncias AF e BF. 


1052 


45º a 
A E 


[28' Sabendo que em um triângulo retângulo os ângulos 


são a e B, a hipotenusa mede 5 me se B = 2sen a, 
encontre as medidas dos catetos. 


“7 


29) Dado sen x = 2 tal que 0º < x< 90º, calcule o valor 


2 
2 
da expressão dida 
tg'x+1 


[30º Um instrumento para medir o diâmetro de pequenos 
cilindros consiste em um bloco metálico que tem uma 
fenda com o perfil em V contendo uma escala, confor- 
me ilustração abaixo. O cilindro é colocado na fenda e 
a medida de seu diâmetro, em centímetros, é o núme- 
ro que na escala corresponde ao ponto de tangência 
entre o cilindro e o segmento AB. Ao construir a escala 
de um instrumento desses, o número 2 corresponde a 
um certo ponto de AB. Sendo x a distância desse ponto 
ao ponto A, assinale V ou F nas afirmações seguintes: 


c) Se a medida de 0 for 90º, 


então x será igual a 2 cm. 


SE Z 
a) x é igual a Ta, em 
ao 


d) Quanto menor for o ân- 


gulo 6, maior será a dis- 


b) x é igual a gli cm 
) 
do 
tância x. 


Z 


[37 Qual é a medida a do ângulo assinalado na figura? 


[32º Na figura, se o seg- A 
mento BC mede 5, 
obtenha a medida 
do segmento AD. 


sz BAN 


C B 


[33º Do topo de um farol de 90 m de altura, um ponto de 
um navio é visto segundo um ângulo de depressão de 
10º, conforme indica a figura. Determine a distância x 
da base do farol ao ponto visado, dada a tg 10º = 0,176. 


B 
o 90m 
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[34! (UFCE) Um muro com y metros de altura se encontra 
a x metros da parede de um edifício. Uma escada que 
está tocando a parede e apoiada sobre o muro faz um 


ângulo 6 com o chão, sendo tg O = 32 Em Suponha que 
x 


o muro e a parede são perpendiculares ao chão e que 
este é plano (veja figura). 


JE 


njejs[5 
'BOEDED 


SDEDEDE 


ma) 


O comprimento da escada é: 


(A) [e + /) Í (D) fe Ee ai 
(B) fe + p) (E) fo + y) 
O pé.) 


135" De acordo com os dados que estão na figura, responda: 


a) Qual o valor de tg a? 

b) O triângulo ABC é equilátero? 

c) Qual o valor de sen a — cos o? 

d) Qual o valor de sec a — cossec a? 


tga 
e) Qual o valor de ce pt 
cos a 
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: [86 No triângulo PQS, determine as seguintes razões: 


Q 
) 12 
S 15 Ip 
a) senP o sec P E 
cos P cossec P 
b) sen$ d) tgP 
cosS cotgP 
[37º (Unirio-RJ) 
A 
1,5 cem 
Cc H :B 
' 1,6 cm Ê 
Na figura acima, o valor da secante do ângulo interno 
Ce igual a: 
5 5 a 
A) > Cj Ejs 
E Os O 5 
4 7 
B) — D) > 
O 5 (D) 5 


[38' (UFF-R)) Se M, Ne P são ângulos internos de um triângulo 
não retângulo, pode-se afirmar que tg (M) +tg (N) +tg (P) 


e 

(A) —1 (D) tg (M) tg (N) tg (P) 
(B) O (E) tg(M)-(tg(N)+ tg (P) 
(O 


tg (M) + tg (N) + tg (P) 


[39º (UFF-RJ) Para O = 89º, conclui-se que: 
(A) tg 0<sen0<cos0 (D) cos 0 <tg 0< sen 6 
(B) cos0<sen 0<tg 0 (E) sen0<tg 0<cos 0 


(C) senB< cos 0<tg 0 


[40º Dê o valor da expressão: 
cos 45º tg 45º — cos 60º - sen 30º 
cos” 30º + cos? 60º + cos? 45º 
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[47º Sabendo que a hipotenusa de um triângulo retângulo 
é 12 e um dos catetos mede 6, calcule o valor da se- 
cante do menor ângulo do triângulo. 


[42' Nestes casos vamos considerar que o ângulo x seja 
agudo, assim: 


a) sendo sen x = 5 obtenha o valor de cos x. 
12 
b) sendo sen x = 13" obtenha sen x + tg x. 


1 
c) sesen x= 


3 determine tg? x. 


[43 Seatgx= at obtenha cos x. 


[44 Sendo sen x= ê , Obtenha o valor numérico para cada 
expressão abaixo. 
a) sen (90º — x) 
b) cos (90º — x) 


Cc) cos? x 
d) 1T+tgx 


[45º A média aritmética de tg 30º e tg 60º é menor ou 
maior que tg 45º? 


[46º Encontre o valor de p para que se tenha simultanea- 
mente senx=,/p-2ecosx=p-1. 


1 5 a 
47) Secos x= 2º 0º <x<90º, qual é o valor da expressão 


cossec x — sen x 
SECA = COSTA 


? 


cotg x— 1 


[48 Determine o valorde ———2""— 
Cossec x — sec x 


, visto que 


0º <x<90ºecosx= 5. 


[49 Sep=senx+cosxeg=senx-cos x, prove que 
p'+q=2 
E50' Dê o valor de sen x - cos x, visto que tg x + cotg x = 2. 


[57º Determine o valor de K para que se tenha simultanea- 


J3 


1 
mente cossec x = K CISCCA = 


3 
[52º Sabendo que cos x = aa e 0º < x < 90º, calcule: 


sen x-cos x — tg x 


A= 
1- cossec x 


A M D 


[53º Na figura ao lado, A, B, Ce D são vérti- ENT 
ces de um quadrado, M é o ponto mé- 
dio do lado AD, e MC é o segmento de 
reta que une Me €. 


“7 


É correto afirmar que: 
a) MD é uma altura do triângulo MDC. 


b) a área do trapézio ABCM é igual ao triplo da área 
do triângulo MDC. 


c) tga =2 
d) sen?a+sen?p=1. 


e) seny=sena. 


5a Um avião voa numa reta horizontal à altura 1 em rela- 
ção a um observador O, situado na projeção horizontal 
da trajetória. No instante t, é visto sob ângulo e; no 
instante t,, sob ângulo a.. Qual é a distância percorrida 
entre os instantes t, e t,? 


155" Calcule o valor de x que verifica, simultaneamente, as 
igualdades: sena =x+2ecosa= I-x?. 


[56 (PUC-MG) Sabendo-se que tg x = 2, calcule a cosse- 
cante de x, sendo x um arco do primeiro quadrante. 


mm (Fuvest-SP) No quadri- 
látero ABCD da figura 
ao lado, E é um ponto 
sobre o lado AD tal que 
o ângulo ABE mede 
60º e os ângulos EBC e 
BÊD são retos. Sabe-se 
aindaqueAB=CD= 3 
e BC=1. Determine a medida de AD. 


158! Num triângulo ABC, BC = 4 cm, o ângulo É mede 30º e 
a projeção do lado AB sobre BC mede 2,5 cm. Calcule o 
comprimento da mediana que sai do vértice A, nos casos: 


a) B<90º b) B>90º 


mm (Vunesp) Na figura, os A 
pontos C De B são 
colineares e os triân- 
gulos ABD e ABC são 
retângulos em B. Se 
a medida do ângulo A 
ADB é 60º ea medida € D B 
do ângulo AÊB é 30º, 


demonstre que: AD=DC=2-DB 
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160" (Unirio-RS) ú respectivamente. Sa- 

bendo-se que a dis- 
tância entre seus cen- 
tros é igual a (3+1, 
determine os raios dos 
círculos. 


164º Utilize a figura ao lado 
para provar que: 
sen (a + b) = 
=sena-cos b+ 
+ sen b.cos a. 
Mãos à obra. 


Dois homens, H, e H,, com 2me 1,5 m de altura, respec- 
tivamente, estão em pé numa calçada, em lados opostos 
de um poste de 5 m de comprimento, iluminados por 


uma lâmpada desse poste, como mostra a figura. Deter- ' Em Na figura, ABCD é um qua- D E C 
mine a distância (em metros) entre os homens. É drado de lado unitário (me- 


dida igual a 1) e o triângulo 


167) (UFMS) Uma telha de um galinheiro quebrou. Em dias ABRR O quicio 


chuvosos, uma goteira produz no chão, embaixo da 


telha quebrada, uma pequena poça de água, a 1,85m a) Prove que a = 15º. 

de uma das paredes do galinheiro, conforme a figura. b) Obtenha o seno do ân- 

Considerando que a espessura dessa parede é 15 cme gulo DÊC. F ú 
que d é a distância entre o ponto mais alto do telhado |; 

e a quebra da telha, calcule, em metros, d? + 20. | 166! (UFMS) Uma caixa-d'água está localizada num ponto 


P de um terreno plano, conforme a figura. Ela é avis- 
tada do ponto A sob um ângulo de 30º e do ponto B 
sob um ângulo de 45º. Sabendo-se que a medida do 
ângulo APB é 90º e a distância entre os pontos A e B é 
100 m, calcule, em metros, a altura da caixa-d'água. 


162" (Unirio-R)) 
B (€; D 
a 
. 167) (UFJF-MG) O triângulo abaixo é isósceles. Sabendo-se 
no ê 
a que o segmento BD mede 5 cm, calcule: 
A 
A 
Considere a figura, que representa um rio de margens 
retas e paralelas, nesse trecho. Sabendo-se que AC = 6 : 
CD = ás É ZA a 
e CD=5, determine: E E 
a) a distância entre Be D; a) a altura h; 
b) a área do triângulo ABD. b) a área do triângulo ABC. 
163 (Fuvest-SP) 168! Uma escada apoiada em uma parede, num ponto que 
A corda comum de dois círculos que se intercep- dista 3 m do solo, forma, com essa parede, um ângulo de 
tam é vista de seus centros sob ângulos de 90º e 60º, : 30º. Determine a distância da parede ao pé da escada. 
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169 Para calcular a altura de uma montanha B, desde um 
plano horizontal que passa por A, um observador 
mede o ângulo a = 45º, se desloca depois para C, dis- 
tante 120 m de A, obtendo o ângulo p = 30º. Calcule 


a altura h da montanha. 
B 


120m e 


IZ0' (Uerj) Observe a bicicleta e a tabela trigonométrica. 


Ângulo 
(em o Tangente É 


0,174 0,985 0,176 
n 0,191 0,982 0,194 
iz 0,208 0,978 0,213 
13 0,225 0,974 0,231 
14 0,242 0,970 0,249 


Os centros das rodas estão a uma distância PQ igual a 
120 cm e os raios PA e QB medem, respectivamente, 
25 cme 52 cm. 
De acordo com a tabela, o ângulo AOP tem o seguinte 
valor: 
(A) 10º (B) 12º (C) 13º (D) 14º 
HZ (Unirio-RJ) Na figura abaixo, o triângulo ABC é equilá- 

tero de lado €; ABDE e AFGC são quadrados. 

Calcule a distância DG, em função de €. 

F E 


c B 


72º No triângulo retângulo ABC, o ponto médio da hipote- 
nusa BC é Pe o pé da perpendicular baixada de A sobre 
BC é Q. Sabendo que AC é o maior cateto, mostre que: 


QP | El AB ) AQ > AB AC 
BP ABC BC AP 


BC BC 
“rg 


[73 (Fuvest-SP) A uma distância de 40 m, uma torre é vista 
sob um ângulo a, como mostra a figura. 


Usando a tabela acima determine a altura da torre, su- 
pondo a = 20º. 


um Um observador O, na me- 
diatriz de um segmento 
AB, vê esse segmento sob 
um ângulo a. O observa- 
dor afasta-se do segmen- 
to ao longo da mediatriz 
até uma nova posição O”, 


mediatriz 
B 


A A O 
de onde ele vê o segmento sob o ângulo 2 Expresse 


a distância x = OO” em termos de o e d. 


is Para medir a largura AC de um rio, um homem usou o 
seguinte procedimento: localizou um ponto B de onde 
podia ver na margem oposta uma árvore C, de modo 
que o ângulo ABC fosse 30º e determinou o ponto D no 
prolongamento CA, de forma 
que o ângulo DÊC fosse 90º. 
Medindo AD = 60 m, achou a 
largura do rio, que é igual a: 


(A) 15 m (D) 30m 
(B) 20 m (E) n.d.a. 
(C) 25 m 
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Neste capítulo, estendemos 
as noções da trigonometria 
para ângulos obtusos e apre- 
sentamos as relações entre as 
medidas dos lados e dos ângu- 
los de um triângulo qualquer, 
como a lei dos senos e a lei dos 
cossenos. 


11 - RELAÇÕES MÉTRICAS NUM TRIÂNGULO 


11.1 — Linhas trigonométricas de um ângulo obtuso 


As linhas trigonométricas dos ângulos maiores que um ângulo reto podem ser 
expressas em função das linhas de ângulos agudos, que são chamados de ângulos de 
referência, desde que com sinais adequados. A divisão do plano em quatro quadran- 
tes por eixos cartesianos nos fornece os elementos necessários para calculá-las. 

Consideremos os eixos do referencial xOy, colocando o vértice O do ângulo 
AOB na origem e o lado AO, que chamaremos de lado inicial, sobre o semieixo 
positivo Ox. 


O 
Hm Iv Façamos a rotação de um segmento OA =r > O inicialmente sobre Ox, no sen- 
tido contrário ao dos ponteiros de um relógio comum, até que o ângulo AOB = a 
esteja entre 90º e 180º. 
Dizemos então que o ângulo obtuso 90º < a < 180º está no segundo quadrante. 
== 


DEFINIÇÃO 
Linhas trigonométricas de 
um ângulo obtuso. 


NOTA 

sec a, cossec a, cotg o 

se mantêm inversas 
respectivamente de cos a, 
sencetga. Os sinais das linhas trigonométricas dependem das coordenadas do ponto 


B = (x, y), uma vez que OB = r é sempre positivo. Assim, no segundo quadrante 
DD y>0ex<0temos: 


NOTA 

No caso 90º <a. < 180º, 
ângulo de referência 6 
será então 8 = 180º — a. 
Como a é obtuso, então 6 
será agudo tendo todas as 
suas linhas trigonométricas y>0 
positivas. 


sen a > 0 e cossec a > O 
cosa<0Oeseca<O 
tga<0Oecotga<oO 
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CAPÍTULO XI 


sinais do seno e cossecante 


sinais do cosseno, tangente, secante e cotangente 


Se r= 1 as coordenadas do ponto B = (x, y) serão x = cosa ey =sen a. 
De fato: 


B=(cosa, sena) 


BN 


M Cosa O 


“vw 


tga 


T 


Pela semelhança dos triângulos OBM e OTA, temos: 


AT MB AT | 
OA OM 1 kl 


iá 
x 


AT= 


Como tg a = a < 0, então tg a = —AT, ou seja: 
x 


Assim, para 90º < a < 180º: 
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NOTA 

No caso da tangente, 
basta observar os sinais do 
seno e do cosseno. Para a 
representação da tangente, 
prolonga-se o raio que 
passa pela extremidade 
do ângulo até encontrar a 
tangente no ponto A. 

A ordenada do ponto T de 
interseção será a tangente 
do ângulo. 


DEFINIÇÃO 
Ângulo de referência. 
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NOTA 

O cosseno e o seno de 

um ângulo obtuso a são 
numericamente iguais aos 
do seu ângulo de referência 
8 = 180º — a precedidos 
dos sinais das respectivas 
coordenadas dos pontos do 
segundo quadrante. 


ds 


Exemplos: 
Temos para os principais ângulos: 


i) sen 120º=sen (180º - 120º) = sen 60º = 


3 
Es 


ii) cos 120º =-cos (180º — 120º) = -cos 60º = 


iii) tg 120º =-tg (180º - 120º) = -tg 60º = —3 
2 
2 
NDA 


v) cos 135º =-cos (180º — 135º) = -cos 45º = SEE 


iv) sen 135º = sen (180º — 135º) = sen 45º = 


1) ng as== = 
COSISS! 
1 


vii) sen 150º = sen (180º — 150º) = sen 30º = a 


J3 


viii) cos 150º = -cos (180º — 150º) = -cos 30º = Rin 


bo tg 150º--SEMISO! vB 


cos 150º 3 


(=, 0) 


Casos particulares importantes: 


0 q 


cos 1 (0) -1 
tg 0 Á 0 
Observações: 
1) Asrelações sen?a+cos?a=1,secZa=1+tgaecossec?a=1-cotg?a conti- 


2) 


nuam válidas, desde que os sinais sejam considerados. 


Como o seno é positivo para ângulos agudos e obtusos existirão dois ângulos com o 
mesmo seno. A duplicidade desaparece quando se conhece o cosseno ou a tangente. 
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[17 Coloque na ordem decrescente os números: sen 50º; : [4] Dê sinal de: 
120º 170º. : 
seri 2008 en-170 sen 120º . cos 150º 


sen 30º . cos 120º . tg 145º 


[2 Osinal de cos 98º + sen 98º é: 


(A) positivo 
[5 Calcule o valor de y. 


(B) negativo 
sen 45º . sen 120º . cos 135º 


(C) nulo a) Y= 
) tg 135º . cos 180º - tg 120º 
3 o 1 . 
[3º Sesen x= 3 e x€ 2º quadrante, determine: fia sen 45º . cos 120º - tg 150º 
a) cos x cos 135º. cos 150º - sen 135º 
b) tg x 
c) cotg x 
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11.2 - Lei dos senos 


Seja ABC um triângulo qualquer, acutângulo ou obtusângulo conforme as 
figuras abaixo: 


> 


= 


jam 
jo=) 
(o) 


A altura AH determina dois triângulos retângulos ABH e ACH, em ambos os 
casos. Temos: 
bo. & 
senB senê 


h=csenB=bsenê = 


Analogamente: 
coa 
senC sen À 


h'=csenÃ=asenê => 


Logo: 


Inscrevendo o AABC num círculo de raio R, temos: 


A 


a a) À=ÀÁ' por serem inscritos no círculo. 
NOTA 

Os lados de um triângulo 
são proporcionais aos 
senos dos ângulos opostos 
na razão do diâmetro do 
círculo circunscrito. 


b) O ângulo A'BC é reto por ser oposto ao diã- 
metro A'C =2R. 


= 
sen À 


co) a=NCsenÃ'=2Rsen À => 


Então: 
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Exemplo: 


Um triângulo ABC está inscrito num círculo de raio R. Se a = 10, À = 30º 
e 8 = 45º, calcular b e o raio do círculo circunscrito. 


Lug Cao Cp 
sen À senB senC 


1 qo: 

al » 

Mo 
D=2R=+2R=20>R=10 
o 


Exercícios resolvidos: 


1) Sejam de a, respectivamente, os comprimentos da diagonal BD e do lado 
BC do paralelogramo ABCD. Supondo conhecidos o comprimento a e os 
ângulos a e 8, calcular os comprimentos x e d. 


A D 
% x 
dE a 
B a 
Solução: 
A sen 

BDC = p (alternos internos). Então: sd its ER 
sen B sena sen p 

Caso (ope E rr euio 

sen C sen Bb sen B 


- sen [180º— (a + B)] E a sen (o.+ B) 


ti sen p sen p 
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2) Navegando em linha reta, um navio passa sucessivamente pelos pontos 
A, Be €C. O comandante, quando o navio está em A, observa um farol 
em Fe calcula FÃC = 30º. Após navegar 4 milhas até B, verifica FBC = 75º. 
Quantas milhas separam o farol do ponto B? 


A 
4 milhas 
Se - SE 


Solução: 
Temos AÉB = 180º — (30º + 105º) = 45º. 


1 
fá, 
4. a a = 4sen30º À Da 
sen 45º sen 30º sen45º 2 à 


= 


3) Um observador colocado nas margens de um lago, a uma altura h acima 
do nível da água, vê que o ângulo de elevação de uma nuvem é a, e o ân- 
gulo de depressão da imagem refletida sobre a água é fp. Calcular a altura 
da nuvem. 


= po milhas 
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Note que: ONB = NBN' - NÔB 
Aplicando a lei dos senos no triângulo ONB: 


NB OB 
sen(a+B) sen(B-a) 


A altura da nuvem é NA, logo: 


NA = NB. sen p= OB - SN (a+B) np Enfim, OB. sen f = h, logo: 


sen (PB — o) 
NA = n Sento +). 
sen (PB — o) 


Outra solução: 


x-h=dtga 
x+h=dtgê 
x-h tga 


Eliminando d: = 
x+h tgB 


Usando proporções: 


(x+h)+(x-h) tgbB+rtga 
(x+h)-(x-h) tgb-tga 


2x tgB+rtga 
2h tgb-tga 
E B+rtg a 
tg B-tg a 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Determine o valor de x em cada triângulo abaixo. E5' Deseja-se determinar a distância entre os pontos A 
A : e B, entre os quais há um lago. Para isso, coloca-se uma 
a) marca no ponto C, a 50 m de A, e determina-se que 
2 2v2 ACB = 44º e CÂB = 102º. Calcule a distância AB, 
: sabendo que sen 34º = 0,559, sen 44º = 0,695 e 
as 30. sen 78º = 0,978. 
B G É 
A B 
b) € s 
30º 
6V3 
MN l 
A x B E 


[2' Determine a medida de a, sabendo que a < 90º. H6 Calcule x em cada caso. 


a) 


[3º O segmento PA é perpendicular ao plano que contém 
o triângulo equilátero ABC. Supondo que AB = 2AP e 
M é ponto médio do segmento BC, calcule o ângulo 
formado pelos segmentos PA e PM. 


PAM Num triângulo ABC, BC=a, AC=b, À=45º eB = 30º. BZ) Num triângulo ABC, temos AC = 8 m, BC = 6 m, 
Sendo a+b=1+ 2, calcule a e b. a =BÂC e B = ABC. Se f = 60º, calcule sen a. 
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11.3 - Lei dos cossenos 


11.3.1 - Lei das projeções 


Seja ABC um triângulo qualquer acutângulo ou obtusângulo, conforme as 
figuras abaixo: 


B H C 
SE E SE 
BC = HC + BH BC = HC - HB 
BC=bcosÊ-ccos 6 
EE  como-1s0 
Então: 


BC = bcosÊ -c cos (180º -B) 
BC=bcosê-c(-cosB) 


E PPBEBR 
Em ambos os casos temos então: 

NOTA 

Qualquer lado é a soma das 

projeções ortogonais dos 

dois outros lados sobre si 
Analogamente: mesmo. 


11.3.2 - Lei dos cossenos 


Seja ABC um triângulo qualquer: 
A 


A 1 
ú o ih 
B Cc gil 
a H 


Consideremos a relação a = b cosC + c cos B. 
Transpondo o termo b cosC para o 1º membro: 
a-bcos C=ccosB 
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NOTA 

O quadrado de um lado é 
a soma dos quadrados dos 
outros dois lados, menos 
o dobro do produto desses 
dois lados vezes o cosseno 
do ângulo formado entre 
eles. 


“7 


Elevando ambos os membros ao quadrado: 

a?-2abcos É+b? cos? É=c cos? B 

Como cos? B=1-- sen? Ê, temos: 

a2-2abcos É +b?cos?É=c(1-sen? 8) 

a2-2abcos É +b? cos? É=c-ci sen? B 

Mas bsen É =c sen, substituindo: 

a2-2abcos É +b?cos? É =c-b2sen? É 

Transpondo o termo b? sen? É, vem: 
a2-2abcos É+b?cos? É +b?sen?c=c 

Então: c2 = a? - 2ab cos É + b? (sen? É + cos? É) 

Como sen? É + cos? É = 1, temos: 


i) Dois lados de um triângulo medem 5 cm e 3 cm e o ângulo compreendi- 
do entre eles é 120º. Calcular o comprimento do terceiro lado. 
(6; 


Exemplos: 


NE ; 
A 5 
Aplicando a lei dos cossenos para o ângulo de 120º, vem: 
JE Ss dp Dio Sa 5 (dO ILE 
il 


Como cos 120º = - cos 60º = — 2 então: 


$=9+25-30[-5]=491=7em 


ii) Num triângulo os lados medem x? + x +1,2x+1ex?-1,x>1. Calcular 
o ângulo oposto ao lado x? + x + 1: 


(6 


x+x+1 


2x+1 
A Sm 1] 


Lei dos cossenos para o lado x? + x + 1: 


(X2+x+1)2=(2x+1)2+(x2-1)2-2(2x+1)(X2- 1) cos a 
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xt+x2+1+234+2x24+2x=4x2+4x+1+x!-2x2+41-2(2x+1)(x2- 1) cos a 
2x) +x2-2x-1=-2(2x+1)(xº-1) cosa 
2x(xX2-D+(xX-D=-2(2x+1)(x2- 1) cosa 
(2x+1)(xº-1)=-2(2x+1)(xº- 1) cosa, como 2x+1=0ex2-1x0: 


]=-2 coso = cos a= + = qu= 120º 


iii) Um agrimensor deseja medir um terreno de forma triângular ABC, que tem 
como base AB = 800 m. Um marco C é observado das extremidades da base 
e os ângulos ABC e BAC são, respectivamente, 60º e 75º. Calcular AC e BC. 


A 
É = 180º — (75º + 60º) = 45º 


800 
Lei dos senos: = > b=800- 


2 
— — 400,6 
sen 60º sen 45º a) Ea 


Lei das projeções: 


a = 800 cos 60º+ 400 6 cos 45º = 800-1 + 4006 -*2 — ao (1+45]m 


Exercícios resolvidos: 


1) Uma porta retangular de 2 m de altura por 1 m de largura gira 120º para 
abrir, conforme a figura abaixo. Calcule a distância entre os pontos A e B 
em metros. 
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Solução: 

Calculamos a distância PA pela lei dos cossenos: 

= Paolo logos IP = 50= lg il=Ze 5) 
2=3>x=vV3m 

A distância AB = y, pelo teorema de Pitágoras, será: y2=22+x2=4+3 => 
>y=V7m 


2) Os lados de um paralelogramo medem 7 cm e 9 cm e uma de suas diagonais 
mede 8 cm. Calcular a medida da outra diagonal. 


Lei dos cossenos: 
So ZOO So! 
64=49+81 - 126 cos a 
66 
126 
Por outro lado: xX2= 72 +92 -2.7.9 cos (180º - a) 


cos a = 


x=49+81-126- [5] 196 1=14cm 
126 


3) O diagrama abaixo mostra a parte de uma máquina em que B desliza ao 
longo do eixo Ox quando AO gira em torno do ponto O. Se AO = 20 cm e 
AB = 50 cm, determinar o comprimento de OB quando o ângulo AÔB = 60º. 


EEE A 
SNS 
Õ — 
4% x 
Solução: 
E at ano E 
Lei dos senos: ACID E 


DD, 
cosa=.1-sen? a= = e 


Lei das projeções: OB = AO cos 60º + AB cos a 


os =20-1+50-22 110 + 10/22 = 10(1+ (22) m 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule x em cada caso. 
a) 

3 cm x 

A 

6 cm 

b) / 

A á 

x 
FZ" Num triângulo ABC são dados À = 45º, AB = 6 cm e 
AC = 8 cm. Calcule o lado BC. 


DR: 


A 
A 


Deseja-se medir a distância entre duas cidades Be € 
sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que AB = 80 km e 
AC = 120 km, onde A é uma cidade conhecida, como 
mostra a figura acima. Logo, a distância entre Be €, 
em km, é: 


(A) menor que 90; 

(B) maior que 90 e menor que 100; 
(C) maior que 100 e menor que 110; 
(D) maior que 110 e menor que 120; 


(E) maior que 120. 
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F4 (UFRJ) Os ponteiros de um relógio circular medem, do 


centro às extremidades, 2 metros, o dos minutos, e 1 


metro, o das horas. 


Determine a distância entre as extremidades dos pon- 


teiros quando o relógio marca 4 horas. 


E5 Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 


8 e 12 e formam um ângulo de 60º. Determine as me- 


didas das diagonais. 


16 Em um triângulo ABC, AB =3, AC=5 e BC=6. 


Calcule o comprimento da mediana relativa ao lado 


BC. 


EZ Afigura ABCD é um quadrado cuja área mede 4 e C é 


o ponto médio do segmento AE. O comprimento de 


BE, em metros, é: 


E 


A B 
(A) 5 

ns 

(C) 542 

(D) 3,5 

(E) 442 
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11.4 - Área do triângulo 


A 


H 


a 


No triângulo ACH temos: h = b - senÊ. Portanto: 


- base - altura 
E 


S 


g= Uh 
2, 


Analogamente: 


Exemplo: 


Dois lados de um triângulo são 6 cm e 8 cm. Sabendo que sua área é 
12 cm”, calcular o ângulo compreendido entre esses lados. 


B 


Cc 8 A 


de DL ansani6 
2 
1 A a dl 
2 ==>"Gtgoa C = Cs= 
Z 2 


Podemos ter dois ângulos: É = 30º ou É = 150º 
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Exercícios resolvidos: 


1) ABCD é um quadrado de centro O. Sobre os lados DC e DA constroem-se 
os triângulos equiláteros DAF e DCE. Calcular a razão entre as áreas dos 


triângulos EDF e DOC. 
7 
77// 


o, 


Solução: 


EDE = 150º > Sami =a -«a- sen 150º 


Doc mo Ss SC mo 
A 
do dll 
di 2 Ps Ei 
Sapoc 1; Ra doa 
E 


As áreas dos triângulos FDE e DOC são iguais. 


2) Mostrar que as diagonais de um paralelogramo o dividem em quatro 
triângulos de mesma área. 


Solução: 


il 
SA ps sda 


Suc=> mn -sen (180º - o) = 5 men -sen a 


Logo, So = Saimos Como já sabíamos que Soo = SA DOA (= 
Sapoc = Sasoa, Concluímos que os quatro triângulos têm a mesma área. 
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3) Calcular a área de um octógono regular de lado 4 cm. 


Solução: 


8-x-x- sen 45º 


S=8: Susto = 2 


Calculamos x pela lei dos cossenos: 


42=xº4xº -D-x:x-cos 45º 


Temos então: x? = = 


Logo: s=2:8(2+2)/2=16(2/2+2)=32(V2+1) cm? 


4) Um dodecágono tem lado 8 cm. Unem-se seus vértices de 2 em 2, 
formando um hexágono regular. 


i) Calcular a área desse hexágono. 


ii) Qual é a área do dodecágono? 
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Solução: 
Calculemos inicialmente o ângulo interno do dodecágono. 


pa 8, ASO(ID =D) co 


O) = 1150" 
2 IZ; 


Lei dos cossenos para o triângulo ABC: 
R2=64+64-2.8.8cos 150º 


és 


Rº=128+128- 


35 -64(2+43) 


À área do hexágono será: 


“R-R sen 60º = 


are5 3:64[2+03) 3 
=. 


Sa = (6º 
2 


1 
A 
S =96(23 +3) cm? 


Para calcular a área do dodecágono, basta somar à área do hexágono os 
seis triângulos isósceles com base no lado do hexágono. 


Ss. -8,+6-+-8:8-sen 150º=96(2,/3 43) +96- 


= 96/23 +4) = 192(V3 + 2) cm? 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM sejam AMOR um quadrado de lado € e o triângulo “ [4H Dois lados de um triângulo medem, respectivamente, 
PMD, equilátero de lado £. Calcule a área do triângulo |: 5 cm e 6 cm. Qual a área máxima que esse triângulo 
PMA. pode ter? 


É , E | 5" Sabendo que AC é o diâmetro de uma circunferência 
de raio igual a 10 cm e centro O, calcule: 
PM a) a medida da corda AB; 
b) a área do triângulo ABC. 
A M o 


BZ” Na figura, temos que DA = ./3 cm e AB = 3 cm. Calcule 
a área do triângulo CDB, em centímetros quadrados. A 


K 
B 
E: E] 
(6) D A 


E3) Na figura a seguir, qual a área do AABC? 


A 3 C 
[) 
5 
B 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Unificado-R)) No triângulo ABC, os lados AC e BC 
medem 8 cm e 6 cm, respectivamente, e o ângulo A 
vale 30º. O seno do ângulo B vale: 


1 4 

(A) 7) (D) E 
2 5 

(B) 3 (E) E 
3 

(C) 7 


FZ" (PUC-SP) Os ângulos de um triângulo medem x, 2x e 
3x. O menor dos lados mede 5. Quanto mede o lado 


maior? 
(A) 543 (D)15 
(B) 10 (E) 1543 
(C) 10,43 
[3 (UFRS) Na figura, AB = 3e BC = 2. A cossec q é: 
(1) 238 (D)2 
(B) 42 (E) 3 
(C) 43 
B 


DAM (UFRS) Na figura, a=a radianos, p= — radianos e 
AC mede 15,2. A distância de B a C é: 


B 


A Es 


>>> 


(A) 10 (D) 15,42 
(B) 10,/6 (E) 1543 
(E) 15 
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5) (UFPR) Qual das afirmações abaixo não é correta? 


(A) A função sec x é crescente no intervalo o 3) 

(B) A função tg x é crescente em qualquer ponto x. 

(C) Perímetro de um polígono é a soma das medidas 
de seus lados. 


(D) Em um triângulo qualquer, de vértices A, Be Ce 
senÃ senB sené. 


lados a, be c, 
a b c 


(E) sen(x—-a)=sena, para 0<a<s5 


' A água utilizada na casa de um sítio é captada e bom- 
beada do rio para uma caixa-d'água a 50 m de distân- 
cia. A casa está a 80 m de distância da caixa-d'água e o 
ângulo formado pelas direções bomba — caixa-d'água 
e caixa-d'água — casa é de 60º. Se se pretende bom- 
bear água do mesmo ponto de captação até a casa, 
quantos metros de encanamento serão necessários? 


EZ) (UFRJ) O objetivo desta questão é que você demonstre 


a lei dos cossenos. Mais especificamente, consideran- 
do o triângulo da figura abaixo, mostre que: 


aq=b?+c-2bccos 6 
(S 
b a 
A 
A c B 


' (UFMG) Na figura, B é o ponto médio do segmento 


DE, e ABCD é um retângulo de lados DC = 1 e AD = 2. 
Determine AE. 


E 
(e, B 
D A 
9 Obtenha o cos a na figura: 
bl 
) 


12 
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HO! (Uerj) Um triângulo tem lados 3, 7 e 8. Um dos seus 
ângulos é igual a: 


(A) 80º (D) 45º 
(B) 60º (E) 90º 
(C) 120º 


EMT) (Fuvest-SP) Na figura abaixo, AD = 2 cm, AB = 3 cm, 
a medida do ângulo BÃC é 30º e BD = DC, onde D é 
ponto do lado AC. A medida do lado BC, em cm, é: 


B 
A D e 
(A) «3 (D) 6 
(B) 2 (E) N7 
(C) 45 


[12' (Unicamp-SP) A hipotenusa de um triângulo retângu- 
lo mede 1 metro e um dos ângulos agudos é o triplo 
do outro. 


a) Calcule os comprimentos dos catetos. 


b) Mostre que o comprimento do cateto maior está 
entre 92 e 93 centímetros. 


[13º O paralelogramo ABCD está dividido em triângulos 
equiláteros congruentes, de lados unitários, conforme 
sugere a figura: 


A distância MN é igual a: 


(A) 443 (D) 247 
(B) 542 (E) 6 
(C)345 


“7 


MA! (UFRS) A figura representa a trajetória ABC de um he- 


licóptero que percorreu 12 km em AB, 14km em BC, 
paralelamente ao solo, ficando distante 20km de A. O 
cosseno da inclinação a é: 


1 59 
o O) = 
2 113 
e 2 o dB 
O (à 


+ SI (URSO) Num triângulo qualquer ABC, tem-se que 
a medida do ângulo de vértice A é 60º, AB = 4 e 


BC = 2,6. Então, AC é igual a: 


(1) 242 3 (D) 3 
(B)2/3-2 (E) 2 
(0341 


: mo (UFPE) Na figura a seguir, conhecemos os valores dos 


ângulos a, B e y e a distância d do ponto P ao ponto 
B. Assinale a alternativa que dá o valor da distância do 
ponto A ao ponto Q. 


(A) dsen(y+a) (D) Ser (v+B) 


sen (y — B) seny 
dsen(y-a) sen(y+a) 
(6) sen (y+a) (5) sen (p+a) 
sen(y+a) 
o) seny 
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MZ) (Fuvest-SP) No quadrilátero abaixo, BC = CD = 3 cm, 
AB=2cm, ADC = 60º e ABC = 90º. Em cm, o perímetro 
do quadrilátero é: 


[e] 
À 2, B 


(A) (D) 14 
(B) 12 (E) 15 
(C) 13 


[18 Os lados de um triângulo medem 2,3, ,/6 e3+43. 


Determine o ângulo oposto ao lado que mede /6. 


[19 Num triângulo ABC temos AC =3m, BC=4me 
a = BÃC. 
a) Calcule cos o. 
b) Se 6 = ABC, oposto ao lado AC, for 60º, calcule sena. 


A io 
A B 


[20' Um terreno tem a forma da figura a seguir, onde os 
quatro lados têm o mesmo comprimento 40 m. O 
proprietário irá cercá-lo com uma cerca de dois fios e 
também irá dividi-lo, construindo outra cerca de dois 
fios unindo os pontos A e C. Quanto irá gastar de 
arame? 


A B 


[27º Sabendo-se que, na figura abaixo, BA 1 CA, então: 
(6; 


pa, 


M 
A B 
(A) AM = 443 m (O AM =7,5m 
(B) AM=6m (D)JAM = 6/3 m 


mm Num losango ABCD, a soma das medidas dos ângu- 
los obtusos é o triplo da soma das medidas dos ân- 
gulos agudos. Se a sua diagonal menor mede d cm, 
então sua aresta medirá: 


d d 
A D 

d d 
B já 
di Desa o) = ,2 


[23º O quadrilátero convexo ABCD, cujos lados medem, 
consecutivamente, 1, 3, 4 e 6 cm, está inscrito em 
uma circunferência de centro O e raio R. 

Calcule o raio R da circunferência. 


[24! Um triângulo ABC tem lados de comprimentos 
AB=5,BC=4eAC=2. Sejam Me N os pontos de AB 
tais que CM é a bissetriz relativa ao ângulo ACB e CN 
é a altura relativa ao lado MN. 

Determine o comprimento de MN. 


[25º (UFR)) Considere o problema de construir um triângulo 
ABC, conhecendo À = 30º, AB=6cmeBC=xcm, x>0. 
Determine x, de modo que o problema tenha: 


a) uma única solução; 
b) mais de uma solução. 


[26 (Unicamp-SP) Calcule a área de um triângulo em função 
de um lado £, e dos dois ângulos a e f a ele adjacentes. 


[27' (Uerj) Um triângulo tem lados 3, 7 e 8. Um dos seus 
ângulos é igual a: 


(A) 30º (D) 90º 
(B) 45º (E) 120º 
(C) 60º 
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28! (PUC-RS) O valor de x no triângulo abaixo é: É EBT (Fuvest-SP) Num triângulo ABC, BD e CE são alturas, 
BD = CE e o ângulo À = 40º O ângulo CBD vale: 


(A) 542 (D) 57 
(8) 545 (E) STO (A) 10 (D) 25 
(O) 545 : (B) 15 (E) 30º 
(C) 20º 
5 é 
ao [32' (UFRS) Na figura, A e B são vistos de C sob um ângulo 
10 de = radianos. Se AC = 80 e BC = 100, então AB é a 
raiz quadrada de: 
[29 (Ueba) Um triângulo ABC é tal que AB = AC = 4. Se 
À = 120º, a medida do lado BC é: Curaeaao tpjedoa 
(A) 343 (D) 6,43 (B) 24400 (E) 400 
(B) 4y3 (E) 843 (C) 16400 
(0) 543 
[30' (Cesgranrio-R]) Para traçar uma circunferência de A Â Â Â Â B 
40x cm de comprimento usa-se um compasso com em 000000000 000000000 —— 
pernas de 20cm. O ângulo a de abertura do compasso |; Sa E ad 
deve ser: a E ai 
: - Ei 
(A) 75º 70 id 
ê NZ) Ê ao AT En 
(B) 60 3 e 
(C)55º ç 
(D)50º 
(E) 45º 
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CAPÍTULO XII 


CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO 


Photos.com 


Neste capítulo, apresentamos a noção de arcos orientados, que podem ser negativos ou maio- 
res que 180 graus, e também a trigonometria desses arcos. 


12 - CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO 


12.1 - Ângulo trigonométrico 


Consideremos uma semirreta OA e efetuemos nela uma rotação em torno de 
sua origem O, partindo da posição inicial OA até a posição final OB. 


B 
e A 
Nessa rotação, consideraremos que a semirreta OA, geradora do ângulo AOB, 
NOTA possa passar pela posição inicial OA um número qualquer de vezes até atingir OB. 


Cada vez que a semirreta Assim, um ângulo trigonométrico será constituído de um número inteiro de voltas 

OA passar pela posição : A 1 d lt 

initial cdilemos que o mais um ângulo menor do que uma volta. | | 

ângulo completou “uma Como a rotação de OA em torno do ponto O pode se dar em dois sentidos, 

volta”. convenciona-se como negativo o sentido da rotação dos ponteiros de um relógio co- 
mum (sentido horário) e, como positivo, o sentido contrário (anti-horário). Angulos 
trigonométricos podem ser, portanto, positivos ou negativos. Se a rotação de OA até 
OB for positiva, o ângulo AOB será positivo e se a rotação de OA até OB for negativa, 


o ângulo AOB será negativo. 


A+ , 


12.2 - Círculo trigonométrico 


DEFINIÇÃO 
Círculo trigonométrico. 
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CAPÍTULO XII 


Podemos imaginar que o arco AM é descrito por um ponto móvel que, partin- 
do de A como origem, percorre o círculo num certo sentido um número qualquer 
de vezes e chega ao ponto M como extremidade. Se o percurso for no sentido anti- 
“horário, AM será positivo, caso contrário, será negativo. 


12.3 — Unidades de ângulo ou de arco 


12.3.1 - Sistema sexagesimal 


a j 1 
Grau: corresponde ao ângulo central que subtende um arco iguala >—— do 


círculo. Um grau se representa por 1º. aoa 


Minuto: corresponde a = do grau, ou seja, 1º = 60. Um minuto se representa 
por 1º. 
Segundo: corresponde a a do minuto, ou seja, 1' = 60" ou 1º = 3600". Um 


segundo se representa por 1". 


12.3.2 - Sistema circular 


Radiano: é o ângulo central que subtende um arco cujo comprimento é igual 
ao raio do círculo ao qual pertence. Um radiano se representa por 1 rad. 
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DEFINIÇÃO 
Sistema sexagesimal. 


NOTA 

O sistema sexagesimal 
decorre do sistema de 
numeração dos babilônios 
que era de base 60. 

A palavra minuto significa 
“muito pequeno” e a 
palavra segundo significa 
“segunda parte pequena”. 


DEFINIÇÃO 
Sistema circular. 
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Como o círculo tem comprimento igual a 2xR e cada radiano tem comprimen- 


, a ; 21R : a 
to iguala R, então o círculo tem = 27 radianos. Assim: 


NOTA 

Outros sistemas para 
medidas de ângulos são: 
Centesimal: usa o grado 
(1 volta = 400 gr). 
Milesimal: usa o milésimo 
(1 volta = 6400 mil). 


Usa-se a notação rad para radiano. 


12.3.3 - Relações entre grau e radiano 


Como vimos acima: 


ES Arco Grau Radiano 
NOTA 
Para converter unidades de o 
ângulos usamos a regra de 1 volta 360 2 rad 
três simples: 180º — x rad 
1 
) volta 180º x rad 
ll 
volta 90º E rad 
1 volta 60º ad 
6 3) 
1 T 
+ volta 45º — rad 
8 É 4 
1 volta 30º Z ad 
2 6 
Em geral: 
1º= O rad = 0,01745 rad ou 
NOTA 
Para outras unidades 180º 
o 1 rad= = 57,29578º = 57º17' 44,806" 
= rad = 3200 mil T 
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Exemplos: 


i) Escrever em radianos o ângulo de 36º: 
Seja x a medida, em radianos, do ângulo 36º: 


Fes a Cs Cid 
180 5 5 


Podemos usar também uma regra de três simples: 
E — q rad 36x à 


36º —x rad Aide 180 5 


ii) Escrever em graus o ângulo de “ rad. 


1 o 
dE MO E 80 = 108º 
S 5 5 
ou 
180º — x rad 180.37 
37 >X= EO SE 
x— — tad 5a 


5 


... ; a IT 
lii) Escrever em graus, minutos e segundos o ângulo de 3 rad. 


T e O, 


= DO)! 
8 8 


iv) Escrever em radianos o ângulo de 15º20'30”. 


15º20'30” = 15 + su + a graus = (ao fer rad = 
60 3600 3600 3600 180 
— 1841 E 
21600 
ou, passando o ângulo para segundos: 
180-3600” — x rad 55237 


ISCZO IO = 55280" = | 
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55230"—x trad 7 *= 64800 * 


NOTA 

Quando se expressam os 
arcos em radianos, em 
geral, se omite o símbolo 
rad devido ao seu uso 
frequente. 


NOTA 

Deixamos de dar exemplos 
com sistemas de medidas, 
tais como: grados, retos e 
milésimos por serem pouco 
usados em Matemática. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET) Escreva 300º em radianos. : 18) Encontre o ângulo convexo formado pelos ponteiros 


[2 Expresse 22º30' em radianos. 


3 Quanto mede em graus, aproximadamente, um arco 
de 1 rad? (Considere x = 3,14.) 


P4! Três ângulos são tais que a soma da medida do pri- 
meiro com a do segundo é 12º, a soma da medida do 
segundo com a do terceiro é 9º e a do primeiro com a 


do terceiro é Z rad. Encontre a medida desses ângu- 


los em graus. 36 


[5 Represente: 
a) 30º em radianos; 
b) 67º30' em radianos; 
c) a rad em graus; 


a £ radem raus; 
) 10 g 
e) a rad em graus. 


16" Converta em radianos 31º15'45”. 


EZ) Transforme 7º30' em radianos. 


à VA: 408 


de um relógio ao marcar: 
a) 3h 

b) 5h40min 

o) 3h30min 

d) 10h30min 


9 (Ufam) A medida do menor ângulo central formado 


pelos ponteiros de um relógio que está marcando 
10h45min, em graus, é: 


(A) 52º30' (D) 22º30' 
(B) 62º30' (E) 45º 
(C) 7230" 


no (UFCE) Um relógio marca que faltam 15 minutos 


para as duas horas. Então, o menor dos dois ângulos 
formados pelos ponteiros das horas e dos minutos 
mede: 


(A) 142º30' (D) 130º 
(B) 180º (E) 135º 
(C) 157º30' 
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CAPÍTULO XII 


12.4 - Comprimento de um arco 


Sendo AB de 1 rad, seu comprimento AB =R. Se AM tem comprimento / e seu 
ângulo central é a rad, então: 


no. 


a raa — q + 


Exemplos: 


i) Uma roda tem 4 m de diâmetro. Determine: 
a) o ângulo central que intersecta, nesta roda, um arco de 3 m; 
b) a velocidade de um ponto, na periferia desta roda, quando ela percorre 
um arco de 10 rad em cada segundo. 


A 


a) Como temos (=aR, temos que: 3=0-2=> a= 5" 1,5 rad 


b) A velocidade será y = - = e = E -R, logo: v=10-2=20 m/s 
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ii) Uma roda dá 120 voltas por minuto. Transformar esta velocidade angular 


em rad/s. 
Temos: 120 voltas = 120 - 2x rad 
1min=60s 


me 120 voltas 120-2xrad 


- = 4x rad/s 
min 60 s 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcular, em radianos, o ângulo agudo formado pelos ponteiros de um reló- 
gio às 6h40min. 
Solução: 


Quando o ponteiro dos minutos indicar 40 min, terá percorrido - 
do círculo, logo É de 360º. Simultaneamente, o ponteiro das horas terá 
percorrido - de um setor correspondente a uma hora, ou seja, um ângulo 

2 o o 
de 3 le S0P = 205. 

40x rad 2x 


= o il º=4 = Atera 
a =30º+10 (0) A DO rad 


à VA: 410 
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Uma fita passa por duas polias de raios a e b, cujos centros distam c um 
do outro, como indica a figura a seguir. Se O é o ângulo entre AB e AD em 
radianos, calcular: 


i) o cosseno do ângulo 0; 


ii) o comprimento da fita. 


Solução: 


i) Traçando BH paralelo a CD fica formado um triângulo retângulo AHB 
em que AH=a-be AB=c, então: 


ii) O comprimento da fita será: 


S = 2[ED + DC + CF] = 2[(x - 0)a + csen 6 + b6] 


ED=(x-6)a 
pois: 4 DC = csen 0 
CF = bo 
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3) Na figura a seguir, considerando que a fita passa entre os círculos de raios a 
e Db, calcular o comprimento da fita. 


Solução: 


DE=(x-0)a DM=atgo 
CF=(x-0)b CM=btg6 


Assim: 
S=9" IDE 4 DM CM GE] 
S=2-[(a+b)(x-0)+(a+b)-tg 0] 
S=2-(a+b)jz- 0+tg 0] 


à VA: 412 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


PT Um atleta desloca-se à velocidade constante de 
7,85 m/s numa pista circular de raio 200 m. Determi- 
ne a medida em radianos e em graus do arco que ele 
percorre no tempo de: 


a) 10 segundos; 
b) 1 minuto. 

[2º Tomando-se para x a aproximação 3,14, se um arco 
de circunferência mede 1,57 cm e o diâmetro tem 


8 cm, qual a medida do ângulo correspondente a esse 
arco? 


E3' Quantos radianos percorre o ponteiro das horas de 
um relógio de Th5min até 2h45min? 


P4' Calcule o ângulo entre os ponteiros do relógio às 4 
horas e 20 minutos. 


E5" O ponteiro dos minutos de um relógio mede 12 cm. 
Qual a distância que sua extremidade percorre duran- 


te 20 minutos? Considere x = 3,14. 


76 Ache o raio da circunferência em cada caso: 


a) A 
13 cm 
a B 
(0) 
A 
b) 
A B 
(0) 


BZ) Um ciclista de uma prova de resistência deve percor- 
rer 500 km em uma pista circular de raio 200 m. O 
número aproximado de voltas que deve dar é: 


(A) 100 
(B) 200 
(C) 300 
(D) 400 
(E) 500 
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8" (Vunesp) Em um jogo eletrônico, o “monstro” tem a 
forma de um setor circular de raio 1 cm, como mostra 
a figura. 


“ai 


A parte que falta no círculo é a boca do “monstro” e 
o ângulo de abertura mede 1 radiano. Determine o 
perímetro do “monstro”, em cm. 


E9' (Fuvest-SP) Numa circunferência, C, é o comprimen- 
to de arco de Z radianos e C, é o comprimento da 
secante determinada por esse arco, como ilustrado 
na figura abaixo. Nessas condições, a razão €, é igual 


as multiplicado por: 


(A) 2 (D) )2+243 
(B) V1+2N3 (E) N3+N3 
(O) VI4N3 


DO) (Fuvest-SP) Considere um arco AB de 110º numa cir- 
cunferência de raio 10 cm. Considere, a seguir, um 


arco A'B' de 60º numa circunferência de raio 5 cm. Di- 
vidindo-se o comprimento do arco AB pelo do raio do 


arco A'B' (ambos medidos em centímetros), obtém-se: 


(A) My (D) 2, 
10 3 
(B) 27 (E) 1a 
(e 
9 
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12.5 - Área de um setor circular 


2 


; ; : R 
Como o círculo tem 360º, um setor de 1º terá uma área igual a E : 


Consideremos um setor de o rad. Tal setor será equivalente a um setor de nº, des- 
aR? q qR 
de que RE Assim, a área do setor de nº será S=>—-.n = qR?. — = 
360 2x 360 2x 2; 


Sem (o em radianos) 


NOTA 

Como o comprimento do 
arco é / =aR, a área do x E MR DS 
setor será, em função de (, id) Calcular a área de um quadrante de círculo, cujo raio é 2 cm. 
igual a: 


Exemplos: 


1 1 bj 
S=—.Rêa=—:22.— = em 
S 5a R? ) 5 p. 
S= E” a:R-R 
2 ii) Calcular a área de um setor circular, de raio 2 cm, cujo comprimento do 
s=!R arco, por ele intersectado, seja 4 cm. 
2 


Temos: S=>/R => S=5-4.2=4 cm 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Determine a área do círculo e o comprimento da cir-: b) 
cunferência nos casos: : 


a) d) 
b) e) 
P4' Calcule a área da hachurada, sabendo que o quadrilá- 
sm tero dado é um quadrado. 
m 
9 | 
[5 Determine o perímetro da figura hachurada nos 
Í casos: 
a) Osarcos têm raios de 12 m e são centrados em A, Be C. 


A 
[2º Determine a área de cada setor hachurado nos casos : 
abaixo, sendo 6 m o raio. 
B e 
40º 
b) ABCD é um quadrado de 48 m de lado e os arcos 


/ 


[3º Determine a área da região hachurada. 70º são centrados em A, B, Ce D. 
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12.6 - Arcos côngruos ou congruentes 


Como vimos, um arco pode ser descrito por um ponto móvel partindo de um 
ponto A, tomado como origem, e tendo como extremidade o ponto M, depois de 
dar um número inteiro k de voltas completas no círculo trigonométrico. Como 
cada volta completa corresponde a 2x rad ou 360º, temos que AM =k-360º+aº ou 
AM=k-2n+a'rad. 


Chamamos de menor determinação de AM ao arco que se obtém quando 
k=0€e0<a<360º0ou0<a'<27. É o arco menor que uma volta completa, e tem 
mesma origem e mesma extremidade que AM. 


DEFINIÇÃO 
Arcos côngruos. 


A diferença entre dois arcos côngruos será um número inteiro de voltas 
completas. Sendo AM” e AM arcos côngruos, temos: 


AM'- ÂM=k-360 kEZ 
AM'- ÂM=k-2n,kEZ 


à VA: 416 
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12.7 - Quadrantes 


Consideremos dois eixos perpendiculares de origem no centro do círculo 
trigonométrico. Eles dividem o círculo em quatro regiões que serão chamadas, 
no sentido trigonométrico positivo, 1º, 2º, 3º e 4º quadrantes respectivamente, ou 
seja, quadrantes I, II, II e IV. 

O círculo e seus quadrantes: 


Tx 3x 3x 
O<a< — — <a< x a — <a< 2x 


Um arco é de um quadrante conforme sua extremidade esteja nesse quadrante. As- 
sim, o arco AM, é do primeiro quadrante, AM, do segundo quadrante, AM, do terceiro 
quadrante e AM, do quarto quadrante. Seja um arco AM =k - 2x + a, sendo O<a < 27. 


x z E iÃ 
Se O<a< 71º arco será do primeiro quadrante. 
x ; 
Se z <a<x, o arco será do segundo quadrante. 
3x Z ; 
Se x<a< 2 + º arco será do terceiro quadrante. 


31 Z 
Se Es <a<27x, o arco será do quarto quadrante. 
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NOTAS 3 


O 0,5, — 
Ss arcos 2 2 e 


côngruos são chamados 
arcos quadrantais e não 
pertencem a nenhum 
quadrante. 


Ed 


CAPÍTULO XII CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO 


“7 


Exemplos: 
D  1500º=4.360º+ 60º é do primeiro quadrante e sua menor determinação 


positiva é 60º 


ii) -218º = -360º + 142º é do segundo quadrante e sua menor determinação 
positiva é 142º 


iii) dês fon elbarnr =6 Dmind S é do terceiro quadrante e sua 
SR Tt 8 
menor determinação é x + 77 
Ds “oa =-14x — aa -16m +27 — = -8:21 + si é do quarto quadrante 
13x 


e sua menor determinação é 


Observações: 
1) Dois arcos a e b são côngruos (módulo 27) quando têm a mesma origem e ex- 
tremidades coincidentes. Sua diferença é k - 2x, com k E Z. 


a-b=k-2a 
ou frez 


a-b=k-360º 


= ; 
2) Dois arcos são complementares quando sua soma é z rad ou 90º. 


3) Dois arcos são suplementares quando sua soma é x rad ou 180º. 


4) Dois arcos são replementares quando sua soma é 2x rad ou 360º. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET) Dê a expressão geral para os arcos côngruos de: 
a) 45º 


b) a rad 
o 60º 
d) 2” rad 


2º Qual é o menor arco não negativo côngruo do arco de 
1320º e de 12% rad? 
4 


[3º Dê a menor determinação e a máxima determinação 
dos seguintes arcos: 


a) 680º 
b) 770º 


c) E rad 


d) E rad 


21x 
e) ===. 
) 5 rad 


P4” Escreva a expressão geral dos arcos côngruos de: 
a) —780º 
b) 420º 


c) 2x rad 
4 


a) 33% cad 
5 
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: [5 A que quadrante pertence cada arco abaixo? 


a) 1140º 
b) -400º 
c) E rad 
d) = rad 
e) 2045º 


f) ter rad 


:* [6 Considerando a origem em A, represente, no ciclo 


trigonométrico, os seguintes arcos, definidos por sua 
expressão geral, sendo que k E Z. 


a) x=2k1+ 5 
b) x= kr + DE 


O) x=k-90º + 45º 
d) x=k- 180º + 30º 


e) x=kr+ 5 
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12.8 - Linhas trigonométricas nos diversos quadrantes 


12.8.1 - Primeiro quadrante 


EFWB Como o raio do círculo é igual a 1, temos: 

NOTA =— = 
O seno e a cossecante AOPM = sen q = PM e cos q = OP 
possuem sempre o AOAT > tg «= AT e seca=OT 
mesmo sinal por serem usa as 
aritmeticamente inversos. AOBS > ctg = BS e csc q = OS 


O mesmo ocorre entre 


osseno e a secant E 2 E = 
a Rea Como vimos no capítulo anterior, as coordenadas do ponto M são: (cos a, sen o!) 
também entre a tangente e 


a cotangente. o que torna todas as linhas trigonométricas positivas. 


11—— 12.8.2 - Segundo quadrante 


NOTA 
Não existem ctg 0, csc 0, 


t Zesecl 
E = 


Es Como M(-, +), temos cos a negativo e sen a positivo. 


NOTA 


E O seno MP e a cossecante OS são positivos e as demais linhas são negativas. 
Não existem csc x e ctg q. 


Exemplos: 

) sen 120º= E iv esc 120- EN 
t) cos IZ0P = vw sec iZOP = =2 
Hi ig izoe DE vi) ctg 120º= o 


à VA: 420 


CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO CAPÍTULO XII 


12.8.3 - Terceiro quadrante a 
NOTA 
Não existem 


3x 3x 
tg — e sec —. 
ZA 2 


Como M(-, —), temos cos a negativo e sen a negativo. 


A tangente AT e a cotangente BS são positivas e as demais linhas são negativas. 


Es 
Exemplos: 
2 NOTA 
i) sem 225º = =S5 iv) csc225º = ED) Os arcos do 1º quadrante 
Z, escritos sob a forma 


x : a 
ti) Cos225 = na v) sec225º= da 9 ol 90º — a são ditos 


referidos ao eixo Oy. 


iii) 1g225º=1 vi) ctg225º=1 


12.8.4 - Quarto quadrante 


Como M(+, —), temos cos a positivo e sen a negativo. 


O cosseno OP ea secante OT são positivos e as demais linhas são negativas. 


421 8 UM 


CAPÍTULO XII CÍRCULO TRIGONOMÉTRICO 


Exemplos: 
) sen330º= - iv) csc330º=-2 

2 
ii) cos330º= a v) sec330º= a 
e g 3 : ê 
ii) tg330º= "5 vi) ctg330º= 43 


Podemos resumir o estudo dos sinais nos quadrantes com o quadro abaixo. 


sen (ou csc) + + — — 

cos (ou sec) + — — + 

tg (ou ctg) + — + — 
Observações: 


1) Os valores assumidos pelas linhas trigonométricas em cada volta completa são: 


EEE EE 
EE 
Portanto, como csca = e seco = 


NOTA sen a cos q 
Se um número não nulo 


não paes so iria ER - EE 
não pertencerá ao intervalo 
(4, 1). 


2) Os valores de sen a, cos a, sec a e csc a se repetem a cada volta completa. 
Dizemos então que são periódicos de período 2x. Os valores de tg a e ctg a se 
repetem a cada meia volta. São periódicos de período 7. 


3) tgaeseca não têm valor paraa = kr + dd oua=k-180º+90ºectgaecsca 


não tem valor para a = kr ou a. = k - 180º, com k inteiro. 


à VA: 422 
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Exemplos: 

i) Sendo x um arco do terceiro quadrante, determinar o sinal da expressão: 
— SEC Raaipi a 
“ senx+3cosx 


Temos que: secx< 0, ctgx>0, senx<0ecosx<0 


OHONO 
RO O 


Logo ts =) 


ii) Seja 2x- q um arco de primeira volta. Resolva a inequação 


Tx 
sen/2x-— |>0. 
4 
Como o seno deve ser positivo, o arco deverá se situar no 1º ou no 2º qua- 
drante, logo: 
T 
0<2x- E <x 


Somando H a todos os membros desta desigualdade, vem: 


T Me E SHU 
— <Ix<1+4+4—>S5—<2x< — 
4 4 4 4 


Dividindo por 2, vem: 


x ST 
S-prerig<ae s 


sen 170º + cos 170º 
sec 170º 


90º 
135º a 


180º EN 


Note que: |sen 170º| < |cos 170º], então sen 170º + cos 170º < O 


Assim: e =(0)=>y>0 


iii) Dar sinal de y = 


Games 


aee 
ES? 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


PT Dêosinal de sen 98º + cos 98º. 


3 q 
FZ Dado cos ada x<x, calcule tg x + sec x. 


2 
sec x—1, 


EB" Sendo 90º < x< 180º, qual é o sinal de y = ? 
tgx+1 


F4' Determine o valor de k para que se tenha simultanea- 
mente senx=vVk-2 ecos x=k-1. 


5) Dê o sinal das expressões abaixo, sabendo-se que 


37 
n<Xx<—: 
sec x—csc x 
a) y=""———— 
1-cotg x 


b) y=(tg x+ ctg x) - (secx-—cos x): (csc x: sen x) +2 


[6 Dê a solução de sen x= 5 se 90º < x< 180º. 
BZ Dê a solução de cos [e-5)-3 sendo x um arco do 


4º quadrante. 


“7 


E8' (Mack-SP) Sejam Hx) =2 - cos x, com 0 <x< 27, 
M o valor máximo de f(x) e m o seu valor mínimo. 


Determine o valor de EM : 
2m 


9) (Unifor-CE) Se k é o número real positivo que satisfaz 


. n k+1 
simultaneamente as equações sen x= 3 ecosx=-k, 


então: 


(A) k= 
(B) k= 
(C) k= 


(D) k= 


Ls Úlw WIN ua 


(E) 1 


HO! (UFMS) Sabendo-se que sen x - 


0<x<Z, calcule o valor de 300 - tg x. 
4 


cos x = 0,4 e que 
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12.9 - Redução ao primeiro quadrante 


Reduzir ao primeiro quadrante é determinar os valores das linhas trigonomé- 
. . Tx RE . . E 
tricas de um arco maior que — utilizando as linhas trigonométricas de um arco 


compreendido entre O e > 


12.9.1 - Redução do segundo quadrante ao primeiro 
quadrante 


Os ângulos do 2º quadrante podem ser representados por x — a, onde a é um IIIINNNNENES 


arco do 1º quadrante. NOTA 

Observe que os dois arcos a 
ex — a têm o mesmo seno 
e a mesma cossecante. A 
soma desses arcos é x, ou, 
de um modo geral, 

k:2mx +, k inteiro. 


Temos que: 
sen (x-a)=sena 
cos (x — q) = —cos a, então: 
“ sen(x-a) sena 


Eb=idis cos(m— a) “cosa t8a 


sec (7 — q) = —sec a 

csc (rx — a) =csca 

ctg(r—-a)=-ctga 
Exemplos: 
i) sen 120º=sen (180º - 60º) = sen 60º = E 
ii) tg 120º=tg (180º - 60º) =-tg 60º = —J3 
iii) cos 170º = cos (180º — 10º) = cos 10º 


iv) csc 170º = csc (180º — 10º) = csc 10º 
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12.9.2 - Redução do terceiro quadrante ao 
primeiro quadrante 


NOTA 

Observe que os dois arcos 
aex+atêmammesma 
tangente e a mesma 
cotangente. A diferença 
entre esses arcos é x, ou, de 
um modo geral, 

k:2mx +, k inteiro. 


Os ângulos do 3º quadrante podem ser representados por x + a, onde a é um 
arco do 1º quadrante. 
Temos, pela congruência dos triângulos OPM e OP'M*: 


y 


sen (x + a) =-sen a 


cos (x + a) =-cos a 


ZM 


te(x+a)=tga 


> 


x sec (x + a) =-seca 
csc (x + a) =-csca 


x+a 


ctg(x+a)=ctga 


Exemplos: 

i) sen 210º = sen (180º + 30º) =-sen 30º = - 
ii) tg 210º =tg (180º + 30) =tg 30º = a 

li) cos 250º = cos (180º + 70º) = -cos 70º 


iv) ctg 250º = ctg (180º + 70º) = ctg 70º 


12.9.3 - Redução do quarto quadrante ao primeiro quadrante 


=== Os ângulos do 4º quadrante podem ser representados por 27x — a ou —a, onde a 
NOTA é um arco do 1º quadrante. 
Observe que os dois arcos Temos pela congruência dos triângulos OPM e OPM': 


ae 2x-atêm o mesmo 
cosseno e secante. A soma 
desses arcos é 2x. De 

um modo geral, k - 2x, k 
inteiro. 


há 


sen (2x - a)=sen (-a) =-sen a 
cos (2x — a) = cos (- a) = cosa 
teQx-a)=tg(-a)=-tga 

sec (2x —- a) =sec (-a)=seca 
csc (2x — a) =csc (-a) =-csca 


ctg(2x-a)=ctg(-a)=-ctga 
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Exemplos: 


J 


i) sen 315º=sen (360º — 45º) = sen (-45º) = —sen 45º = EE 


ii) sen 710º= sen (2 - 360º — 10º) = sen (-10º) = -sen 10º 


315º = 45º 


12.9.4 -— Arcos referidos ao eixo Oy 


Observe que em todos os casos vistos até agora, os arcos estão referidos ao eixo 


Ox, isto é, se escrevem do tipo x —- a; x +a e 27x — a. Nesta seção, estudaremos os arcos 
: ; E ; E z mx 3x 3x 
referidos ao eixo Oy, isto é, arcos do tipo z a; ; +a; us ae Z +a. 


Arcos complementares 


bj 
senfã = a) =Ccosda 


sen[5 a] 
pt |- 2 — cosa | E 
8l2 E É ] sen a 8 
cos| — — 
1 
sec a| = = =csca 
cosfZ-a| “Ma 
2 
o IE 
cscl—-—a| = = =seca 
x cos a 
sen[=-a 
[27º] 
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ds 


Arcos do segundo quadrante 


Arcos do terceiro quadrante 


sen +a) =Ccosa 

5 = 

cos [5 + a) =-sena 
5 = 

t [+ a)=-« a 

8 2 =-<g 


bp 
sec Ê + a) =-—CSC a 


Im 
cscf5+ a) = seca 


cotg(Z + a) =-tga 
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Arcos do quarto quadrante 


12.9.5 - Resumo 


Podemos reunir todos esses re- 
sultados observando que o sinal é 
sempre o da linha original no qua- 
drante em que estiver o arco. Quanto 
à linha equivalente, podemos obser- 


var que: 


* quando o arco está referido ao 
eixo Ox (180º - a, 180º + a ou-a),a 
linha mantém o nome original; 


2º quadrante 


sen (180º -a)=sena 


d 
| 
Lt 


sfá 


| 3º quadrante 


sen (180º + a) =-sen q 


37 
— +al=-cosa 


4º quadrante 


sen (-a) = -sen q 


cos (180º — q) = -cos a 


tg (180º - a) =-tg a 


cos (180º + a) = -cos a 


tg (180º + a)=tga 


cos (-4) = cos a 


tg (-a)=-tga 


ctg (180º — a) = -ctg a 


sec (180º — q) = -sec a 


ctg (180º + a) = ctg a 


sec (180º + a) = -sec a 


ctg (-a) = —ctg a 


sec (-a) = sec q 


csc (180º - a) = csca 


csc (180º + q) = -csc a 


csc (-a) = —csc a 
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Es 

NOTA 

Os arcos podem ser escritos 

sob a forma n: 90º + a ou 
x ; 

Rs +a. Para n par, a linha 


mantém o nome e para n 
ímpar, a linha toma o nome 
da complementar. O sinal 
será o da linha inicial no 
quadrante do arco. 
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* quando o arco está referido ao eixo Oy (90º — a, 90º + a, 270º - a ou 270º + a), 
a linha toma o nome da complementar; 


ds 


2º quadrante 


sen (900º + a)=cosa 


3º quadrante 


sen (270º - a) =-cos a 


4º quadrante 


sen (270º + a) =-cos a 


cos (900º + a) =-sen q 


cos (270º - a) =-sen a 


cos (270º + a) = sen a 


tg (900º +a)=-ctga 


tg (270º - a) = ctga 


tg (270º + a) =-ctg a 


ctg (900º + a) =-tga 


ctg (270º - a) =tga 


ctg (270º + a)=-tga 


sec (900º + a) =-csca 


sec (270º - a) =-csc a 


sec (270º + a) = csc a 


csc (90º + a) = seca 


csc (270º - a) =-sec a 


csc (270º + a) =-sec a 


* o sinal é sempre o da linha inicial no quadrante do arco. 


Exercícios resolvidos: 


1) Reduzir ao primeiro quadrante o seno, o cosseno e a tangente de: 


i) 1665º 

o E a 
11 

Solução: 


i) Dividindo o arco de 1 165º por 360º temos: 1665º = 4. 360º + 225º. 


Abandonando o número de voltas completas, vemos que o arco de 
1665º é côngruo de 225º, que pode ser escrito referido ao eixo Ox: 
225º = 180º + 45º. Assim, as linhas de 1665º conservam o nome 
das linhas de 45º. 


J 


sen 1665º = sen (180º + 45º) = —-sen 45º = EE 


cos 1665º = cos (180º + 45º) = —cos 45º = o 


tg 1665º =tg (180º +45) =tg45º=1 


Os sinais são os sinais do seno, coseno e tangente no 3º quadrante. 
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2) 


ii) Dividindo 831 por 2x, para retirar as voltas completas, temos: 
1 
Bsla +21= poe ap 
11 2» 22, 
831x iz 17x 
E =| 7/40 == 2 = 37/0 By de ==> 
Logo 11 + em T+ 11 
7x 5 
Abandonando as 37 voltas completas, temos: CREA 21— MT 
Como “2? é do 1º quadrante, o arco em questão será do 4º quadrante, 
logo: 
57 ] 57 
sen ——= 800 |Zx ==>|==S80 5— 
ia 1 
57 ] 57 
cos =C082m===|=€055- 
1 1 


ST ST 
tg 11 =tg a = 


ST 
Observe que escrevemos o arco de = rad sob a forma 27 — 17 PºT ser 
Li T+ se e E não ser um arco do 1º quadrante. 
il 1 qa 


Simplificar a expressão, onde x E o, | 


E=3cos (t+x)-ctg perdE] + tsen [E +a+tg (=x) 
Solução: 


e x+xéum arco do 3º quadrante referido ao eixo Ox, logo cos (x + x) =—cos x 
(o sinal é o do cos no 3º quadrante) 


31 


37 j : ; 
o x+ 2 +* é um arco do 4º quadrante referido ao eixo Oy, logo 


Ea = 
31 - 2 
ctg = “= -tg x (o sinal é o da cotangente no 4º quadrante) 
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NOTA 

Algumas vezes convém 
transformar o ângulo de 
radianos em graus para 
tornar a identificação do 
quadrante mais rápida: 


17x 3060º 


n Ti 
um arco do 4º quadrante. 


= 278,18º é 


NOTA 

Pode-se mostrar que as 
fórmulas de redução ao 
1º quadrante valem ainda 
se o arco x não for do 1º 
quadrante, portanto, esta 
resposta é válida mesmo 


x 
que x&É o a) 


Ed 
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q De x é um arco do 2º quadrante referido ao eixo Oy, logo 


sen [5 + 1 = cosx (o sinal é o do seno no 2º quadrante) 


e tg (-x) é um arco do 4º quadrante referido ao eixo Ox, logo 
tg (-x)= -tg x (o sinal é o da tangente no 4º quadrante) 


Assim: E = 3(-cos x) — (-tg x) + 4cos x — tg x 
li, = (C08 5! 
3) Simplificar: 


— -sen(-a) + 3cos (90º + a) + 2sen (180º +a) 
“sen(90º+ a) + cos (180º - a) + cos (360º —a) 


Solução: 
— —csena)+3(sena)+2(-sena)  -4sena 
D cosa) Ecos) (cosa) 7 Zeosa 
A=4tga 


a 4) MostrarqueseA, Be Csão ângulos deum triângulo, então sen(A+B)=sen C 


NOTA e cos(A + B) =-cos C. 
A relação sen (A + B) = sen C 


para os ângulos de um 
triângulo é importante e Solução: 
usada com a lei dos senos. fr ease 2o ei 


Se A +B+C= 180º, então A + B= 180º -C. 
Logo: 


sen(A + B) = sen(180º - C) = sen Ce cos(A + B) = cos(180º — C) = -cos C 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine o valor de: :* 5) Dê os valores de sen 210º e cos 210º. 
a) sen 3600º 
b) sen (-720º) 


76" Determine o valor de = rad e cos rad. 


c) sen 765º FZ) Calcule o valor de sen 330º — cos 2460º. 
d) sen (-2130º) | 

e) cos 450º 

f) cos 1 620º 


E8º Simplifique as expressões: 
a) sen (900º — x) + cos (1980º + x) + sen (1440º — x) 


b) sen (9x —- x) + sen (57 — x) 


tg (540º + x) - cos (540º — x) 


9) cos 11x 
c) sen (4x —- x) + cos (87 — x) — sen (720º — x) 
h) sen 6x 
pare 270º =) to (540º = 
FZ" Qual dos números é o maior? Justifique. : P9) Simplifique: y = sen aee sd 


a) sen 830º ou sen 1 195º 
b) cos (-535º) ou cos 190º MO! Simplifique as expressões: 


x z 
cos(5+=) * sen (5+4) 


x : 2 2 
EB" Sabendo que x= — rad, calcule: a) y= E a 
2 3 E cos (5-4) sen (5-») 
A=sen 5-3-sen 2x4 HT 2 2 
E 31 
5x . sen[2=—x|- sen[=+x 
P4! Sabendo que ea rad, qual é o valor da expressão : Eine 2 2 
cos3x+cos £ 2 cos [5 -] cos (5-+) 
2 : 2 2 
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NOTA 

As duas condições podem 
ser escritas 

a=2kx+a' ou 

a=(2k+ 1)x-,ou ainda 
a=kr+(-1)a'. Se kfor 
par, temos a primeira, e se 
k for ímpar, a segunda. 


ds 


12.10 - Condições para dois arcos terem as mesmas 
linhas trigonométricas 


Se AM -=a, então AM =k-2n+a então, AM'-AM=k-27. 


Além dessa condição, existe, para cada par de linhas trigonométricas, uma con- 
dição a mais. 


12.10.1 - Seno e cossecante 


Os arcos AM =a e AM' =x -atêmo 
mesmo seno OP, então ÁM + AM! = ou 
de um modo geral ÁM+ÁM' =k-2x+7. 


Temos então: 
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Exemplos: 
Resolver as equações: 
dsgngei 
Escrevendo o segundo membro como um seno, temos: 
sen x = sen 90º 
Aplicando as condições de mesmo seno, vem: 
x-90º =k. 360º => x=k- 360º + 90º 
ou 
x+90º = k- 360º + 180º => x =k. 360º + 90º que é a mesma solução. 
Se fepu=iç dO SS hEA 


ii) csc 2x = —2 


Invertendo ambos os membros da equação, temos: 


il mx 
)Jx=—-— > ) x = == 
sen 2x sen 2x = sen ] 


Aplicando as condições de igualdades de senos: 


Digo Ro = ne Dre On e Relnr 
6 6 Ig 


ou 
7x 


mma )okoonen duo kodn+ ne E srta do 


S= Re O nO kez 
12 12 


iii) sen 4x = cos 2x 

Como cos 2x = sen (90º — 2x), temos: 

sen 4x = sen (90º — 2x) 

Logo: 4x — (90º —- 2x)=k - 360º => 6x=k- 360º +90º => x=k. 60º + 15º 

ou 

4x + (90º — 2x) =k - 360º + 180º > 2x =k - 360º +90º => x=k- 180º + 45º 
O conjunto das soluções desta equação é: 


S=[x|x=k. 60º +15º ou k- 180º + 45º, kEZ) 


Se quiséssemos as soluções entre -90º e +90º, bastaria dar a k valores que 
fizessem os arcos se situarem entre esses valores. Teríamos: 


S = (-45º, 15º, 45º, 75º) 
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12.10.2 - Cosseno e secante 


Os arcos AM =a e AM = 27 a tem o mes- 
mo cosseno OQ , então AM+AM' = 2x ou de 
um modo geral k : 27. 


NOTA 
As duas condições podem ser 
resumidasem a+a'=k:2x 


E cosas cosa! esa=a'=k-2m ou arat=ko2a” 


Exemplos: 


Temos então: 


Resolver as equações: 


i) cosx=- 
Cpx=con=rEm=lko Za ns rem kKEZ 


md) sat eos 2 =(0) 


1 o) 
EV cost OE- SEP costa IE cos EPE cos E 
Cos x ) 2, 


Temos então: 


z 
co os o RV Dm vn Ps E EL 
2, 4 4 4 
ou 
2 
Conriciaaao >cosx=cos E o xs DE kom a=ko2n Ee Z 


S= rlx=k-2n4 É ou k-27+ É ez] 


iii) cos (5x + 40º) = sen 3x 
cos (5x + 40º) = cos (90º — 3x) 
5x + 40º + (90º — 3x) = k - 360º 
Logo: 
5x + 40º +90º -3x=k: 360º > 2x=k- 360º - 130º => x=k- 180º — 65º 
ou 
5x + 40º -90º +3x=k- 360º > 8x=k- 360º +50º > x=k-45º + 6º15' 
S=(xlx=k-180º-65º0ouk-45º+615,kEZ) 
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12.10.3 - Tangente e cotangente 


Os arcos AM = a e AM" =x +a têm a mesma 
tangente AT, então AM -AM'=x ou de um 
modo geral k - 2x +. 


Temos então: 


NOTA 
As duas condições podem ser 
resumidas em qa — q" = kr. 


Exemplos: 
Resolver as equações: 
vd igsx=i 
tgx=1>tga=tg7>s-D=ka>x=In+ S,kEZ 
ii) ctg2x=-43 
3 ; 
ctg 2x= 3 > tg 2x= 5 > tg 2x= tg (030º) > 
=» Do = (2300) = Ko 80º = 2x=K-180"=30"=> »=K-90 = [5 Kez 
iii) 3tgx-3etg x =2)3 
ga 3tgx= 2/3 3tg 4 = 243 
o 
3tg'x-3=2/3tg x => 3tg'x-24)3tgx-3=0 > 


tgx=3 
- tg x = 2034 12+36 23 +43 By 
6 6 J3 


tgx=3 =>tg x=tg60º=>x=k-180º+60, k EZ 
ou 
J3 


a OC ti si keZz 


S=[xlx=k- 180º + 60º ouk- 180º-30º ke 2] 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET) Resolva as seguintes equações: : [39 Sendo x um arco situado no intervalo [0, 2x], quais são 
: os possíveis valores de x que satisfazem a cos 3x = 1? 


a) tgx=1 

b) 2cos x=-1 P4! Resolva equação 2cos x + 3 =0, sendo U = [0, 2a]. 

o) cscx=-1 

d) cos x= : ES" Seja a equação tg be -2) =+/3, sendo U = [0, x], quais 


são os possíveis valores de x que tornam verdadeira a 


E 2 Resolva as seguintes equações trigonométricas: ; 
igualdade? 


e 
a) sen 2x = 2 


b) sen x= = 
2 


à VA: 438 


CAPÍTULO XII 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[1 (UFSE) Se um arco mede 3780º, sua medida em radia- 


nos é: 
(A) 19x (O) 21x (E) 23x 
(B) 20x (D) 22x 


E 2º (UFRS) Considere as desigualdades abaixo sobre arcos 
medidos em radianos. 


Dsen1<o0 
Il) cos2<0 
HI) tan 1 <tan 2 


Quais são verdadeiras? 


(A) Apenas |. (D) Apenas | e III. 
(B) Apenas Il. (E) Apenas le III. 
(C) Apenas III. 


EB) (UFF-RJ) Para 6 = 89º, conclui-se que: 
(A) tg B<senB<cos0 (D)cosO<tg 8<sen 6 
(B) cos0<senB<tgo (E) senO<tgO<cos O 


(C) sen 0 <cos O <tg O 


P4 (UFRS) Considere as seguintes afirmações para arcos 
medidos em radianos: 


D sen1<sen3 
Il) cos1<cos3 
HI) cos1 <sen1 
Quais são verdadeiras? 
(A) Apenas | é verdadeira. 
(B) Apenas Il é verdadeira. 
(C) Apenas III é verdadeira. 
(D) São verdadeiras apenas | e Il. 
(E) São verdadeiras |, Il e III. 


[5 (PUC-SP) Na figura, a = 1,5 rad, AC = 1,5 e o compri- 
mento do arco AB é 3. Qual é a medida do arco CD? 


(A) 1,33 


D 
(B) 4,50 
Es (E 525 
(D) 6,50 
(E) 7,25 
(E 
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16 (Mack-sP) 
|) cos 225º < cos 215º 


In t ua 
) 9 72 12 


HI) sen 160º > sen 172º 

Das afirmações acima: 

(A) todas são verdadeiras. 

(B) todas são falsas. 

(C) somente Il e III são verdadeiras. 
(D)somente Il é verdadeira. 


(E) somente le Il são verdadeiras. 


FZ (Vunesp) Se x é a medida de um ângulo em radianos 


do EM sas então: 
2 4 


(A) cos x> 0 (D)sen x< O 
(B) cos 2x< O (E) sen2x>0 
(O tg x> O 

EB (Mack-SP) 


D sen2>sen3 
Il) sen 1 > cos 30º 
HI) cos 2 < cos 3 


Relativamente às desigualdades acima, é correto afir- 
mar que: 


(A) todas são verdadeiras. 

(B) todas são falsas. 

(C) somente | e Il são verdadeiras. 
(D) somente Il e Ill são verdadeiras. 


(E) somente | e III são veradadeiras. 


E9" (UFRS) Se o ponteiro menor de um relógio percor- 


x : à 
re um arco de rad, o ponteiro maior percorre um 


arco de: 

(A) Z rad (C) Trad (E) x rad 
6 3 

(B) a fad (D) > rad 
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HO! (UEL-PR) Dos números a seguir, o mais próximo de 


sen 5 é: 

(A) 1 (C) 0 (E) 1 
1 1 

(B) 2 (D) É 


EMT! (Ufal) Se a medida de um arco, em graus, é igual a 
128, sua medida em radianos é igual a: 


of of o(B 
fé cof 


[12º (Cesesp-PE) Tomando para x a aproximação 3,14, se 
um arco de circunferência mede 1,57 cm e o diâmetro 
da mesma 8 cm, então o ângulo correspondente a 
este arco mede: 


(A) 22º5' 
(B) 22º30" 


(CG) 11825) 
(D) 11º15 


(E) 39º25' 


513) (Fuvest-SP) Quantos graus mede aproximadamente 
um ângulo de 0,105 rad? 


(A) 2 (C) 6 
(B) 4 (D) 8 


(E) 10 


MA (UFMG) Transformando 7º30' em radianos, teremos: 


x x 5x 
(A) 2 (C) E (E) o 
mx 3x 
(B) 25 (D) 35 


[15' (Fuvest-SP) O ângulo agudo formado pelos ponteiros 
de um relógio à 1 hora e 12 minutos é: 


(A) 27º (C) 36º (E) 72º 
(B) 30º (D) 42º 


[16º (Ufla-MG) Às 11 horas e 15 minutos, o ângulo a. (fi- 
gura a seguir) formado pelos ponteiros de um relógio 
mede: 


(A) 90º 

(B) 112º30' 
(C)82º30' 
(D)120º 
(E) 127º30' 


“7 


HZ) (Ufscar-SP) Se o ponteiro dos minutos de um relógio 


mede 12 centímetros, o número que melhor aproxi- 
ma a distância em centímetros percorrida por sua ex- 
tremidade em 20 minutos é: 


(A) 37,7 cm (C) 20 cm 
(B) 25,1 cm (D) 12 cm 


(E) 3,14 cm 


:* [18] (Unifor-CE) Em uma circunferência de raio 6 cm, um 


ângulo central de medida 15º determina um arco cujo 
comprimento, em centímetros, é aproximadamente: 


(A) 1,75 (C) 1,57 (E) 0,78 
(B) 1,68 (D) 1,05 


[19 (UFPA) Quantos radianos percorre o ponteiro dos mi- 


nutos de um relógio em 50 min? 


16x 4x 


(A) o (6) 3 (E) 7 
5x 4x 

Bj 

(B) S (D) 5 


[20 (Fuvest-SP) Um arco de circunferência mede 300º e 


seu comprimento é 2 km. Qual o número inteiro mais 
próximo da medida do raio, em metros? 


(A) 157 (C) 382 (E) 764 
(B) 284 (D) 628 


[27º (Cescem-sP) Os quadrantes onde estão os ângulos a, 


p ey tais que: 

sena<0ecosa<o0 
cosp<0Oetgp<O 
seny>0ectgy>0 


são respectivamente: 
(A) 3º,.2º 1º 
(B)2º 19732 
(C) Se 10520 


(D) 1º, 2º, 3º 
(E) 3º, 2º, 2º 


[22º (UM-SP) Assinale a única alternativa correta: 


(A) x 
(B) 1 rad equivale a 180º 


(D) tg 90º = oo 
(E) m=3,1418 


(C) sent >cos 1 


23º (Unificado-R)) Se x é um ângulo agudo, tg (90º + x) é 


igual a: 
(A) tg x (C) -tg x (E)1 + tg x 
(B) cot x (D) -cot x 
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124! (Unificado-RJ) Sendo A = pega) cos te e 


Bsen(5-+] 


com xe S+km, k E Z, então: 
(A) A=-1 
(B) 2A=1 
(C) 2A+1=0 


(D) 44+5=0 
(E) 5A-4=0 


[25º (Unirio-R]) O valor numérico da expressão 


o o 2 
sen q tcos 240º— —[tg (-750 ) 


(sec 1200º) [cossec un [cota se 


aa 
(A) (D) = EE 
(8) au (BO 
se a 
126! (Unificado-RJ) O valor de cos ese sejé 
3 62 
43 1 
pec E E) — 
Es (C) 1 
1 
(B) -— (D) zero 
2 
27) (Udesc) Os arcos cujo cosseno é 2 podem estar nos 
quadrantes: 
(A) 1ºe 4º (D)2º e 3º 
(B) 1ºe 2º (E) Nenhuma das opções é correta. 
(Geo 


[28' (Cesgranrio-R)) Se cos E então sen (54) é 


igual à: 
2 

(A) a (O) e E 
2 

(8) -a (oa 


[29 (PUC-SP) O valor numérico da expressão 


y=cos 4x + sen 2x+ tg 2x-— sec 8x, para = é: 
(A) 2 (C) 3 (E) 4 
(B) 1 (D) O 


[33º (UFRS) Na figura abaixo, o círculo é unitário e BC é 


130) (UF-MS) O valor da expressão 


2 x 3x x a 
-sen sen -sen >, parax=27, é: 
3 2 4 4 
2 1 J2 4 
ne de = 
(a) 5 co RE 
=3 a 
(8) (D) 5(3-3) 
137! (Aman-RJ) O valor da expressão 
sen? 80º +cos? 80º- 1... 
“ sec 23º cos 17º tg 3º 
(A) o (0) 1 (E) n.d.a. 
(B) O (Dj= 


[32º (FEI-SP) Aponte a alternativa correta: 


(A) sena = ÉS da (D) tg a=secZa-l 
2 

(Bisscas ll rtgia Mo pe ad 
2tg a 


(C) cos? a=1 +sen?a 


tangente ao círculo no ponto P. y 
Se o arco AP mede «a, BC vale: 


(A) tan a + cota 
(B) sena + cos a 
(C) sec a + cossec q 
(D)tana+sena 


(E) cota + cos a 


[34º (Cesgranrio-R)) Se x é arco do 3º quadrante e 


5 » A 
sec x RR então tg x é igual a: 


21 3 25 
(le (O us 
21 25 
(a 1 


[35 (UFMS) Se cos x -5 etg x<0, então sen x — cotg x é 


igual a: 
29 3 27 
(o Rr am (E 5 
27 1 
(a ia 
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[36 (FATEC-SP) Sesena=3t-1ecosa=1-t então a é 
um ângulo do: 
(A) Il ou IV quadrante. (D) I ou Ill quadrante. 
(B) | ou Il quadrante. (E) Il ou Ill quadrante. 


(C) I ou IV quadrante. 


sen x precos x x 


137) (FGV-SP) A expressão é igual a: 
l+cosx | senx 
IDEs (C) sec x ds) pede 
Cos x 1+sen x 
(B) ado, (D) 2cossec x 
en x 


[38º (UFES) Sendo a e f dois ângulos complementares, tais 
que cos a + cos B = m, então cos a - cos p é: 


(A) Po (E) ; 
(B) 1 (o pia 


sen cosa 


[39 (UEL-PR) O valor da expressão ——5D>— 
t 137 


(Dx 


6 
e (D) 3424243 
( aa] (E) 3(V2+3) 
IO) 34243 


I40' (Fuvest-SP) Se a é um ângulo tal que O<a<s e 


sena =a, então tg (x — a.) é igual a: 


E (1-c?) Ea) 
(A) o (C) ER (E) dar O 


o) 


(B) = (D) E 


F47! (Unifor-CE) O número real m que satisfaz a sentença 


a E =cos3015º é: 


(D) 3-442 
(E) 4/2 +3 


(A) 342 +4 
(B) 4-342 
(C)32 -4 


“7 


[42' (PUC-PR) O gráfico da função definida por 


H9)=x2+bx+c x€E R, onde c=cos =. 


(A) intercepta o eixo das abscissas em exatamente 2 
pontos positivos. 


(B) intercepta o eixo das abscissas em exatamente 
2 pontos negativos. 


(C) intercepta o eixo das abscissas em 2 pontos de 
sinais diferentes. 


(D) intercepta o eixo das abscissas na origem. 


(E) não intercepta o eixo das abscissas. 


[43' (Unifor-CE) A expressão 


sen 270º — cos 150º — tg 135º — sec 300º é igual a: 


5. 243 "3 
ar dica 
1.23 3 
Ele ta 
8 
co 


[44º (Cesgranrio-R)) Se x é um arco do 3º quadrante e 


tg x= 1, então cos x é: 


45 1 J3 
a o (Bs 
(B) 1 (D) RE 


[45 (FGV-SP) Se sena = = e sec a é negativa, então o va- 


1-cosa ., 
lor de é: 
1+cosa 


1 
(A) (€) (E) a 


LI p/w 
SiS AS IRO) 


(B) (D) 


: [46 (UFRS) Considere as afirmativas abaixo. 


|) tan 92º = -tan 88º 
Il) tan 178º = tan 88º 
III) tan 268º = tan 88º 
IV) tan 272º = -tan 88º 
Quais estão corretas? 
(A) Apenas le III. 
(B) Apenas Ill e IV. 
(C) Apenas |, Ile IV. 


(D) Apenas |, Ill e IV. 
(E) Apenas II, Ill e IV. 
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[47' (Ufal) O seno de um arco de medida 2 340º é igual a: 


(A) 1 (0 O 5 
af 
(B) -> D)4y5 
[48º (Unip-SP) O valor da expressão 
2x 3x Si A 
cos + sen + tg e; 
5) Za 4 
213 3 
A) — (eo) E) ,|— 
(A) 5 (C) (E) E 
1 1 
(B) 5 (D) 5 
49) (Aman-RJ) A expressão —<OS X den igual a: 
1+senx Cos x 
(A) — (C) 2sec x (E) -2sen x 
2 
(B) (D) sen? x 
sen x 


COSSEC;A Sem x 


150! (PUC-SP) A expressão é identicamen- 


| sec x— cos x 
te igual a: 

(A) cotg” x (D) tg? x + sec x 
(B) sec? x (E) cossecê x 


(C)sen? x+ cos x 


157) (Ufes) Sesenx+ cos x=aesen x: cos x= b, podemos 


dizer que: 

(A)a2=2b+1 (D)ig2 =D? 
(B)a=b (E) n.d.a. 
(CGiaR=2b 


[52º Dê a expressão geral para o arco de: 
a) 1690º b) 1940º 


[53º Dê o quadrante em que estão situados os arcos do 
exercício acima. 


[54 Determine o quadrante onde está a extremidade dos 
seguintes arcos: 


a) 1810º o 267 = ad 
b) E rad d) 2630º 


155! Quantos graus mede, aproximadamente, um arco de 
0,105 rad? 


[56 Quanto mede em radianos um arco de 2º15'? 


157º Duas rodas dentadas, com sessenta dentes a maior e 
vinte dentes a menor, estão engrenadas entre si. Quan- 
do a maior girar 32x rad, quantas voltas dará a menor? 


158! Às 9h10min, o menor ângulo, em graus, formado pe- 
los ponteiros de um relógio é: 


(A) 160º (B) 150º (C) 145º (D) 147º30" 


[59] Dê em graus, a medida do menor ângulo formado 
pelos ponteiros de um relógio às: 


a) 10h15min b) 10h10min c) 2h15min 


160º Uma circunferência é dividida em sete arcos de me- 
didas iguais. Qual é o valor da medida de cada um 


desses arcos? 


1671! (Ufes) O valor de x que satisfaz o sistema: 


cos d= -— 


tg a= 3 
(A) -16 (GAS (E) n.d.a. 
16 
(B) 4 (D) e 
162º (Aman-R)) Se tg? 0 = 3 e 0º< 6 = 90º, então o valor de 

sen 0 é: 
(A) o (Cc) 2=42 (E) n.d.a. 

J3 1 
ns (D) 5 


163! (Aman-RJ) Se cotg x =3 e 180º < x< 270º, então o 
valor de sec x é: 


(A) o (O) aa (E) nda. 


(B) —2 (D) 2 


: 164) (UnB-DF) Se sec? x + tg x-7=0e0<x<5, então: 


3 3 
(A) Ee (C) Ea 
(B) cos x = e (D) n.d.a. 
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165 (Fuvest-SP) Sendo a uma solução da equação 
tg? a = cos? x— sen? a, o valor de tg? a é: 
ie) AS (E) N2+3 


(D) V3+1 


(A) N2-1 
(B) 4241 


166" (Ufes) A soma das raízes da equação tg? x- tg x = 0, 
O<x=<q, é: 


3 
no BT OF DZ OM 


167] (Cescea-SP) A soma das raízes da equação 

1-4cos? x= 0, compreendidas entre 0 e x, é: 

3x 5x 7x 
(C) Et (D) a (E) re 


ta & 


SR 


168 (FGV-SP) No intervalo [0, 2x], a soma das raízes da 
equação 2sen? x + 3senx—- 2 =0 é: 
B) 


3 
Ba (O) x 


2x 3x 
(D) o (E) rs 


169 (FGV-SP) No intervalo [0, 2x], a soma das raízes da 
equação: 
sen? x- 3sen? x. cos x+ 3sen x: cos? x- cos x= 0 é: 


5 


mx 3x 
(A) a (B) x (C) E (D) 27 (E) En 


IZO! (FGV-SP) A solução da inequação V2:cos? x>cosx no 
intervalo [0, 7] é: 


(A) O<x<T ou S<X<T 


(B) O<x<5 ou Eexca 


(C) O<x<d ou Eexca 


EZ1 (Cescea-SP) A solução da inequação sen? x < 2sen x, 
no intervalo fechado [0, 2x], é: 


(A)0O<x<2m (C) O<x<a 


37 x 
B — D) O — 
( ps (D) Rs 


[72' (Cescea-SP) O conjunto solução da equação 


7 E XT x| 
, no intervalo fechado |-—, =|, é: 
Cos x RR. 


nbr  ofia 


JUS SIL 
E) [E a) 


3tg'x+5= 


; 173) (FGV-SP) Dada a equação cos? x — 2sec? x = 1, 


com 0O<x<x, então: 


(A) x =E (D) Não existe x que satis- 
E faz a equação. 

(x (E) n.d.a. 

(CO) x=0 


IZ4! (Cescea-SP) Se a é a menor raiz positiva da equação 
(tg x— 1)(4sen? x— 3) = 00, então o valor de sen! a- cos? a 


é: 
5 1 1 
aj Ejs Bis 
(A) 16 (Cc) ã (E) 5 
3 
(B) O (D) E 
2 
175! (FGV-SP) A solução da equação rr =1, para 
: , dido 
: 0er22, é: 
2 
Tx 
(A) x=0 (D) *=3 
(B) x=— (E) x=5 ou x=5 
(C)x=0 ou X=— 


176 (Fuvest-SP) No intervalo 58 x<7, a equação 


Ni-sen?x+cosx=-2: 
(A) não admite solução. 


(B) admite como solução x -— : 
E a 2x 
(C) admite como solução x Rc ; 


(D) admite como solução x == é 


(E) admite como solução x = 1. 


EZ7) (UFSCar-SP) A inequação |cos x| > sen x, O<x< 2x, é 
válida se, e somente se: 


(A) 0<x<5 (D) 
(B) 0O<x<2m (E) 
(0) 0<x<Z e E cx<2m 
4" 4 
178! Dê o número de raízes da equação cos x+ sen x= 0, 


no intervalo [x, 37]. 


[79] Resolva, para x E [0, 27]: 
sen x-tgx:secx=cosx-ctgx:cscx. 


E du es 1 
180! Dê o menor valor real e positivo de x tal que 4" =—., 


AA 


CAPÍTULO XIII 


RELAÇÕES E IDENTIDADES 
TRIGONOMETRICAS 


Kiyoshi Takahase/iStockphoto.com 


Neste capítulo, obteremos as relações entre as linhas trigonométricas de um mesmo arco, que 
nos permitirão seu cálculo e nos ajudarão a resolver equações trigonométricas. Também ve- 
remos como calcular as linhas trigonométricas da soma de dois ângulos e como transformar 
somas em produtos (e vice-versa). 


13 - RELAÇÕES E IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


13.1 - Cálculo das linhas trigonométricas de um arco 


13.1.1 - Seno e cosseno 


EE mc. 
NOTA 
Quando não for conhecido Os triângulos OPM,, OP'M,, OP'M, e OPM, nos dão, qualquer que seja o qua- 
o quadrante, deve ser a 

drante do arco, a relação: 


mantido o duplo sinal +, 
pois existirão dois valores senta+cosa=1. 
para o sen e para o cos. 


Desta relação se tem: 


sena=+Vl-cos?a ou cosa=+vl-sen?a 


O sinal do radical dependerá do quadrante do arco. 


Sinal do sen e da csc. 
Exemplos: 


é 1 E : 
4 i) Se cosa= 5 e a pertence ao terceiro quadrante, calcular as outras linhas 


trigonométricas do arco a. 
= | AR Como o arco a é do 3º quadrante, sen a < 0, logo: 


reseçe= 
Sinal do cos e da sec. sen a=-V1-cos?a =-— AE 


44 ge Temos então: 


Sinal da tg e da ctg. 
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EE 243 
sen a ne 3 
z, 


a > à > an 
ii) Sendo csc a =- 3! calcular as outras linhas trigonométricas sabendo que a 


pertence ao 4º quadrante. 


3 
Temos que csc a = =, logo, sen a = a 


sen a 
|I 9 16 
cosa=JI-sen?a= [1-> = 
25 25 - 
3 
ds Senna RS 
Sec da = =—; tga= =-— 
cosa 4 cosa 4 4 
E) 
il 4 
ctiga=— =-— 
8 tga S 


13.1.2 - Tangente e cotangente 


yA 


T 


Os triângulos OAT e OAT” nos dão: secta=1 +tga e os triângulos OBT e 


OBT' nos dão “cscta=1+ctga . Assim, temos: 
=+Jl+tg'a ou csca= 


=+Jl+ctg'a 


sec a = 


cosa sen q 


NOTA 

As linhas trigonométricas 
em questão podem ser 
obtidas utilizando-se o 
triângulo abaixo: 


LA 
B 


onde a é a redução de a ao 
1º quadrante. Calculando 
AB pelo teorema de 
Pitágoras, podemos 
encontrar as demais linhas 
trigonométricas de a (que 
são as mesmas de a, a não 
ser pelo sinal). 


Existem duas soluções para cada tangente ou cotangente, conforme o sinal dos 


radicais. A duplicidade fica eliminada quando se conhece o quadrante do arco. 
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Exemplos: 


i) Dada tg a = -2, calcular as outras linhas trigonométricas sabendo que o 
arco a pertence ao 2º quadrante. 
Temos que sec?a = 1 + tg?a. Como a é do 2º quadrante, sec a = 
negativa, logo: 


será 


seca=-Jl+tg'a=-V1+4=-5 


il 
cosa = = =- 
Sea Ss 


sen a=tg ascosa=(-2)[-N5 [52 9 


1 1 1 
ciga=-——=-—; csca= = = 
ga 2 


TTTo—o—o—o ii) Sendo ctga= E e o arco a do 3º quadrante, calcular as outras linhas tri- 


NOTA gonométricas. 
Outra solução: use o Temos: 
triângulo: 1 1 g 


t = E = 
Ê cisa 12 12 


e | ; 
a! [e] 


12 csca=-—I+ctg”a =- no 


en cosa=sena-ctg a 8) 2. dé 
IS IS 


ss COSPESCCR 
[EE] lii) Calcularo valorde A==>—— ——— 


NOTA 
A expressão A foi calculada Temos que: 
em função da cotangente 

(que foi dada), evitando il 1 
estudo de sinais. 


sabendo que ctg x= E 
sen x-csc x 2, 


Ex Ê a 
A = Secex “A-sec?x cscx  -tg'x senx 
1-cscêx secx -ctgix 1 


Res CRY 
csc x cos x 

= 
2 2 2 
E is ctgx>A= tg x ctg x 
ctg“x Gu CU 

ctg" x (1) 

») 
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Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


3) 


Simplificar a expressão: 
A = sec?a - csc?b + tg?a - ctg?b — sec?a - ctg?Db — tg?a - csc?b 


Solução: 
Pondo sec?a em evidência, assim como tg?a nos termos que as 


contém, temos: 
À = sec?a (csc?b — ctg2b) + tg?a (ctg2b — csc?b) 


Como csc?b = 1 + ctg?b, então csc?b — ctg?b = 1 
A=sec?a-I+tg?a-(-1)=seca-tg'a=1 


Eliminar x entre as equações: 


cos? x-sen?x=a (1) 
2senx-cosx=b (II) 


Solução: 
Elevando ao quadrado as equações (1) e (II), vem: 


cos! x — 2sen? x cos? x + sen x = q? 
4sen? x . cos? x =b? 


Somando membro a membro: 


cos!x + 2sen? x cos?x + sentx = q? + b? 


Fatorando: (cos? x + sen? x)? = q? + b? 


Estr = qbslfb=1l 


ENE: E l+cosx=asen x 
Eliminar x nas equações: 
1I-cosx=bsenx 


Solução: 
Somando membro a membro: 


eo Dn nn 


a+b 
Substituindo na primeira equação: 
Rea a (e E 
a+b a+b 


Como sen? x + cos? x = 1, temos: 
(ab) a 
+ 
(a + b) (a + b) 


; =1>9º-2ab+b? +4=9º +2ab+b” => 


=> Agh=4 = ab=1 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


(09) 


Tx 
[7 sendo sena== e ZU, calcule o valor do cos a e 


w 


da tg a. 


3x 
E2' Sendo sen x=2cosxe a Sie calcule os valores 


de sen xe cos x. 


3 
[3º Sendo sen x=-Sen<s <3r, calcule: cos x; tg x; 


sec xe csc x. 
1 3x 
P4' Sendo cosx = E em<x< Ei calcule os valores de 
sen xetg x. 


5 31 
[5 Sendo cosx e 2x, calcule os valores de 


sen xetg x. 


ds 


76 Sendo senx=vk-2 e cosx=k-1, calcule k. 


Vk+1 


FZ Sendo cosx=— e senx= E determine k. 


=| 


[8 Sabendo que 2tgx + =Teque x 5. | 


ctg x 


calcule o valor de sen x + cos x. 


E9N se tg sa com nec, determine o valor de 


y=cosx-sen x. 


PO! Obtenha k, k E R de modo que sen x -—- e 


k+1 
cosx=——. 
5 
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13.2 - Equações trigonométricas 


Algumas equações trigonométricas se resolvem utilizando as relações entre es- 
sas linhas, quando estas estão em função de um mesmo arco. 


Exemplos: 
i) 2cos?x+3senx-3=0 
Substituindo cos?x = 1 — sen?x, vem: 
2(1 - sen?x) + 3senx - 3 =0 
2 -2sen?x + 3senx - 3 = 0 > 2sen?x - 3senx + 1=0 


Temos uma equação do 2º grau em sen x, logo: 


3+V9-8 aves 
4 4 


il 
sen X = = son 5 =| jul ER ai 


que são duas equações fundamentais. 
Tx x 
som = = dai eis = di leod ad, keZz 


ou 


Eai E Espa nas E Loco UT 
Z 6 6 6 


S= lx=k 2045 ou k-2x o ou KZ +05, ez] 


ii) Resolver, para valores de x de 0º a 720º, a equação tg x = 2sen x. 


sen x 


Temos: -2senx=0 (cosx=0) 
% 


sen x 


d -2)=0 
X 


Esta equação se decompõe em sen x = O ou E, = (0) 
Cos x 


Temos: 
senx=0=> x=k- 180º k E Z então: 
sem 08 = OS, 50 = 508, 2º =" 5410" (use = 7/20" EEE IB 
ou NOTA 

1 1 Na equação tg x = 2sen x não 

-2=0 = cosx=— = cos x =cos 60º, logo: devemos dividir por sen x 
Cos X 2 porque sen x pode ser igual 
a zero e, com a divisão, 

= OP as 608 KEZ estaríamos eliminando as 


raízes da equação sen x = 0. 
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NOTA 
Quando se elevam ambos 
os membros de uma 
equação ao quadrado, 
podem surgir raízes 
estranhas à equação. 
Com efeito, seja Hx) = b. 
Elevando ao quadrado, 
temos: 

[o)f = b? 


[o9)P- b?= O 
(09) — b)(fO)+ b) = 0 


que dá origem às equações 
Hx) = b que é a equação 
original e (x) = —b que tem 
raízes estranhas à equação. 
“Quando se elevam ambos 
os membros ao quadrado, 
devemos verificar se as 
soluções encontradas 
servem na equação.” 


Ud: 


iii) 


iv) 


Devemos ter: 

fe =) => 32 = 60º 

k=1 = x=300º ou 420º 

[S = 2 = 310 = (5990 

S = (0º, 60º, 180º, 300º, 360º, 420º, 540º, 660º, 720º) 


Resolver V3 (tg x + ctg x)=4. 


Temos: vã igxe do)=a => 3 (tg'x+1)=4tg 
gx 


EQ di? 
= = 
Da Do 


V3tg'x-4tg x+03=0 > tg x= 


6 x 
pus Se nahuiNsl 
CRE vê 3 
ou 
e a RS NEL 


SE x|x=kr+ > oukr+2,KEZ 
3 6 


Resolver cos x +/3sen x = 1, onde x E [0, 360º]. 
Isolando cos x no 1º membro e elevando ao quadrado: 
cosx=1 -vV3senx > costx=1 - 2/3sen x + 3sen? x 


Então: 1-sen?x=1-2./3sen x+3sen?x 


4sen?x — 2./3sen IO senta sentas 3) = (0) 


senx=0=>x=0º x=180ºoux=ã360º(Observe que a solução x = 180º 
não serve. Ela surgiu devido à elevação ao quadrado.) 


ou 


J3 


ve, pela mesma razão.) 


senx=— => x=60º ou x = 120º (Aqui a solução x = 60º também não ser- 


S= (05, 11208, 50) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


o - 1 
ET) Qual o menor valor positivo de x, para o qual 9“** = 3 


[2º Determine a soma das raízes da equação 
1-4 cos?x= 0, compreendidas entre 0 e x. 


[3º Qual é a soma das raízes da equação 


sen x + cos [271)= T,paraO<x<2m? 


P4' Determine o número de raízes da 
cos x+ sen x=0, no intervalo [x, 37]. 


equação 
[5 Resolva a equação 2cos x sen x- sen x= 0, para 
O<x<2m. 


[6 Resolva a equação cos xsenx— cosx + senx- 1=0, 
para0<x<27. 
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[7 Resolva a equação 2sen? x + sen x - 1 =0, para 
O<x<27m. 
8" Resolva a equação 2cos? x + sen x —- 1 =0, para 


O<x<27m. 


cos?x 
9" Dê a solução da equação =-— = 
IT 
O<x<-. 
2 


3 
HO! Resolva a equação tg A =3 para0O<x<27. 


Ed 
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A=Sbesena 


NOTA 

O mesmo método pode ser 
utilizado para mostrar que 
a fórmula para sen (a + b) 
se mantém para ângulos de 
outros quadrantes. 


“ré 


13.3 - Adição e subtração de ângulos ou arcos 
13.3.1 - Seno da soma e seno da diferença de arcos 


A soma de ângulos ou arcos se reduz à soma de ângulos do primeiro quadrante, 
sendo, portanto, compreendida entre O e x rad. 


Consideremos, inicialmente, o triângulo MJP com os ângulos JMH = a e HMP =b 
agudos. Comparando as áreas: 
Amp E À +A 


AJMP AJMH AHMP 


; 1 do 
— pjsen (a+b)=— phsena+— jhsen b 
2 *I (a+b) 5 "a 
Ena | 
Dividindo por Z pj, vem: 
entuadi=o senna end 
) 


h h Ê 
mas —=cosb e —=cosa e a fórmula fica: 
) 


Consideremos agora que os ângulos a e b sejam obtusos. Então a = 90º + a' e 
b=90º+b”. 
Então: 


sen (a + b) = sen (90º + a' + 90º + b” = sen [180º + (a'+ b9] =-sen (a' + Db” 


sen(a +b) =-sena'- cosb'-senb'- cosa' 
Masa'=-90º+a e b'=-90º + Db, logo: 
sen (a + b) = -sen (-90º + a) - cos (-90º + b) — sen (-90º + Db) - cos (-90º + a) 
sen (a+b) =-(-cos a) - (sen b) —- (-cos b) - sen a 
sen (a+b)=sena:-cosb+senh:cosa 


A fórmula é, então, válida para qualquer ângulo. 
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Para sen (a — b), basta fazer: 


sen (a-b) = sen [a + (-b)| = sena - cos (-b) + sen (-b) - cosa 


Exemplos: 


i) sen 15º = sen (45º - 30º) = sen 45º . cos 30º — sen 30º - cos 45º 


entso= 12.43 142 d6 2 J6-42 
E Sp SCo 7 


ii) sen 75º = sen (45º + 30º) = sen 45º . cos 30º + sen 30º . cos 45º 


EB A JoP 


2 U BB A 


Sen = 


13.3.2 - Cosseno da soma e cosseno da diferença de arcos 


cos (a + b) = sen [90º — (a + b)] = sen [(90º — a) — b] 
cos (a+b)=sen (90º - a) .cosb-— sen b- cos(90º — a) 


cos (a- b)=cos [a+(-b)]=cosa-cos (-b) - sen a - sen (-b) 


13.3.3 - Tangente da soma e tangente da diferença de arcos 


sen (a+b) sena-cosb+senb-cosa 


tg (a+b)= = 
8( ) cos(a+b) cosa-cosb-sena-senb 


Dividindo ambos os termos dessa fração por cos a - cos b, temos: 


sena-cosb senb-cosa 
cosa-cosb cosa-cosbh 


te (a+b)= 
8( ) cosa-cosb sena-senb 
cosa-cosb cosa-cosb 
Substituindo SM + q e se tg b, vem: 
cos a cos b 
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Exercícios resolvidos: 


1) Sabendo que a + b = 30º, calcule o valor da expressão 
E=(sena-cos b)?+ (sen b- cos a)2. 


Solução: 
E=sen?a-2Zsena-cosb+cos?b+sen?b-2senhb.cosa+cos a 


Como sen?a+cos2a=1 e sen?b+cos?b=1,vem: 
E = (sen? a + cos? a) + (sen? b + cos? b) - 2(sen a - cos b+ sen b - cos a) 


E = e 2sen(a De 2-2 sem QD 2: 5=2-1=1 
2) Num triângulo ABC tem-se tg À = 5 etg B= = Calcular o ângulo C. 
Solução: 


Temos que À + B +É = 180º => À + 8 = 180º - É 
Então: tg (A +8)=tg (180º - É) 


Ei! 
MENA 4 ê=> 2 3 =-tg É 
I-tgA-tgB 1 
l=-tgê>tgê=1=> Ê=135º 


2 


3) Sendo sen À = É com À do 2º quadrante e cos B = “Jo com B do 3º qua- 


drante, calcular tg (À — B). 


Solução: 


tg Â-tg B 


tg (À-B)= o 
ER I+tgA-tgB 


Como sen À - > cos À = = pois À é do 2º quadrante. 


J2 = 


Como cos B = Ti => sen B= ANE pois B é do 3º quadrante. 


3 2 
Bono RAR SP FERE O 
Então: tg FAT entodb 7 
5 10 
são sol 
; ADE e e A 
Logo: tg (A Go TE RAR 
4 4 
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sen (210º + a)- sen (330º + a) 
sen (150º - a) + sen (330º +a). 


4) Simplificar E = 


Solução: 
“sen 210º.cosa+sen a-cos 210º — sen 330º .cos a — sen a - cos 330º 
sen 150º .cosa- sen a-cos 150º + sen 330º. cos a+ sen a - cos 330º 


'* -sen 30º. cosa — sen a - cos 30º + sen 30º . cos a — sen a - cos 30º 
sen 30º. cosa+sen a- cos 30º - sen 30º .cosa+ sen a - cos 30º 


E = 2 sena - cos 30 


= B==i 
2 sen a . cos 30º 


5) Eliminar x e y entre as equações: 


senx+seny=a (1) 
cosx+cosy=b (IT) 
cos (x-y)=c (LT) 
Solução: 
Elevando as equações (1) e (II) ao quadrado e somando, vem: 
sen? x + 2sen x - sen y + sen?y + cos?x + 2cos x - cos y + cos?y = q? + b? 
(sen? x + cos? x) + (sen?y + cos?y) + 2(cos x- cos y + sen x - sen y)=a? + Db? 
1+1+2cos(x-y)=a?+ b? 


2+2c=a2+b? 


As fórmulas da adição de arcos permitem simplificar expressões do tipo 
Y = asen x + bcos x. 
O processo consiste em multiplicar e dividir a expressão por Va” +b” : 


v=/2 +b” 


NOTA 
cos x 6 é o ângulo definido pelo 


b 
fa? +b? triângulo: 


sen Xx+ 


a 
Ja” +b? 


e chamar E 
Va” +b” Va” +b” - 
a +b 
Isto pode ser feito porque cos” 6 + sen”? 6 = Roda i, 


À expressão fica: 


y=va? +b”(sen x. cos 0 + sen 6.cos x) 
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Exercícios resolvidos: 
1) Resolver a equação cos x- J3sen x=/2. 
Solução: 


2 2 
Dividindo ambos os membros por 1 +(43 = temos: 
1 3 


vm 
08% sem p= ão: 
2 5) E então 
sen 30º -. cos x - cos 30º - sen x = sen 45º 
sen(30º — x) = sen 45º, logo: 


45º -(30º -x)=k-360º > x=k-360º -15SkEZ 


ou 
| 45º +30º -x=k- 360º + 180º => x=-k- 360º - 105 k E Z 
NOTA 
Como k E Z, fica indiferente S=[x]x=k-360º- 15º ouk- 360º - 105, kE Z 


escrever k ou —k. 


2) Calcular o menor e o maior valor que assume a expressão y = 3sen x + 4cos x. 


Solução: 
Dividindo ambos os membros por 3? +4º =5, vem: 


õ 4 
=-Senx+-—cos x 
5 5 


Sia : A 
Como “e = são respectivamente cos e sen de certo ângulo a, temos: 


SS 
E = sen X-Cosa+ sen a-cos x 
y=5sen (x+a) 
O menor e o maior valor de y se darão para o menor e o maior valor do 


sen (x + a), que são respectivamente —1 e 1, logo o menor valor de y será 
-5S e o maior, 5. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule. 

a) cos 75º b) sen 15º c) cos 105º 
[2º Calcule. 

a) sen 105º b) cos 135º c) cos 15º 
E3' Sendo x, y E 10º, 90º[, sen x aro ecosy= o 

determine: 3 2 

a) sen (x + y) b) cos (x + y) 


P4 A expressão sen (a + b) - sen (a — b) na sua forma mais 
simples é: 


(A) cosb-cos a 
(B) senb-sena 
(C) cos? b- cos? a 
(D) sen? b-sen? a 


(E) cos? a-cos? b 
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P9' Sesen as, senb=5, 


: 05) Determine o valor de cos (x — y), sendo: 


2 gr 3 
3x-)=1Í,x€3º Dsyl=>, 
cos (37 — x A Qecos [5+y) E 


ye3so. 


| 6) Calcule. 


a) tg 75º 
b) tg 15º 


EZ' Sabendo que tg x= 243, calcule tg (60º — x). 


18" Sendo tg x = 3, determine o valor de tg (45º + x). 


x x 2 
a ai 
valor de sen (a + b)? 


MO Setg(x+y)=33etgx=3, calcule tg y. 
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13.4 - Arco duplo 


Para se obter as linhas trigonométricas do arco 2a, basta fazer b = a nas fórmu- 
las de sen (a + b), cos (a + b) e tg (a + b). Assim temos: 

sen (a+b)=sena-cosb+senh.cosa 

sen 2a=sen(a+a)=sena-cosa+sena-cosa 


EEE cos (a+b)=cosa-cosb-sena-senb 


NOTA cos 2a=cos(a+a)=cosa-cosa-sena-sena 
Esta fórmula também se 


cos 2a = cos?a-— (1 — cosa) = 


=2cosq-1 A ad 
ou - tga+1g 
cos 2a = (1 — sen?a) — sen?a = tg (a +b)= l-tga-tgh 
=1-2sen?a 
Emstuedo. SE Sr 
l-tga-tga 


Para obtermos as linhas dos arcos 3a, 4a, ..., na, basta fazer b = 2a, 3a, ..., (n- Da 
e utilizar as fórmulas obtidas. 


Exercícios resolvidos: 7 
1) Sabendo que sen a-cosa= E! calcular sen 2a. 


Solução: 
Basta elevar ao quadrado ambos os membros da igualdade: 


2 1 2 2 Il 
(sen a- cos a) “55 20 a-—2sen a «cos a+cos Ea 


Como sen? a + cos? a = 1, vem: 


1-sen pa > sen e 
25) 25 


2) Resolver a equação (1 — cos 2x)cos x = (1 + cos 2x)sen x. 


Solução: 
Como cos 2x = cos? x — sen?x, temos: 


(1 - cos?x + sen? x)cos x = (1 + cos?x — sen? x)sen x 
(sen?x + sen?x)cos x = (cos?x + cos? x)sen x 


2 sen?x cos x = 2cos?x sen x 


à VA: 460 


3) 


4) 


RELAÇÕES E IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


Transpondo e fatorando: 
2sen x- cosx- (senx-cos x) = O 
sen 2x - (sen x— cos x) = 0 


sen2x=052x= kn 10 E, kEZ; 
ou 


IA 
dBulvio (Godi UU dBi OB io E 


S=futa=D out + TR EZ) 
vo 4 


Verificar a identidade tg (x + 45º) = tg 2x + sec 2x. 


, sen x 
tg (x+ 45º) = AB X+tB ÁS E e cos x 
Ste rigAso Sig rs 
cos x 
tg (x+45º)= cosx+senx (cosx+sen x) (cos x+sen 58) 
cosx-senx (cosx-sen x) (cos x+ sen x) 
2 2 
tg (x+45º)= cos dpasem 2 gos sea x. 1+sen2x 
cos?x — sen?x cos 2x 
tg (x +45) = E RE o 


COZ cosLm 


Entre que valores está compreendida a expressão y = (sen x — cos x)?? 
Solução: 

y = sen?x + cos?x — 2sen x - cos x 

vy=1-sen2x=> sen2x=1-y 

Como -1 <sen2x=s1l>-1=1-y=l1. 

Somando -1 a todos os membros da desigualdade: 
-1-1I<l+l-y<l+i>2<y=<0 

Multiplicando por -1, vem: 2 = y > 0 


Resposta: 
Entre O e 2 inclusive, isto é, máximo 2 e mínimo O. 
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13.5 - Arco metade 


Sabemos que cos” > sen? 5 =1. Por outro lado, temos: 


cos a = cos[2-2 | = cos2|2 | -sen? [4 
2 2, 2 


1=cos” (5) +sem"(5) (1) 
O sistema nos dá, 
cosa=cos?[2| - sen? | E (11) 
2, 2, 


somando (T) e (II): 


ev - E 


EEE Subtraindo (1) e (ID): 
OBSERVAÇÃO 


Quando o arco é 

: , ala 
conhecido, sua metade será 1-cosa=2sen“|— | = 
conhecida e não haverá 2 


duplicidade de valores. 


Então: 


Exemplos: 


i) Sabendo que sec a = - e que a pertence ao 4º quadrante, calcular: 
a a a 
sen =|| Cos|=| Clgl=|o 
É ) (3) (3) 


Observe que um arco do 4º quadrante pode estar entre k - 360º + 270º e 
k - 360º + 360º, k E Z. E 

Se o arco do 4º quadrante é do tipo 270º <a < 360º => 135º < 5 < 180º que 
é do 2º quadrante. 


: 2 a 
Assim, cos a=— > sen 
3 z 
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ibn 
2 2 6 6 


AB 

2 30 o) EE 
NOTA 

do fo observados os sinais do seno, cosseno e tangente no 2º qua- ad Rasa 


serão diferentes. 


Se o arco do 4º quadrante é do tipo 360º + 270º < a < 360º + 360º => 
= 180º + 135º < = < 180º + 180º que é do 4º quadrante, logo: 


Aqui os sinais são das linhas do 4º quadrante. 


ii) Sendo 2senº (2 + 243 sen pa con =3, calcular x. 


1-cosa 
Como sen? [5) = E e 2sen a - cos a = sen 2a, temos: 


2 Insee 9 3sen[2. 2042 | 3 


1+sen x+3cos x = 3 => sen x +3cos x = 2 


Dividindo por 1? +(3 li =2, vem: 


J3 


| 
ER ac OO 


sen (x +60)=1 => x+60º=k-360º + 90º 
x=k:360º+30º kE Z 
S=[x|x=k-360º+30º ke 2) 
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Mostraremos a seguir que as linhas trigonométricas de um arco são funções 
racionais da tangente do arco metade. 
Consideremos as relações: 


cos? [2 | + sen?[2]|=1 

2 a (1) 
cos? [2 | -sen?[2|=cosa 

2 2 (IT) 
2 senf5] cos(5] =sena (IT) 

2 2 


Dividindo-as por cos” (5) temos: 


vela av) 


cos 2 
2 a Es sen a 
te(5] eos (8) (3) (VI) 
2 


Dividindo a igualdade (V) pela (IV), vem: 


Dividindo a igualdade (VI) pela (IV), vem: 


Dividindo a igualdade (VI) pela (V), vem: 


NOTA 

As outras linhas se obtêm 
invertendo-se estas 
igualdades. 
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Exercícios resolvidos: 


1) Mostrar que ASen tg” |45º qe 
l-sen x Z, 


Solução: 
2us(3) 
Substituindo senx=———————— vem: 
deste 
“e 5) 
5 
2tgl — 
el 
q do 
1+tg? | 1+t (5) 2t [3] TE; 5 
Lesenty o HER alo E 52 o 
I-senzx o : no Bio 
atol l+tg | |-2tg| |) |I-tel> 
s(5) tes lo)zelã) [i-e) 
= === sis 
L+tg? t] 
eg (3 
x 2) 
tg 45º + tg] > 
gas" stg(5) 


2 
o X 2 lino, 
Pc to A Se | Rito A SER 
el E] | +) 


ils es-t8(5) 


2) Resolver a equação cos 2x + 3sen 2x =1. 
Solução: 


E 
Substituindo cos 2x = 1=tg E Zig à 
l+tg'x 


+tg”x 


e sgaZmr= i e fazendo tg x = t, vem: 


leio 2t 5 2 
+03. =151-1+2/3t=1+t 
1+t 1+t 


2 2 3t=0=1=0 ou 1=45 


tgu=(0) >=, KEZ 
tga=3>x=kn+5,kEZ 


S= [ele tr outa + ZreZ) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


3 x 
ET sendo sen x= & e 5 <x<x, calcule sen 2x. 


[2º Sabendo que sen a= S 0O<a< > calcule: 
a) sen 2a 
b) cos 2a 
c) tg 2a 


E3º sendo sen x -5 e seny= “ com xe y pertencentes 


ao 1º quadrante, calcule cos (2x + y). 


[4 Resolva, em IR, a equação sen 2x — sen x= 0. 


Ud: 


[5 Resolva, em IR, a equação sen 2x — 2sen x= 0. 
16" Dê valor da expressão (cos 15º + sen 15º). 


P7 Setgx=metg2x=3m,m>o0, calcule o valor do 
ângulo agudo x. 


x a 
78º Sendo cosa = —, com O<a<s, calcule cos s 


NI 


[9 Sabendo que senk=— e x€ 2º quadrante, calcule 


x 
tg —. 
22 


x 21 
HO! Resolva a equação (cos x+sen x) = a 
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13.6 — Transformações de somas em produtos 


As fórmulas de somas de arcos e de subtração de arcos nos permitem transfor- 
mar somas e subtrações em produtos combinando-as convenientemente. 


Sejam: sen(a+b)=sena-cosb+senb-cosa (1) 
sen (a-b)=sena-cosb-senh.cosa (11) 
cos(a+b)=cosa-cosb-sena-senb (HT) 
cos (a-b)=cosa-cosb+sena-senb (TV) 


Somando as igualdades (1) e (II): 
sen (a+b)+sen (a-b)=2sena-cosb (V) 


Subtraindo (1) e (II): 
sen (a+b)-sen(a-b)=2senb.cosa (VT) 


Somando (IT) e (IV): 
cos (a+b)+cos (a-b) =2cosa - cos b (VII) 


Subtraindo (IT) e (IV): 
cos (a+b)-cos(a-b)=-2sena - sen b (VII) 


Fazendo agoraa+b=p e a-b=q, vem: 


+ — 
PER qui E | 
2 2 =... 
NOTA 
Substituindo nas relações obtidas, temos: Para tangente temos: 
tgattgb= 


sena |, senb 
+ — 


cosa cosb 
- sena-cosb+senb.cosa 


cosa-cos b 
sen (a + b) 
tgattgb= "+ 
9 9 cosa-cosb 


com correspondência de 
sinais. 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcular sen 75º - sen 15º. 


Solução: 
sen 75º - sen 15º=2 sen /s = - Cos ia = =2sen 30º - cos 45º 
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sen 75º-sen15º=2- 


cos a+cos b 


2) Simplificar : 
sen a+sen b 


Solução: 


cosf 
cos a+cos b x 
sen a+sen b E 

2 sen [2] . cosf | 


3) Sea,bec são ângulos de um triângulo, mostre que: 
E=sen 2a +sen 2b+sen 2c=4sena-senh-senc 


Solução: 
Temos que a + b+ c= 180º > c= 180º — (a + b) 


sen 2a +sen 2h = 2sen[ 20425 ) cos( 28-20] 


=2sen (a+b).cos (a-—b) 


sen 2c=sen [360º -2 (a + b) ]=-sen 2(a+b)=-2sen (a +b)-cos (a+ b) 


sen 2a+sen 2b+sen 2c=2sen (a +b).cos (a-b)-2sen (a +b).cos (a +b) 


E=2sen (a +b)[cos(a -b)-cos(a +b)] 


E =2sen(180º- o-2sen (a-b)-(a+b) cant2- bata Ri 
- 2 


E=2senie [-2sen (=D): sen a] =4sen a-sen b-sen c 


4) Resolver a equação sen x+ cos x = 


o 


Solução: J 
Temos que sen x + sen (90º - x) = E => 


Oni 100 -2) 2 H 


2, 2 


v2 232 cos (1-45)=32 = 


=» 2sen 45º cos (x —- 45) = a > 


= 2sen ç 
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=C0S (445º) =— > 148º =k-360 60º => x=k-360º+ 105,k E Z ou 
x=k.360º-15º kE Z 


S=[xlx=k-360º+ 105º ouk- 360- 15º ke Z) 


13.7 —- Transformações de produtos em somas 


Das relações (V), (VII) e (VIII) tiramos: 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcular no intervalo [0, 2x] a solução da equação: 
4sen x- cos 3x —-2sen 4x = 1 


Solução: 


4. > [sen 4x+sen(-2x E 2sen 4x =1 


2sen 4x - 2sen 2x -2sen 4x =1 
—1 T 
= éNEn dois | GBA Oui to dis oia 
ST 5 


n T 
=hyu--,kE É O 2x=kn-— > x=ktr- >, kEezZz 
DER TD - u e = Dim p 12 


S=[xlx=ka-E oukr- DE kEZ | 
Z 12 
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2) Simplificar y = sen 6x - sen 4x — sen 15x - sen 13x + sen 19x - sen 9x. 


Solução: 


v= >lcos 2x — COS 10x]- : [cos 2X — cos 28x |+ : [cos 10x- cos 28x] 


y=-—(cos 2x- cos 10x— cos 2x+cos 28x + cos 10x— cos 28x) 


N|m 


tl 
=—"0 =0 
Pá q 


3) Simplificar a soma: 


S=sena+sen 3a+sen 5a + sen 7a + sen da 


Solução: 


Este exercício pode ser resolvido com o artifício de multiplicar ambos os 
membros da igualdade por sen a. 


S-sena=sena-sena+sena-sen3a +sena-sen 5a+ 


+sena-sen ZJa+sena - sen da 


Transformando os produtos em somas: 


SEssentuta alcos O-cos 2a)+-[cos(-2a)-cos 4aJ+-[cos(-4a)-cos 6a] + 
+ >lcost-6a) — cos 8a |+ >lcos(-8a) —Ccos 10a | 


S-sena=—(1-cos 2a+cos 2a- cos 4a +cos 4a — 
1 


NOTA 
Este artifício permite 


— cos 6a+cos 6a — cos 84 + cos 84 — cos 104) 


calcular somas de senos il 1-cos10a 
ou cossenos quando os S-sen a = gl —cos10a) > S= NES RR 
arcos estão em progressão BRUTA 
aritmética. 
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EMT) Fatore a expressão cos 6x + cos 2x. ; BZ) Transforme em produto a expressão sen 20º + cos 40º. 
[2 Fatore a expressão sen 5x + sen 3x. x = 
p :* 8 Sendo a-b = > calcule o valor da expressão: 
[3 Fatore a expressão cos 3x + cos 7x. A = Sena-senb 
: cosa+cos b 


o o 
HAM Fatore cos 10º — cos 40º. [9 Determine o máximo valor que pode assumir a ex- 


pressão cos x + sen x. 
cos 40º + cos 50º 


cos 40º - cos 50º HO! Fatore a expressão y = cos x + 1. 


[6 Calcule o valor da expressão cos 15º + cos 75º. 


ES" Simplifique 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


E7 Calculando o valor de cos 15º, encontramos: 


3 + 
(A) E (C) Ass 
6 +42 
(B) e Ee 
[2 (Ufes) cos (75º) é igual a: 
2 N3 
(A) sopa (D) RE 
B| 2 
(B) e (E) se 
31 
E? 


3º (Fuvest-SP) O valor de (sen 22º30' + cos 22º30')? é: 


3 2 
(5 (0) 2 (B2 
2+ ne 
(B) (D)1 
P4' O valor numérico da expressão: 
sen 75º. sec 1500º 
a 110º. cos 1830 
(A) 12,46 (D) v2-N6 
3) é 
se 3 
tj (E) ns 
2 
(O) E 
E5N Sabe-se que tg75º=2+3 etg 60º =+/3. O valor de 
tg 15º é: 
1 
E (0) 3 (E)2-n3 
(B) 3 (D)2+n3 
16 (Ufma) Sabendo que x — y = x, assinale o valor da ex- 
pressão: 
(cos x— cos y)2 + (sen x— sen y)? 
(A) O (6) 2 
(B) 1 (D) 4 


“7 


ma Se Me-cos [cs HE cos [e eta Eu e fica, 
: 1 


: DZ) (ITA-SP) Considerando x e y arcos do primeiro 


4 | 
quadrante, senx=-— ecosy =—, podemos assegurar 


que o valor de cos (x + y) é: 


(A) -4 VS (915 (3-415 
4 20 
EE AE 
20 10 


E8” (FEI-SP) Se cos x ==, então sen [+5) é igual a: 


3 4 
A (C) E (E)n.d.a. 


3 
(B)-5 D)-5 


: 9) sen (5x — x), qualquer que seja x, é igual a: 


(A) cos x (C) cos x 


(B) sen x (D) n.d.a. 


HO! (Uece) Se tg [0-5 )to[0+7)-2, a<0<, então 


tg O é igual a: 
(A) 2-1 (6) Est 
(B) 241 (D) 24241 


ETA 


Tx 
0<x< ea=senx, então: 


2a? 
A) M= B) M= 
(A) E ( o 
(O) M= 1 (E) Mad +V1-a? 
avt-a? TE iaê 
(D) M=1 
a 


72) (UFF-R)) Se M,NeP são ângulos internos de 


um triângulo não retângulo, pode-se afirmar que 
tgM+ tg N+tgP é: 


(aj (D) tgM-tgN-tgP 
(B) O (E) tg M- (tg Ni. tg é) 
(O) Ú 


tgM +tg N + tgP 
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113! (Uerj) Seja x tal que sen x+ cos x = 1. Determine todos 
os valores possíveis para sen 2x + cos 2x. 


MA (Unificado-R)) Considerando senixe ln o 
valor de cos 2x será: - 6 
ZA B) 1 
A)— O) = EB) — 
E (Os 5 
> 3 
B)= ps 
OE E 


175º (UFF-RJ) O valor de (sen 22,5º + cos 22,5) é 


op (O) se (1 
pi (0) ps = 
21t92x 


[16º (UM-R)) A expressão y = , admitidas as con- 


MERtog 2x 
dições de existência, é sempre igual a: 
(A) sen x (C) sen ã (E) sen 4x 
x 
(B) sen 2x (D) sen q 


BIZ) (FGV-SP) Sendo x um arco do primeiro quadrante e 
sen x=a, a expressão 2 cos? x + sen? 2x é igual a: 


(A) 2(1- 20º) (D) 4(1-02- a?) 
(B) -2(-1+202-20º) (E) nda. 
(C) 2(1-20º)+40N1-a? 


[18º (UM-SP) Seja O<a<+. Da figura, pode-se concluir 


diretamente que: 


tga o  -—sena 
A) tg E = "SA D) tg= = 
EA A 
a sena a 1-sena 
BRR == Brig pa 
(6) 17 “1+cosa E, 17 I+sena 


(ong Se tos 
2 sena 
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M9' (FEI-SP) A equação sen 2x = sen x, no intervalo 
5x 


(A) nenhuma solução. (D) 4 soluções. 


(B) 2 soluções. (E) 5 soluções. 


(C) 3 soluções. 


[20 (UnB-DF) Para O <= t < 27, a expressão a 2d- cos t) 


é igual a: 

1 t 
(A) cos(3) (C) sen(2) 
(D) n.d.a. 


(B) cos(5) 


[27 (Ufscar-SP) Se ctg a =/3, então: 


(A) sena = a (D) sena=1 

(B) sena = “2 (E) n.d.a. 
a 

(C) sena = 5 


mm (Fuvest-SP) No quadrilátero ABCD onde os ângulos B 
e D são retos e os lados têm as medidas indicadas, o 
valor de sen À é: 


J5 B 
(A) s 

DRIS 2x 
o É 

4 A Cc 
(C) 5 
D E ER 
(D) 5 2x: 

il 
(E) 2 D 


[23 (Fuvest-SP) Os números reais sen a sen a e sen EE 


formam, nesta ordem, uma progressão aritmética. 


Então o valor de sen a é: 


1 
(9 3 (D) sê 
3 
(8) Ea (o a 
(o e 
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[24º (Fuvest-SP) Sendo sena -— com 0 <a < o tem-se: 
(A) sena < sena <sen2a 
(B) sen < sena <senZa 
(C) sena<senZa < sen 
(D) sen2a < sen <sena 
(E) sen2a<sena < sen 
[25º O maior valor da expressão (sen x + cos x)? é: 
(A) 1 (C) 2 (E) 4 
(B) 2 (D) 242 


126 (UM-SP) A expressão tg É + ctg a para 0<x é 
equivalente a: - 


(A) 2sen x 
(B) 2sec x 


(C) 2cos x 
(D) 2csc x 


(E) 2tg x 


il x a 
[27 Se senx E e x é um arco do 2º quadrante, então 
cos 2x é igual a: 


3 3 
(A) 1 (C) 4 (E) 4 
1 1 
Bj D) -— 
(B) 5 (D) 2 
[28' Sabendo-se que sen 0= E com 0<8< El então f(0) 
é igual a: 3 < 
7N2 
(A) e (C) (E) 1 


7 
7 7 
Bj — D — 
Rã mê 
[29' (Fuvest-SP) Nos triângulos da figura abaixo, AC=1 cm, 


BC = 7 cm, AD = BD. 
ID) 


A B 


Sabendo que sen (a-b)=sena-cosb-cosa-sen bh, 
o valor de sen x é: 


2 3 = 
(A) o (C) 5 (E) J50 
7 4 
(B) 50 (D) S 
à VA: 


a 20005 
[30º (Fuvest-SP) Se tg 6 = 2, então o valor de ERAS É 
1 3 
(A) -3 (Os (E) É 
1 2 
(B)-3 (D) 3 
[BT (Mack-SP) Se y = 4cos 15º - 75º, então y? vale: 
1 
(A) 1 (C) 2 (E) 2 
1 3 
(B) 1 (D) 4 


[32º (UFV-MG) Sabendo-se que sen30r= 1, o valor de 
sen 15º é: 2 


(D) 42-33 


2 


(A) 3-2 


1 ido 
(a (E) 2 
(6) 1 


133! (UFR-RJ) Os símbolos a seguir foram encontrados em 


uma caverna em Machu Picchu, no Peru, e cientistas 
julgam que extraterrestres os desenharam. 


cos a cos a 


eos b 


sen b E, sen b 
sen a 


sen b feos B sen b 


[== 
[A ————+ 
cos a sena cos a 


Tais cientistas descobriram algumas relações trigono- 
métricas entre os lados das figuras, como é mostrado 
acima. Se a + b = 60º, pode-se afirmar que a soma das 
áreas das figuras é igual a: 

(A) x (6) 2 (E) 


(D) 1 


mia 


(B) 3 


[34 (Vunesp) O seno do ângulo da base de um triângulo 
isósceles é igual a : . Então, a tangente do ângulo do 


vértice desse triângulo é igual a: 


o BD o wo 


Za E) 7! 
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[35' (Cesgranrio-R)) Sendo 


E [7cos (5x— x)-3cos (3x. +x)] 
[Bsen E ] 
zo 


com x Sta, kEZ, então: 


A 


Co = (D) 44 +5=0 
(B) 2A=1 (E) 5A-4=0 
(C) 24+1=0 


[36' (Fatec-SP) Se sen 2x = + então tg x + cotg x é igual a: 


(A) 8 (C) 4 (6) 1 


(B) 6 (D) 2 


1 


[37 (FEI-SP) Se senx=- e O<x< então sen 2x vale: 


z 
» PRP) J3 
(A) a (C) Go (E) E 
1 12 
(B) E (D) Es 


[38' (FEI-SP) Se cos x = 0,8 e O<x<5, então o valor de 


sen 2x é: 
(A) 0,6 (C) 0,96 (E) 0,49 
(B) 0,8 (D) 0,36 


[39 (Udesc) A expressão mais simples para 


1 z 
+ E GOsseee ] — sec? x é: 
cos? x 
(A) 1 (C) O (E) sec? x 
(B) —1 (D) tg x 


140! (Cesgranrio-RJ) No retângulo ABCD da figura AB = 5, 
BC = 3e CM = MN = NB. Determine tg MÂN. 


D (e; 


Is es 
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[47 (PUC-RJ) A equação tan (x) = cos (x) tem, para x no 


intervalo [0, ajuma raiz x= 0 sobre a qual podemos 


dizer: 
“A ne 
(A) a (D) cos E 
ERA x 
(B) sen IR (E) ns 
(C) sen 6= a o 


[42 (PUC-RJ) Quantas soluções a equação cos x = sen x 


tem no intervalo O < x < 27? 
(A) Uma solução. (D) Infinitas soluções. 
(B) Três soluções. (E) Nenhuma solução. 


(C) Duas soluções. 


143) (Unirio-RJ]) O menor valor real e positivo de x tal que 


ques é: 

(A) 7 (on (En 
r z 

(8 5 D) 5 


144! (Unificado-R)) O valor da expressão 
P=1-4sen?x+ 6 sen!x-4 senº x+ sen? x 


(A) cos* x (D) 1 
(B) cos! x (E) O 
(C) sen? x 


[45 (UFF-R]) Sendo kE Z, nE N*e xE F, a expressão 
[(sen x+ cos x)? — sen (2x)]" é equivalente a: 


(D) en [ota a) 


(E) sen(nkm) 


(A) [sen(2km)]” 
(B) [cos(2kz + m)]” 


(C) cos(nkm) 


[46 (Unificado-R]) Se o valor de 


sen x: cos x é igual a: 


1 
sen x - cos x E 


-3 3 3 
(A) E (C) g (E) x 
Es 5) 
(B) E (D) 4 
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[47 (Cesgranrio-RJ) Se 0<x E a equação sen S EIOE 
(A) tem uma infinidade de soluções. 
(B) não tem solução. 
(C) tem exatamente quatro soluções. 
(D) tem apenas uma solução. 


(E) tem um número finito, maior do que quatro, de 
soluções. 


[48º (Unicamp-SP) Ache todos os valores de x, no intervalo 


[0, 2x], para os quais sen x+cos x see 


49) (UFPE) Sabendo-se que 
sen?x-3senx:-cosx+2 cosx=0,os 
possíveis valores para tg x são: 


(A) 0e-l té) 182 (E) -2e0 


(B) 0e1 (D) -1e-2 


[50 (Cefet-PR) O conjunto de todos os zeros da função 
f(x) = sen x + cos x pode ser determinado pela seguin- 
te expressão (k E Z): 


(A) x=S+a (D) xt 
(8) x + 2ha E Ra 
(O) x Er 


151º (PUC-R)) Se sen x = s um possível valor de sen 2x é: 


4 5 24 
A O 5 o & 
6 12 
8) É (D) 15 


152º (Unirio-R)) O conjunto solução da equação cos 2x = > 
onde x é um arco da 1º volta positiva, é dado por: 
(A) (60º, 300º) 
(B)HB05 3305 
(C) (30º, 150º) 
(D) (30º, 150º, 210º, 330º) 
(ES s6Ss 1955 845) 

153º (Unicamp-SP) Encontre todas as soluções do sistema: 


sen (x+y)=0 
sen(x-y)=0 


quesatisfaçam O <x<te0<=y=a. 


DV: 


154º (Unificado-R]) Se cos 2x = q então tg?x é igual a: 


e É 


(A) : 


(C) 


ow u|w 
Ww|w w|o 


(B) (D) 


155) (Fuvest-SP) Se a está no intervalo o a e satisfaz 


sen' a — cos* a = 4 então o valor da tangente de a é: 


1 


3 3 5 
(A) E (C) 7 (E) 5 
5 7 
(B) 5 (D) dE 


156" (ITA-SP) Sendo a e P os ângulos agudos de triângulo 
retângulo, e sabendo que sen? 28 — 2cos 2p = 0, então 
sen a é igual a: 


Jo 8 
A dE Dj pda 
a (D) 
4 
(B) e (E) zero 
48 
(pie: 
(e) g 
[57 (ITA-SP) Se xe p. a! é tal que 4tg'x=-———+4, en- 
2 cos" x 


tão o valor de sen 2x + sen 4x é: 


15 1 
(A) 2 (D) 5 
(B) us (6) 1 
345, 
qe 


158 (Mack-SP) Em [0, 2x], a soma das soluções reais da 


equação [2-v1-cos?x|-[0,5-«1-sen?x |= O é: 


(A) x (C) 3x (E) 5a 
(B) 2x (D) 4x 
[59 (ITA-SP) A soma das raízes da equação 


V3tgx-3sen 2x + cos 2x = 0, que pertencem ao 
intervalo [0, 2x], é: 


17 

E a (e o EE 
167 147 

Mr ba 
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160 (UFRS) Considere a equação cos x = cos(x + x). Se 
O <x=< 27, esta equação: 


(A) não tem solução. 
(B) tem apenas 1 solução. 


(C) tem somente as soluções O e x. 


(D) tem somente as soluções - e =. 


(E) tem infinitas soluções. 


161 (Cefet-MG) Sendo x medida em radianos, com 
O =x=< 2x, a soma de todas as raízes da equação 
cos? 2x = sen? x é igual a: 


3r 


(A 5 (D) 4x 
(B) 2x (E) 6x 
(C) 3x 


TT. 
162 Ovalordex, 0 <= x=< 2" étal que 


4(1-sen? x)(sec2x-1)=3é: 


A 5 D) é 
(B) E (E) O 
(o 


163' (Fatec-SP) A diferença entre o maior e o menor valor 
de 6 E [0, 27] na equação 2sen? 0 + 3 sen 0 = 2 é: 


T 57 
(A) a (D) Es 
21 71 
e 5 o S 
47 
Pta 


164" (Cesgranrio-RJ) No intervalo [0, 6x] a equação trigo- 
nométrica cos 2x + 2sen? x +2 = 0: 


(A) possui uma infinidade de raízes. 
(B) possui exatamente duas raízes. 
(C) não possui raízes. 

(D) possui uma única raiz. 


(E) possui exatamente três raízes. 
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165! (UM-SP) O conjunto solução da inequação, 
[Btgx|=3,paraO <2x=<2ré: 


(A) pre R lines em, ke 2] 


(B) 


(C) 


(D) jxeR| 


7x im 
6" 6 


x 5a 


166! (Aman-RJ) Os valores de x que satisfazem a equação 
V3cos x+3senx—/3 =0 são: 


(A) krous (D)iimou tr 


(B) kz ou km + (E) n.d.a. 


ee 
6 


(C) 2kx ou 2ka + A 


167) (FGV-SP) O conjunto de todas as soluções da equação 
cos? x: tg x= sen x é o conjunto dos números x tais 
que x é igual a: 


(A) 2kr+ 5 (D) km + = 
(B) 2kx (E) n.d.a. 
(O km 


168º (UM-SP) O número de soluções da equação 


senx-cosx=0,xE 0, 9], é: 
(C) 3 
(D) 4 


(A) 1 (E) 5 


(B) 2 
169 (ITA-SP) Seja a um número real tal que a>2(1+2) e 
considere a equação x? - ax + a + 1 = 0. Sabendo que 
as raízes reais dessa equação são as cotangentes de 


dois ângulos internos de um triângulo, então o tercei- 
ro ângulo interno desse triângulo vale: 


(C) 60º 
(D) 35º 


(A) 30º (E) 120º 


(B) 45º 


Ed 
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!Z0' (PUC-SP) Se simplificarmos a expressão 


obteremos: 

(A) sen B (D) -cos B 
(B) tg 6 (E) -sen 
(C) cos B 


EZ1 Considerando x = y, a expressão sen (x + y) - sen (x— y) 


é equivalente a: 

(A) sen (xº — y?) 

(B) sen x? + sen y? 
(C)senx-seny+cosx:cosy 
(D) sen? x: cos? y 


(E) cos? y— cos? x 


[72' (Unifor-CE) Para todo x = k-SKEZ, a expressão 


cossec 8 +cos 6 
sec 8 + sen 0 


(A) -tg O 
(B) tg 6 
(C) —-cotg 0 


é equivalente a: 


(D) cotg 6 
(E) sec 6 


Ud: 


[73' (UFF-RJ) A simplificação de E 


1-tg'x 
os* x— sen! x 
(A) cossec! x 


(B) cos! x 
(C) sen? x 
(D) sec! x 


(E) cotg* x 


EZ4! (FEI-SP) A expressão 1 — cos? x — sen? x pode ser rees- 


crita como: 

(A) sen x - cos” x 

(B) sen x(1 — sen? x) 
(C) cos x(1 — cos? x) 
(D)sen? x - cos? x 


(E) senê x: cos? x 


[75] (Cefet-MG) A expressão trigonométrica 
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sec x — cossec x À 
DO CD º"*, onde sen x = cos x, equivale a: 


sen x—cos x 


(A) sec x: cossec x 
(B) —sec x : cossec x 
(C) —1 

(D) O 

(E) 1 


Ed 
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14 - FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


14.1 - Função periódica 


DEFINIÇÃO 
Função periódica; período. 


Esta propriedade torna possível construir o gráfico da função repetindo o grá- 
fico do intervalo O = x < p. 


14.2 - Função seno 


É a função f: R — R em que y = f(x) = sen x. 


Como x=a- Re R=1,temos que a medida do ângulo a em radianos é igual ao 
comprimento do arco AM. Assim, a cada ângulo a = x em radianos podemos asso- 
ciar uma abscissa x num referencial cartesiano. 
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FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


ER à Tx : 

Observe que no primeiro quadrante, quando o arco varia de O a radianos, 

o seno cresce de O até 1. No segundo quadrante, quando o arco cresce de o até 
x rad, o seno decresce de 1 até O. No terceiro quadrante, quando o arco vai de x até 


Sr rad, o seno continua decrescendo de O até —1. No quarto quadrante, quando o 


arco cresce de 3r até 2x rad, o seno volta a crescer de —1 até O. A partir daí, o seno 


começa a repetir os seus valores. É uma função periódica de período 27. 
Podemos então fazer a tabela para y = sen x em aproximação até centésimos: 


x Eu mx x 2x 3x 5 ks Sm 4x 3x 5x 7x la a 
x) 0 6 4 3 2 3 4 6 TG 4 3 2/3 /4 6 
| | | | | | | | | | | | | | | | | 
T I T T T T I I I I T I I T T T T 
E O 0,50 0,71 0,87 1,00 0,87 0,71 0,50 0,00 -0,50 -0,71 -0,87 -1,00 -0,87 -0,71 -0,50 0,00 


Podemos então esboçar o gráfico da função seno para um período, isto é, para 


x € T0, 27]. 
sen=[(x,y) E R?|y=sen x) 
É 
PRIMEIRO SEGUNDO TERCEIRO QUARTO 
QUADRANTE QUADRANTE QUADRANTE QUADRANTE 
(CRESCENTE) (DECRESCENTE) (DECRESCENTE) (CRESCENTE) 


Ed 
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[E Este gráfico se repete infinitamente de 2x em 2x. Vemos abaixo o gráfico para 


NOTA o intervalo [-2x, 47], isto é, para 3 voltas completas. 
O nome da curva, que 
representa o gráfico da 
função seno, é senoide e 
sua equação é y = sen x. 


(x, W:y=senx, 27x =<x=< 47) 


Como o seno assume todos os valores do intervalo [-1, 1], isto é, -1 <= sen x < 1, 
seu conjunto imagem é Im (sen) = [-1, 1]. A função seno não é injetiva nem sobrejeti- 


va. Se, entretanto, o contradomínio for reduzido ao intervalo [-1, 1], ela se tornará 


sobrejetiva. O valor máximo atingido pelo seno é y = 1 no ponto x = Z e o valor 


RE ; 3x 
mínimo é y =-1 no ponto x = E 


De um modo geral, para todo k inteiro, temos sen (k . m) = 0, sen |k-2x + 3) =1 

e sen keza-E|==1. 
2 

14.3 - Função cosseno 

É a função f: R — R em que f(x) = cos x. Sua tabela de valores é: 

x Tx x z 2x 31 5a Mm om 37 5x Tn llz 3» 
o cds... 
I | I | | | I 


3 4 6 
I I I I I 


Cos x | 
1,00 0,87 0,71 0,50 0,00 -0,50 -0,71 -0,87 -1,00 -0,87 -0,71 -0,50 0,00 0,50 0,71 0,87 1,00 


Podemos então esboçar o gráfico da função cosseno para x E [0, 27]. 


cos = [(x,/y) E R2|y=cosx) 


NOTA 


,/0 


x 
Como cos x = sen [E +X 


gráfico do cos x é o gráfico Observe que: 

de sen x transladado de — 

para a esquerda. De0a ?, ela é decrescente de 1 a 0. 
2, 
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De 5 a x, continua decrescente de O a -1. 


37 


Dex a 3 passa a ser crescente de —1 a O. 


De 3x a 2x, continua crescente de O a 1. 
2 
A partir de x = 27, ela começa a repetir os seus valores. É periódica de período 27. 
O conjunto das imagens é o intervalo [-1, 1]. O cosseno assume seu valor mí- 
nimo y = -1 no ponto x =x, e seu valor máximo y = 1 no ponto x = 0. 
Temos, em geral, para todo k inteiro: cos (k -. 2m) = 1, cos (k- 2x +m) =-1 e 


cos =0. 


Esquase 
2 


O gráfico da função cosseno se repete infinitamente de 2x em 27. 
Temos abaixo o gráfico para o intervalo [-2x, 47]. EE 


NOTA 
O nome da curva que 


bd 
representa a variação do 
cosseno é cossenoide e sua 
x equação é y = cos x. 
Em NY NY 2x NY 4x 


[x )):y=cosx,-Z2x <x=< 47) 


O gráfico da função cosseno se obtém deslocando-se o gráfico da função seno 


de Ss unidades para a esquerda ou, ainda, cos x = sen |x + E . 
Exercícios resolvidos: 
1) Calcular o período da função em que: 
? x 
i) = & 
É 2 
Solução: 
Devemos ter sen psi = sn a aro = Di 
2, 2 2 B 
A 
>=>2n> p=4x 
2 p | 
NOTA 


Observe que, quando o 
arco está dividido por 2, o 
período fica multiplicado 
por 2. 
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NOTA 

Observe que, quando o 
arco está multiplicado por 
3,0 período fica dividido 
por 3. 


NOTA 

Observe que, somando ou 
subtraindo uma constante 
ao arco, o período não se 
altera. 


“7 


ii) y=2tg 3x 
Solução: 


Temos: 2tg 3(x + p) = 2tg 3x > tg (3x + 3p) = tg 3x 


BUGRE basta Ea 
iii) = sec Sape 
3 
Solução: 
x 7 
Devemos ter: sec |x + p+ = E sec |x + a 
x q! e 
X+p+ alo X + 3/5 2x (o período da secante é igual ao do cosseno) 


p= Za 


Resolver a inequação sen x > — no intervalo (0, 27x). 


E 
2 


Solução: 


Observe que, no círculo trigonométrico, os arcos compreendidos entre 


Ze 27 têm os seus senos entre E Gl 
6 6 Za 


A solução geral dessa inequação será o conjunto de todos os arcos 


compreendidos entre k.2x + a e k-2x+ = k E Z. No intervalo (0, 2x) 
teremos a solução | 7. a | 
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3) 


Outra solução: 


Utilizando o gráfico da função seno, observamos que a solução corres- 


ponde aos arcos cujas ordenadas se situam sobre ou acima da reta y = 1, 
2 
E E à DA Sm 
São então os arcos compreendidos entre E Eu FISEO e, = E x= a 


Resolver a inequação cos x = 1 no intervalo (-2x, 47x). 
P) 


Solução: 
No círculo trigonométrico temos os arcos que têm o cosseno à direita do 


Es e = . Asolução geral será 


1 E di 
ponto nene Osarcos cujo cosseno e z SãO 


então: k-2x — = <x<k-2m1+ = k E Z. Dentro do intervalo (-2x, 47), 


a solução se resume a: |-2x, a | em Ee Gu Em U Alm 4x 
3 308 38 e) 

2x 
3 

E 0 

2x 
2x 
3 


Outra solução: 


Na cossenoide, a solução geral aparece com facilidade. 
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4x 8x 
3" 3 


10x 
B) 4 


4x 


A 
Ao 


4) Quantas soluções tem a equação x = 14sen x no intervalo [-2x, 4x]? 


Solução: 
Dividindo ambos os membros da equação por 14, vem: sen x = E 


Fazendo y = sen x, temos que y = * . Basta então, verificar graficamente em 
14 
quantos pontos a reta y = * intersecta a senoide Y = sen x. Temos então cin- 
14 
co raízes, assim distribuídas: uma raiz entre —x e E uma raiz igual a zero, 


: Tx : ST HE 
uma raiz entre 5 ex, uma raiz entre 2x e E e uma última entre es es. 


EEE 
NOTA 
Observe que a reta y = dz 


passa na origem e no ponto 
(14,1). 


5) Resolver a inequação sen x — cos x > O no intervalo [0, 27]. 


Solução: 


Devemos ter sen x > cos x. Basta observar nos gráficos y = sen x e 

Y = cos x onde o gráfico do seno está acima do gráfico do cosseno. Veri- 
Ea E Bda TM 

fica-se imediatamente que isto se dá no intervalo x E 4' a ) uma vez que, 


senx=cosx > x= 2 ou sue 
4 


4 
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6) Determinar no intervalo [0, 27x] a solução da inequação: 3 sen 2x+cos 2x> 1. 
EEEE====D 
NOTA 
Colocamos a solução 
geral porque o arco está 
RE ) NEI 1 1 multiplicado por 2. Quando 
Dividindo ambos os membros por 2, temos: — sen 2x+ — cos2x> —. as 
» » dividirmos por 2, as 
soluções poderão ficar no 
intervalo [0, 27]. 


Solução: 


RE) 


Substituindo E = (COS o 


x 1 
o Sent temos: Ja 2,42 
as 6 2=V(43) +1 


11 
sen 2xcos ! + sen * cos2x> — 
6 6 2 


5a 


sen 2x4 Se ps e Dn eo dn Es 
6 Z 6 6 


Subtraindo a de todos os membros desta desigualdade: 

Z 
k-27<2x<k-2m7+ a dividindo por 2 vem: kr<x< km + E 
Observe que: 


K=0="0<8= q ek=l>aca< dx 


Os valores de k maiores que 1 ou negativos já darão arcos fora do 


0,5) 4x 
3 


intervalo [0, 27]. A solução será então: x € T, 3 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Construa os gráficos das seguintes funções no campo : DAMA figura a seguir representa o gráfico da função 
dos números reais, destacando o conjunto imagem e y=asen (bx), ondea=0eb>0. 
o período da função. : Para o menor valor possível de b, quais são os valores 
de ae b, respectivamente? 
a) Hx)=1 +sen x dis 


b) K)=2-senx 


c) f(x) = -sen x y=asen (bx) 
d) f(x) = |sen x] 
e) f(x) = sen 2x 


= ES 
9) Hx)=sen ç 


9) f(x) = sen [x 5) 


h) f(x)=1 + cos x : 
: [5 Represente o gráfico de: 
) Hx) =-cos x i 
a) y=|sen x] 
D) fx)=cos 2x 


y Ho) =cos (1-2) b) y=1+2sen (e-5) 


D fg) = cos x 16 (Uerj) O aluno que estudar Cálculo poderá provar 
x com facilidade que a área da superfície plana limitada 
m) f(x) = cos — o : 

2 pelos gráficos de f(x) = sen x e (x) = 0, no intervalo 


n) f(x) = 2cos x 0<x<5, como ilustra o gráfico abaixo, é igual a 1. 


FZ" Determine o período das seguintes funções: 
a) f(x) = sen 2x 
b) K)=2+3-cos 7x 


x 
fo) = 7. Es 
c) f(x) sen 3 


d) f(x) = —sen 


3 
A partir dessa informação, qual é a área limitada 
x x É 
e) f(x) = cos rs pelos gráficos de f(x) = cos x e f(x) = 0, no intervalo 
: x 31 
: -D exe? 
E3" Afigura abaixo representa o gráfico de que função? 2 2 


EZ (Aman-R)) Os gráficos de y= xe y= sen x interceptam- 
-se: 
(A) em nenhum ponto. 


(B) em um só ponto. 


(C) em dois pontos. 


(D) em quatro pontos. 


(E) em infinitos pontos. 
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E8 (Umesp) O número de pontos de intersecção dos ; (A) y=Xº (D) y = |cos x| 
gráficos das funções f e g dadas por f(x) = -Jjcos x| 
ni É (B) y = |sen x| (E) y=Itg x/+1 
e 9(5) = cos(5 + x] , COM -<xX<a, é: 
2 (C) y=|secx|-1 
(A) O (D)3 
(B) 1 (E) maior que 3 [15º (Aman-RJ) O gráfico que melhor representa a função 
: y=1+2senx-cosxé: 
(C) 2 


[9 (Cescea-SP) Dadas as curvas y= x2e y= cos x, assinalar, 
entre as afirmações abaixo, a verdadeira: 


(A) Elas não se interceptam. 

(B) Elas se interceptam numa infinidade de pontos. 
(C) Elas se interceptam em dois pontos. 

(D) Elas se interceptam num único ponto. 

(E) Elas se interceptam em três pontos. 


PO! (FGV-SP) A função f(x) = 16 (sen x) (cos x) assume va- 
lor máximo igual a: 


(A)16 (D)8 
(B)12 (B)4 
(CO 


EMT (UFU-MG) Considere que fe g são as funções reais 
de variável real dadas, respectivamente, por f(x) = 1 + 
+ sen 2x e g(x) = 1 + 2cos x. Desse modo, podemos 
afirmar que, para x E [0, 27), os gráficos de fe g cru- 


zam-se em: 
(A) 1 ponto. (C) 3 pontos. 
(B) 2 pontos. (D) nenhum ponto. 


[12º Dê o período da função f(x) = |(sen x) - (cos x)]. 
[13º Dê o período de y = sen Fi cos = 


MA (Cescem-SP) Qual das funções a seguir melhor se 
adapta ao gráfico? 
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(A) 


(B) 


(6) 


O) 7 n3%%nsSmaza x 
4 2 4 42 


(D) 
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16" (Ufes) O gráfico da função f(x) = cos x + |cos x|, para 
xe To, 2x] é: 


(A) 


(A) 1-m,2-p,3-q (D)1-q,2-m,3-q 
(B) 1-m,2-n,3-p (6 1-n,2-p,3-m 
()1-n,2-m,3-p 


[18º (Cescem-SP) A função que melhor se adapta a este 
: gráfico é: 


[17 (UFG-GO) Associando a função com sua representa- 


ção gráfica, assinale a alternativa correta. (A) y=sen x (D)y = cos 2x 
2 
1. Hxy)=senx+|senx|;0<x=<27 É 
: (B) y=cos É (E) y=sen x 
2. g(M)=2I|cosx|;0<x=<27 : 2 
3. h(g)=2]|sen2x|;0<x=<2a (C) y= sen 2x 
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[19' (Umesp) Este gráfico pode ser o da função: 


dá 


(A) |sen x] (C) 1 — |sen x] 
(B) sen? x (D)1 — |cos x| 


20" (PUC-SP) O gráfico abaixo corresponde a uma das 


funções de IR em R a seguir definidas. A qual delas? 


(A) f(x) = sen 2x +1 (D) H(x) = 2sen 2x 
(B) f(x) = 2sen x (E) Hx) = 2cos x + 1 
(O) Kx)= cos x+1 


[27 (UFSM-RS) 


O gráfico acima representa a função: 


(A) y= 2A(sen x+ cos x) 


A mx mx 
B) y=—|sen—x+cos—x 
(6) y 2| 2 2º] 


(O) y=2A (sen x+ 1) 


(D)y= A senf5x — 1) 


3x 
E =Ã a 5) 
(E) y cos(5x + 


É E22 (UFRS) O gráfico a seguir representa a função real f. 


Essa função é dada por: 
(A) f(x) =1 — cos x 

(B) Hx)=1 + cos x 

(C) Hx) = cos (x + 1) 
(D) f(x) = cos (x — 1) 

(E) Kx) = cos (x + x) 


: [23º Determine o valor de a para que a função 


Fenda sex<0 
FO) = E 
2x+a, sex >0 


seja contínua para todo x real. 


[24 (ITA-SP) Considere f: R — RR definida por 
| Hx) = 2sen 3x— cos [e — a) 
Sobre f podemos afirmar que: 
(A) é uma função par. 
(B) é uma função ímpar e periódica de período funda- 
mental 47. 
(C) é uma função ímpar e periódica de período funda- 


mental 27. 
3 


(D) é uma função periódica de período fundamental 
21. 


(E) não é par, não é ímpar e não é periódica. 
: [25' (Aman-RJ) O gráfico que melhor representa a função 
É y=-senx para-x<x=<q, é: 


(A) 
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(B) | 126º (Uerj) Considere a função real, de variável real x, de- 


finida por f(x)=1- sen?x + COsx,X elo, 2x). Utili- 


zando esses dados, responda aos itens seguintes: 
a) Calcule f(x). 


b) Esboce o gráfico cartesiano de f. 


[27º Construa o gráfico da função f: [-, ] > IR, defini- 


(C) da por: 

: |, se0O<x=<4 
FO) = 
Cos x, se-Tax<0 


[28 (Vunesp-SP) Sabe-se que h é o menor número positivo 
Ê para o qual o gráfico de y = sen (x— h) é: 


(D) 


Calcule o valor de cos o. 
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CAPÍTULO XIV 


14.4 - Função tangente 


sen x 
Como tg x= 


, não existirão valores para a tangente nos pontos em que, 
Cos x 


cos x = 0, isto é, x=kr+ 5 para todo k inteiro. O domínio da função tangente será 


então R — p jx=ka+ ok cz). Sua tabela de valores é: 


x x x x 2x Ir 5a Tx 5x 47 Ir 5m W lla 2x 
x/ 0 6 4 3 2 3 4 6 T.6 4 3 2 3/4 6 
| | | I | | I | | | | | | | | | | 
E T T T T T T T T T T T T T T T T 
8 0 0,58 1 1,73 2 -173 -1 -0,58 O 0,58 1 173 2 -1,73 -1 -0,58 0 


Gn ly=tgx—— axa LonLans 


2 2 2 


x , 
De 0 a Oo arco cresce e a tangente também cresce. Quando o arco se apro- 
: mx Ê . Ê 2 x 
xima de pelo primeiro quadrante, isto é, por valores menores que 2 a tangente 
ultrapassa qualquer valor positivo por maior que seja. Dizemos então que quando x 
x x sa: Z 
tende para Z por valores menores que » o limite da tangente é +00. 
x E 
Quando o arco ultrapassa o ponto 2 a tangente dá um salto de + para —o. 
: x : u! 

Observe que, quando o arco se aproxima do ponto 5 por valores superiores a —, a 
tangente decresce e se torna negativa e, por conseguinte, menor que qualquer valor 


negativo. Dizemos que a tangente tem limite o quando o arco tende para ai por 


o! 
valores maiores que 
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NOTA 

O símbolo + não é um 
número, ele significa que 
a grandeza que ele está 
representando cresce 
ultrapassando qualquer 
quantidade positiva. 
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Tx , . Z . 
De õ a x, a tangente é negativa e cresce até O. A partir de x, os valores da 


tangente começam a se repetir. A tangente é uma função periódica de período 7. 


No gráfico esboçado, usamos os intervalos | a 5 5 37 


o 2" 


observação da variação da tangente. São dois períodos. 


] para melhor 


A função tangente tem domínio R-— | jx=kt+ ok cz). O conjunto das 
suas imagens é todo o conjunto dos reais, portanto, ela é uma função sobrejetiva 
sobre os reais. As retas paralelas ao eixo Oy que passam nos pontos de abscissas 


x Eira aa , 
km + ; com k inteiro são chamadas assíntotas. 


A função tangente é fi R-— E |x=kt+ E kez| — IRtal que f(x) = tg x. Vemos 


abaixo o gráfico de y = tg x. 


ate 


NOTA 

O nome da curva que , 

representa a variação da (& W):y=tg >) 
tangente é tangentoide e 

sua equação é y = tg x. 


14.5 - Função cotangente 


Éa função fi: R-[x|x=kx,k E Z) — Rtal que f(x) = ctg x. Como a cotangente 
de um arco é a tangente do seu complementar, temos que: 


coesão] 
cela) 


x 
tgx=-tglx- > 
ctg x efe | 


Ou seja: 
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Portanto, podemos esboçar o gráfico da função cotangente deslocando-se o 
gráfico da função tangente de > unidades para direita e, em seguida, refletindo o 


gráfico obtido em relação ao eixo Ox. 

As retas paralelas ao eixo Oy que passam nos pontos de abscissas x = kr, k E Z 
serão assíntotas verticais do gráfico. A função cotangente é periódica de período x e 
sobrejetiva sobre os reais. 


id 


De0Oa > a função cotangente decresce de +00 até O. 
De > ax, a função cotangente decresce de O até —oo. 


De x a 2x, a função cotangente repete os valores do primeiro e segundo qua- 
drantes. 


(O, y):y=ctg x) 
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14.6 - Função cossecante 


ED Como cscx = , não existirão valores para a cossecante quando o seno for 
sen x 
NOTA E na . : 
1 zero. Então o domínio da função cossecante será R— [x |x = km, k E Z). 
O<as1l>1<—<+0 
a 
Por exemplo: Por outro lado, como -1 = sen x = 1, então quando -1 <= senx<0=> cscx <= -1 
dee o e quando O<senx <= 1=cscx > 1. Observe que a cossecante não assume valores 
2. a 


entre —1 e 1, por ser a inversa do seno. 
Por outro lado: 


1 a pais nelas 
a 


Por exemplo: 


q=-""5>—=3<- 
3 a 
Observe que nos pontos x = kr, k E Z o gráfico sofre descontinuidades e as retas 
paralelas ao eixo Oy que passam nesses pontos são assíntotas verticais. 
[= ===] 
mx =» : poa E 

NOTA De 0a —, a função decresce assumindo um valor mínimo igual a 1. 
Observe que a senoide está 2 
naregião-1 <y<1 ã 
enquanto a cossecantoide De — a x, a função cresce para +º. Em x = x, dá um “salto” para -o e a partir 
está na região y < —1 ou 2 
yz1. 37 


daí, cresce até -1 em E 
De Eu a 2x, ela volta a decrescer para —o.. 


Os valores da cossecante começam a se repetir a partir de 2x, isto é, a função é 
periódica de período 27. 


O domínio da cossecante é o conjunto R-— [x lx =kx, k E Z) e o conjunto das 
imagens é o conjunto (-00, 1] U [1, +00). 
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A função não é injetiva nem sobrejetiva. Temos abaixo o gráfico da função 
Y = csc x no intervalo (-27x, 2x). 


(x,y): y=csc x 


14.7 - Função secante 


1 
Como sec x = Eos! não existirão valores para a secante nos pontos em que 


cosx=0,istoé,x=kr+ Z, parak E Z. 
2, 


O domínio da função será R- |x |x = km + o k € Z). Por outro lado, como 


-1<cosx <= 1,temos:-l <cosx<0=secx <-lequandoO<cosx<1=secxz il. 


Observe que a secante não assume valores entre —1 e 1, por ser a inversa dos 
valores do cosseno. 


Para obter o gráfico da função secante, basta ter em vista que: 


Esta relação nos permite concluir que o gráfico da secante se obtém fazendo o 


gráfico da cossecante deslocar-se de * para a esquerda. 


De0Oa Z,a secante cresce. Em Z, ela dá um salto de +. Daí até x, ela cresce 


2 2 
até —1. De x até 37 , decresce até —oo e dá um salto para + em 37 , decrescendo em 
2 


seguida até —1 em 27. 


497 


E = 
NOTA 

Observe que a cossenoide 
está na região -1 <y < 

e a secantoide está nas 
regiõesy <-l ouy > 1. 
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(x,y): y =secx, para x E [0, 27]) 


2 


é injetiva nem 


e não 


íodo 2x, 


dica de perí 


ão perió 


é uma funç 


A secante 


sobrejetiva. 


Temos abaixo o gráfico da função secante para o intervalo [-2x, 27]. 


(x, J): Y = sec x+ 


t 
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Exercícios resolvidos: 


1) Resolver a inequação tg x —- ctg x = O no intervalo (0, x). 
Solução: 
Devemos ter tg x = ctg x. Os gráficos dey = tg xe y = ctg x se cortam 


nos pontos a Eu 
P Fa 


O gráfico da tangente se situa acima do gráfico da cotangente nos 


intervalos a e (poa) A solução será então: a" 3)) Ea) 
42 4 42 4 
2) Calcule o período da função em que: 

: 5 
i = im É 
RAE 

Solução: 

| 
Devemos ter: t agua =t da A a ae es ie 5 p=2 
8 Z 8 Z Z Z x 7 T=>p=27 NOTA 


Observe que, quando o 
arco está dividido por 2, o 
período fica multiplicado 
por 2. 
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tb) p= Ze Sb 
NOTA ) á 8 
Observe que, quando o E 
arco está multiplicado por Solução: 
3,0 período fica divido 
por 3. Temos: 2tg 3(x + p)=2tg3x > tg (3x +3p)=tg 3x => 


x 
OX FIp-SX=n=3p=n = P=3 


iii) y = sec |x+ a 
dao 
Solução: 
x x 
Devemos ter: sec fx Ae [i) dP | = SEC [x 4r E) =» 
fe+p+-(e+5) = Lg => [) = Mix 


(O período da secante é igual ao do cosseno.) 


3) Quantas são as soluções da igualdade tg x = log x, no intervalo O < x < 2x? 
Solução: 


Podemos verificar quantas são as soluções, construindo os gráficos das 
funções, y=tgxey=log x: 


Assim temos um ponto de intersecção perto de x = 4. Com o auxílio de 
um computador encontramos x = 4,09546. 
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1 E 
4) Quantas são as soluções da igualdade [sen x|= (5) , no intervalo 2x <x< 27? 
Solução: 


Construindo-se os gráficos de cada uma das funções, temos: 


ql x 
Assim, temos para x< 0, (5) >1>Isen x). 


Portanto, a igualdade não se verifica; não tem solução para x < 0. 
Para x > 0, o gráfico indica claramente três soluções (uma próxima de 


1 2x 
x = 0,7 e duas próximas de x = x). Como sen 27 = O < [5] , O gráfico da 


5 ii 2x 
função seno está abaixo do gráfico de [5] no ponto x = 2x. Portanto, 


existe uma quarta solução um pouco antes de 27. 


0,4 
0,3 


0,2 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET" Encontre o valor de: ; [DAM Determine m real, para que a igualdade tg x = 10 - m? 
a) tg 1845º | seja possível no intervalo | 2, 5 
b) tg 137 
pa Ea : 59 Para que valor de m existe x tal que 
O tg (540º) tgx=/m? -5m+4? 
d) tg 13x 16 Represente o gráfico de f(x) = tg 2x; forneça o domí- 
13 i nio, a imagem e o período dessa função. 
985 


[7 Esboce o gráfico de f(x) = tg be = 5): determine o do- 


[2º Determine o domínio da função definida por: FE , . 
mínio, a imagem e o período dessa função. 


a) f(x)=tg [x — o : 
6 : 18) Determine o conjunto solução da equação tg? 2x — 1 = 0. 


b) f(x) = tg [2x ii 3) * [DD Determine p real para que torne possível as seguintes 
igualdades: 

c) o=t9 [1-5] a) cscx=1-p 
b) secx=2p+2 

d) f(x) = ctg [+ 5] | c) secx=p?+1 


[0 Determine o domínio de: 

3º Dê o período das seguintes funções: ; 
a) H(x) = tg 2x 
Db) f(x) = tg 3x 


f(x) = sec pe + E) 


EMT" Encontre o valor de p, tal que 
37 | 


O H)=tgax 
d) 10) = ctg (x 25) — seca-p-Zae[ÉE, 2 


e) FW) = 14tg [5 sá a up 
3º 12 :* [12º Qual o conjunto imagem de f(x) = -3 + 2sec x? 
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CAPÍTULO XIV 


14.8 — Funções trigonométricas inversas 


Como sabemos, uma função admite inversa se, e somente se, for bijetiva. 
As funções trigonométricas sendo periódicas não são bijetivas e, para torná-las 
bijetivas, devemos restringir o seu domínio a um conjunto adequado. 


14.8.1 - Inversa da função seno 


Consideremos a função sen: R — Rtal que y = sen x. 


Observe que ela não é bijetiva, logo sua inversa não é uma função. A inversa é 
uma relação. Os gráficos abaixo ilustram esta afirmação. 


Observe que, se desejássemos Os arcos cujos senos fossem Iguais à 2 como indi- 


lim Ju x S7 o 137 
6! 6'6'6 6 


Para eliminarmos esta multiplicidade, restringimos a função seno ao intervalo: 


ca a figura, teríamos só no intervalo [-27x, 27] os arcos — 


Repr eye 1,1] 
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NOTA 

O gráfico da inversa é 
simétrico do gráfico da 
função em relação à 
bissetriz dos quadrantes 
ímpares, y = x. 
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Como essa restrição é bijetiva, ela admitirá uma função inversa que será repre- 
sentada por: 


DEFINIÇÃO 
Arcsen. 


Cujo gráfico é: 
NOTA 

Arcsen x é um arco cujo 

seno é x. 


arcsen x 


Assim: 


Dom (arcsen)=(xcRiI-1<x=<1) 


x x 
I = Ri-—><y<— 
m (arcsen) | e 3 V=< | 


Observe que: sen (arcsen x) = x. Por outro lado, se ref 5) então 
arcsen (sen y) = 7. 


14.8.2 - Inversa da função cosseno 


Analogamente à função seno, a função cosseno não é bijetiva, portanto não 
tem inversa. 
Para resolver esse problema, restringimos a função cosseno ao domínio x E [0, x] 
e ao contra domínio y E [-1, 1]. 
y 
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DEFINIÇÃO 
Árccos. 


Cujo gráfico é: 
NOTA 

Arccos x é um arco cujo 
cosseno é x. 


arccos x 


Concluímos então: 
Dom (arccos) =|xe R|-1<x=<1) 
Im (arccos) = (VE R|0<=y=<7) 


Observe que: 


i) arccosx= X arcsenx 
2 
ii) cos (arccos x) =x 


iii) Sey€ [0, x], então arccos (cos y) = y. 


Exemplos: 


i) -arcsen ES = ais pois sen [- á = 2 
4 4 2, 


E 7x mx ; DE ME 
ii) arcsen |[sen—|=—, pois o arco deve estar entre -— e — 
8 8 DR: 
e T 1 2x Tm NB 
sen |—+arcsen —|=sen — =sen — = — 
iii) se E >) : 3 5 
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Exercícios resolvidos: 


1 
1) Calcule cos [arcsen E 5) : 
Solução: 


Chamando a = arcsen [- 5 > sena= -— 


então 


cosa =+v1- sena =+ pl os22 Como a e [+ 


ez 


cos [arcsen E = 
3 3 


2) Calcule cos farcsen Es + arcsen 2 
113) 13 


Solução: 


5 5 IE; 
Façamos a = arcsen — > send = — >COS d=— 
Is ils; IES 


b = arcsen de > senh = do => cos b Ee 
113) 13 ils 
Queremos então cos (a + b) = cos a cos b - sen a sen b. 
CEE oo 
3) Resolver a equação arccos 2x = 60º — arccos x no intervalo [0, 27]. 
Solução: 


Apliquemos cos a em ambos os membros da equação: 
cos (arccos 2x) = cos (60º — arccos x) 


OO Lú 2x = cos 60º . cos (arccos x) + sen 60º - sen (arccos x) 
NOTA 
1 5) 
Observe que sen a > 0 5 = o esp 3 sena, ondea=arccosx= cosa=x=> sena=v1I-X 
porque a função arccos 2 2, 


está definida em TO, q]. 5 
À equação fica: 


saE E a 


x 
Eu 

4x-x=)3-3xº > 9x = 3-3xº => 12xº= 3 
il 
na 


2- 


X > x=t 


l 
2 
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Verificando as possíveis soluções temos: 


ue 1 E atecos = arecos RO 
= 60º — arccos x = 60º — arccos == 60º — 60º = 0º 
(serve) 


ll arccos 2x = arccos (-1) = 180º 
B 60º — arccos x = 60º — arccos(- =! = 60º- 120º =-60º 


(não serve) 


14.8.3 - Inversa da função tangente 


Para que a função tangente tenha inversa, restringe-se a função ao domínio 


[5 5) e ao contradomínio RR. 


2 


IV=tg x 


DEFINIÇÃO 
Arctg. 


507 E vá 
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Cujo gráfico é: 


y=arctg x 


NOTA 
Arctg x é um arco cuja 
tangente é x. 


Temos que: 


Dom (arctg) = R 


Im (arctg) = 5 5) 


Observe que: 
) tg(artgx)=x 


T x 


ii) Seye [- çã >) então arctg (tg V) = ). 


Exemplos: 


It LE 
i gil=>, posta sl 
i) arctg A pois tg A 
ii) arctg0=0, poistg0=0 


li) arctg (tg 315º) = arctg (-1) = —45º 


Quando as funções trigonométricas têm inversas, isto é, quando estão restri- 
tas aos intervalos adequados, usam-se as letras iniciais maiúsculas ou com índices 
superiores —1. 


à VA: 508 


CAPÍTULO XIV 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


PT Dê valor de: [2 Determine as soluções da equação 5sen x- 2 = 00. 
a) arcsen - É 3º Determine o domínio da função f(x) = arcsen 2x. 
b) arcsen 5) | P4' Dê o valor de: 
c) arcsen 1 ; a) y=cos farcsen 5) 


d) arcsen (2) 


e) arcsen (-1) 


b) y= cos (arctg 0) 


Cc) y=cos farcsen 5] 


43 
f) arcsen Ea 


: 5 Determine o conjunto solução, em RR, da equação 


) arccos + 1 
9 2 senx=5. 
h) arccos 1 ; 
i :* 6 Qual valor de f(x) = sen (arctg 3)? 
i) arccos [-— : 
2 
: 2 
NE |: 7 Dêo valor de tg fersen 2 + arctg 3) . 
j) arccos (5) E 
k) arctg 1 E8' Dê o valor de arctg - + arctg Ee 
|) arctg O 
õ : 9 Determine, em FR, a solução da equação 
m)arctg 3 É arcsen 2x = arccos x. 


tg 1 : 
ERES : MO? Dê o domínio da função f(x) = arccos 5x. 
o) cos (arctg 0) 


p) tg farcsen ss) 
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CAPÍTULO XIV 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (FGV-SP) O período da função dada por 
y =3sen [2mx eee 
(A) 


(C) 2x (E) E 
4 


(B) (D) 1 


nja na 


FEZ (UFMS) O período da função f: IR — IR, definida por 


f(x) =—1 + 3sen 2x, é: 


21 T 
(A) 4x (Cc) En (E) ã 


x 
(B) x (D) 5 


3º (UFSCar-SP) O período da função 3cos 4x é: 
21 hs 

Ar E Ep Es E) 
(A) 8 (e); 3 (E) 7 


31 T 
(B) E (D) o 


4” (Ufes) O período da função f(x) = 4cos [2x + 3) é 


(A) 8x (C) 6x (E) 2x 


(B) 7x (D) 3x 


[5 (FEI-SP) O menor período da função f(x) = sen x - cos x 


é: 


(A) q ic) (E) nda. 


EL 
4 
(B) 2kx (D) a 


16 (Umesp) O período da função f definida por f(x) = sen! x 
é: : 


(E) 42m 


(A) (C) x 


ls 
É 
(B) 7 (D) 2x 


FEZ) (Ufam) O período da função y = 8sen x - cos x é igual 


a: 

(A) 5 (D) 2x 
(B) 7 (E) 8x 
(O) x 


| (Mack-SP) f(x) = sen x+ cos xe f(x) = 3sen x - cos x. 


Relativamente às funções anteriores, de domínio IR, 
fazem-se as afirmações: 


| | O período de f(x) é 2x. 
Il) O maior valor que f(x) pode assumir é 1,5. 


II) O conjunto imagem de f (x) está contido no con- 
junto imagem de f(x). 


Então: 

(A) todas são verdadeiras. 

(B) somente Ile Ill são verdadeiras. 
(C) somente le Ill são verdadeiras. 
(D) somente | e Il são verdadeiras. 


(E) somente III é verdadeira. 


: 9 (Mack-SP) Se k e p são números naturais não nulos tais 


que o conjunto imagem da função 
fX)=2k+p-cos (px + k) é [-2, 8], então o período de 


Hx) é: 
Tx JU: 
(A) E (D) E 
(B) da KEjRes 
27 
(o) E 


[MO (Puccamp-SP) Na figura a seguir tem-se parte do grá- 


fico da função f, de R em R, dada por 
Hx) =k- cos (tx). 


Nessas condições, calculando-se k — t obtém-se: 


3 é) 

Es SA 

5 

4 E) 2 

(B) (D 5 
(C) O 


510 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO XIV 


, x M4! (Fatec-SP) Considerando as funções trigonométricas 
EMT) (FEI-SP) A expressão f(t) = 2 - 2cos E O<t=< 12, definidas por f(x) = 2sen x, g(%) = sen 2x e 


representa a variação da profundidade do trabalho de Ros 


uma ferramenta de corte em relação ao tempo de ope- ; (A) f(x) > h(), para todo x E IR. 

ração. Em que instante essa profundidade é máxima? 

(A) t=9 (D) t=3 (B) g(x) = h(x), para todo x E IR. 

(B) t=12 (E) t=2 (C) fx) e g(x) têm períodos iguais. 
(C)t='6 (D) f(x) e h(x) têm períodos diferentes. 


(E) g(x) = sen x = f(x), para todo x E RR. 
[12 (Cefet-MG) 


[15' (FEI-SP) Sobre a função f(x) = |sen x| é válido afirmar- 
Í -se que: 


(A) Ff) = f(2x) 
(B) Hx) = f(x) 
(O) Hx) = Hx +m) 


= Su 
(D) rog=t[e+ à) 


A figura acima representa o gráfico da função: : a 
(A) cos 2x1 (D) |cos 2x/-1 EE) roo="[e-5) 


(B) 1-cos 2x (E) cos =| -1 


me (UFMT) A figura abaixo mostra o gráfico de uma fun- 
: ção trigonométrica f(x) num sistema cartesiano orto- 
gonal, em que não está fixada a posição do eixo Oy e 
as abscissas são dadas em função de uma constante 
real a. 


x 
C) 2cos > —- 2 
(Cc) 3 


[13º (UFR-R]) Analise o gráfico abaixo. 


A partir dessas informações, julgue os itens: 


; a) O gráfico da função passa pela origem do sistema 
A função f: [0, 41] — R que pode ter como gráfico o ; 


x 
desenho acima é f(x) igual a: quando a = 2 
= b) O período da função é 2x, qualquer que seja a 
(A) Benta) (D) Zen) É constante real a 
(B) 4sen (3%) (E) deh (3) c) A soma do quadrado de f(x) para a = e com o 
quadrado de f(x) para a => é igual a 1, qualquer 
(C) -3sen (2x) que seja x E RR. 
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como ponto médio de um de seus lados. Para cada pon- 
to X pertencente aos lados do quadrado, seja 6 o ângulo 
MÓX, medido em radianos, no sentido anti-horário. 


X 


O gráfico que melhor representa a distância de O a X, 
em função de 6, é: 


(A) 


(B) 


(Cc) 


(D) 


(E) 


“7 


[17 (Fuvest-SP) O quadrado abaixo tem O como centro e M ; [18º (UnB-DF) A função U, definida por U(t) = rcos (wt — 6), 


descreve o deslocamento, no tempo t, de um bloco 
de massa m, preso na extremidade de uma mola, em 
relação à posição de equilíbrio, conforme a figura 
abaixo. A posição de equilíbrio, nesse caso, é aquela 
em que U(t) = 0. A constante w depende apenas da 
mola e da massa m. As constantes r e 6 dependem da 
maneira como o sistema é colocado em movimento. 
movimento 


equilíbrio posição inicial 


Com base na situação apresentada, julgue os itens que 
se seguem: 


a) Afunção U tem período igual a (2x — 6). 

b) No instante t = Su o bloco está novamente na 
posição inicial. 

c) O maior deslocamento do bloco, em relação à po- 
sição de equilíbrio, é igual a r. 

d) Em qualquer intervalo de tempo que tenha du- 
ração igual a pas o bloco passa pela posição de 

TO) 


equilíbrio. 


H19' (Vunesp-SP) Uma máquina produz diariamente x de- 
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zenas de certo tipo de peças. Sabe-se que o custo 
de produção C(x) e o valor de venda V(x) são dados, 
aproximadamente, em milhares de reais, respectiva- 
mente, pelas funções: 


C(x) =2-cos (E) e V(y) = 3/2 sen (15) [0<x<6. 


O lucro, em reais, obtido na produção de 3 dezenas 
de peças é: 

(A) 500 

(B) 750 

(C) 1000 

(D) 2000 

(E) 3000 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO XIV 


1201 (Mack-SP) Em [0, 2x], a melhor representação gráfica da : 121) (Mack-SP) 


x a 2-sen?x-sentx . 
função real definida por f(x) = 


3-cos?x 


(A) 


(B) 


(Cc) 


y 


A partir dos gráficos de f(x) = sen xe g(x) = : +COS x, 
esboçados no intervalo [0, 2x], considere as afir- 
mações: 


|) | A equação f(x) = g(x) apresenta uma única solu- 
ção nesse intervalo. 


9x 9x 
o Co) 9050) 
HI) Nesse intervalo, para todo x tal que g(x) < 0, 
temos f(x) > 0. 
Então: 
(A) somente III é verdadeira. 
(B) somente | é verdadeira. 
(C) somente Il é verdadeira. 
(D) |, Ile Ill são falsas. 


(E) |, Ile Ill são verdadeiras. 


[22º (Unifesp) Seja a função f: R — IR, dada por 


(D) 
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f(x) = sen x. 
Considere as afirmações seguintes. 


|) A função f(x) é uma função par, isto é, f(x) = f(-»), 
para todo x real. 


Il) A função f(x) é periódica de período 2x, isto é, 
f(x + 27) = f(x), para todo x real. 


III) A função f(x) é sobrejetora. 


IV) (0) = 0, (5)-$ e HE 


São verdadeiras as afirmações: 
(A) le ll, apenas. 

(B) Ille IV, apenas. 

(C) Ile IV, apenas. 

(D) |, Ile III, apenas. 

(E) LILI V. 
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[23º (UFSM-RS) A função f(x) = sen x, x E R, tem como 
gráfico a senoide que, no intervalo [0, 2x], está repre- 
sentada na figura abaixo. 


Se g(x) = asen 3xonde aE Re a =0, assinale verdadeira 
(V) ou falsa (F) em cada uma das afirmações a seguir. 


| O domínio da função g é igual ao domínio da 
função f, independente do valor de a. 


Il) Para todo a, o conjunto imagem da função f está 
contido no conjunto imagem da função g. 


HI) O período da função g é maior que o período da 
função f. 


A sequência correta é: 


(A) V—F—E (D) V—F—V 
(B)V—V— F (E)F—V—F 
(O) EEN 


[24' (Aman-RJ) Um estudante está encarregado de levantar 
graficamente a curva y = sen x no sistema cartesiano 
ortogonal. Que abscissa aproximada marcará no eixo 
dos x quando x for igual a 126º? 


(A) 1,4 (D) 2,0 
(B) 1,6 (E) 2,2 
(C) 1,8 


[25' (Umesp) A intersecção dos gráficos das funções seno e 
tangente para0<x<a: 


(A) é vazia. 
(B) contém um e um só ponto. 


(C) contém o ponto de abscissa T. 


4 
(D) contém mais de um ponto. 
(E) depende da escala usada. 

[26' (Cescem-SP) Entre as afirmações abaixo, uma, e ape- 
nas uma, é verdadeira. Assinale-a. 


(A) O seno e o cosseno são funções tais que quando 
uma cresce a outra decresce. 


“7 


(B) cosx - senx >0, para todo x real, pois cos x = senx 


(C) tg 5 é periódica de período 2x, pois a tangente 
é uma função periódica de período x 
(D) 1-2senx-cosx=0, para todo x real, pois 


(senx - cosx)? =1- 2senx- cosx 


[27' (Unificado-RS) Assinale o gráfico que representa a fun- 


ção real definida por y = 2 — sen x. 


(A) 


(Cc) 


(D) 


514 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO XIV 


[28 (FEI-SP) Assinale a alternativa cujo gráfico representa a 
função f(x) =1+ |sen x ,(0<x=<27. 


(A) 


(B) 


(Cc) 


(D) 


(E) 
(E) 


e 
le 
Lo. 


129" (Unirio-R)) Assinale o gráfico que melhor representa a ; 0,5 
função real definida por y = [cos ap, a E RA 
: SONATA 
(A) 


'30' (Unifor-CE) Os gráficos das funções fe g, de R em R, 
definidas por f(x) = Eu e g(x)=sen x: 
x 

(A) não têm pontos comuns. 

(B) interceptam-se em um único ponto. 

(C) interceptam-se no máximo em dois pontos. 
: (D) têm infinitos pontos comuns. 
x É (E) têm somente três pontos comuns. 
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137! (UFPI) O menor valor de Ee , para x real, é:  BANMacksP) A função real definida por f(x) = k - cos (px), 
RE sEnA k>0epER,temo período 7x e conjunto imagem 


(A) 5 (D) 1 [-7, 7]. Então, k - p vale: ; 
(A) 7 (D) E 
cm 
Co (E) 5 Ê (B) 5 (E) 14 
! (6) 2 
(Cc) E 


Em (UnB-DF) Supondo que, em determinada região, a 

: temperatura média semanal T (em ºC) e a quantida- 
de de energia solar média semanal Q que atinge a 

região (em kcal/cm?) possam ser expressas em fun- 

ção do tempo t, em semanas, por meio das funções 


[32º (UFES) Uma pequena massa, presa à extremidade de 
uma mola, oscila segundo a equação f(t) = 8sen (3rt), 
que representa a posição da massa no instante t se- 
gundos, medida em centímetros a partir da posição : 
de equilíbrio. Contando a partir de t=0, em que ins- T()=10+12sen 2x É = e 3 
tante a massa passará pela sétima vez a uma distância : 2 
If] de 4 cm da posição de equilíbrio? 


fe 
1 19 E O(t) = 400 + 200sen 2x | ] ç 
A) — D) — : 
Ca a 52 
julgue os itens a seguir: 
13 28, : A RE a 
(B) 18 (E) 18 a) A maior temperatura média semanal é de 22 ºC. 
b) Na 502 semana, a quantidade de energia solar mé- 
(C) 17 dia é mínima. 
18 : 


c) Quando a quantidade de energia solar média é 

máxima, a temperatura média semanal também 

[33 (UnB-DF) Em um modelo para descrever o processo Pe 

respiratório, considera-se que o fluxo de ar F na tra- 

queia, em ambos os sentidos — inspiração e expiração 

—, ea pressão interpleural P — pressão existente na 

caixa torácica produzida pelo diafragma e por múscu- 

los intercostais — são funções periódicas do tempo t, 

havendo entre elas uma diferença de fase. Essas fun- 
ções são descritas, para t > 0, por: 


[36 (Puccamp-SP) Na figura a seguir tem-se o gráfico de 
: uma função f deA C Rem R. 


F(t) = Asen (wt) 


P()=C- Beft+ (| 


em que k, A, B, C são constantes reais positivas e w é a 


É correto afirmar que: 


ênci iratóri : z Tn 2n 
frequência respiratória. Ed (A) fé crescente para todo x real tal que —< x < *—. 
Com base nessas informações, julgue os itens se- 6 3 
guintes: : x 


am Ma (B) fé positiva para todo x real tal que e 
a) O fluxo máximo de ar na traqueia é igual a A. 12 


Di PD=C=BAsentota) (C) o conjunto imagem de fé R — (0). 


c) As funções P e F têm o mesmo período. : (D) o domínio de fé R — E + km, com tez). 
d) Sempre que o fluxo de ar na traqueia for nulo, a (E) o período de fé 7. 
pressão interpleural será máxima. : 2 
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[37' Todos os arcos entre O e 2x rad que satisfazem à desi- 
gualdade: cos x + J3 -senx> «2 
estão compreendidos entre: 


T 7/1 TT 
A) — e-— rad (6) ra ES 
Ca es nd 
(B) 6º s rad (D) n.d.a. 


[38 (Cescea-SP) A solução da inequação 
sen 2x: [sec?x = 5) <0, no intervalo fechado [0, 2x], 


é: 


a 
Us 
a 


(A) —- <x<T ou <x<27 


9) 
9) 


(B) 0sx<5 OU T<x<— 
(C) E<yx<n ou CupRRsa 
2 2 


(D) Ecx<rou ar <x<27 
2 2: 


[39 (Mack-SP) Considere a condição x? +x> : — sena 


para todo x real, 0<a<Te sejam os intervalos 
m|ilm 2n|]|27 5m| |57 = ; 

Qu y 5 e , 7. |; então o número de 
61L6 3 3 6 6 

intervalos que contém pelo menos um valor de a que 


satisfaz a condição dada é: 
(C) 2 
(D) 3 


(A) O 
(B) 1 


(E) 4 


[40 (UFSC) Determine a soma dos números associados às 
proposições verdadeiras: 
(01) Se tgx=5 e nec, então o 


ar 1 
valor de senx — cosx é igual a —. 
5) 


(02) A menor determinação positiva de um arco de 
1000º é de 280º. 


(04) Os valores de m, de modo que a expressão 
sen x=2m- 5 exista, estão no intervalo [2, 3]. 


z 
EXE — 


4 
(16) A medida em radianos de um arco de 225º 


(08) sen x> cos x para E 


SEA 
6 
(32) Sesen x>0, então cossec x < O. 
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(64) A solução da equação 


2sen?x+3senx=2 para O<x=27 é 


EO 
= SEA 


[41 (Cesgranrio-R)) Se 0 = x < 2x, os valores de x tais que 


sen x < cos x são: 


(A) 0<x<Tensa< 
2 4 


(B) 0<x<E eE<xs2m 


E 


(C)0O<x=<a 
(D) q 


(E)Em =x =D 


[42 (Cescea-SP) Sejam x e y dois reais tais que 0 < x<y < o 


Assinale a afirmação falsa: 
(A) 2!9*< 2t9y 
(B) cosx<cosy 


(C) senx<seny 


[43º (Umesp) Os pontos da circunferência trigonométrica 


correspondentes às soluções do sistema: 
sen 2x >0 

Es x<0 

(A) estão todos no primeiro quadrante. 

(B) estão todos no segundo quadrante. 

(C) estão todos no terceiro quadrante. 

(D) estão todos no quarto quadrante. 


(E) não existem. 


44" (Umesp) Para O = x < 27, o conjunto solução de 


(senx+cos x)? > 1 é: 


[ x 
0 la 
exci 
31 


(A) 4 xER 
(B) ser[o cc um nd 
2 2 


(C) reREexcr ou E cx ca] 


L 


(D) seRfE cx <2r] 


(E) 4 


Ed 
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145º (Unifor-CE) Se o número real 6,0 < 0 < 7x, satisfaz a 
inequação tg 7 = 1, então: 
x 


(A) x =40<27 (iu 

3x 7 0 x 
Bjs BOB Ejs 
E a gas 


(C) 4 S20<2x 


[46 (UFMT) Em relação à função f(x) = 2 + sen 2x, julgue 
os itens: 


a) Para qualquerxEe R,1 <f(x) <3. 
b) A função fé par. 
c) No intervalo [0, 2x], a equação f(x) = 0, apresenta 


três soluções. 


[47 (FEI-SP) Se0<x<2mesenx>cos x então: 


57 37 
A den D qe 
(A) Z (D) 3 
T /T 37 
B) —<x<— [25 Rei 
Rb) 4 4 CE) q As 2) 
T 7/1 
Cp uid 
(Cc) 8 


[48 (UEL-PR) Se x E TO, 27], então cos x > 5 se, e somente 
se, x satisfazer à condição: 


Tr 5r 
A) —<x<— 
(A) 3 3 


(B) ><x<> 
(E)m = xs 


(D) Doe ut exe 
2 2. 3 


z 


(E) O<x<TouSEcx<2m 


[49 (Mack-SP) Supondo xreal, a desigualdade cos (cos x) > O 
é verdadeira: 


Tr Tn 
A t ESSAS uu ao 
(A) somente se 2 g 
(B) somente se -Z <x<0. 
(C) somente seO<x<5. 


T T 
D) somentese— <x<-—. 
ED) 4 2 


(E) sempre. 


ds 


EST (ITA-SP) Considere os contradomínios das funções 


150" (Unioeste-PR) Sobre a função f: R — RR, dada por 


f(x) = 3cos 2x, calcule a soma das alternativas corretas: 
(01) H0)=0 

(02) É uma função periódica de período 27. 

(04) O maior valor que f(x) assume é 6. 

(08) Para todo x, |f(x)| = 

(16) Para todo x, f(x) = 3 — 6sen? x. 

(32) Para rodo x, H(x) = (=x). 


arco-seno e arco-cosseno como sendo la 
e [0, x], respectivamente. Com respeito à função 

fale 1 ao Ras = , (x) = arcsen x + arccos x, temos 
que: 


(A) fé não crescente e ímpar. 
(B) fnão é par nem ímpar. 
(C) fé sobrejtora. 

(D) fé injetora. 

(E) fé constante. 


1520 (UFBA) Calcule a soma dos números associados aos 
itens corretos: 


(01) Sendo senx = a e x pertencente ao terceiro qua- 


drante, então cos s =- do 


3 
(02) Sex+y= - então cos (3x — 3y) = 2sen?3y — 1. 


(04) Existe x E E sa tal que sen? x + 3cos x = 3. 


(08) A função inversa de f(x) = cos x é g(x) = sec x. 


(16) Num triângulo, a razão entre dois de seus lados é 
2,e o ângulo por eles formado mede 60º; então 
o triângulo é retângulo. 


[53 (ITA-SP) Seja S o e de todas as soluções reais da 


equação sec care — arctg (1 — e) =, Então: 
e ) 2 

(A) S= 

(B) S=R 


(O) Sc,2 
(D) SC[-1,1] 
(E) S=[-1, 2] 
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[54 (UFRS) No intervalo real b 


desigualdade sen x cos x < 
T z 

E B a o B E] 
T hj 

ce» [ra] co [o] 
hj 

ole 


[55' (UFJF-MG) Se 6 for um ângulo tal que 0º < 0<90º e 


cos 8 < —, é correto afirmar que: 


5 
(A) 0º<0<30º (D) 60º<0<75º 
(B) 30º<0<45º (E) 75º<60<90º 


(C) 45º<0<60º 


156" (Uepa) Uma pessoa avista o alto de uma torre sob um 


ângulo de medida x, tal que: tg x= a então: 
(A) x= 150º (ID) Fa 17/50 
(BR 18750 (EDEX=B7 5 


(C) x= 105º 


[57 (Cefet-PR) Considere A = arcsen X eB=arcsen 5 E , 
y+x 


y : 
com A e B pertencentes ao 1º quadrante. Sex = 3 e 


y=5, então sen (A + B) é igual a: 


(4) 16 (D) 3 
(B) = (E) -- 
O & 
158" (ITA-SP) Considere as funções f(x) = So. 


(x) = eo e h(x) = arctg x. Se a é tal que 


h(fa)) + h(g(a) = q então f(a) - g(a) vale: 


7 

(A) 0 (D) 5 

(B) 1 (E) 7 
7 
(o 
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| o conjunto solução da 159" (Mack-SP) O valor de tg pre (2) é 


(A) 2 (D) 2N2 
(B) e (E) ao 
(€) 342 


SON tec SP) O gráfico que melhor representa a função 


f, de R em RR, definida por f(x) = cos x — sen x está na 
alternativa: 


Dados: cos a - cos b = —2sen sil - sen ia e 


sen a- sen b=2sen 


a-b a+b 
O a cos . 
2 


(A) 


CAPÍTULO XIV EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


161) (FEI-SP) Na estação de trabalho de pintura de peças 
de uma fábrica, a pressão em um tambor de ar com- 
primido varia com o tempo conforme a expressão 


P(t) = 50 + 50 sen (1-5) -t>0 


Assinale a alternativa em que o instante t corresponda 
ao valor mínimo da pressão. 


(A) t=5 Dj E=2m 

kB) t=a CE t= 
3a 

(Ot-5 


162" (PUC) Resolva a equação sen? x — cos? x(x — x) = > 
x E 
163" (UFRS) Se x = arctg (-1), lembrando que oO 
o valor de x, convertido em graus, é: 
(A) 0º (C) 45º 


(D) 60º 


(E) =4se 
(B) 30º 


164" (PUC-PR) Se arctg (x + 2) + arctg x = dr , então x? 


vale: 
(A) 1 (C) 3 (E) 5 
(B) 2 (D) 4 


165" (FGV-SP) O valor da expressão y =arctg S + arctg : 


é: 


x ur 

(A) 3 (D) 6 

) 

(5 (Ea 
Tr 
co 


166" (Mack-SP) O valor da expressão: 


E = arcsen 5 + arcsen (—1) + arcsen o é: 
31 31 

(A) 4 (C) 5 (E) x 
57 

da (D) 0 


LU: 


167) (PUC-SP) Se y = tg arcsen f- 5) | então: 


= Leo 
DRA (D) y 5 
<3 ess 
Ci (E) y=+ 
Es 
(C) y= Fi 


168" (Fatec-SP) Determine o domínio da função 


= arcsen ad 
y | 


169" (UF-CE) Se x = arccos E o valor de cos 10x é: 


43 1 

ds (O) —5 (E) 1 
1 3 

Vos (D) 5 


IZ0! (Unifei-MG) O valor da expressão: 


Y = sen [arccos f 3] + 3 arcsen | é: 
2 2 
1 
(A) 5 (C) 0 (EQ =] 
3 
(B) E (D)1 


[71 (Mapofei-SP) Determine o domínio da função 


f(x) = arccos É : 
x 


[72 (Cescem-SP) Quanto aos gráficos das funções: 


f: 2 al — [-1, 1] tal que f(x) = sen x 


E 


g:[11> [7 | tal que g(%) = arcsen x, 


pode-se afirmar que: 
(A) não têm ponto comum. 
(B) são simétricos em relação ao eixo das abscissas. 


(C) são simétricos em relação à reta que contém as 
bissetrizes dos quadrantes ímpares. 


(D) são simétricos em relação à origem do sistema. 


(E) são simétricos em relação ao eixo das ordenadas. 


520 


MANUAL DO PROFESSOR 


6 - Resolução comentada de alguns exercícios 


CAPÍTULO | 


Exercícios de fixação, p. 40 


E8' a) A proposição é verdadeira (pressupondo que 
x é um número inteiro, caso contrário não 
faz muito sentido discutir se x é ímpar ou 
não). De fato: 

i) Vamos mostrar que x éímpar => x?é ímpar. : 
Suponha que x é ímpar. Então x = 2k+ 1, 
onde k E Z (todo número ímpar pode ser 
Fera desta forma). Enfim: 

=(2k+1)2=4k2+4k+1=2(2k+2k)+1, 
ssa 2(2kº + 2k) um número par, mais 1, 
e, portanto, um número ímpar. 

ii) Vamos mostrar que x? é ímpar => x é ím- 
par. Para ser exato, mostremos a contra- 
positiva desta implicação (lembremos que 
a contrapositiva é equivalente à implica- 
ção dada), que diz que x é par => x? é par. 
Suponha que x é par. Então x = 2k, onde 
k E Z. Assim: x? = 4kº? = 2(2k?) que, sendo 2 
vezes um número inteiro, é também par. 

b) Como 7>4é6Ve2Z<9éV,a proposição 

é verdadeira (na tabela verdade, note que 

(VoeV)=V). 

c) Brasília não fica na França, mas 6 > 5. O lado 

esquerdo da equivalência é F e o direito é V. 

Assim, a equivalência é falsa. 


d) A cidade do Rio de Janeiro é a capital do 


Estado do Rio de Janeiro; ao mesmo tempo, 


sen EE = + Como os dois lados da equi- 


valência são V, a equivalência é verdadeira. 


MT! A proposição diz que “Se Felipe é um bom pro- 

fessor, então Felipe ensina bem a seus alunos”. 

A hipótese é “Felipe é um bom professor”, e a 

tese é “Felipe ensina bem a seus alunos”. Assim: 

a) A proposição recíproca é: “Se Felipe ensina 

bem a seus alunos, então Felipe é um bom pro- 

fessor”. Note que esta recíproca não é necessa- 
riamente equivalente à proposição inicial! 


“7 


b) A contrapositiva é: “Se Felipe não ensina 
bem a seus alunos, então Felipe não é um 
bom professor”. Esta proposição é completa- 
mente equivalente à original: ou ambas são 
verdadeiras, ou ambas são falsas. 


: Exercícios de revisão, p. 41 


| À única consequência lógica de (1), (II) e (HI) 


16 


é “Alguns humanos pensam”, alternativa (A). 
De fato, de (III) sabemos que alguns estudantes 
pensam; de (1) concluímos que estes estudan- 
tes têm de ser humanos. Logo, estes estudantes 
são humanos que pensam, garantindo (2). 

(1) não é consequência lógica de (1), (II) e (ID. A 
única informação que temos sobre um calouro é 
que ele tem de ser humano (por (1)), mas ele não 
tem de ser estudante. É possível que (1) seja ver- 
dade, mas não há garantia de que (1) valha. Aliás, 
vale a pena notar que (II) diz que “todos os estu- 
dantes são humanos”, o que não é o mesmo que 
dizer que “todos os humanos são estudantes”. 
(3) não é consequência lógica de (1), (II) e 
(IN). Novamente, a única informação que te- 
mos sobre calouros é que eles são humanos — 
nada é dito sobre se os calouros pensam ou não. 
Enquanto (3) poderia ser verdade, não é conse- 
quência das afirmações (1), (II) e (IN). 

(4) também não é consequência lógica de (1), (II) 
e (IN). (4) diz que “existem humanos que pensam 
e não são estudantes”. (II) e (II) juntas garantem 
que há humanos que pensam - mas estes seriam 
estudantes, e, portanto não servem como exem- 
plos para (4). Nenhuma outra afirmação garante 
existência de qualquer outro ser; assim, (4) pode 
ser falsa ou verdadeira. 

Outra maneira de pensar no problema é construir 
situações onde cada uma das afirmações (1), (3) e 
(4) sejam falsas. Seja C o conjunto de todos os 
calouros no universo do problema, seja H o uni- 
verso dos humanos, E o universo dos estudantes 
e Po universo das pessoas que pensam. Com esta 
linguagem, as informações dadas são: 


MANUAL DO PROFESSOR 


(D CcH 

AD ECH 

(IT) E N P tem pelo menos dois elementos. 
Assim: é possível ter E= (a, b), P= (a, b, c), 
C=(cleH=(a,b, c). Neste cenário, note 
que (l), (II) e (III) são todas verdadeiras. No 
entanto, c é um calouro que não é estudante 


: B99 Analisemos cada opção: 


(contrariando (1)), c é um calouro que pensa 


(contrariando (3)). 

Por outro lado, se E = (a, bc), P= (fa, b, cl, 
C=(cjeH=(a,b, c) (note que (l), (IN e (III) 
ainda são válidas), então não há humanos 
que pensam e não são estudantes, contra- 
riando (4). 


5º O jeito mais fácil de solucionar esta questão é 


trocar (II) pela sua contrapositiva (lembre mais 


(A) é equivalente a F > F. Está correta, falso im- 
plica falso (veja a última linha da tabela que 
define a implicação lógica). 

(B) é equivalente a Fe F. É falso. 

(C) é equivalente a V => F. Falso (segunda linha 
da tabela que define =). 

(D) é equivalente a F ou F. É falso. 

(E) é equivalente a V e F. Falso. 

Alternativa (A). 


NO! Com a terminologia do problema: 


uma vez que a contrapositiva é equivalente à 


implicação original). Teríamos assim: 

(1) Alguns canhotos não fumam cigarros. 

(II) Todos que não fumam cigarros não são ho- 
mens. 

Agora fica bem fácil encadear as duas afirma- 

ções: temos alguns canhotos que não fumam ci- 

garros (por (1)), e estes não são homens (por (II). 

Alternativa (B). 


=8" É só fazer a contrapositiva. Esquematicamente, 


a proposição original é: 


((retângulo) ou (trapézio isósceles)) => (diago- 
nais iguais) 


A contrapositiva é obtida negando a hipótese 


implicação, tudo de uma vez: 


(diagonais desiguais) => ((não retângulo) e (não 
trapézio isósceles)) 


(lembre que (p ou q) = (Pp e q) para colocar do 
lado direito). Alternativa (B). 

Observação: a proposição da alternativa (C) é 
verdadeira, mas não é equivalente à original. As 
proposições em (A), (D) e (E) são, de fato, falsas. 


Razão: “Todo sistema linear homogêneo admi- 
te solução”. 

A razão é verdadeira (se o sistema é linear e ho- 
mogêneo, então tomar todas as variáveis iguais 
a O é uma solução). 

Asserção: “Todo sistema linear de n equações 
com n incógnitas admite apenas uma solução.” 
A asserção é falsa (há sistemas lineares de n 
equações e n incógnitas que são indetermi- 
nados; outros são impossíveis; nem todos têm 
apenas uma solução). 

Assim, a resposta é a alternativa (B). 


é EMT Mais uma vez, o problema fica simples se tro- 


carmos a proposição pela sua contrapositiva: 
“Se a substância gonadotrofina crônica não 
está presente na urina, então a mulher não está 
grávida”. 

Assim, Mariana não está grávida. Note que 
nada se pode concluir sobre Fátima (ela pode 
ter a substância na urina por outro motivo). 
Alternativa (B). 


: TZ) Mais uma questão que fica fácil via contraposi- 
“retângulo ou trapézio isósceles”, negando a | 
tese “diagonais iguais” e trocando a ordem da 
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tiva. Em resumo, a afirmação original é: 

não choveu = (todos os bares abertos) 

A contrapositiva é portanto: 

(nem todos os bares abertos) => choveu 

Agora lembre que “nem todos os bares abertos” é 


equivalente a “pelo menos um bar não aberto”. 
Alternativa (E). 


Ed 
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[13º Resumidamente, a afirmação é: 


vogal > par 


A única maneira de uma implicação falhar é 
quando a hipótese é verdadeira e a tese é fal- 
sa, isto é, a implicação só falha se tivermos um 
cartão com vogal e sem um número par. Então, 
para a implicação estar errada, precisamos de 
“vogal com ímpar”. Os cartões (II) e (IV) não 
podem ser este cartão, então não há necessi- 
dade de virá-los. Os cartões que podem “der- 
rubar” a implicação são (1) e (III) e têm de ser 
verificados. 
Outra maneira de pensar: substituindo as in- 
formações que temos na implicação acima para 
cada cartão, temos: 

(D:? => F 

AD: E =>? 
(ID: V =>? 
(1V):? => V 


(IN) é sempre verdadeira (F implica qualquer 
coisa, linhas 3 e 4 da tabela verdade que defi- 
ne a implicação); (IV) é sempre verdadeira (li- 
nhas 1 e 3 da tabela). Porém, os valores de (1) 
e (III) dependem do outro lado desconhecido. 
Portanto, (1) e (III) têm de ser verificados. Al- 
ternativa (D). 


Sabemos que Paula é professora. O que pode- 
mos tirar daqui? A única implicação que diz 
algo sobre isto é a segunda, mas a informação 
sobre Paula ser ou não professora está do lado 
errado da implicação! Conserte isto trocando-a 
pela contrapositiva: 


“Se Paula é professora, então Ana não é advo- 
gada.” 


Agora é fácil encadear o raciocínio: sabemos, da 
implicação acima, que Paula é professora, então 
Ana não é advogada; da outra implicação, en- 
tão Sandra é secretária. Alternativa (B). 


HZ Se esta pessoa gostasse de si mesma, como ela 


gosta APENAS de pessoas que não gostam de 
si mesmas, ela teria de ser uma destas que não 


LU: 


gostam de si mesmas. Mas isto é uma contradi- 
ção - como ela pode gostar e não gostar de si 
mesma ao mesmo tempo? 

Por outro lado, se ela não gostasse de si mesma, 
como ela gosta de TODAS as pessoas que não 
gostam de si mesmas, ela teria de gostar de si 
mesma. De novo, isto é um absurdo. 
Conclusão: esta pessoa não existe. 

Alternativa (C). 

Comentário: tecnicamente, como esta pessoa 
não existe, qualquer das conclusões é verda- 
deira. Afinal, uma pessoa que não existe cha- 
ma-se Miguel, torce para o Íbis, é o Papa, tem 
912 anos de idade (completados sexta-feira 
passada), mora em Júpiter, tirou 6 na prova 
de Química e é a mãe do meu primo. Logica- 
mente, todas as respostas estão corretas, mas 
(C) é a mais clara e direta ao ponto, então é a 
nossa escolhida. 


21 Note que: 


) (A) > (C) (se tem duas soluções, tem mais de 
uma) 
id (B) > (C) 
iii) (C) > (D) (em particular, (A) > (C) > (D), 
e (B) > (C) > (D) 
iv) (E) > (D) (se tem uma, tem pelo menos 
uma) 


Em suma, se a resposta for (A), (B), (C) ou (E), 
então (D) também será correta. Como a questão 
só tem uma opção correta, ela tem de ser (D). 
Comentário: aliás, é possível descobrir mais: 
como (C) é incorreta, o “problema” não tem 
mais de uma solução. Mas (D) está correta, en- 
tão há pelo menos uma solução. Conclusão: há 
exatamente uma solução. 

Mais ainda: como (E) é incorreta, esta solução não 
pode ser positiva. Conclusão final: mesmo sem 
ter visto o problema, João poderia dizer que ele 
tem apenas uma solução, que é negativa ou zero. 


: 23) Cuidado: a frase “p, somente se q” é a implica- 
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ção “p => q” (enquanto “p, se q” significa “q = 
p”). Resumidamente, a frase em questão é: 


TUKRO = convidada 
Alternativa (D). 
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26 Não é possível que duas das afirmações sejam 


verdadeiras ao mesmo tempo. Assim, há três 
ou quatro afirmações falsas no cartão. Mas isto 
indica que uma das afirmações, (II) ou (IV), é 


verdadeira, isto é, há uma afirmação verdadeira : 


(que, a propósito, é a (II). Assim, há três falsas. 
Alternativa (D). 


34 Lembrando sempre que há apenas uma alter- 


nativa correta: 
D (A) > (D) ou (E), então A não pode ser correta. 
ii) (B) > (D), então (B) não serve. 
iii) (C) => (D), então (C) também não serve. 
iv) Enfim, (D) => (B) ou (C), então (D) não serve 
(se você está lendo esta questão após o ano 


2100, saiba que resolvemos esta questão no 
início do século XX1). 
Resposta final: Alternativa (E) (e sabemos que o 
autor nasceu antes ou durante o século XVIII, 
para que as outras alternativas sejam incorretas). 


Desafios 
ET à) Sim. Afinal, se n = 3k (com k E Z), então 


nº =9kK = 3(3kº). 


b) Sim. Vamos mostrar a contrapositiva: se n ; 


não é divisível por 3, então nº? não é divisí- 
vel por 3. 


De fato, se n não é divisível por 3, então n 


deixa resto 1 ou 2 na divisão por 3. No pri- 
meiro caso: 
n=3k+1=>nm"=9kK+6k+1=3(3K+2k+1, 
que também deixa resto 1 na divisão por 3. 
No segundo caso: 

n=3k+2=>n2=9k+ 12k+4= 

=3(3k +4k+1)+1, 

que também deixa resto 1 na divisão por 3. 


Assim, se n não é divisível por 3, então nº? : 


também não é. 


c) Sim. Afinal, se n = 3k (k E IN), então 
nê = 27k = 3(9kº) também é múltiplo de 3. 


d 


no 


Sim. Novamente, vamos à contrapositiva: 
n=3k+1>nº=27k+27kK+9k+1= 
=3(9k +9k +3k)+1 


n=3k+2=nº=27k + 54k + 18k+8= 
=3(9k + 18k + 6k+2)+2 


No primeiro caso, nº deixa resto 1 na divi- 
são por 3 e, no segundo, deixa resto 2. De 
qualquer forma, mostramos que: 


“se n não é múltiplo de 3, então nº também 
não é múltiplo de 3”, 


que é equivalente ao enunciado pedido. 
Comentário: as contas ficam mais fáceis se você 
usar um número que deixa resto 2 na divisão 
por 3 que pode ser escrito na forma n= 3k— 1, 
onde k E Z. 


:* BZº Seja x um número positivo. Queremos mostrar 


que: 


Será que isto é verdade? Para provar, fazemos a 
seguinte série de equivalências: 


ye podre das E 
x 


e(x-1)>0 


A primeira equivalência está válida, pois x é 
positivo, então podemos multiplicar ou dividir 
a desigualdade por x. Os outros dois passos são 
manipulações algébricas simples e um produto 
notável. 

Em suma, vimos que a afirmação em ques- 
tão é equivalente à afirmação (x - 1)” > 0; 
e esta é sempre verdadeira para qualquer x real 
(um número ao quadrado nunca é negativo). 
Assim, a afirmação original é verdadeira para 
qualquer x positivo. 

Comentário: se o argumento fosse escrito da 
seguinte forma: 


el spell Lz0s 
x 
=> (x-1)>0, 


chegando a uma afirmação verdadeira, não 
teríamos provado absolutamente nada. Cada 
implicação ao raciocínio acima está correta, e 
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q 244 2, 2. 

é verdade que a última frase (x — 1)” > O éirre- 
futavelmente correta, mas isto não indica abso- 
lutamente nada sobre a veracidade da primeira 


afirmação, x + a > 2. De fato, lembre que am- 
x 


bas as implicações F => Ve V => V estão corretas. 
Mesmo que a conclusão de uma implicação 
seja verdadeira, a hipótese pode ser verdadeira 
ou falsa, sem que a implicação esteja incorreta! 
Para ser exato, a nossa demonstração com equi- 
valências está correta porque nela está embuti- 
do o seguinte raciocínio: 


x-)>0>x2-2x+120>x+122x> 


sr4L=92 
x 


(isto é, a direção útil daquela série de equiva- 
lências lá de cima é da direita para a esquerda!). 
Agora sim, temos uma demonstração correta 


de que x + + > 2 para todo x positivo. É verdade 


que, escrita deste jeito, a demonstração parece 
“mágica” (“Professor, de onde o senhor tirou a 
ideia de começar com (x — 1)” > 0?”), mas esta 
demonstração é direta e logicamente sólida, 
saindo de um fato reconhecidamente verda- 
deiro para chegar ao fato que queremos provar. 
Enfim, note também que, enquanto a afirma- 
ção (x — 1)? > O também vale para x negativo 
ou zero, O passo: 


Este dps pelo 
x 


falha sex =0oux< O. Por este motivo, só mos- 


1 e 
tramos que x + — = 2 para x positivo! 
x 


CAPÍTULO II 


Exercícios de fixação, p. 60 


E3º Basta lembrar que: 


x E A significa que x é um dos elementos de A 
x,y z,..) € Asignifca que x cAeyeAe 
zE Ae... 
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Por outro lado, para lidar com P(A), há duas 
opções: quando P(A) é pequeno, pode valer a 
pena escrevê-lo explicitamente. Por exemplo, 
neste caso: 


P(A) = (2, 10), (1), 10, 1)) 


e agora usamos este conjunto para trabalhar. 
Outra opção é lembrar que: 


XEPASXCA 


Vamos à questão em si: 

a) Verdadeira, pois O é um elemento de A. 

b) Falsa, pois 9 não é um elemento de A (os 
únicos elementos de A são O e 1). Note que 
CA, mas isto é outra história. 

c) Verdadeira, (0) CA, pois0EA. 

d) Verdadeira, como O & P(A), então (0) Z P(A). 

e) Falsa. Nenhum dos elementos de P(A) é (19). 

f) Verdadeira (é a negação da anterior!). 

g) Verdadeira, pois “9 é um elemento de P(A). 

h) Verdadeira, (0, 1) éum dos elementos de P(A). 


16º Considere o conjunto das cédulas C = (1, 2,5, 


10, 20, 50, 100) . Um pagamento que utiliza no 
máximo uma de cada cédula é simplesmente um 
subconjunto de € (por exemplo, o subconjunto 
A=(1,10, 50) seria um pagamento que usa estas 
três cédulas, dando um total de R$ 61,00). Como 
C tem 7 elementos, então C tem 27 = 128 subcon- 
juntos, isto é, há 128 diferentes pagamentos. 
Vale a pena notar que um destes subconjuntos 
é o subconjunto vazio, que corresponde a não 
escolher cédula alguma. Se a opção “não pagar 
nada” não corresponde a um “pagamento” vá- 
lido, temos de retirar esta opção, e ficamos com 
127 pagamentos distintos. 


* E99 Dizer que “todo carioca é inteligente” signifi- 


caria que todo elemento de A é necessariamen- 
te elemento de B. Isto significaria que À C B. 
Num diagrama, teríamos: 
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Exercícios de fixação, p. 77 


E3º Calculemos x explicitamente: 
3 0,6 


== 
Ea 4 "100 


aids + 0,0015 = 0,3348333... 


= 0,0045 => 3x=1+0,0045 > | 


Note que este número está abaixo de 0,35. A 


alternativa correta é (B). Aliás, curiosamente, 


todos os intervalos das respostas estão contidos : j no 
: 06) Faça um diagrama de Euler-Venn para auxiliar 


em (-3, 2]; assim, se há uma única resposta, ela 
tem de ser (B), mesmo sem resolver a questão. 


[8º Antes de calcular, racionalizemos as expressões: 
a= DB ia 2+v2 
V2-1 v241 

Rn V2-1 a 
V2+1 v2-1 

Agora fica mais fácil: 

a-b=3 

a+b=2/2+1 


Portanto, 
a-b = 3 
a+b 2241 


que claramente é positivo. Assim, a resposta é: 


a-b|. 3 
asb| Dat 


ou, racionalizando: 
a-b| 3 2-1 + 
asd) W2+41l dci 


6v2-3 
7 


NO Da primeira equação, podemos fatorar o termo 
(x — 1), obtendo: 


(x — 1) (2x +) = 4(x — 1). 


x2+4-2x=7>x2-2x-3=0>x=-10ux=83, 


o que nos dá as soluções (x, y) = (-1, 6), ou 
(x, y) = (3, -2). Realmente, ambos estes pares 
também resolvem o sistema. 
Assim, os valores possíveis para x são -1, 1 ou 3. 
Sua soma é 3, alternativa (C). 


Exercícios de fixação, p. 89 


o raciocínio: 


A B 


O) 


Cada uma das oito regiões da figura acima terá 
: uma porcentagem; alunos que tenham uma afi- 
nidade maior com álgebra podem dar uma va- 
: riável para cada região e escrever então oito 


* equações 


dadas pelo problema (incluindo a 


: equação que diz que a soma das oito variáveis 
é 100% = 1). No entanto, isto pode levar a uma 
: grande confusão; sugerimos inventar variáveis 
sim, mas em menor número, sempre que possível. 
: Por exemplo, se denotamos por x% a porcentagem 
de entrevistados que consomem as três marcas (que 
: é exatamente a pergunta do item (a)), várias outras 
porcentagens ficam em função de x. Por exemplo, 
: usando os números de A e B (18%), A e C (15%), e B 
e € (25%), já ficamos com (em porcentagens): 


Então, x-1=0ou2x+y=4 (nãosepode 
cortar x — 1 dos dois lados sem verificar antes a 


hipótese x - 1 = 0). 


No primeiro caso, x = 1, a segunda equação in- : 


dica que y = 6. De fato (x, y) resolve o sistema. 


No segundo caso, temos y = 4 — 2x. Substituin- 


do na segunda equação: 
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Agora, usando os totais para A (48%), B (45%) e € : MO! Novamente, a ideia é construir um diagrama 

(50%), finalmente chegamos a: É de Euler-Venn, de dentro para fora. Sejam MC 

o conjunto dos que gostam de música clássica, 

Ro conjunto dos que gostam de rock e S o con- 

junto dos fãs de música sertaneja. A construção 

segue as figuras abaixo: 

d) Ninguém gosta de música clássica e sertane- 
ja ao mesmo tempo; 

ii) MCeRsão 5%; Res são 10%; 

iii) MC tem 30%; R tem 25%; S tem 50%. 


) 


A B 


Faça a conta: a soma destas sete regiões dá (85 + x)%, |: 
que tem de ser 95% dos entrevistados (já que 5% 
não consomem marca alguma). Assim, x = 10 e po- MC S 
demos completar o diagrama com as porcentagens 
de cada região: 


A B 


MC S 


iii) 


| R 
(Vale a pena conferir a figura acima contra cada | 
um dos dados do enunciado!). Agora vamos às 
MC S 


respostas para os itens: 

a) 10% dos entrevistados consomem as três 
marcas. 

b) Os entrevistados que consomem apenas : 
uma marca são 25% (apenas A), mais 12% ' 
(apenas B), mais 20% (apenas C), para um 
total de 57% dos entrevistados. 


Então há um total de 90% dentro de algum dos 
conjuntos, e a resposta é que 10% dos habitan- 
tes não “curtem” nenhum dos gêneros, alter- 

É nativa (A). 
EZ' Dividamos os dias em “períodos” (cada manhã : 


de um dia é um “período”, cada tarde de um dia ma O “pulo do gato” desta questão é notar que to- 


é outro “período”). O problema diz que houve | dos os carros (para chegar a C) têm de passar 
S períodos chuvosos (pois, choveu 5 dias, e a por P, então esta informação pode ser ignorada! 
cada dia apenas um período pode ter chuva) ; Assim, há apenas dois conjuntos a considerar: 
e 9 períodos sem chuva (6 manhãs e 3 tardes). M (o conjunto dos carros que passaram por M) 
Assim, o total é de 14 períodos, ou seja, 7 dias. : e N (o conjunto dos carros que passaram por N). 
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Agora, o diagrama de Euler-Venn é simples 
(construindo-o de dentro para fora): 


M N 


Note, enfim, que todos os carros têm de pas- | 


sar por M ou N para sair da cidade A, então 
o diagrama acima contém todos os carros do 
enunciado. A resposta é 8 + 17 + 11 = 36 carros, 
alternativa (D). 


Exercícios de revisão, p. 91 


Mm Há várias maneiras de “atacar” este problema. 
Uma é escrever explicitamente cada conjunto 
verdade. Temos: 


Vo = 8,49 
Va = 16,7,8,9,%4] 
Va = 10,1) 


A interseção destes conjuntos é claramente o 
conjunto vazio, resposta (A). 

Outra maneira simples é observar que II equi- 

vale a x > 5, enquanto III equivale a x < 2. Da- 

qui, já fica claro que nenhum x satisfaz II e IN 


(quanto mais I, H e HI). 


38 (A) Falsa. Um contraexemplo é x = -S e y = 20. 
Note que x+y E IR, mas não vale x, yE RR. 
(B)Verdadeira. Afinal, se xy E R, então 
xy > 0. Se xy > 0, então eles são ambos po- 
sitivos (então x, y E R)) ou ambos negativos 
(então x,y E R). Por outro lado, se xy= 0, en- 
tão um deles é 0 e o outro é um real qualquer. 
De qualquer forma, lembre que O E R, e 
0 ER, então seja o outro número positivo, 
zero ou negativo, a afirmação x, YE R, ou x, 
vyER ainda é válida. 

(C)Verdadeira. De fato, vale até a equivalência: 
x-vyERGx-yz06x27. 

(D) Falsa. Do jeito que está escrito, está erra- 


a hipótese xy E R sem validar a tese: não 
setem nem xe R eye R,nemxeR e 
yER. 

(E) Falsa. Poderia ser x < 0 e y = O. Teríamos 
xy =0 € R, mas não valeria x E R.. 


so Sabemos que, ao multiplicar uma desigualdade 
por um número positivo, ela mantém a ordem. 
Assim, (1) e (III) são válidas. Por outro lado, ao 
multiplicar uma desigualdade por um número 
negativo ela se inverte — assim, (II) e (IV) tam- 
bém valem! Alternativa (E). 


as (1) é Falsa. Nem sempre vale que x? > x! Isto 


fica bem claro ao encontrar o conjunto verdade 
desta desigualdade: 


xX>x+e X- 
x>1, 


x>060x(x-D)>06x<00u 


pois ou ambos os fatores são negativos (o quenos 
dá x< 0) ou ambos positivos (levando a x > 1). 
Assim, qualquer valor em [0, 1] é um contra- 
exemplo para (1). 

(II) é Verdadeira. Analogamente ao item (1), 
temos: 


xox-x206xx-1)206x<0ou 


e esta última condição é satisfeita para todos os 
números naturais. 

(IT) é Verdadeira, pois todos os números intei- 
ros satisfazem x < O ou x = 1 (não há inteiros 
em (0, 1)). 

(IV) é Falsa. Qualquer número racional em [0, 
1] é contraexemplo, incluindo 0, 1 ou E 


Enfim, alternativa (C). 


47 (1) é Verdadeira. É mais fácil ver isto pela con- 


do: poderia ser x > 0 e y<0,o que valida 
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trapositiva: se a — 1 é racional, então a é racio- 
nal. De fato, sea - 1 = = com m en inteiros 
(n = 0), temos: 

m m 


a-l=" sga=— +1= 
n n 


m+n 
n 


e, como m + n seria inteiro, assim como n = 0, 
então a seria mesmo racional. 
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(II) é Falsa. Basta tomar y = O e ver que a 
implicação “a é irracional => a é racional” é 
absurda. 

(IT) é Verdadeira. Um exemplo específico é a = 
v2 e B= 18-22. Mais geralmente, tomando «a 
irracional qualquer e B =17- a onde r é racional, 
não é difícil ver que p é irracionale a + p=r é 
racional. 

(IV) é Falsa. Como vimos acima, podemos 
tera e B irracionais com a + B racional mas 
não nulo. 

Alternativa (E). 


49 Vejamos cada desigualdade separadamente. 


Como a e b são positivos, temos: 


a+b 


az Z s2azarbesazb 
vab < Zab < < 2v ab esasrb <2vab 
a+b a+b 


ea+2ab+b? <4abe(a-b) <0O 


> (a+b) <vabsa+rb<2vab e(a-b)? <0 


2ab aire 2a 


<152a<a+r+besa<b 
a+b a+b 


Ou seja, a primeira desigualdade está corre- 
ta (desde que a > b), mas as outras são falsas. 
Em outras palavras, juntanto tudo cuidado- 
samente, acabamos de demonstrar o seguinte 
resultado: 

sea>b>o0, valem as desigualdades: 


2ab SalaD é a+b 


b 
Sh 2, 


<a 
e a alternativa correta é a (D). 
Comentário: A expressão 


2ab - 1; 
a+b 


1 
a 


e |m 


+ 
E Ra 
é o inverso da média aritmética dos inversos de a 
e b, e é a chamada média harmônica dos números 
aeb. Em suma, mostramos que, dados dois positi- 
vos distintos, o menor deles é menor que a média 
harmônica, que é menor que a média geométrica, 
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que é menor que a média aritmética, que é menor 
que o maior dos dois deles. Notemos aqui que esta 
propriedade ainda vale para médias entre n núme- 
ros, mas não demonstraremos este fato. 


* [54 A maneira usual é dividir a resolução em três 


casos, um para x >-1, outro para-2 =x <-le 
um terceiro para x < -2; no entanto, neste caso 
específico, há uma maneira mais rápida de re- 
solver o problema, usando lal = Ibl « a = tb: 


x+2l=Ix-1Ilex+2=x-]loux+2=-(x-1) 
No primeiro caso, temos 2 = -1, o que é im- 
possível. No segundo, obtemos x = — =. que é 


então a única solução. Alternativa (D). 


: 155] Aqui é melhor separar em três casos para evitar 
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E ” Hi! 
erros. As raízes de 2x + 1 e de x são — a eo, 


respectivamente. Então: 

Caso 1: x > 0, então a equação torna-se: 
2x+1>x6x>-1 

Ou seja, o conjunto verdade do caso 1 é 


V,= (0,40) 0 (1, 49) = (0, 459) 


Caso 2:-1 < x < 0, então ficamos com: 


2x+1>-x6%> — 
e este conjunto verdade é 

1 1 
V,= [-1, 0] MN + E +a = | Ei o) 


Caso 3:x<-1, então: 
-—2x-1>x6x<-, 
que dá V, = (-0, —1). 


Enfim, o conjunto pedido será V UV, UV,= 
= (-0, 1) U - E +) Alternativa (E). Note-se 


que a alternativa (C) nem faz sentido! 
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166 Testemos a seguinte desigualdade: 


ar a+l 
b b+41 


Vejamos se podemos reduzi-la a algo mais fa- 


miliar (lembrando sempre que a, b > 0): 
a d+ 1 
b b+1 


ou seja, se 0< a < b, a desigualdade e < 


ea(b+D<b(a+Deab+besa<b, 


a+l1 
b+1 
é válida! Analogamente, trocando a por a - 1 


eb por b- 1, temos que: 
-1 a 
Dae Abs = <—, 
b-1 bb 


ou seja, se 1 < a< b, então: 


a-1 Ra a+1 
b-1 b b+41 


(note que se a ou b não forem racionais, a desi- ; 


gualdade ainda é válida). 


73 Sejam a e b números racionais e c um núme- ; 
ro irracional. Para mostrar a equivalência pedi- : 
da, temos de mostrar que vale a ida e que vale 


a volta. Comecemos pela volta que é simples: 


“Volta”. Temos de mostrar que a =b = 0 => 
=> a + bvc = 0. Esta parte é fácil (nem preci- : 

i i ! É 
saremos da irraconalidade de vc)! Afinal, se ' Exercícios de fixação, p. 119 


: EZ9 Temos: 


a=b=0,entãoa+bvc =0+0vc=0. 
“Ida”: Temos de mostrar que a + bvc =0 = 


=> a=b=o0. Esta parte é mais difícil. Vejamos o : 


que conseguimos fazer saindo da hipótese: 


a+bvc=0=>bvc=-a> c=- 


Esta última implicação estaria errada se b = O! 


Porém, se tivéssemos b= 0, seriaa + 0/c =0=> : 


> a=0eo teorema já estaria demonstrado! 


Em outras palavras, dividimos a demonstração : 


da “ida” em dois casos: 


i) Seb=0,entãoa+0vc=0=a=0€eoteo- 


rema é válido. 


i) Se b 0, então VC =-.M são 
ii) Seb 0, então vc b as como a e b são ' Exercícios de fixação, p. 129 


: l ; a À 
racionais (e b 4 0), este número — » seria 


racional! Isto seria um absurdo (pois vc é 
irracional!). Ou seja, o caso b x O não exis- 
te! Portanto, a demonstração da “ida” está 
terminada. 


' CAPÍTULO 


Exercícios de fixação, p. 113 


ES! a) Da tabela, o preço de pintar 430 m? é 


R$ 800,00. 


b) Da tabela, com R$ 800,00 podemos pintar a 
área máxima de 600 m?. 

c) A área pintada não é uma função do preço 
neste caso. Isto ocorre pois, dado um pre- 
ço (por exemplo, R$ 800,00), há várias áre- 
as que tem aquele custo (todas de 401 m? a 
600 m?). Como um valor de preço corres- 
ponde a vários valores de área, a área não é 
uma função do preço. 


d 


nn 


O preço é uma função da área pintada (se 
supusermos que o domínio da função inclui 
apenas as áreas tabeladas). De fato, dada 
uma área qualquer, há apenas um preço as- 
sociado a esta área! 


fk?) - 2HK) + f2k = (QK - 1) - 2(2k — 1 + 
+ (2(2k) — 1) = -2k2 + 4k 


Então, a equação pedida é: 


k 


2 -4k=T>k=00u-2k+4=5>k=0 
pie 
4 


Como a função é definida em IR, não há pro- 
blema algum com o domínio — a resposta é 


mesmo k = 0 ouk=4. 


: E59 Supondo que a vazão da torneira é constante 


e que as paredes do recipiente são verticais, 
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então a altura da água aumentará a uma taxa 
constante, e a bolinha (que fica na superfície) ' 
também subirá a uma velocidade constante, 
que não dependerá nem do tempo nem da al- 
tura da bolinha. Alternativa (C). 


06" Tipicamente, a posição “inverno” de um chu- 


veiro mantém uma potência constante e mais 
alta do que a posição “verão” (pois na posição 


“inverno” o chuveiro esquenta mais a água). 
Alternativa (C). 


EZ! a) De acordo com esta tabela, quem tem um 


rendimento de R$ 26.500,00 paga alíquota ; 


de 15% menos a isenção de R$ 2.095,20. Fa- 
zendo as contas, o imposto é (em reais): 


(0,15)(26 500) — 2095,20 = 1879,80 
b 


= 


está isento, e não paga imposto algum. 


c) Vamos supor que este contribuinte está na 
faixa mais alta (depois verificaremos se este : 


é o caso). Sendo x o seu rendimento, temos: 


0,275x — 5 584,20 = 6200 > 
> 0,275x = 11784,20 > 


11784,20 
0,275 


Note que este número está na faixa indica- 
da, então este é o rendimento correto. 


sx= = 42851,64 


Exercícios de fixação, p. 137 


E9 A maneira mais organizada de resolver este ; 


tipo de exercício é fazer uma troca de variáveis. 


Façamos y = 2x + 1. Colocando x em função de : 


y vem x= E , isto é, 


f2x+ D=x 6 fy)= E. 


ou seja, f é uma função que associa ao número 


y o número * E 1 Em outras palavras, 


fg = + 


(onde, por assim dizer, “este x não é aquele x”). 


DU: 


Quem teve rendimento de R$ 13.000,00 | 


: MO! No instante t, temos a população de p(t) = 
= 10 + 0,1?, enquanto a taxa de monóxido de 
carbono é c = 0,5p + 1. Como as unidades de 
p em ambas as expressões coincidem (milha- 
res), basta substituir aquele p nesta expressão 
de c para obter c em função de t: 


c(p(t) = 0,5(10 + 0,17) + 1 = 0,052 + 6, 


onde t é em anos a partir de agora, e c está em 
partes por milhão. 


' nm Há duas opções para este exercício: a primeira 
é tentar descobrir f(x). Para tanto, fazemos: 


MR RE 
riso =fh nd 


Para determinar uma expressão para f, fazemos 


V=X- E Agora podemos obter x em função 
x 


de y para jogar na expressão à direita, ou então 
usar o seguinte truque: 


1 1 1 1 
=x-> >y=xº-D2x— +— = 4-2, 
y=x ; y =x ee eddie 
ou seja, 
fW=/+2. 


E, enfim, f(4) = 18. 

Uma segunda opção é tentar ir diretamente 
a f(4). Assim, partimos da expressão que vale 
para todo x: 


A E | 
-— [=X + —, 
eaj-ea 


e tentamos escolher x de maneira que a expres- 

são à esquerda seja f(4), isto é, procuramos al- 

gum x que resolva 

pe bisdsa gde iede ssa 
x 


Tomemos por exemplo x = 2 + 5; então 
(4) = + (2 + VS) + a 
xe 


(2+v5) 
=(2+ 3! + (2-5) = 
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Enquanto a primeira opção é mais rápida, tecni- : 
camente ela tem um problema: ela mostra que ; 
fty) =? + 2 apenas para os valores de y que são 


1 E É 

da forma x - — e nada diz sobre outros valores de : 
X : 

Y que porventura não possam ser escritos como 
1 a : 

x -— — , À segunda opção demonstra claramente 
x : 


que y = 4 é um destes valores (para x = 2 + 5). 


Exercícios de revisão, p. 138 


18º O consumo de 32 mº tem de ser divido assim: 
i) Os primeiros 12 mº custam R$ 15,00 cada, 
para uma parcial de (12) - (15) = R$ 180,00. 
ii) Os próximos 8 mº custam R$ 50,00 cada, 
para uma parcial de (8) - (50) = R$ 400,00. 
iii) Os próximos 10 mº custam R$ 90,00 cada, 
para uma parcial de (10) - (90) = R$ 900,00. 


+ 200 = R$ 1.680,00. 


MT Esta é uma questão interdisciplinar que só 
pode ser resolvida com algum conhecimento 
de Biologia. Não há nenhuma introdução de 
nutrientes pela casca de um ovo — todos os nu- 


trientes necessários ao embrião estão contidos | O objetivo é escolher duas células em cada linha, 


lá dentro. Porém, a casca é permeável à saída : uma por coluna, que serão as duas profissões de 


de gás carbônico gerado pelo desenvolvimento : cada um dos três homens. Para tanto, use as dicas 


do pintinho, ou seja, o ovo perde massa à me- : para marcar as células que não podem estar na re- 


:* lação que queremos determinar (marcamos as célu- 
las com a letra que corresponde à dica que usamos 
'23! 1) Sabemos que f(p + q) = fp) - flq) para todo : para eliminá-la): 
p eq inteiro (e que f(2) = 2). Tomando p = 2 


dida que o tempo passa. Alternativa (C). 


eg=0, vem: 


f2+0)=f2)-f0)=2=2H0)=>f0)=1 
Alternativa (B). 


II) Agora tomemos p = 2 e q = -2. Ficamos com 


f2-9=[2) 2) =>1=2-2)>f02)= > É 


Alternativa (B). 


Comentário: de fato, é instrutivo tomar g=1 e 
deixar p solto: 


Hp + D = fp) - FD, 


ou seja, se f(1) = 7, temos: 
fp + 1) =p), 


mostrando que a sequência (..., f(-2), f(-1), 
f(O), FC), f(2), ...) é uma P.G., de razão r. Mais 
ainda, como 
fa+D=D=>"P=2>r=+v2, 

e, como f(0) = 1, ficamos com 

fin) =”. 

Em suma, há apenas duas possíveis fórmulas 
para f(n): 

f(n) = (v2) ou f(n) = (-v2)". 

Não é difícil ver que, de fato, ambas satisfazem 
às condições do enunciado. 


125! Desenhemos uma tabela que corresponde ao 
iv) Enfim, ainda há 32 - (12 +8+ 10)=2 mº que : 

custam R$ 100,00 cada para mais R$ 200,00. 
Assim, o montante a ser pago é 180 + 400 + 900 + 


produto cartesiano do conjunto dos homens 
com o conjunto das profissões: 


Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista | Marceneiro| Flautista 


Alberto 


Bernardo 


Carlos 


Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista |Marceneiro| Flautista 
Alberto B B 
Bernardo D 
Carlos D 


Daqui já descobrimos que Alberto é o dentista e 
: Carlos é o Marceneiro. Marquemos as células deter- 
: minadas com a letra X: 
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Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista | Marceneiro| Flautista 
Alberto B x B 
Bernardo D Le 
Carlos D x 


Agora vejamos o que mais as dicas nos informam: 


por exemplo, (f) diz que o dentista (que agora sabe- ; 
mos ser Alberto) não é o livreiro; marquemos estas ; 


dicas com a mesma convenção de antes: 


Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista | Marceneiro| Flautista 
Alberto E F B x B 
Bernardo D E 
Carlos B D x 


Então a segunda profissão de Alberto tem de ser flau- 
ne. 
dicam células eliminadas por já termos encontrado ; 


una 
-= | 


tista, e o mecânico é Bernardo. Os símbolos 


a correspondência da coluna: 


Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista | Marceneiro| Flautista 
Alberto E F B x B x 
Bernardo x D E - 
Carlos B D x - 


Enfim, por (a), o alpinista não é o mecânico. Então: 


Alpinista | Livreiro | Mecânico | Dentista | Marceneiro| Flautista 
Alberto E F B x B x 
Bernardo A x x D c - 
Carlos x - B D x - 


e a resposta final é que Alberto é dentista e flautista, 
Bernardo é livreiro e mecânico, e Carlos é alpinista ; 


e marceneiro. 


48" Temos: 


o a RO e 
sfo)=1-fy)=1 E 


E 
= flg(f09) = Mo ei - 


Ud: 


=> g(As(fO)) = 1 Hg(fO)) = 1 - E 


o x-1-X 0 1 
1x = fs6) 


| x-1 


Alternativa (B). 
: 164 O enunciado diz que: 
s(f09) = le 2) 


Substituindo a fórmula dada para f(x): 


g(3x 9 =35+2) 2=x+4. 


Uma opção é fazer y = 3x —- 2 e encontrar a fór- 
mula geral para g(x). Outra opção é ir direto ao 
ponto: escolha x tal que 3x — 2 = 7, isto é, tome 
x=3. Então: 


S3x-D=8(0)=x+4=7 


Alternativa (D). 


| IZ4 Se f(x) = — , então: 
l+x 1-x+1+x 
1+ 2 1 
X))= l-x = 1l-x =D E-—-—, 
FO) E JEEd A q 
1-x 1-x 


para x 1 e, agora, x O. 


: UZ5 São três trapézios; o primeiro tem bases 1 e 
É 3 
: 1+ Esp 1,1 e altura 1. Então: 
10 
A d+ 
2 


: -1=1,05. 

23 
O segundo tem bases 1,1€e1 TIS 1,8ealtura 1. 
Assim: 


3; 
Enfim, o terceiro tem bases 1,8e 1 + SA =3,/e 
à 10 
altura 1. Então: 


e 1,8+3,7 
2 


3 


-1=2,75. 


Somando as três áreas, temos a estimativa: 
A=s5,25. 
Alternativa (E). 
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Z8' Faça um gráfico aproximado: 


| Do gráfico, vemos que f(3) > f(4), então a alter- 


A área da figura é menor que a área do trapézio 


retângulo abaixo da linha tracejada. Assim: 


4 


«Zi = 1,333... 
3 


Por outro lado, a área pedida é certamente : Ee º E 
: EZ29 E instrutivo aplicar a função a sucessivos nú- 


maior que a soma dos dois retângulos indica- 
dos abaixo: 


nativa (A) está correta. 


Como f(2) = 5, aproximadamente, temos 
Hr) =f(5) >2 > 1,5. A alternativa (B) está 
correta. 


Todos os valores y do gráfico estão abaixo de 5, 
então (C) vale. 

Traçando a reta horizontal y = 1,6, note que ela 
corta o gráfico em 3 pontos. Assim, a alternati- 
va (D) é incorreta, e é a resposta. 


- CAPÍTULO IV 


: Exercícios de revisão, p. 170 


portanto, 
1 1 5 
A>t1. 1. = =0,8333... 
CR E 


Assim, mostramos que 0,8333... 
Em particular, 0,8< A<1,5. 
Alternativa (C). 


<A<1,333... 


Observação: para obter a área exata, é necessá- : 


rio usar Cálculo: 


A=[ Ddt=Inxb=In3 = 1,0986.. 
1 X 


180! Basta notar que a área pedida é a área A entre : 


x=0ex=4,menos a área A, as Oex=1. 


3 
Mas, pelo dado do problema, A = = eA,= + 
s E ia 64-1 
Então, a área pedidaéA=A -A,= 3 = 21, 


Alternativa (B). 
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meros naturais apenas para “entender o que 
está acontecendo”: 


0 
0 


il 
lt 


3 
2 


4 
2 


5 
3 


6 
3 


7 
4 


8 
4 


n 
fn) 


ou seja, a imagem desta função parece ser o 
conjunto IN = (0, 1, 2,3, ...) . Daqui, é fácil con- 
cluir que: 

i) Como f(1) = f(2) = 1, a função não é injetora. 
ii) Não há n tal que f(n) = -1. De fato, se 
n+1 

Ra 
isto é, n=-2 oun=-1,e ambos estes valores 
não estão no domínio IN da função. Como 
nenhum número “cai” em -1, a função não 
é sobrejetora. 

Alternativa (€). 


1 


f(n) = -1, teríamos ou 1, 


: 6 Poderíamos calcular explicitamente a fórmula 
da função inversa, mas é instrutivo apresentar 
uma alternativa, note que: 


HO) =3efi4=0, 


isto é, o gráfico de y = f(x) passa pelos pontos 
(O, 3) e (4, 0). Mas então: 


f'3)=0ef0)=4 


isto é, o gráfico da função inversa passa por 
(3, 0) e (0, 4). O único gráfico que satisfaz estas 
duas condições é o da alternativa (D). 
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[23º Para que esta função seja par, devemos ter, para 
todo x, f(x) = f(-x), isto é 


ax+b -ax+b 
X+C -X+C 


> (ax+b) (-x+)=(ax+b) (x+o => 
=> ax? —- bx + acx + bc = -ax? + bx — acx — bc => 
> (ac — bx = 0. 


Como esta igualdade tem de valer para todo x, 

concluímos que ac = b. Em outras palavras, 
ax+b  ax+ac 

fog = as E 
X+C X+C 


Alternativa (E). 


CAPÍTULO V 


Exercícios de fixação, p. 182 


5º Uma boa maneira de resolver é colocar y= 1 e 


deixar x livre. Temos então: 


fe + D=f09)+f0=fog+3. 


Assim, podemos ir calculando os valores de f(x) 
passo a passo: 


f)=10+3=3+3=6 
f3)=10)+3=6+3=9. 


De fato, a partir de f(n + 1) = f(n) + 3, não é di- 
fícil provar por indução que f(n) = 3n para todo 
n inteiro; também é possível mostrar, com um 
pouco mais de trabalho, que f(q) = 3q para todo 


. din 4 m : 
q racional. A ideia é tomar q= — com men 
n : 


inteiros. Então: 


fam) = fing) = Fr - Da + q) = fn — Dq) + fig) = | 


= f((n — 2)9) + fig) + fla) =... FO) + nflg) 


Como m e O são inteiros, já sabemos que f(m) = : 


= 3m e f(0) = 0 e então: 
nflg) = 3m > fig) = SE = 39, 


Enfim, um comentário interessante: apesar de : 
conseguirmos mostrar que f(q) = 3q para todo q ; 


racional, não dá para mostrar que f(x) = 3x para 
todo x real! 


LU: 


| Exercícios de fixação, p. 199 


:* W6) De acordo como enunciado, a função imposto é 


IR) = ê se R < 24000 
0,1I5R-P, seR > 24000 


O problema é que esta função deve ser “contí- 
nua”, isto é, não pode apresentar salto brusco 
ao se passar de uma forma de cálculo para a 
outra. Em outras palavras, o contribuinte que 
tem renda exatamente igual a 24000 deve pa- 
gar a mesma quantidade de imposto (isto é, ser 
isento), seja ele considerado na primeira ou na 
segunda faixa de rendimento. Traduzindo para 
a matemática: 


0,15(24000) - P= 0 => P = 3600, 


então a dedução da faixa “rendimento acima 
de 24000” deve ser 3600. 


: Exercícios de revisão, p. 200 


| ES" a) Seja Q a quantidade inicial de mercadoria 


que o vendedor carregava. Como ele ven- 
deu 10% de suas mercadorias no primeiro 
lugar, ele ficou com 90% delas, isto é, 0,90. 
Na segunda parada ele ficou com 80% do 
que sobrou, isto é (0,8)(0,9)0. Enfim, após 
passar pelo terceiro lugar, ele ficou com 
(0,5)(0,8)(0,9)Q = 0,360. 
Como o mercador acabou ficando com 36% 
da mercadoria inicial, ele vendeu 64% do 
que tinha inicialmente. A resposta é 64%. 
b) Como ele recebeu R$ 57.600,00 a R$ 9,00 


O - 6400 


por unidade, ele vendeu 
unidades. Como vimos acima, isto é 64% 


do seu estoque inicial, então o estoque ini- 
cial era de 10000 unidades. Agora ele tem 
mais 3600 unidades para vender. Para que 
a receita total da parte restante sejam outros 
R$ 57.600,00, o novo preço unitário deve ser 


R$ 57.600,00 


O = R$ 16,00 por unidade. 


Mm Das h horas que o operário trabalha, 40 são 


pagas à taxa de R$ 3,00 por hora, e as outras 
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h — 40 são pagas a (1,5)R$ 3,00 = R$ 4,50 por : 
hora. Então, o salário bruto semanal em reais é 


S = (40)(3) + (h — 40)(4,50) = 4,50h — 60. 


Vale a pena repetir que esta fórmula só é válida | 


para h = 40 horas semanais! 


CAPÍTULO VI 


Exercícios de fixação, p. 219 

ET b) Temos: 
x? —-Sxl=6=>x]-5x=60ux2-5x<-6. 
No primeiro caso, vem: 
x2-5x-6206x=<-louxzõé6. 
No segundo caso: 


x -5x+6<052<x=<3. 


Enfim, como é caso 1, ou caso 2, ou caso 3, 
basta fazer a união dos conjuntos encontrados 
em cada caso. Em suma, o conjunto solução é: 


S=SUS,US,>S=[-3, +09), 


que está descrito na alternativa (C). 


:* E59 Resolvendo o módulo “de fora”, vem: 


Como é o primeiro ou o segundo caso, o con- 


junto solução é: 


S=(-0,-1]U[2,3]U [6, +00). 


F4º Como há duas operações de valor absoluto na 
desigualdade, é melhor separar tudo em três 


casos. 
Caso 1: Se x = 0, ambos os valores absolutos 
somem, e ficamos com: 


K+D)-x<x+26x>, 


-S<x+ix+ll<s. 


Agora, é melhor separar em casos de acordo 
com o sinal do que está dentro do módulo res- 
tante: 


Caso 1:Sex+1 = 0, então temos: 
-S<x+(t+)<56-6<2x<46-3<x<2, 
então o conjunto solução deste caso éS, = [-1, 2]. 
Caso 2:Sex+1 < 0, então temos: 
-S<x-(x+)<56o-5<-l<s, 


que é sempre verdadeiro. Assim, S, = (-x, —1]. 
Juntando tudo, encontramos o conjunto solu- 
ção pedido: 


S=S,US,>S=(-2, 2] 


: 069 c) Mais uma vez, é melhor separar tudo em 


ou seja, neste caso, o conjunto solução é 


S, = [0, +00). 


Caso 2: Se-1 < x < 0, um valor absoluto “tro- 


ca de sinal”, e temos: 
K+D-(3) <x+26x=<1, 


ou seja, o conjunto solução aqui é S, = [-1, 0]. 


Caso 3: Sex < -1, ambos os valores absolutos 


“trocam de sinal”: 
“(Xx+D-()<x+26x2>053, 


ou seja, aqui temos o conjunto S, = [-3, -1]. 


31 


casos limitados pelas raízes das expressões 
dentro dos módulos (neste caso, a saber, 0, 
2e 3). De fato, note que: 
x-3xz206x<00ux>3 
3x-6206x2>2. 


Assim: 
Caso x < O: 


(X2-3) +(-3x+6)<x+& 
sx-Ix+6<0S 
e l<x<6 


Então s, = 2. 
Caso 0 <x =<2: 


(x2+3) +(-3x+6)<x o 
sx+x-6>06 
ex<-30ux>2 
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Então S, = (2 também! 
Caso2 <x=<3: 


(-x2+3W) +(3x- 6) <xox2-5x+6>06 | 
sx<20ux>3 : 


Assim, S, = 9! 
Caso x > 3: 


(x2-3)+(3x-6)<xex-x-6<0S 
&-I<x<3 


E S, = D. H 
Portanto, nenhum dos casos apresenta so- : 
lução. A resposta é S = (9. 


Exercícios de revisão, p. 228 


P4" a) Basta usar a definição da função modular. 
Afinal: 
«sex >0,então (ly) =lxl+x=x+x=2x; 
«sex<0, então fx) =Ixl+x=-x+x=0. : 
b) Vamos usar o item anterior para acelerar a 
solução. Assim, vamos dividir o problema 
em dois casos: 


Agora, vamos demonstrar (B). Lembre que, 
para todos x e y reais, vale a seguinte versão da 
desigualdade triangular (vide p. 213): 


x+yl => Ixl- ly. 


Analogamente, trocando x por y e vice-versa, 
vem: 


x+yl > IyM-ld=>-x+yl<l-l, 
ou seja, juntando as duas desigualdades: 
Ix+yl<ll-lyo<Ix+y. 


Agora lembre que -a = b < a é equivalente a 
lbl = a quando a é positivo. Assim, a expressão 
anterior pode ser reescrita como: 


Il = Iyll <= x +]. 


Enfim, como as expressões de ambos os lados 
são positivas: 


be+ pl > Ibi Iyl > Ri 


(pois todo número não negativo é maior ou 
igual à sua metade). 


«sex+2 >0,temosfx+2)=2x+2)= 42! Talvez a maneira mais simples de resolver esta 


= 2x + 4. Neste caso, a equação se torna 
Qx+4)-x=3>x=+, 


que serve, pois satisfaz à condição x+ 2 = 0, 
«sex+2 <0, temos f(x + 2) = 0. 
Neste caso: 


0O-x=3>x=053, 


que também serve. 
Em suma, S = (-3, -1). 


/33' A única alternativa correta é (B). De fato, verifi- 
quemos primeiro que os outros itens são falsos: 


(A) Tomando x =y = 1, vem xtyl=2>25 0. 
1 É 

BE É 

(C) Tomando x = y = 0, vem Ixl + Il = O = 
=vxX+y2. 
(D) De fato, vale que Ixyl = Ixl Iyl para todo x e y 
reais. 

(E) Tomando x = y = 1, por exemplo, vem 


lxl+ |yl=242/82 +)? =2/2. 
DV: 32 


questão seja considerar separadamente as fun- 
ções g(x) = Ix — 1 (a distância de x atéa = 1) e 
h(x) = Ix + 1 (a distância até b = —1). Desenhan- 
do ambos os gráficos, temos: 

y 
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Agora, para tomar o mínimo dessas duas fun- 
ções, é só tomar, para cada x, sempre a curva 
de baixo. Assim, o gráfico da função f(x) é o 
marcado em negrito na figura acima. 
Alternativa (€). 


45 Uma maneira de resolver é usar a técnica apre- 


sentada no texto. Como o gráfico é uma linha 
poligonal com um único vértice em x = a (que, 
pela figura, é positivo), ele corresponde a uma 
função da forma: 


fo) =px+g+rix-al, 

onde p, q e r devem ser determinadas. Agora: 
HO) =0=>g+ra=0 

fag)=a=>pa+rqg=a 
f2a)=0=>2pa+g+ra=o0. 

Agora é só resolver este sistema de 3 equa- 
ções e 3 incógnitas, encontrando p = 0, 
p=aer=-1. Então: 

fo) =a-lx-al, 


que é a alternativa (A). 


Outra maneira de resolver o exercício, menos 
“formulaica”, é começar notando que o gráfico 
de Ix — al é um “v” com o vértice em (a, 0). Para 
inverter o “v”, multiplicamos a função por -1, 
mas o vértice continua em (a, 0). Agora, soma- 
mos a à função para chegar ao gráfico pedido. 
Em suma, a função é: 


fl) =-Ix — al +a. 


Graficamente: 


Ix— al 


-Ix-al 


-“Ix-al+a 


* 159 A ideia é tentar entender esta função como o 
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mínimo entre duas outras. Imaginamos duas 
funções do seguinte tipo: 


q 
3 


o A 0 1 2 E A 
O mínimo destas duas seria a função pedida. 
Mas uma delas pode ser descrita por Ixl, e a ou- 
1 : ; 
tra se parece com TÊ Assim, uma possível des- 
x 


crição da função pedida é: 


1 
lxl, —. 
lx] 


Alternativa (D). 


ft) = min 
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Observação: note como isto é diferente do que CAPÍTULO VII 
está na alternativa (C). Lá, primeiro toma-se o 


gra 1 : z : Exercícios de fixação, p. 243 
mínimo entre xe —, e depois toma-se o módulo: eReIRIos sao, p 
x 


[4 a) Seja y = f(x) = ax? + bx + c a equação da pa- 
É rábola dada. Do gráfico, temos os seguintes 
dados: 


HO) =0=>c=0 
fS)=25=>25a+5b+c=25 

f(5) = 45 > 2254 + 15b+c=45. 

Para resolver esse sistema, podemos fazer a 


última equação menos 3 vezes a segunda, ob- 
tendo 1504=-30, istoé,a=-0,2,eentãob=6e 


min fo - em preto c =0. Assim, a equação da parábola é: 
y v=f(x)=-0,2x2+ 6x. 
3 Observação: note que, resolvendo deste 
modo, não há como garantir que (15, 45) seja 
E exatamente o vértice da parábola! Mais tar- 
de, veremos que o vértice tem coordenadas 
1 
b A ua 
—-—, —-— |, que neste caso dá sim (15, 45). 
| Za" “4a ) a pode] 
3 2, 100 0102 0/3. * b) Para encontrar os únicos pontos onde a in- 
terceptação pode ocorrer, procuraremos os 
min |x, — É 4 : 
| | pontos onde as parábolas se intersectam. 
Em outras palavras, precisamos resolver o 
162! Há várias maneiras de analisar esta questão. : da 
Talvez seja mais simples separar os casos x > 0 e y = -0,2X2+6x 
x<0. É vy = -0,25x2+ 9x — 45 
x>05 f(y = + E A EE Juntando ambas as equações: 
x x : 
e -0,2x2+6x=-0,25x2+9x—45 => 0,05x?- 3x + 
x<0 => f(x) = | = Er =0 +45=0> 
Assim, a função tem por imagem (0, 2). = 3+v9-4 (0,05) (45) = 3+0 =30 


Alternativa (E). 2: 0,05 0,1 


Para encontrar a coordenada y do ponto de 
interseção, substituímos em qualquer um 
dos trinômios: 


163! Separe em casos: 


x>3>f)=2x-3+x-1= : 
=3x-72>23:3-7=2 v=f(30)=-0,2:302+6-30=0, 


x<3>f0)=2(3-)+x-1=-x+5=-3+5=2 | ou seja, O projétil de defesa interceptaria 

o projétil de ataque no ponto (30, 0) que é 
Assim, a imagem de f(x) é y = 2. exatamente em cima do alvo. Diríamos que 
Alternativa (A). o alvo não está a salvo! 


à vd: 34 
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Observação: mesmo que as trajetórias de 
dois projéteis se intersectem, isto não é ga- 
rantia de que um intercepta o outro! Afinal, 


Agora, como o enunciado pede apenas núme- 
ros inteiros, a reposta é ([-1, 0, 1,2,3, 4). 


para que haja a interceptação, eles têm de 8º! ISex>4,entãox?> 16;sey<2, então 


chegar ao ponto de interseção ao mesmo : 
tempo! Neste problema, supomos que a 
interceptação acontece apenas porque o 
enunciado diz isso explicitamente. 


E5º Como a diferença dos números é 10, deno- 
minemo-los x e x + 10. O produto correto 
é x(x + 10); o aluno erroneamente calculou 
P=x(x + 10) - 40=x2+10x-40 (0 “—-40" corres- 
ponde a subtrair 4 do algarismo das dezenas). 
Enfim, dizer que este produto, dividido pelo 
menor dos números (que é x), dá 39 como quo- 
ciente e resto 22, significa que: 
P = 39x + 22, isto é, 


x? + 10x — 40 = 39x + 22. 
Agora é só resolver esta quadrática. Temos: 


>x2-29x-62=0=> 
Ejs OND A ve blpuiso) 
2 
Como o enunciado diz que x é inteiro positivo, 
descartamos a segunda resposta. Como a prin- : 
cípio nada garante que o problema tem alguma 
solução, temos também de conferir a outra: os : 
números seriam 31 e 41; o produto correto seria 
31. 41 = 1271; o aluno teria encontrado erro- 
neamente 1231. Enfim, dividindo 1231 por 31, 
encontramos 39 com resto 22. Funciona! 
Resposta: os dois números são 31 e 41. 


Exercícios de fixação, p. 252 
ES" Seja x o número pedido. Queremos: 
x-3x=<4 


(supondo que “seu” triplo seja o triplo do nú- 
mero original, não do quadrado), então: 


x2-3x-4 <0. 


Comoa>0eA=9+16=25>0, a equação será : 
satisfeita entre as raízes, isto é: 
3-5 3-5 
2 BA 


<Xx=< >] <x<a4. 
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-2y >-4. Somando as duas, vem: 
x? — 2y > 12. Verdadeira. 


Il. Como x>4ouy<2, não há como fazer o 
raciocínio acima. De fato, poderia ser 
x=5ey= 1000, e então teríamos: 

x? -2y< 12. Esta é falsa! 


HI. Como o enunciado diz que x e y são po- 
sitivos, 7)? > 2 significa que y > 2 (o 
caso y< —/2 deve ser descartado). Como 
x?< 1, teremos x?-2y<1-242 <0. Esta é 
verdadeira! 


Enfim, juntando tudo, a resposta certa é alter- 
nativa (D). 


| Exercícios de fixação, p. 258 


: EM Como a=-1<0,o vértice da parábola será seu 


ponto mais alto. Calculando-o, temos x = abs 
=2,5ey= ar = 5,25. Note que este aloe 
a 
x está no intervalo [0, 6], então (2,5; 5,25) é, de 
fato, o máximo de f(x). 
Agora, o mínimo desta função deve estar 
em um dos extremos, x = O ou x = 6. Como 
f(O) = —1 > (6) = —7, vemos que o ponto (6, —7) é 
o ponto onde f(x) alcança seu mínimo. 
Resposta: os valores máximo e mínimo que f(x) 
pode assumir são 5,25 e —7, respectivamente. 


P3' Sejam x e y os lados do retângulo, em cm. 


Temos x +y+x+y=40, istoé,y=20-x. 
A área será então: 


A=xy=x(20-x) =x? + 20x. 


Para encontrar a área máxima, procuramos 

o vértice desta parábola, que ocorre para 

X= O a 10. Assim, a área máxima é 
2: (-1) 

A = 100 cm?, que ocorre exatamente quando o 

retângulo é um quadrado. 
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[6 Faça uma figura como esta: 


x 


ey=6-3=3. Ou seja, o retângulo tem lados 4 
(na horizontal) e 3 (na vertical). 

Observação: outra vez, os vértices do retângu- 
lo são os médios dos lados, mais a origem! 


18! Desenhe uma figura: 


onde os lados do retângulo são a (horizontal) e | 


b (vertical). Note que o ponto (a, b) está exata- 
mente sobre a reta) = -4x + 5, isto é, b=-—4a+ 5. 
A área do retângulo é: 


A=ab=a(-44+5)=-49º+ 5a. 


O valor de a que maximiza esta área é 


a de onde vem b= 4a +5 =>. 


Assim, o retângulo de área máxima é o 


E) 


de lados E = 0,625 e e 2,5 |cuja área é 


25 = 15608) 
16 
Observação: note que os catetos do triângulo 


delimitado pela reta y = —4x + 5 e pelos eixos 


são 1,25 e 5. Assim, os vértices do retângulo 


são exatamente a origem e os 3 pontos médios 
dos 3 lados! 


EZ3 Uma opção é colocar eixos cartesianos no tri- 


ângulo e resolver tudo como acima. Outra é 
denotar os lados do retângulo por x (horizon- 
tal) e y (vertical). Por semelhança de triângu- 
los, note que: 


y 6 3 3 
8-x 8 4 


Assim, a área do retângulo é: 
Aaposfo-Da)= Stan 


Agora é só encontrar o valor máximo des- 


=4 


ta quadrática, que ocorre para x = 
Dia 


a 
He | vo 


LU: 


CAR 


x 


Lembre que a altura do triângulo é ae =3V3. 


Então, por semelhança de triângulos, temos 
js v3 
P- =>y=3/3-s0º, 
3/3 3 2 
A área do retângulo pode ser colocada em fun- 
ção de x como: 


A=mpoxto 3 — 


x 


Ê =v3|- Es +32). 
2 2, 
O valor de x que maximiza a quadrática dentro 
dos parênteses é: 


XE 3: 

1 
E, portanto, y = 33 Assim, o retângulo de 
área máxima tem lados 3 (sobre a base) e É st ; 


Observação: desta vez, dois dos vértices são 
médios dos lados! Isto não é tão surpreendente 
— se você olhar para a metade esquerda do tri- 
ângulo equilátero, verá um problema análogo 
aos anteriores, onde apoia-se um retângulo so- 
bre os lados de um triângulo retângulo e pede- 
-se a área máxima. 


MZ! a) Elevando a equação x + + = b ao quadrado, 
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vem: 


dpois fnd: 
x x ze 


b) O truque aqui é fazer a substituição x + + =b. 
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18 a) A relação afim entre y (quantidade) e x (pre- 


b 


n— 


1 


Portanto, pelo item anterior, vem x + — = 


=b?-2. Assim: 
vedesprad)es-0= 
x x 


>(b-2)-5b+8=0=> 


= b?-5b+6=0-=b=20oub=3. 


Agora voltamos à definição de b. Temos duas 


possibilidades: 


pel =7s 4d dps l=05 4 
x 


ou É 
jrlegegslcM=8-Br4l=0s 
x 
FRA 
2, 
Em suma, o conjunto solução é !1, aavs 


ço unitário) é dada por: 
v=90 . à 12 
80-90 14-12 


> y=-5x+ 150. 


Assim, a receita diária é quantidade vezes 


preço unitário, isto é: 


R=yx=x(-5x+ 150) =-5x2+ 150x, 


para maximizar a receita, procuramos o má- : 


ximo deste trinômio. Ele ocorre quando: 
-- pes Ha SOS: 
Resposta: o preço deve ser de R$ 15,00. 
Se fosse y = —4x + 160, a receita seria: 
R=yx=x(-4x + 160) = —4x? + 160x. 


Agora, como o custo por pizza é de R$ 8,00, 


a despesa total é 8x. O lucro é receita menos 


despesa: 


L=R-D=(-4x+ 160% - 8x=-482+ 152%. ; 


Para maximizar o lucro, encontramos o 
máximo, que ocorre para: 


152 


= = 19. 
2.4 


Ou seja, o preço ótimo neste caso é de : 


R$ 19,00. 


e a) Desta vez, a equação da parábola é 


: Exercícios de fixação, p. 266 


+ E Em primeiro lugar, descubra explicitamente 


quais são as interseções do gráfico de f(x) com 
Os eixos: 


fx) = 2/2x-8 
f(O) = —-8 > o gráfico passa por (0, —8) 


fo) = 0=>x=2V2 => o gráfico passa por 
(242, 0) 


As raízes de g(x) são, portanto, x = +22 (pois, 
sendo o vértice em x = 0, as raízes serão simé- 
tricas). Assim: 


g(x) = a(x - 2/2)(x y 2/2) =a(x2-8). 


Falta descobrir o valor de a. Como g(0) = -8, 
vem a = 1, isto é: 


s(x)=x2-8. 
Enfim, a resposta é g(-8) = 64 —-8 = 56. 
Alternativa (E). 


é dada 
como y = x?- 1. No primeiro ponto de inter- 
seção, vemos que y = 0, então x?-1=0 = 
=> x + 1. Como da figura vê-se que x < 0,0 
primeiro ponto de interseção é (-1, 0). 

No segundo ponto, vemos que x = 2. Então 
y=22-1=3, isto é, o segundo ponto é (2, 3). 

b) Agora é só encontrar a equação da reta que 
passa por estes dois pontos, a saber, (-1, 0) e 
(2, 3). O coeficiente angular é: 


DP  d=0 
Ax 2-(-1) 
Assim, a reta é da forma y = x + b. Enfim, 
como (2, 3) está na reta, temos 3 = 2 + b, isto 


é, b= 1. Assim, a reta pedida é: 


y=x+1. 


| Exercícios de fixação, p. 277 


:* BM O método é o mesmo usado na seção 7.5 para 


funções quadráticas. Substituindo as coordena- 
das dos 4 pontos na equação da cúbica, ficamos 
com um sistema de 4 equações e 4 incógnitas: 
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f-1) =1=>-a+b-c+d=1 
Ho) =0=>d=0 

ft) =1>9a+b+c+d=1 
fQ) =0=>84+4b+2c+d=0. 


Somando a primeira e a terceira equações (e : 


lembrando que d = 0), obtemos 2b + 2d = 2, 


isto é, b = 1. Substituindo nas duas últimas 


equações os valores de b e d, vem: 
a+c=0 


8a+2c=-4. 


Então a = = ec= EE Assim, a cúbica pedida é: 


3 
2x em 2x 2x * 3x 1) 
3 3 3 


cujas raízes são 0, 2 e = 


fo) = 


Curiosidade: caso os alunos queiram saber, o 


gráfico desta “cúbica” é assim: 


E5º a) No passo 4 adicionamos 8 a 53, obtendo 61. 


Mais 10, vem 71. Mais 12, vem 83. Assim, 
os próximos 3 números da sequência são 61, 
71e 83. 

b) A sequência de números obtida é: 


41, 43, 47,53, 61, 71,83, ..., 
cujas diferenças sucessivas são: 
2,4,6,8,10,12,... 


pelo próprio processo de construção. Então as 


Para descobrir os valores de a, b, e c, usamos 
3 pontos da parábola. Por exemplo: 


HO) = 41 =>c=41 
O) = 4 >a+b+c=43>a+b=2 
fQ) = 47=>44+2b+c=47=>44+2b=6. 


Dessas duas últimas equações, vema = b= 1. 
Assim, o número obtido após o passo n é: 


fin) =nº+n+ 41. 

c) O número obtido após o passo 40 é: 
f(40) = 40? + 40 + 41. 
Ao invés de fazer a conta, note que: 


f(t40) = 40(40 + 1) + 41 = 40.41 + 41 
= (40 + 1) - 41 = 412, que, portanto, não 
primo. 


o II 


Curiosidade: esta sequência é notável pois 
seus 40 primeiros termos (isto é, f(O), f(1), 
-» (39), são todos números primos (o que 
pode ser verificado “no braço” mesmo, cal- 
culando cada um deles). Isto poderia levar à 
conjectura de que “para todo n natural, f(n) é 
primo” — conjectura que é falsa, como mos- 
tra o item (c) acima. Em suma: não podemos 
afirmar que uma propriedade é verdadeira 
para todo n natural apenas constatando uns 
primeiros tantos casos — mesmo que sejam 
muitos! Veja o Apêndice do Volume 3 (Indu- 
ção Finita) para encontrar uma técnica que, 
em determinados casos, permite demons- 
trar sem sombra de dúvida afirmações como 
“para todo n natural, vale a afirmação p”. 


Exercícios de revisão, p. 281 


EL Note que f(0) = g(0) = p, portanto ambos os 


segundas diferenças são todas iguais a 2. Esta é | 


a propriedade característica das funções qua- 
dráticas! Assim, a função fque associa ao pas- 
so n o número f(n) nele obtido é da forma: 


fin) = an? + bn+c. 


LU: 
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gráficos devem se cortar em (0, p), que fica em 
algum lugar do eixo y. Assim, os gráficos das 
alternativas (D) e (E) são eliminados. 

Além disso, note que o coeficiente angular da 
reta é m, idêntico ao termo em x? de f(x). Assim, 
ou m é positivo (indicando que g é crescente e 
f é côncava para cima) ou m é negativo (reta 
decrescente, parábola côncava para baixo). Isto 
elimina as alternativas (A) e (C). 
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Assim, o único gráfico possível é o da alternati- 
va (B). 


3º a) Para obter p em função de q, basta resolver a | 


equação: 


p+2p-(3+59)=0> 


e -—- 
p= 2+v4 EA + og) - 
=1+v4+5q. 


Como p é sempre positivo, a raiz negativa 


deve ser eliminada. Assim: 
p=v4+5qg -1. 


b) Ao invés de fazer uma tabela de valores, 


note que q é uma função quadrática de p, a 


saber: 


Ed pena 
ado dar dai 


Assim, Oo gráfico será uma parábola — mas, 


como p é o eixo vertical, esta parábola está : 


“girada”, isto é, seu eixo será horizontal. 


Para desenhar esta parábola, vejamos alguns 


de seus pontos “interessantes” — o vértice 

está empe-P sa e -1 2 3.4 
2a E O 

(fora do gráfico). 


Como o termo em p? é positivo, ela é cônca- ; 


va “para a direita” (o sentido positivo de q). 
Enfim, os pontos onde q = O são: 


p+2p-3=0=>p=loup=-3. 


Também vale a pena ver onde o gráfico “termi- ' 


na” — quando q=9, vem p=v4+5-9 —-1=6. 
Portanto, um bom esboço é: 
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: DAS Sejam x e 8 — x as massas dos dois pedaços. O 


valor das novas pedras, em reais, é: 
ft) =x2+(8-x)?=2x2- 16x + 64. 


Como o prejuízo foi o maior possível (e o valor 
original era fixo e igual a R$ 64,00), esta fun- 
ção f(x) deve assumir o menor valor possível. 
Como o gráfico de f(x) é uma parábola com 
concavidade para cima, estamos procurando o 
vértice desta parábola, que ocorre para: 


x=-D=4efl4)=2.16-16:4+64=32, 
a 
Isto é, o valor, que era de R$ 64,00 agora é de 


R$ 32,00 — uma perda de 50%. 
Alternativa (C). 


: 59 Dizer que a imagem é [0, +) equivale a dizer 


que o mínimo desta função é O. Como a fun- 
ção é quadrática, isto significa que: 

A + 
— =051A4=0542-4.3.p=0>p=>— 
4a P P 3 


Alternativa (D). 


P9 Após t segundos, a posição relativa do balão e o 


homem é como na figura abaixo: 


balão 


homem 10 


Usando o Teorema de Pitágoras, a distância en- 
tre eles é: 


d=VP+ (10-29), 


que será mínima quando a função quadrática 
dentro da raiz for mínima, isto é, quando: 


ft) = St? — 40t + 100 for mínima. Isto ocorre 
para t= = = 4, quando f(t) = f(4) = 20. As- 


sim, a distância mínima será d = 20. Alterna- 
tiva (E). 
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sda 5 d 
Ot de ida é -——— 
3 a) O tempo dei OA 
t < 
**"300-v 
de 4 horas, temos: 

d E do 
300+v  300-v 
(300 +v+300-v)d E 

90000 — vZ 

4 (90000 — v2) v2 

d= = 600 
600 150 


4> 


> 4> 


=> 


2 : 
b) Como d = 600 — Va distância será má- 


150' 


xima quando v = 0 (ou seja, quando não há 


vento). Neste caso, a distância é de 600 km. 


17 a) Em função de t, a área desmatada é: 


A=b-h=(5t+5) Emajes 1) (2t+10)= 


= 28 + 8t + 10 


Como A(t) é uma função quadrática (com 
raízest=-1 et=5), seu gráfico é aproxima- 


damente: 


(note que só a parte em que O = t = 5 faz 


sentido). 
b) A área será máxima quando: 


ts = =2 anos, e medirá: 


A=(2+ 1)(-4 + 10) = 18 km? 


8' Suponha que p é o preço de cada bala. Ao com- 


prar x balas, o preço antes do desconto é px. 


Agora, sex < 60, ganhamos x% de desconto, e 


a quantia total a ser paga será: 


“7 


, € o tempo de vol- 


- Como o tempo total de voo é | 


x x? 
— 1 = . 
á pel 5] | 100 +) 
Se x> 60, o desconto é de 60%, e a quantia a ser 
paga é: 
v = px(0,4) = 0,4px. 


Em suma: 


2 
y= ros) se0 <x < 60 
p(0,4 x), sex > 60. 


Fixado p, a relação entre y e x é quadrática para 


x < 60, com vértice em: 


1 
x=-—— = 50, 


1 
TIA 
A partir de x = 60, o gráfico é linear, ou seja, O 
gráfico é algo da seguinte forma (usamos, ape- 
nas a título de ilustração, p = 1 neste gráfico): 


Note que, a partir de x = 50, comprar mais ba- 
las diminui o custo total a pagar, até 60 ba- 
las. Como a parábola é simétrica com relação à 
reta x = 50 que passa pelo seu vértice, comprar 
40 balas dá o mesmo preço total de comprar 
60. Mais exatamente, qualquer quantidade de 
balas entre 40 e 50 é uma bobagem, pois, com 
o mesmo orçamento, há um ponto do lado di- 
reito da parábola, entre 40 e 50, que dá mais 
balas! Em particular, quem comprou 45 pode- 
ria ter comprado 55 pelo mesmo custo total. 
Assim, Daniel bobeou. Alternativa (D). 

Comentário: comprando 45 balas, Daniel gas- 
tou um total de p(45)(0,55) = 24,75p reais. Como 
vimos acima, Daniel poderia ter comprado 55 
balas pelo mesmo preço (o gasto total é agora 
p(55)(0,45) = 24,75p reais). Mas será que Daniel 
pode fazer melhor ainda com seus 24,75p reais? 
De fato, experimente desenhar no gráfico acima 
a reta y = 24,75. Ela corta a parábola em x = 45 e 
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x = 55, mas ela corta a reta à direita num outro 


valor de x maior ainda! Este valor satisfaz: 


0,4xp = 24,75p > x = 61,875. 


Como um valor fracionário de x não faz senti- 
do, Daniel poderia ter comprado 61 balas, aum |; 
custo total de p(61)(0,4) = 24p, e ainda econo- 


mizaria uns trocados (a saber 0,75p reais). 


[22º Pelos eixos colocados na figura, temos y = 9 


quando x = 0, isto é, c= 9. Assim, a parábola é: 


tem-se: 


Ed ÃO 
9! 


do gol é 2,3 metros, concluímos que a bola cai : 


dentro do gol. Alternativa (C). 


23! a) Como o feirante comprou n frangos por um 


total de d reais, o custo de cada frango (para 


: : d : : 
o feirante) é c= —. Agora, o feirante vendeu : 
ú É 


n-2 frangos ac + 8 reais cada, e vendeu : 


[a E : É 
outros 2 frangos por reais cada. Assim, a 


receita total do feirante é: 


R=(n-2)(c+8)+2l =(n 6 es) Sa 
2 n noi 
sda É dd 
n 


O lucro é receita menos despesa, e é dado | 


como 72 reais. Então: 


R-d=8n-É.16=72. 


Daqui sai uma lei relacionando d e n: 
d 


8n-— = 88, 
n 


de n: 


8nº - d = 88n > d = 8nº - 88n = 8n(n — 11). 


b) A função d = f(n) é uma função quadrá- 
tica com concavidade para cima, cujas 
raízes são n = 0 en = 11. Como d tem de 
ser positivo, devemos ter n < O ou n > 11. 
Como n deve ser inteiro positivo, o me- 
nor valor possível de n é 12, o que resulta 
d=8n(n-11)=8-12.1=96. 


Conferindo: o custo de cada frango seria 
c= - = 8. O feirante teria vendido 10 fran- 
gos a 16 reais cada e 2 frangos a 4 reais cada; 


sua receita total seria: 10. 16 +2.4= 168,0 
que corresponde a um lucro de 72 reais sobre 
os 96 que havia pago. 

Confere! 


, : B6 Seja n o número total de alunos na turma e d 
que é menor do que 2 metros. Como a altura : 


o número de doces que cada um receberia se 
todos estivessem presentes. Então nd = 144, ou 


seja, d = Ea 


Faltando 12 alunos, cada um recebeu um doce 
a mais, isto é: 


(n— 12) (d+ 1) = 144 > 


> (n 12) [E + =144 > 
n 


> (n-— 12) (144 + n) = 144n > 

> nº-12n-17/28=0=> 

> n=-360oun= 48. 

Como n = -36 não faz sentido, o número nor- 
mal de alunos na turma é 48. Portanto, o nú- 


mero de alunos presentes no dia da distribui- 
ção é 48 — 12 = 36. Alternativa (A). 


40! Façamos y = |x). Então 2 + y —- 6 = 0, isto é, 
ou, colocando d explicitamente em função |; 


41 


y=2ouy=-3. No primeiro caso, x = +2, 
enquanto no segundo, |x|) = -3 é impossí- 
vel. Assim, o conjunto solução é S = [-2, 21. 
Alternativa (B). 
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48! Comece pensando na função f(x) = x? — x, cujo 
gráfico está abaixo (parábola tracejada). Tro- 
cando x por |x|, obtemos f(|x|) = |x|” — |x| = x? — 
— |x|, que é a função pedida. Assim, basta tomar 
a parte do gráfico de f(x) que está à direita do 
eixo y e refleti-la, como abaixo. 

Alternativa (A). 


Alternativa (E). 


| 56 Uma análise de sinal é suficiente: 


« Para x > 1, ambos, numerador e denomina- 
dor, são positivos, portanto y > 0. 


152) Novamente, comece com f(x) = x? — 4x + 3 (raí- * Para -2 < x< 1, o numerador é positivo e o 
zes 1e3, parábola). Trocando x por |x|, obtemos : denominador é negativo, então y < 0. 
fílx|) = x? — 4|x| + 3, que corresponde a tomar o : * Para x < -2, ambos, numerador e denomina- 
gráfico à direita do eixo y e refleti-lo. Agora to- dor, são negativos, então y > 0. 
mamos o módulo disto, |f(|x|)| = |x? — 4|x| + 3], -Parax=-2,7=0. 
que graficamente significa rebater as partes ne- | Com estas informações é possível eliminar 
gativas de f(|x|) para cima. todas as alternativas, exceto a alternativa (D), 


que é a resposta. 


[57] A quadrática do denominador é sempre posi- 

tiva, então f(x) > O para todo x. Além disso, a 
função é par (pois trocar x por —x não altera o 
valor de y = f(x)). A única opção que tem essas 
características é a alternativa (B). 


' CAPÍTULO VINI 


Exercícios de fixação, p. 299 
P(0) 

4 , 
que, simplificando P(0), vem: 2 


Ro 
a 


-0,25t — E 


4 Devemos ter: P(t) = logo, PD, 


= 


> 22% - 22 que dá -0,25t=-2 > t= 8 anos. 
Alternativa (B). 


E5" Devemos ter m = 0, logo, -32 - 3'+1+ 108=0 > 
> 32 +3'.108=0. 
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Fazendo 3' = y, vem: 3” = y?, logo, 

72 +3y-108=0=>y=9ouy=-12. 
Como 3' é sempre positivo, 3'= 9 > 
>3'=32> t=2h. Alternativa (E). 


Exercícios de fixação, p. 305 


BM) L+5+25=3=>1"+5:+(5):=3> 
> 5245" 2=0 


Fazendo 5*=y vem:)2+y-2=0>y=-2 


ouy=1. 


Como 5* é sempre positivo, vem 5*= 1 > 


> 5 =50-5x=0. 


in ES a 
) 273 03 
Eliminando os denominadores, vem: 
3-(22)» ER, o A: E o Aa 2.2.- E 
2 
>S2:2*=8 
P=-457V=925 x=2. 
as ed 
msi fito (si diam 
Ee 4 x-1+1-x = 
32 E =-1>3? 1+1 -4=-3! 
3! 


dades sado = dB 0 


Fazendo 3:=y => 3*= 2, logo: 2-4 +3=0, 
queda yp=300/=1L Dall F=3=24=1: 


S = >24=0: 


Exercícios de fixação, p. 307 


BB fl) = 3 
Se f(x + 1) + fl-x + 4) = 36, então 


: E 
3.342. 3653.3274 81-36.3, ou ain- 


3 


da3.3”-36.3*+81 =0. Fazendo 3*=y > 


> 3” = y?, logo: 


y=9. 


43 


3/2-36y+81=0=>)/2-12y+27=0=>y=30u 


Assim, 32º=3>x=1€3=-953=-32>x=2. | 


É E6N P = 64000(1 - 2-1) > 63000 & 


= 1201, 63000 
64000 
nt DO sd q 
64 64 2% 64 


Invertendo ambos os membros da inequação: 
20i>285 0 lt>6St>60 
Alternativa (D). 


: Exercícios de revisão, p. 315 
pd = rss E o ; 2: o AR 2 


aço ram 
Dividindo ambos os termos da fração por 2*, vem: 
1 63 
po E Es 
Es = 
142 pe dE 
8 8 


Alternativa (D). 


128! Sendo f(x) = e** — ex — e2e +) + e2, devemos ter: 


er ex eX+2,€2=0=> e — ex — ex E e2+e2=0 
ex -(e+1)ex+e2=0, cujas raízes são e e 1. 
Temos então: 

e2=e=>s2x=2>x=1,ou 
e2=1>2x=0>x=0. 

A soma das abscissas será 1+0=1. 
Alternativa (B). 


: [29 Como 5 dias são 120 horas, devemos ter: 


120 
B(120)=2/2 =2'º =1024 bactérias. 


2 


“BO fgG)) = go = [SEE = 
0 3H42.3.34 IR 3H42437 
E 4 E 4 
RnG) = (69) = É — | - 


.30-2.303%432; 30 243% 
4 4 


figo) - fin) = à EA a = - 


= &- 1. Alternativa (E). 
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sex>20>y=e | Exercícios de fixação, p. 341 


B3 fl) = e! . a à 
sex<0>y=e = E 27º < 93 =» (3º) <(3º) = 3% 9U+6 = 


Logo, o gráfico é > 3x<2x+6>x<6 
constituído da união 
de dois ramos de 
exponenciais, como 
indica a figura. 


Alternativa (D). 


log, 2x<0 > log) 2x<l0g) 1>2x>15>4>5 
2 2 2 


Devemos ter -< x<6,logo, x E (L, 2 3, 4 5). 


: Exercícios de revisão, p. 342 


CAPÍTULO IX É BE A=logl0”. Ji 
Exercícios de fixação, p. 334 | h = log10”. 310 = 10g10%” + log 10 = 
E94 pH = log, E > pH=log, MORTO = | pe o m =120 cm 
= log, 1,0 - 10% É 
pH =-(log,, 1,0 + log, 10%) = —(-8) = +8 | Ea f: R$> R 
10 - = e* > aplicando logaritmos na base e, vem: | Temos f(x) = log, 64xº, então x = 1024 = 2"º. 
Inl-In2=-ktIne = -0,7=-4,4.104.t-1, | x» log, 64x* 
e 0,7 7000. 4590 anos | f(1024) = (21) = log, 2º. (21) = og, 2º. 2º = 
AMD. | =l0g,2.2º-=log, 2º =33l0g,2=33 
ca Pa Alternativa (C). 


Aplicando logaritmos decimais, vem: 
log N = log 38 . 25 = 3810g3 + 35log2 = ES" 42000000000 = 42 - 10º 


ip Cd id log 42 - 10º = log 42 + log 10º = 1,... +9 = 10,... 
log N = 18,1298 + 10,5350 = 28,6648 > : 


=s N = 1028.5548 log10,... = 1.... 
108 < N < 10%, logo, N tem 29 algarismos. log1,... = 0,... 
Alternativa (E). log0,...=-... 
e uiê a nidcima da 
15 Em fog) Er 2x + 2, 0 ponto mais próximo o: log(-...) = ERRO 
vértice do gráfico, logo, V = (1, 1). Temos então, 
a=1eb=1,ondeab=1elogab=log1=0. A palavra erro aparecerá na 5º vez em que se 
Alternativa (E). apertar a tecla log. 
HH P=P(l+D,ouseja,2P,=P,.1,2"=>1,2"=2 | Alternativa (D). 
Como 1,2º = 2,073, n = 4 (aproximadamente). : di di 
Alternativa (D). M4' r,-r,=logy o => 5,9-5,8= 108, E cá 
i 2 2 
M : 
MH R|-=6eR,=4=>R,-R,-log, |= > 0,1=log, “1 
>6-4=1 ado fi 
=4 = 10 o : m 
810 M, = 10º 
M o. M, 2 
= = 1 : 
M, din M, Do : Alternativa (B). 
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36 Devemos ter: 2009 - 2002 = 7 => 
> P(7) = 400 - 1,057 


2010 — 2002 = 8 > P(8) = 400 - 1,05º 
P(8) — P(7) = 400 - 1,05º — 400 - 1,057 = 

= 400 - 1,057(1,05 — 1) = 400 - 1,057. 0,05 
a) crescimento = 20 - 1,057 

b) 400 - 1,05'> 800 - 10º => 1,05'> 2. 10º 


Aplicando logaritmos decimais: 
log 2+9 


tlog 1,05 >log2+9 => t> 
log 1,05 


39 Devemos ter: 


= =. E ->1+C=65>C=64 
+C.e 
Então: 
; «bg lsótet=os 
+64e 


> 64.ec%-8 > e -s 
jet] = Ts gi 
8 2 
1 B 
B= =» 
o 1+64-e 


ambos os membros desta igualdade, vem: 


Por outro lado: 


1+ 64e0* =5>64.0"= 45 et = — ss 
64 
+ UI 
= (et) =— 
(e) =e 
EM 
Como e*=—, vem: |=| =— >t=4 horas. 
2, 16 


M 1 
40 Devemos ter: EE =M€" > e!= 5 
Aplicando logaritmos na base e, vem: 


T 


Ena, 


ea no =P- 


t 
t)=F-0,81' 
Es, = p(t) 


Invertendo 


5 1 
—WF=F. 1Il<>—F> 
b) PO <5o F.0,8 Td 


gl 1 81 1 
<— > tlog— < log — => 
20 100 20 


100 


34 
Hog < logl-l0g20 => 
> t(4l0g3 —2l0g10) < —l0g2-:10 => 
> t(4.0,477 -2)< —(log2 + log 10) — 


=> t-(1,908 - 2) < —(0,301+ 1) => 


=t-(-0,092) < -1,301= t> J301 
0,092 
=>t> 14,141 
t=15 anos 
67 DS logy = 2logx+2 
logy=2 [y=100 logy=logx +log10? 
Ro pe log y = 10g100x? 
=> 
logy=6 [y=10º y=100% 


| 7041 ano = 4 trimestres 
| j=73205 -50000 
j = 23205 = 23000 


C=Co(1+i) 


C = 50000 - 


C = 50000-(1,1) 
C = 50000-1,4641 
C=73205,00 


Alternativa (E). 


>eT=2: 


À 4 
É 105 m = x Ss 9 = 2* ai 2* = 95 
Então x = 115, mas 
Xx= de >115=2 = n= 575 anos. 
5 ) 
Alternativa (D). 
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106 V =2000-(0,75) ' c 


t=0= V, = 2000 
V 45º 
t=t=>V=-2=1000 = 1000 = 2000(0,75) = : x 
2 150 -y 
=> 0,5=(0,75) | 
1 75) 30º - Ei 
log 0,5 = log (0,75) => log Z =log o) => A y D 150 - B 
=> “log? =tlog é di 
a 30º- 150 3 .,,. 300 3 
-log2 =t(log3-l0g2?)=>-0,3=1(0,48-0,6) | SS 7288 
0,3=t(-0,12)>t=E5=2,5 anos | x= 100,3 m A 
, po doD=) ao = o. 
Alternativa (B). tgS0' = sb A p= (3 3) ae 
CAPÍTULO X | Exercícios de revisão, p. 371 
Le 5 


Exercícios de fixação, p. 360 


a) AH=h=sen 30º = d 


20 
À h : 63-x 
>=— > h=10cm tgp=4 á 
2 20 tgp=>=4 => d=4x 
b) AAHC é retângulo isósceles A4=126=7% i 
AH = HC = 10 cm Po 6x=126 
a 4 so 
sen 45 ra Então, d=4.21=84m. 
>202=20> ' Em 
sy 20.42 2002 , xC -10/2 cm M 
2,202 
12 
c) cos30º = L = 18 A 
20 2 Pp 
y=1043 
BC = 103 +10 


BC = 10(V3+1) cm 


à vd: 46 
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bd SR 
5R 12 
Br 2 pd 
y E +R sena BR 
25R? 5 
y J 2 5 
sena =— 
144 13 
Es 169R? 
— 144 
“ I3R 
E: 
Alternativa (E). 
E95 A x B 
[e] 
j x+1 
E (N 
D Pá Cc 
7-x 


(x+1D)2=x2+(7-x)? 
x2+2x+1=x2+49 -14x+*x? 
x?- 16x + 48=0 


x' = 12 (não serve) 


x" =4 
ss sue t Rae 
“s E 
Alternativa (E). 
7 
3,3 km 


a) cos 60º = 


b 


tg 60º = 


n— 


ER 
x 2 


tg60"= = 3 => m=v3 km 
BD = 4 km 
FE = 3 km 


vy=4+0,8x 
x=2+4+1+1,7+3,3 
x=12 km 
vy=4+0,8:12 

y = 4+9,60 

y = 13,60 

R$13,60 


1000 m 


h 
E en 
1000 -h sig 


1000,/3 -h./3 =h 


h+h3 =1000,/3 


h(1+ 3) = 100043 
n - 10003 143 


h 


“E 1=48 


- 100043 -3000 
1-3 


- cid aê = 500(3 - 3) m 


Alternativa (E). 


Ed 
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BC — 
9 2) sen 0= E > BC=R-seno 


cos 0= 5 DC=R- cos6 = TD=2.0€ 
CD = 2Rcos 0 
b) área = (R - sen 0) : (2R - COS 0) 


área = Rê. 2sen 6. cos O 
EPs Eos 


sen 20 


área =Rº . sen 26 será máxima quando sen 26 |; 
for máximo, ou seja, for igual a 1. Isso se dá 


quando 60 = 45º. 


a) Falsa, pois (5) E > x= 
x 


b) Verdadeira. 


c) Falsa, pois x = =lcm. 


tg 45º 


d) Verdadeira, pois 0 e x são inversamente pro- : 


porcionais. 


| 46 senx= 


52 cosy = 282, 0O<x<90º 


P+M+N=180º 
M+N=180-? 
tg(M+N) = tg(180º -P) 


tgM+tgN o tg180º-tgP 
1-tgM-tgN 1-tg180º-tg? 


tgM +tgN o O-tgÊ 
1-tgM-tgN 1 


tgM +tgN =tgM-tgN-tgP-tgP 


tsM +tgN +tgP = tsM tgN “tg 
Alternativa (D). 


p-2 sen'x+cosx=1 
2 2 
cosx=p-1 | p-2) +(p-1) =1 
p-2+p”-2p+1=1 
p=2 
2 pdedeo 
p= a 
Logo: p=2 


* 49) No enunciado, p? + q? = 2, consideremos: 


p? = sen?x + 2senx - cosx + cos?x = 1 + sen2x 
q? = sen?x — 2sen x - cosx + cos?x = 1 — sen 2x 
Somando membro a membro, temos: 
p+q?=1+sen2x+1-sen2x=2 


50 tgx+cotgx=2 


sen x Epa Xoo 
cosx senx 


sen?x +cos!x 2 


sen x cos x 
1 
Go ma» 
sen x cos x 
1 
sen x cosx = — 
2 


senx senx-cos?x-senx 
sen x - COS X — 
E cosx Cos x 
1 senx-1 
sen x sen x 
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2 
-sen x 


sen x: (cos? x- 1) 


sen x 
cos x senx—1 
4 
A 
cos x(senx-1) 
si ga 
3 = 81 ae 
2N2 (1,) 22 [2] 81142 
3 43 3 3 
1 2.2 
“362 2 72 
sen? x+cos?x=1 
2 
Es +sen? x=1 


2 8 1 
sen x=1-— > senx=— 
9 3 


159 DÃC = 30º « AD = CD, por outro lado, 


DB = AD - sen 30º = ao logo AD = 2DB. 


Assim, podemos concluir que: AD = DC = 2DB. 


63 AB=R,.v2 B 
— R- =R 
AB=R, ! k 


RiV2+R,V6 =2(03+1) 
Re VZ (4341) =2 (4341) 
Rj= E e =/2=>R=42 
Como R,.2=R, então: J2.N2=R,>R,=2 


página 454 do Livro do Aluno. 


165! a) Temos que BE = BC = 1, assim a medida de 
BÊC = BÊE= 75º, porque a medida do ângulo B 


é 30º, logo a = 90º — 75º = 15º. 
b) sen DÊC = 150º = - 


: [72 Considerando o desenho, temos: 


E b A 
| CP=PB=PA 
bc = ah 
É bc 
AQ ha be 2bc , AB:AC 
AP a a aq a BC? 
2 2 2 
2 
L-y+h 
4 
qo 
op x V4 "o º 
BP a a . 
2 2 
a a? 


E +02 -2bc) (oº Je” +2bc) SC b- c) (ee) 


be ded b? -c? 


—2ah à? + 2ah) S (a? - es +2bc) 


' CAPÍTULO XI 


Exercícios de fixação, p. 383 
64 Veja a demonstração que já está no texto na 


' a 
E o 


sen98º 
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Como o valor do sen 98º é positivo e em módu- 


lo maior do que o cos 98º, o resultado é positivo. 
Alternativa (A). 


3 
E3º senx= sex E 2º quadrante. 


cateto oposto é 3 e a hipotenusa é 5. Assim, 


podemos calcular o outro cateto aplicando o 


Teorema de Pitágoras. 


52=32+Kk > k=4 
Logo: 


a) cosx = - pois x E 2º quadrante; 
3 : 
b) tgx= EE pois x E 2º quadrante; 


Cc) cotg x = — pois x E 2º quadrante. 
Exercícios de fixação, p. 388 


ET Aplicando a lei dos senos, temos: 


x 643 x 6N8. 
= >> = > X= 6 
sen30º sen120º 1 Ra 
Z 7 
5 DE 22 x 28 ,,09 
sen30º sen45º 1 
Z 
4 C 
pé b 
30º 4sº 
x A 
a+b=1+2 
a b 
= > a=2:b 
sen 45º se 


a 
fm = 
sen 30º 2 
RÁ 


LU: 


a+b=1+/2=>b/2+b=1+/2> b(1+N2)=1+V2 


b=1ea=/2:1>a=V2 


' B 
Podemos construir o triângulo retângulo, cujo 


60º 
6 
a 
A 8 C; 
6.8 
sena sen60º 
6 8 
sena” 5 
2, 
PR 
2 
sena = SÉ 


Exercícios de fixação, p. 393 


Pela lei dos cossenos: 


d? =12 +22 -2.1.2.c0s120º 


1 


fiada, E 


d=/5+2 => d=7 metros 
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Exercícios de revisão, p. 399 : E B 


A C 


Pela lei dos senos: 


sen30º sena 


é 6 8 
Pela lei dos senos: — — — == : m 3.2 - 1 
sen30º senB Assim: 1 ES => 3sena=1-=>sena= 3º 
2 
Assim: É=-8 > 6senB=4 l 
pote 10 B nd : Como cossec « = -———., temos: cossec a = 3 
5 Ber sena 
Alternativa (E). 
senB = “= senB= 2 É 
6 3 4 c 
Alternativa (B). 135º a 
à = 30º 15º=B 
Es A 15v2 é 
3x mx 180º 
Se: a=— = > a = 30º 
6 6 
2x X EH o 
x 180 
B C : =— > 8 = 15º 
É á 12 12 B 
Sabe-se que x + 2x + 3x = 180º. Logo: «+B+B=180º>B=135º 
Assim, 6x = 180º > x = 30º. 
Logo, no AABC acima, temos: À = 90º Pela lei dos senos: 
B = 60º 
' += ID unidsoo gen aços 
C =30º sen30º senl35 2 
Sabe-se que o menor lado está oposto ao menor PR 152. E 
ângulo, logo no triângulo dado AB=5. Analo- ; SS = V + =1o 
gamente, o maior lado será BC, pois está opos- 3 Eu 
to ao maior ângulo. 
A Alternativa (C). 
[5º Alternativa (B) não é correta. A função tangen- 
; te só está definida em: 
od Eu x42+k,kEZ 
B x 6; : 
cida as sd Dom -|xR|t+Z+km KZ). 
x x 2 É 2 


e deles Ele logo, como a função não está definida para ân- 


Tr a , 
Alternativa (B). gulo da forma R =kt+ in k E Z|, ela não será 


crescente em qualquer ponto x (função des- 
contínua). 
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6. rio 


caixa- A60º 
-d'água 80 m casa 


Pela lei dos cossenos: 

xº= 502 + 80? -2-50-80-cos60º 
1 
2 


x” = 8900 —- 4000 => x? = 4900 > x=70m 


x? = 2500+6400 - 2 -50-80- 


Traçando uma altura h, relativa ao vértice C, 


construímos o segmento CH =, e definimos 
o segmento AH =m. Assim, podemos expres- ; 


sar BH=c-m. 
No AACH, temos: |. -p + m 


cos 0 = => m=b-cos6 


No ABCH, temos: a? =(c -m)y +hº 


a? =cº-2m+m? +hº 
2 


ey 


q? = b+cº-2c- 
b?. cos 6 


te 


Logo, sem = b - cos 6, temos: 
aq =b?+cº-2bc- cos 0 


Se DC =1, então AB=1. 


ds 


Pelo Teorema de Pitágoras: (BD)' = 2? + 1º 
BD = 5 


Assim: BD=BE =«/5 e DE = 245 


Pela lei dos cossenos no AADE: 


$=22+(2/5)-2.2.245 .cos6 


Mas note que no AADB temos: cos6 = 


ai 


Logo: 


$=4420-2.2.206.L5x%-2-165 


Y 


> 2=8>x=242 
AE=2)2 
9" Pela lei dos cossenos: 


52=112+122-2.11.12. cosa 
25 = 121 + 144 - 264 cos q => 264 cos q, = 240 => 


cade o 
264 11 
10 
E Assim: = 
ssIm: COS O 11 
3 q 


Pela lei dos cossenos: 72= 32 + 8º -2.3-.8.cosa. 


Assim, 49 = 9 + 64 — 48 cos a = 48 cos q = 24 


24 1 A 
cosa=-—— > cosa=— > q=60 
48 2, 


Alternativa (B). 


em B 
gs á 
OS 
A 2 D E 
Aplicando a lei dos cossenos no AABD, temos: 


52 
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y” = (3) +22 -2-/3:2.-c0530º 
y? -3+4-2 Ba Ão 
>y)=7-6>y/=1>y=1. 
Como BD = DC, temos DC = 1. 
Pela lei dos cossenos no AABC 


X- (V3) +3º-2-43-3-cos30º 


De -349-2.03.3.58 
bl 
x2=12-9>x)=3>x=BC=3cm 


Alternativa (A). 


CAPÍTULO XII 


Exercícios de revisão, 439 


sen 90º + x 
23 tg (90º +.x)=——— = 
cos 90º + x 
Cos x Cos x 
= = —-cotx 


“-senx  senx 
Alternativa (D). 
24 cos(5n-x)=cos(n—- x) =-cos x 


cos(317 + X) =Cos(T + X) =-COS x 


= COS X 


sen[5 =: 
2 
7(-cosx)-3(-cosx) 

E 8Cosx 

-7cosx+3cosx -4cosx 1 
E 8cosx “Sos 2 
Logo: 24+1=0 
Alternativa (C). 


25 sen ast= 12 


cos 240º =— cos 60º = — - 


: 26 cos 


tg (-750º) = tg 330º = tg 30º =— o 
E é 1 1 
sec 1200º = sec 120º= ————— = ———— =-2 
cos120º — —-cos60º 
97 Tx mx 2 
cossec >— =cossec|21 + — |= cossec — = — 
4 4 4 2 
| 1003 


57 
cotg — = cotg 150º = = = 
e ? tg150º -1930º «43 
Substituindo os valores encontrados: 


2 1a 32-3-2 3N2-5 
PMB db 6 


2) (37 a d+W2o 
2e-g) E 
a2-s 2º 6-2 (18/2424) 
6 4-3/2) -24+18V2 (1802 +24) 


1082 +144-180-120,/2 (12,2 +36) 


648 - 576 72, 
12(-/2+3) 3-2 
no 6 


Alternativa (C). 


3 6 12 


Telebr)>tims-(E = 


Logo, cos2E = cos120º = a 
3 Z 


Alternativa (B). 


A sen 


> 
cos 


a 


1º e 4º quadrantes 
Alternativa (A). 
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29 y=cos2n+senm+tgm-sec4m 
y=1+0+0-1=0 
Alternativa (D). 


2 31 T 
30 ao ais Selo 
RE E a E 
o 3 3 


Alternativa (E). 


BT sen?80º+cos?80º=1=>1-1=0 


Alternativa (B). 


EA 
34 sect=-5 >cost=-S > senta = > 


25 
21 


dirige E > senx=+— 
25 5 


Como x E 3º quadrante: 


21 
ing 2 supe it á 2 
5 cosx 2 2 
s 
Alternativa (A). 
BH cosr=É = sen ralt=is 
) 2 
2 9 3 
> senx= — > senx= — 
25 5 
Como tg x<0, ã 
senx=-Sisenk ade tga= p= 
s 
3 4 3 4 
sen x — cotg x = — —— |— ==> +— = 
5 3 Ss 3 
[24204 11 
LL Ejs 


Alternativa (D). 


“7 


: CAPÍTULO XIII 


: Exercícios de revisão, p. 472 


: Ba 1 
— E OI 
x 
x +17" =4º 
2 =15 >x=vV15 
2t 
2p = 2!8Ê 
1-tg'B 
tg2p = 2415 25 15 
1-15 -14 Á 
Alternativa (E). 
; Misael sue 0<x<L 
: 2 7) 
e RR 
32 2 


38 cosx=0,8 >cosa= E =D => cost= 5 => 


5 
3 
> senx= — 
5 


Assim, sen2x =2senx-cosx => 


34 24º 96 


=> 2. E = 0,96. 
5 5 254 100 
Alternativa (C). 
i MO D E 
É 1 
M 
1 
N 
e 1 
A 5 B 
tga+tgp 
t a=?"=>t + = 
g e ma 
Em tga + — 
E l-—tga 


54 


MANUAL DO PROFESSOR 


strari=2-2tga | [553 senx-cosy+seny-cosx=0 = 
> ; => senx-cosy=-seny-cosx (1) 
stgarStga-1> sen x: cosy-seny-cosx=0 = 
=> senx:cosy=seny-cosx (II) 
> 25tga+2tga=5 => à 1 Senx  -seny 
5 cosx | cosy 
AMB o > tgx=-tgy > 0<x, yen>x+7=180º 
X+y=T 


a: 
=> tg MAN = — DCD ssgx=tgy>0<x pen>x=y 
cosx  cosy 
1 
4 == =27"""=27"> 2senx=-1> 1 1 
2 E ss ls scale ars e 
1 = : 4 4 4 
=> senx=>> x=— 
2 6 => cost x=— 5 = cosx - 


Alternativa (E). 
ginro=i = sen?x se => senx= E 
8 8 8 


Ri E e 
=> 2 
5 


il 
46 senx-cosx ni 


(senx-cosx) = 5 


3 
3 
2 te = gude E 
>sen?x-2senx-cosx+ cos x = À 8 8 
E— e 
1 Alternativa (A). 
1-2 En ; 1 
— Zsen x - COSX = E 55 senta-cos! a= = 
Ê 1 
2senx-cosx= E sen x: Cosx= — e (sen?a + cos?a.)(sen?a-cos?a) a 
2 1 >> ———— 
1 


Alternativa (O). lotadas 1 
4 


[52º cos 2x = E onde x E [0, 27] 2 2 
? sen“a+cos a=1 


A 
> 
Za — 

60º 2sen“a= ER 
> fig sena= (É 
a “8 8 
Sar cos” a = Em cosa= É 
8 8 

2x = 60º 2x = 300º, : 
Logo, ou | 5 


(30º, 150º) Ê . É Rc ciencia E 


Alternativa (C). Alternativa (B). 


Er E vá 


MANUAL DO PROFESSOR 


CAPÍTULO XIV 


Exercícios de revisão, p. 510 


ES f(x)=2k+p-cos (px+k) 
Imf= [-2, 8] 
-1.p+2k=-2=2k>Sg=-2 


1.p+2k=8=>2kPp=8 


4k =6 


Logo, p = O di 
ido da 
Alternativa (E). 
mo! f(x)=k-cos(tx) 
Imf= [-2, 2], logo, k = 2 


1 
k-t=2-— = 
p=ans E cano to 2 
Alternativa (D). 
MT cos Ee=-1=+cosn=-1 
Logo, Bixo t=6 
Alternativa (C). 
2 Imf= [-1,0] 
T 2 
Í .— k = = — k=4 
Período: 2 —> coskx > p ES > 
f(0)=0 
Tr 
Fo 
|cos2x|-1 
fm) = 0 
37 
=0 
f 2 


Alternativa (D). 


“7 


E 
ê 


MB p=4m 
A imagem é: Imf= [-2,2] > k=2 
Quando x = 7, f(x) = —2. Então: 


f(x) = -2 sen 


Alternativa (D). 

MM f(x)=2senx => Imf=[-2, 2) 

s(x) = sen2x > Imf=[-1, 1] 
h(x) =2 +senx > Imf=[1, 3] 
Alternativa (B). 


| nO) =8(%) 


| BM f(x)=Isenxl 
foo 


ny 


>p=1>[W)=fa+n) 
Alternativa (C). 
É 9 L(x) = V(x) - C(x) 


3 


IM 
V(3) = 342: 
(3) = 3V2-sen o 


=342- sena 


32.2. 3 


Sr 


CZE |=D=io =)=0=R 
6 2 


L(3) = V(3)- C(3) 


L(3)=3-2=1 > lucro é de 1000 reais. 
Alternativa (C). 
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Capítulo I 
INTRODUÇÃO À LÓGICA 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 25 


mm av d) F 9) F 


b) V e) F 
co) V 9 F 
EM x<-2 


3º “(pe q)=(-p) ou (-q) (Basta uma ser 
falsa para para que (p e q) seja falsa.) 


P4! a) O empregado não foi demitido. 

b) O patrão não indenizou o empre- 
gado. 

c) O empregado foi demitido e o pa- 
trão indenizou o empregado. 

d) O empregado foi demitido ou o 
patrão indenizou o empregado. 

e) O empregado não foi demitido e 
o patrão indenizou o empregado. 

f) O empregado foi demitido ou o pa- 
trão não indenizou o empregado. 

9) Não é verdade que o empregado 
não foi demitido (isto é, o empre- 
gado foi demitido). 


5 a) -p d) poug 
b) -q e) (-pjeg 
o) (= 

P6) «(xe ANB)=xE(ANB)= 
=xEAUB 

7 a) 


FE F 
Flv|oyv v 
e lely F 


vir [ELE 
elelowy] y 
Flvlv elo 
elelvly]y 


Eos q Ea < 
oo < EoB < 
e < EEN 
em ES nm 


o qm ES qm 


E < mm nm 


E < E m 


VIVIMV V F V V 
Rd V F F V 
VIFIV F á V V 
No ES E F F F F 
FIVIV F V V V 
EEE F V V V 
FIFI|Y F V V V 
EO RES E [ V V V 
E8' a) Os pombos não têm pelos (mais 


exatamente: há pelo menos um 
pombo que não tem pelos). 


b) Maria não é estudiosa. 


c) O mdc (6, 8) não é 48. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 40 


ET a) mac(2,3)2=1emdc(2,3)=6 
3, 6 63.10=6- 
Db) 57 102 10=6-5 


c) 5<1 ou-3<-7 


d) 22=4e [422 


e) (32 =9e/9z-3 


f) 2<5e32>5? 


E av 
b) F 
co) V 
d) V 


EM à F 
b) F 


Da a) E 


b) V 
co) V 
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e) V 
DF 
9) V 


o) V 
d) V 


d) V 
e) F 


E av o V 
b) V d) F 


6 a) V=v,aresposta é V. 
b) F=> F a resposta é V. 


PZ) a) Se está frio, então não está cho- 
vendo. 
b) Se está frio e está chovendo, en- 
tão está frio. 


EB av o) F 
b) V d) V 
Bo! a) 


V V V F F 
F E V [E V 
FIV F V V 
E | IF V F V V 


RA: v F 
F|v F F 
FJF|yV F F 


MO a) V(p) = F (isto é, pé falsa) 
b) V(p) = V (isto é, p é verdadeira) 
HM a) Recíproca: Se Felipe ensina bem 
a seus alunos, então Felipe é um 
professor. 
b) Contrapositiva: Se Felipe não ensi- 


na bem a seus alunos, então Felipe 
não é um professor. 


HZ F 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 41 


Mm BeD 
EH A 
BB A 


Ed 
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Ea D 
EH B 
F6! B 
ES D 
E8! B 
Fo A 
No! B 
mB 
HZ E 
3 D 
4 neD 
5 E 
NM6! B 
MZ c 


18 a) G Hex 
b) = Will Vl - E 


9! c 
20! E 
2 D 
22 A 
23 D 
24 B 
[25] c 
26 D 
27 s 
28 A 
29! 37 


Ud: 


Bo 31 
BT c 
BZ D 
B3' c 
B4 E 
B5 c 


Desafio 


ET a) sim. o) Sim. 
b) Sim. d) Sim. 


EI Demonstração. 


Capítulo II 
CONJUNTOS 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 60 


Ha P(A) = (g, t+, (5, Ex), E, (+, —> 
t+, x), t+, +), t+, x), ts, +), tx, =, 
t+, A xy, t+ Rr; +), t+ x, =, ts, x, +, 


t+, =X, +)) 


FZ AB CeD. 

Blav a) V 9) V 
b) F e) E h) V 
o V Bv 

E 

EI c 


E 2 -1=127 pagamentos distintos 
(sem contar o “pagamento nulo”) 


7º 2º-1-10=1013 aperitivos (elimi- 
nando os que são misturas) 


EH 12 


9. Diagrama com conjunto A contido 
em conjunto B. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 77 


E a c c) E e) E 
b) É d) E 


EH B 
El B 
Ea a 


[5 a) 26+1543 
b) 6+2/2+2/3+246 


E o -S pjndos 


7 a) (-4,-03,-2,1,0,1,2,3,4) 
bj di.5,-3,=2,.=1,. 1,253, 000) 


Ba 5 2/2-1) 


2 
9) a) x4d 24244 fsdo= 
x xe Sd 
=32-2=7 
3 
b) [2] wall) 
x x x 
1 


X 


$+4=3-3()=18 


Ho c 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 89 


EM) Parte superior da região dentro da 
seta M, mas fora do coração P e do 


trapézio N. 
[5102] 
BIAUENO=A=(1) 
A x=(01,1,3,5) 

5] a) 65 d) 50 

b) 35 e) 19 

o) 4 f) 40 
16) a) 10% b) 57% 
EZ 7 dias 
EB! A 
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ERA 

Ho! a 

MM! 1 paciente 
AZ D 

3! 5% 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 91 


EE D 
EH E 
EI c 
Eao s 


BH 2 (1),02),0),(1,2),(1,3), 2,3) 
U1,2,3) 


H6º nei 
ZM aa=b 
b) azb 
c) aé primo 


d) mdc (a, b) = 1, isto é, ae b são 
primos entre si 


Bla) a=b 
b) a |b, isto é, a é múltiplo de b 
c) ae bsão primos entre si 

P9) 63 partes 

Ho A 

mm a 

HZ E 

mB sB 

Ha B 

5 E 

H6 a 


HZ x=(ch) 


8! a) [0,5) 
b) (2,3) 


c) [0,2] 

d) D 

H9' Temos n(C U P) = 200 + 400 — 75 = 
= 525 > 500, então a pesquisa é in- 


consistente. 


20 São 19 de braço, 18 de peito e 11 de 
costas. 


27 4A=(2,3,5,6,8)eB=(1,4,6,8) 
22 A=(defeB=(ab cd) 


23 E=C(NUCIBJU(AUB)= 
=(1,2,5,6,9,13, 14, 18, 20) 


24 B 


125] PO) = (2, (1) e PCPOS) = (2, (9), 
UM, (4, 1) 


26 D 
27 A 
28 E 
29! B 
Bo! B 
BT B 
B2' B 


B3A=(abceghij, 
B=(a,b, cd fthjeC=t(b). 


B4 a) Não. o) a 
b) Sim. d) a 


B5 a) a=5eb=1 
b)a=2eb=-1 


B6 a) a=1eb=4 
b)a=3eb=1 


BZ c 
38 Bec 
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B9 c 
Mo E 
am E 
jaz! c 
Ms A 
Ma c 
46! c 
MZ E 
ias! B 
Mo D 


50 a) s=(-3,3) 
b) S=9 
O S=(3) 


57 AeD 
52 D 


d) S=R 
e) S=(-2,2) 
9) S=(-3,3) 


[53 a) Sea>0,entãoS=(-a,a).Sea=0, 
S = (0). Enfim, se a<0, então 


S=(D. 


b) Seb>0,então, S=(a-b, a+b). 
Seb<0, então S=. 


o) S=(5) 
54 D 
55 E 


[56 96 estudantes 


[57 De2a9 elementos. 


[58 a) 30 


159! 10 associados 


60 0,3333... 
167 a) 100 


b) 10 


b) 1440 


Ed 
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[62 a) 500 b) 700 
[63] a) 79 b) 18 
64 D 

[65 D 


[67 D 
[68 c 


[5] a) S= (1, 1, 2, 3) 
b) S=(-x, 2) U (3, +) 


zo! B 
Zi D 


72º Não podemos dividir a desigualdade 
por x + 1, pois este pode ser negativo. 


73 Demonstração. 


IZ4 SNT=((20, 30)) 


Capítulo III 
FUNÇÕES: 
PROPRIEDADES E 
APLICAÇÕES 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 107 


| MW 
ES c 
BBB 
Es B 
ES B 
6 D 
EM s 
EB A=(1,2,4) 


9) 24 maneiras 


LV: 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 113 


ET) As relações em (a), (b) e (d) são fun- 
ções. A relação em (c) não é função. 


Zi A=9m 


El a) n-3 
b) (n-3+(n+3)=2(n-3) 
co) 3(n- 3) — 1(3(n — 3) estaria erra- 
do, pois contraria AC duas vezes) 
d) 4(n- 3) - 3(4(n— 3) contraria AC, 
AD e BD duas vezes cada) 
e) ae 3) 
F4 a) P=2+ h (onde h é o número de 
horas e P é o preço em reais) 
b) R$ 22,22 


[5 a) R$ 800,00 
b) 600 m? 
c) Não. 
d) Sim. 


6. A =4 cm? em geral, A = 


BH ,-=2)x 


Bs a) 30 milhões de litros 
b) Em 20 segundos, esta população 
consome 10 milhões de litros. 
c) t=36005 


[9º a) R$12,90 
b) 21 km 


NO Imf=(-1,1,2,4) 
rap =(2,3) 


Nota: este conceito será representado a 
seguir como “imagem inversa”. 


52 a) 12m b) 8m 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 119 


mas d) 1-3 42 
b) -5 e) -2 
c) -— 


524 


n) [-3, 0] U (1, +00) 
0) (1,0) U (3, +) 


El a) IR 
b) R=-(-1,1) 
9 (35 
4 à) (3, 9U (2,+9) 
b) (6, 00) 


[5 a) Decrescente em (=x, 0) e crescen- 
te em (0, +00). 
b) Decrescente em | 3] e cres- 


cente em [4 +) 


c) Decrescente em (1, +) e crescen- 
te em Rk. 
d) Crescente em RR. 


16! a) Constante. 

b) Crescente. 

c) Decrescente. 

d) Crescente. 

e) Decrescente. 

f) Decrescente em (-x, 0) e crescen- 
te em (0, +00). 

9) Crescente em (-0, 0) e decrescen- 
te em (0, +00). 


Ea k=00uk=Z 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 129 


HE c 
[2º 2 vezes 
Ec 
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EI c 
EI c 
6 c 


PZ a) R$ 1.879,80 
b) Esta pessoa é isenta. 


c) Aproximadamente R$ 42.851,64 
E8' Pelo menos 6 unidades. 


E9' No máximo 11 brigadeiros. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 137 


mM a 3” b) 32º 
2 0=2eb=3 

EE s=(2) 

Ea D 

ES A 

P6 k=-10 


2x 1 
BE oo=egD=4 


8 g() = +32 
9 fw) = EE 


10 c(t) = 0,05t? + 6 em partes por mi- 


lhão 
ELE x=5 

nz roco) +9((H)=> 1-8 
13 (4)=18 

M4 H7)=56 

5 E 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 138 


EH :B 
2 B 
EI D 


F4 a) Década de 1940. 
b) Década de 2040. 


[5 A=31,8B=33,C=36,D=41eE=44 


6 D 

EH A 

18 R$ 1.680,00 
Eo3 A 

Ho A 

Ec 

2 E 

3 D 

Ha! B 

5! B 

6 c 

Hc 

8 B 

9 c 

zo! A 

[27 A expressão se aproxima de 4x — 3. 
22 D 

23 1-B;II-B 
4 s 
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25 Alberto é dentista e flautista, Bernar- 
do é mecânico e livreiro, Carlos é al- 
pinista e marceneiro. 


26! B 
27 A 
28 D 
29 E 
Bo! B 


BT a R-(1,1) 


B5 D 


36 De fato: 
fCpx + gy) = a(px + qy) = apx + agy = 
= p(ax) + q(ay) = pí(x) = pH) + gf(y) 
Poroutro lado, denotando g(x) = ax + b, 
temos: 
g(px- qy)=a(px+ qy)+b 
p9(o) + qa(y) = plax + b) + g(ay + b) = 
=a(px+ q) +(p+q)b 
Ou seja, a aplicação g será linear ape- 
nas se b = 0, quando recaímos no caso 
da função f(x) acima. 


BZ A 


B8' De fato, para quaisquer x, y reais: 
Hx+y)=0*7= aa =fof(y) 


= 5x+9 
BS Hicfoo) ao SE 
Mo Hr) =- 1 
4 c 


42 Em Q, temos Dom f= Q e Dom g= Q*. 


Ed 
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Parax=0ex=1. 


x= 1: 


MB ) R 
ID R 


VI) 
vil) 


HD [55,7] VII) 


Iv) [1,3] 
v) 0, 2] 


Ma! B 
as D 
46 D 
47 D 
ias! B 
49 E 
50 A 
51 A 
[52] c 
[53 D 
54 D 
[55 c 
56! B 
57 c 
58 D 
59 A 
60 D 
61! B 
[62 E 
63! B 
64 D 
[65 A 
[66 A 
67 A 
68 D 
[69 D 
zo! B 


Za c 

72 Dom f=[-2,6) 
Z3 b=-3 

Za ri) =-* 


XxX 


“7 


IX) 
x) 


Parag, x=-1 e 


[1,3] 
[-4, -2] 
[-4, -21] 
[-4, -21] 
[-4, 45] 


75 E 
76 5 


77 a) A 80 km/h, o carro faz cerca de 
8 km//. Já a 120 km/h, o carro faz 
4 km/(. 
b) Cerca de 55 km/h. 


Z8 c 
zo B 
i8o! B 
BT D 


Capítulo IV 
TIPOLOGIA DE FUNÇÕES 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 161 


E 
ES :B 


[3 a) f+gépar 
b) fg é par 
c) Nada se pode afirmar sobre f+ g; 
por outro lado, fg é impar. 
d) f+ g é impar, fg é par 


P4! a) Bijeção (isto é, injeção e sobrejeção). 
b) Bijeção. 
c) Não é injeção nem sobrejeção. 
d) Bijeção. 
e) Injeção, mas não sobrejeção. 
f) Não é injeção nem sobrejeção. 
9) Injeção, mas não sobrejeção. 
h) Não é injeção nem sobrejeção. 
BH E 
F6) cer 


Esão sobrejetoras A, D, E e F. A única 
bijetora é F. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 169 
BE FA =(0)eF(B)=(-1,1) 


EM s(»=-*5* 
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Ba F=y-a 


b) Pp = 12 

o F(y=y-aparay>0 
==] 

d) F(y) = Fr para y>0 


a 
e) F(y)= A para y>2 


ES D 
El E 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 170 


[7 A aplicação não é injetiva. 
Então, não é uma bijeção. 


Ec 

EH c 

BAD fo fo) = 969) = 15% 
Fe (0) = 909) = A 
9º H)=910)=—1 
9º 90) = 9(90)) = x 

Hc 

EH c 

Ec 

EB! D 

EM E 

Ho! B 

mm E 

LE 


3 a) O menor valor de a é 1. 
b) (p= y+1. 


Hal a 
5! c 
é D 
Ha E 
8 A 
Ho! B 
zo D 
zr s 
22 c 
23 E 
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Capítulo 5 E BA 40 litros 
FUNÇÃO LINEAR E mm 
FUNÇÃO AFIM É 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : HO E 
Página 182 : 


7 a) Crescente. c) Decrescente. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
b) Decrescente. d) Crescente. 


Página 190 


[Ega a) y 
12 
| 
0 3 x 
0 
b) y 
os y 
0 x 
É q 
3 
) | 


c y 
7 
0 


2 a) 


E > )=y=5* b) 0) =y=3x 
Ba 29 
ES 9 
Ho! B 


E7 a) 578 kcal b) 800 mg 


527 Eh vá 
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F6! B É E9" a) 200000 - 2500t : MO a) P=-2x+156 b) 15 semanas 
: b) 15 meses : 
Ec E MM s=4,50h-60, comh>40 
: MO Domf=(xe R|x>30) : = 
D 
8. a) Crescente. 
b) Crescente. MM s=(geR|x<40ux>1) 3 c 


c) Decrescente. Ra ; : 
) H12º a) Eliminando o denominador dessa Ha D 


d) Decrescente. forma, o aluno está considerando 


e) Constante. apenas x-1>0. H5 c 

f) Decrescente. b) E ER|1<x< 3) 

9) Decrescente. 6 A 

h) Constante. 3! 9(%) = 15x + 25000 

E] PERO foi 1 Ê z . : 2 
ro= ' EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO Capítulo VI 

1 : Página 199 : FUNÇÃO MODULAR E 
o ANÁLISE DE GRÁFICOS 
E a) y=1,25x-22500 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO E EXERCÍCIOS DEFIRAÇÃO 
Página 194 = D : Página 210 
= D mo mo y 
Ee | Ec 
El f0)>0 se x> 5 BH c 

a) f0)=0sex=5 Fé) 3600 £ 

3 


f(x) < 0 se x< 


2 , E 
EXERCICIOS DE REVISAO 
g(x)>0 sex <£ Página 200 
2 
b) g0)=0sex= HA 
2 
gm) <0sex>- ERA 
MM a s=(teR|t<-Zout>4) El B 
b)S=(xeR|x<-30ux>2) 
Ea c 
co) S=(te R|x<-2) É 
)S=(KER|-4<x<10ux>2) [5 a) 64% de mercadoria 
: b) R$ 16,00 
mac NT 
BD é [70 a) R$ 10.000,00 
É b) 10000 L 
Ea 5,5 ou mais 
E8' a) [0,50] b) 180 kWh 
[8º a) A agência B. : 
b) x> 120 [9 a) R$1.263,00 b) R$ 1.230,00 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : = 
Página 219 : 


EM a S=(xER|xs-Loux23) 


b)S=(xeR|x<-10u2<x<3ou 
x26) 


c) s-|re RI-IÊ<x<2 


d) s= R|x< = ou x 26 
ES c 
E A 
EI c 
E s=(-2) 
16 a s=(xER|0<x<4) 


b) s-heR|x22] 


o S=D 
d) S=R 


7 s=(xE R|x<00ux>6) : 
BB s=xEeR|1<x<4) BI y 9 = 109] 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 227 
mma y 


529 18 UM 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 228 


[1 2 elementos 


[5] 
Es 
É PM ax<0 = x =- portanto 
É H(M)=x-x=0 
x 2>2 0 => |xgl=-x, portanto 
f()=x+x=2x 
b) S=(-1,-3) 
Hc 
Do! a) 


b) 


c) 


“rr 530 


GABARITO 


E: 1d o: 
3! c aa 
Ha a use 
5 E 6a 
Hé6! B amo 
HZ a am 
8 D ao 
9! c soe 
20 6 NE 
BM c SD 
22 D me 
23! c SA 
24 s-=(KER|1<x<2) [55 c 
25 D : 566 
26 D mc 
27 D 58 D 
28 D DA 
29! c E GOA 
Bo! c e 


D= : Bic 62 A 
Im=(yE R|y>1) 


BZ os 


mm c Capítulo VII 


E ' FUNÇÃO QUADRÁTICA OU 
ms ' —TRINÔMIO DO 2º GRAU 


mm A ! EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: Página 243 
BZ D 


B8 E 


MM ABer 


D=R : : 
Im=(yER|y>2) ' Bos Mo 

É É b) 4 
5 B ao a oO) x=40ux=1 
: : d) x=30ux=2 

Ho c | Mc o 91 


531 Eh VA 


GABARITO 


d) A função não possui raízes reais. 


4 a) y=-0,2x2+ 6x 
b) (30; 0) ponto em que está locali- 
zado o alvo 


E55 31e41 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 252 
Ma s=(KER|x<1oux>3) 
b)S=(xXER|2<x<3) 
oO) S=(xe R|-3<x<0) 


d) S=IR 
e) S=D 
f) s-[reRr|x=-5] 


PM a U=(xEeR|x<1<3) 


=1.E 1 1 
b)U-|eR|x<Zoux> 5] 
c) U=|Ke R|xS20ux25] 
d) Zxe R|(x+2)2>4(X2+2) 


e) Yx E Rox<5+2 


f) U=(xEe R|1<x<3) 
Bl 1<x< 
4 


a) S=(xe R|-4<x<7) 
b) S=[E R|-V2<x<00u 


Sex< 2] 
E53 s=(-1,0,1,2,3,4) 
D6] s=(xeR|x>1) 
BZ s=(xe RE|2<x<4) 
EB! D 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 258 


21 
By, Sen HO=—7 
BH v=: 
E3º O quadrado de lado 10 cm. 
DM x-=2e27=4 


“7 


[51 3e3 


F6' O retângulo de lados - e 


Njw 


FZ) O retângulo de lados 4 cm e 3 cm. 


18º Osladossão3 cme Ena cm. 


9 o retângulo de lados 2 cm e 3 cm. 


HO 0,50u5 
Mm p=-20up=1 
BH p=- 
3 p=2 


M4 Não existepe R. 


18 a) y=-5x+150 
b) R$ 19,00 


M9' As dimensões são 250 m e 500 m. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 266 


Mm p>-3 
EM a p<6 
E 2 0O<x<5 


b) x<-1oux=6 


b) p>6 


co) x<-lax>6 


Ea D 
ES A 


F6! D 
EM E 
EB! c 
Foi c 
MO! y=-*+4x 
a c 
HZ A 


532 


73 b=-2ec=0 
Ha c 
5! c 
6 7m 


7 a (-1,0)e(2,3) b)y=x+1 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 277 


Mm y=x-2x-8 
E b-=2ec--2 
EI H)=x*2+3x+2 


4 f()=— — x2— + 1 ) cujas raízes são 


1 
0,2e Ea 


[5 a) 61,71e83 
b) Kn)=n?+n+41 
c) Demonstração. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 281 

HH B 

ES B 


[3º a) Como p é positivo, temos que 
p=1+V4+59, qe [1,9]. 


b) É uma parte da parábola confor- 
me o gráfico abaixo. 


No uWwr UNO ÃIÃO 


0123456789 


e) O Q 
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EM E 
EB! D 
Fo E 
Mo À 
7 D 
HZ s 


* 90000-v? 
MB o) v= so 


b) V=0 
4 D 
5 A 
16 Domf=(xe R|x>3) 
MZ a) A()=-22+8t+10 


b) 18 km?; dois anos após o início do 
plantio. 


8 D 

H9' 

zo D 

Bi a 

22 c 

23 a) d=8nº-88n b) n=12 
24 a) 11 

b) S=[-1,3]U (4, +00) 

25 A 

26 A 

27 E 

28 A 

29 c 

Bo! E 

BT E 

BZ B 

B3 E 

B4 B 

B5 A 


Mo 
at D 
az s 
43! B 
Ma a 


as a) s=(-1,4) 


46! A 
[az c 
as a 
ao! B 
o! B 
51 A 
52 E 
53 A 
54 c 
55! B 
56 D 
57 B 
58! B 
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59 A 


60 6 
Capítulo VIII 


FUNÇÃO EXPONENCIAL 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 299 


Em a 


a 1 
b) S= [1-5] 


EI c 
[3 k=2048ea=4 
Es B 
E 


Ed 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 305 


=97. bo 8: cododgo A 
Mm q=27,b=-8;c gi d=-4 
nm 2» 

ml 

3 
DE h) 5 

b) —5 i) 4 

1 

9 q » 3 

3 

dD-5 k 0 

e) 20u3 D 2 

f) -20u3 m)0 ou 

9) -10u 1 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 307 


EM a) x>2 
b) x<3 
CO) x>3 
d) x<-1oux>4 
e) x<1oux>2 


ml 
2 
[BB x=10ux=2 


15 17 
na (5,17) 


5º 00U1 
[0 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 315 


EH E 
ES E 
EH E 
Ea D 
EH E 


LU: 


6! B 
EH B 
8! B 
[ED 
Mo A 
at A 
HZ A 
53! B 
Má a 
5 E 
6 A 
HZ D 


8! c 
9! D 
zo B 
27 c 
22 c 
23 c 
24 c 


534 


Bo E 
BT A 
BZ E 
B3 D 
B4 B 
B5 E 


36 a) x<-—4 
3 
b) x>5 

c) -0,5<x< 1,5 


B7 E 


: B8D 


B9 -6<x<1 
40 A 


Capítulo IX 
FUNÇÃO LOGARÍTMICA 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 324 


PE d) -s 
b) -4 e) é 
o) 2 f) 5 


PM a ge R|x>7) 
b) xe R|x<3) 
o) (xe R|x<-40ux>3) 
d) (xe R|-1<x<20ux>3) 
e) xe R|x=z0) 


EE > v=[b) o V=(-10,10) 
bD)V=-([-2,2) dV=(5) 
81 
EM a) a d) 8 
1 
b) e) 12 
1 
c) “27 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : EB a 
Página 334 E 


Ma s=() 
b) S = (100) 
o) S=(10) x 


mo-fe3) 


EE b) 


4! 30+b 


E a Xx=5 b) x= 64 


F6! 80 


BZO a) S=((15,2) 
b) S=((4,8)) og 


EB! 2 


[9] opHés. 


HO! Aproximadamente 1590 anos. 


mm s=(19) 


o 
HZ E E 


3! B 


Má c 


5 E 


6 D 


MZ 100 O o) 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 341 


BM y=log; xe R$ 


2º fey=-3 


535 


GABARITO 


c) 


d) 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 342 


ms 
EI 7 
ERA 
Ba c 


Es D 


H6s D 


EM E 


EB! B 


BZ a) 


b) 


E Domf=(xe R|x>0) 


19º Domf=(xe R|x>1) 


MO a) 4<x<12 
b)3<x<40ux>12 


HT 5 números 
2 xe R|-3<x<-2) 


mos 


LV: 


Foi c 
Ho E 
mm c 
2! c 
3 A 
Ha! B 
5 E 
6 E 
HZ a 
8 A 
9 D 
zo! D 
PAR: 
22 E 
23 A 
24 D 


=(1,3,4) 
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25 c 

26 E 

27 E 

28 E 

29! B 

Bo E 

BT D 

BZ A 

B3 x=32ey=4 

B4 E 

B5 A 

36 a) 20 - 1,05” bilhões de dólares 
b) t> pos 

BZ B 

38 7 dias 

39 4 horas 

ao «= 122 

at a 

42 D 

[43 E 

Ma! B 

45 A 

46 E 

47 D 

48 D 

49 D 

o! B 


4 
La 


GABARITO 


52 a log,3 


[53] a) Kk=200en=2 
b) E=900 


154! 25 vezes 


[55 a) 53,24cm 
b) 15 anos 


156 log 6 
57 E 
58 B 


—Ini4-In3 
Ea 1,016 


[40 a) x c) 
b) 81 


sj— 


[62 D 
63 A 


164 a) p(D=(0,81)::F 
b) 15 anos 


65 A 
66 D 
167 y=100x, parax>1 


(e=1)? 
68 


[5] a)y 


4 
81 


b) g(x) = log, x2; x= O 
izo! B 
Zi a 
Z2 D 
Z3 A 


IZ4 c 
75! B 
Zé A 
E c 
z8! B 
Z9 E 
[80 A 
BT D 
82! B 
[83 D 
84 E 
85 A 
86 c 
[87 B 
88 A 
[89 c 
Do A 
io B 
92 D 
[93 D 
Da B 
[95 E 
96! c 
[97 c 
98! B 
99 c 
oo Bs 
ot D 
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oz D 
os D 
104 E 
os D 
o6 B 
oz D 


Capítulo X 
TRIGONOMETRIA 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 360 


MT a x=6ey=3/3 
b) x=4/3ey-=6 
c) x=2/2ey=4 
q) x=y- 232 


e) x=y=5/2 
f) x=3ey=6 
1) de p= 


2º a) 100/3m b) 50/3m 
[3º 1038m 

Pa 2km 

Es 10,3 cm 


F6 a) 10cm 
b) 1042 cm 
o) 10(1+/3)cm 


E7' 86,50m 

[8º 79,58m 

9! y=50(3-/3)mex=100/3m 
Mo 75m 

MM 1384m 

12 128m 


Ed 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO : 25 so/3m imo 
Página 371 : É 6 
26] à) N 
: 4 16 
E aa a é q 16 
mc »5 oi 
EA E 145 Maior. 
E [NS ASA : 
EH s4m A 1200 m B M6 p=2 
EE D b) (1800 - 6003) m aa 2 
6 E 27 Ar=12.((2+ 6)kmeBF=15/2km as + 
E B 28 JSme2v/5m 149 Demonstração. 
EB E A 1 
Re Bol 
mm : : BO a) o F Em ++ 
: b) V d) V : 
9,8 
Mo 98m ED 
EA BT 150º 72 
153! a) Correto. d) Correto. 
| BZ 5/6 
2 60m i Í b) Correto. e) Correto. 
3 c B3 51 m : c) Correto. 
M4 408m Ba B 154º cotgp - cotga. 
“3 JB 
5 a) (10+5/3)me(5+10/3)m 35 a) tgx=5 e) 55 x= 
b) Aproximadamente 29,1 m. b) Não. e) 313 se 5 
IR = FPA 
MZ a) 4kmeV3 km Ho gy 2 É 
4309 
b) R$ 13,60 E [58 a) 1cm b) 5 em 
8 E [59 Demonstração. 
BRA 
9 a) BC=R-sen6e AB=2R-cos6 E 60 3V3+7)m 
b) S=R?-sen26 e 20 = 90º : 88 D 
61 28m 
Do > B9 B 
27 = E 6 d5+33 b) Ra E 
me Ss 
63 R=V2eR,=2 
22 B a 243. : 
3 : 164 Demonstração. 
120 E 
= fi 42 a) css c) a : 
: 5 8 : 165] a) Demonstração. 
24 A É 125 : 1 
É Ham É Ea 
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166 50m 

67 0) “Bm b) 2543 cm? 
68 J3m 

69 h=60m 

zo! c 

Mo 03+1) 


72 Demonstração. 


73 h=14,56m 
Za x=—“ 

COS 
75 B 


Capítulo XI 


RELAÇÕES MÉTRICAS 
NUM TRIÂNGULO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 383 


[1 sen120º > sen50º > sen 170º 


ES A 
mos os 
b)-& 
P4! — J3 (negativo) 
1 3 
aids EE 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 388 


HE 22 b) 6 
2 0=16 

3º 60º 

Ea a=/2eb=1 


E53 Aproximadamente 62,2 m. 

EG a) 246 cm b) 1048 cm 
343 

mm - 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 393 


ER a) 3/3 cm 
b) 441 - 2043 cm 


EZ5 V100-48J2 cm 
EH c 

Ba J7m 

51 4J7e419 
H61 242 

EH : 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 398 


NES 
E 1 


[EZa 343 cm? 
1543 
= 


4 15cm 


Es a) 1043 cm b) 5043 cm? 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 399 


EH B 
EH B 
EE E 
Ba c 
El :B 


539 


6º 7om 

Ea Demonstração. 

Ea 2,2 

9 cosa = 10 

Ho B 

Hm A 

2! a) 2 +42 me 2 2 m 
b) 0,922<2+42 <0,93 

3 D 


Má E 
5 A 
6 E 
HZ B 
8! 30º 


9 a) cosa = 
2 


5 


b) sena = 


3º 4 


sas condições não existirá o triân- 


gulo 
20 400m 
Bt a 
22 B 
am Sm 
es 


25 a) x=30ux>26cm 
b) 3<x<6 


E s- (sena : sen 
2sen(a + B) 


27 c 
28 D 


Ed 


: como sena. > 1, nes- 
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29! B 
Bo B 
BT c 
BZ B 
Capítulo XII 
CÍRCULO 
TRIGONOMETRICO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 408 


1 Z rad 

E = ra 
8 

3) 57º19'29” 

Pa 49;8ºe1º 

DB o ad d) 18º 
b) E rad e) 120º 
c) 200º 


16 0,545rad 


Ea 54 tad 


EB" a) 90º o) 75º 
b) 145º d) 135º 


93 A 
Mo A 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 413 


DP a rade 22,5º 
b) 3T T rad e 135º 

E2! 22º30' 

ER Z rad 

Pas 10º 


“7 


15º 2512cm 
[6] a) 1242em 
ES 0 

08) 2nx+1cm 
Fo c 

Ho c 


b) 13 cm 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 415 


7 a) 25am?;10xm 
b) 36x m?; 12xm 
c) EE mê; adm 
d) 52x m?;4/13 am 


e) 36x m?; 12x m 
2 a) 4xm 


3-2/2xeº 
mM» S-2/2nº 
b) 100 (4-7) 


b) 7x m? 


Dao a) AE 


b) (x-2) a? 
2 


15 a) 12am b) 32xm 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 

Página 419 

Em a Ene kE R 
b) 2kr+ 2E-kE R 
o) k- 360º + 60º; kER 
d) 2kr+ 2E; kE R 


3º 

UZ) De 1320º é 240º. De E 
+ rad. 

[3] a) 320º d) > tad 
b) 50º e) e rad 
o 3 SE rad 


540 


rad é 


PA a) x=k-360º+3009;kEZ 


b) k=360º+60º;kEZ 
c) x=2kt+ S;kEZ 


d) x=2kr + SE — -kEZ 


a) 1º quadrante 
b) 4º quadrante 


o) É um arco definido como qua- 
drantal. 


d) É um arco quadrantal. 
e) 3º quadrante 
f) 2º quadrante 


a) 
no 


aa 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 424 


E7' Positivo. 
= NO +4 
Ea 3 


13! Positivo. 
Pao k=2 


53 a) Negativo. 
b) Positivo. 


.5m 
BE «== 


Ma 
EH «= E 


3 
=” 


EI D 
Ho! 150 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 433 


mao e) 0 

b) O 9) 1 

o 2 9) 

2 
1 

d) 5 h) O 
FZ à) sen830º b) cos 190º 

24/2-1 
ES E RE 
mm -2 

2 
1 3 

ES E 2 es: 2 

31 
6 do 
Ea - 
E8' a) -cosx Cc) cosx 

b) 2senx 
Poa —1 
Ho a) 1 b) cotg? x 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 438 


Em a s=heRIxkr+ZikeZ) 


b) s=heR|x-2k42E;K6 7) 
c) s=|eRIx-2k+2E; Ke 7) 


d) 9 


2 a) S=[reR|n-kr+ Zoux-kn+ 


T. 
+3:kEZ) 


b) s=|reR|x= 241 + ZE ou 


x=2k1+ E KEZ 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 439 


| FB 
ES: 
BIB 
ES c 
EI c 
E c 
EH B 
EB! A 
Po) E 
Ho! E 
Mm E 


541 


2! B 
3! c 
Ha a 
5 c 
6! B 
HZ s 
8! c 
9! B 
zo A 
ta 
22! c 
23! D 
24 c 
25 c 
26 B 
27 A 
28! A 
29 D 
Bo E 
BT B 
BZ D 
B3 A 
B4 a 
B5 D 
B6! c 
BZ D 


Ed 
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B8 A 
B9 A 
Mo a 
ai c 
42 c 
las! c 
Ma D 
45 D 
46 D 
[az c 
as  B 
49 c 
50 A 
57 A 


[52 a) 1690º=250º+4- 360º 
b) 1940º = 5 - 360º + 140º 


53 a) 3º quadrante 
b) 2º quadrante 


154 a) 1º quadrante 
b) 1º quadrante 
c) 4º quadrante 
d) 2º quadrante 


[55] 6º 

x 
56 80 rad 
157! 48 voltas 
[58] c 


[59 a) 142º30' 
b) 115º 
co) 22930" 


160! 51º25'42” 


61 B 


“7 


62! B 
63! B 
64 B 
65 A 
66! B 
[67 B 
[68 c 
[69] c 
zo! A 
Zi c 
Z2 c 
Z3' D 
iza! c 
75 D 
zé A 
Z7 c 
78 Duas. 


Tt 3x 5x 7x 
44 


so x=30º ou x=-S rad 


Capítulo XIII 


RELAÇÕES E 
IDENTIDADES 
TRIGONOMÉTRICAS 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 450 


EM cosa=-Setga=-S 


2º senx= 215. Ccosx= 7/5 


3º cosx= 4. tgx= 3. ecx= 
5 4 
--2 
cscx=—5 


P4S senx=- J15 etgx=/T5 


542 


= 12 =". 
Es senx= T3 etgx= T2 
P6 k=2 
7 k=1ouk=2 
18º Zero. 
ml 

5 

HO k=-40uk=3 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 453 


=, 

Bm x=5 

EI r 

E 

F4! Duas 

E s-(0,, 2,7 

do Bb 

ade 
=jm Sm 3a 

mm s=(5, 52, dr] 
ja Na x 

neo s- (2, iz a] 
=" 

BH -=5 

Mo s-7 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 459 


DB dó 2 c) J2 6 


by AE 2 

DB azia, o Jota 
2 

BB a) fogo, b) 22-43 

Ba c 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 466 


ES s = RIx=kroux=S+2kr ou 


x= SE + 2h; kE 


BB s=(xEeR|x=kr;kEZ) 


3 
"o 
EM x=30ºoux=E 


mo 


Po 5 


10º s=[reR|x=2km+ a ou x=2km+ 


Va 
+ 6 kEZ 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 471 


1 2cos4x- cos2x 
2º 2sen4x-cosx 
13º 2cos4x- cos (=x) 


4 -2sen25º- sen (15º) 


53 cotg 5º 
mê dó 
2 
PZ 2sen35º -cos15º 
EB A=1 
[RA 


Mo! y= 2cos? + 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 472 


ED 
E 
Ec 
EH A 
E E 
6 D 
EM E 
EB! A 
Fo! B 
Ho A 
mm c 
2 D 
MB -1e1 
Ha a 
5! c 
6 E 
HZ A 
8! B 
9 D 
zo! c 


543 


ta 
22! c 
23 D 
24 D 
[25 c 
26 D 
27 s 
28! B 
29 c 
Bo B 
BT A 
B2 D 
B3 D 
B4 E 
B5! c 
B6 c 
BZ E 
B8  c 


Ed 
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mm e Capítulo XIV 
FUNÇÕES 
) TRIGONOMETRICAS 


as c : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: Página 488 


ja 
Q 
a 
+ 


153 S=I(0,0); (0, m); (x, 0); (x, 1); [E 3) E gana Rega 


54 a senoide 


mae É Im = [0, 27] 
56 c : p=2a 

[57 B 
[58 D 
[59] B 
60 D 
[61 s 
[62 B 
[63 B 
[64 c 
165 EEE Da 
166! c | 
[67 c 
[68 c 
69 D É p=27 
izo! c 
ZE 
Z2 D 
Z3 D 
Iza D 
75 A p=2a 


à vd: 544 


3m 
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5 — Comentários sobre cada capítulo 


5.1 - Progressões 
5.1.1 - Progressão aritmética 


Neste capítulo, são apresentadas situações que permitem ao leitor compreender 
a noção de sequência. Outra proposta deste capítulo é fazer com que o leitor possa 
relacionar a ideia de progressão aritmética com a de aumentos constantes; para isso, 
foram exploradas situações que levam à conclusão de que toda progressão aritméti- 
ca é uma função afim, levando à dedução da fórmula geral e de suas propriedades. 
À seguir, apresenta-se a soma dos termos da progressão aritmética. 


5.1.2 - Progressão geométrica 


As progressões geométricas são estudadas por meio da comparação da ideia de 
taxa relativa de aumentos constantes. É abordada a característica de a PG possuir 
uma conexão com a função exponencial, já estudada pelo leitor no Volume I da cole- 
ção. Também são desenvolvidas a fórmula dos termos gerais e as propriedades da PG. 
Nesse momento são apresentadas a soma dos termos da PG limitada e da PG ilimita- 
da, assim como as situações concretas de crescimento populacional, por exemplo. 


5.2 - Noções de Matemática Financeira 


Neste capítulo é introduzido o conceito de grandezas proporcionais e suas con- 
sequências, retomando conceitos já vistos no Volume I da coleção. Há a definição de 
quando as grandezas são diretamente e inversamente proporcionais e a abordagem 
das regras de três simples e composta, com a apresentação de várias soluções de situa- 
ções concretas, inclusive a famosa redução à unidade. Nesse ponto é tratada a divisão 
em partes proporcionais. É introduzido o conceito de porcentagem e apresentada a 
ideia de redução e acréscimo de valores em problemas concretos, o que permite o 
estudo de juros de forma moderna e com a noção de pagamentos uniformes. 


5.3 —- Análise Combinatória 


Este capítulo se inicia com a noção fundamental de contagem, caminho mo- 
derno para o ensino da Análise Combinatória. Este capítulo se destaca pela apre- 
sentação de problemas práticos e criativos. São abordados os diferentes tipos de 
agrupamentos, como os arranjos simples e os completos; as permutações simples e 
com elementos repetidos; as permutações em um círculo; e as combinações simples 
e completas. O capítulo traz como inovação o fluxograma de resolução dos exercí- 
cios, que permite ao leitor verificar a diferença entre os agrupamentos. 


12 


MANUAL DO PROFESSOR 


5.4 - Binômio de Newton 


Este capítulo começa com a apresentação do triângulo de Pascal para motivar 
o leitor a verificar por si só as relações das combinações complementares, a relação 
de Stifel, a relação de Euler e a soma das combinações. Também são apresentados 
um estudo para os números figurados e o binômio de Newton com o termo geral e 
suas consequências e aplicações. 


5.5 - Probabilidade 


Espera-se que o aluno já tenha noção intuitiva do conceito de probabilidade 
ao iniciar este capítulo. São apresentados os conceitos de experimento aleatório, de 
espaço amostral e de evento de forma intuitiva, com exemplos práticos. A proposta 
também é desenvolver a ideia da união, da intersecção e do complemento, esse 
como a negação do conjunto dado. 

É apresentada a definição de probabilidade e destacado o conceito de frequência 
relativa de um evento. São abordados os eventos equiprováveis e as propriedades da 
união de eventos disjuntos; a probabilidade de ocorrência simultânea de eventos 
independentes; e a união de eventos. 

São aplicados os conceitos de probabilidade condicional e de independência 
por meio de árvores de probabilidade, procurando integrar o assunto com os já 
desenvolvidos no capítulo. 


5.6 - Matrizes 


Este capítulo traz uma base para o estudo de Álgebra Linear, um assunto 
que será desenvolvido no Volume III desta coleção. É apresentado o conceito de 
matriz e todas as noções básicas, como matriz de uma relação, matriz transposta e 
matriz triangular. Em seguida é abordada a parte operatória, a adição de ma- 
trizes, a multiplicação por um número e a multiplicação de matrizes, a matriz in- 
versa. Em todo o capítulo são destacados problemas de ordem prática e com aplica- 
ções reais, sempre que possível. 


5.7 - Determinante de uma matriz quadrada 


Neste capítulo, é aprofundado o estudo sobre o conceito de uma matriz, com 
destaque para a matriz quadrada e a definição da existência de um número real asso- 
ciado ao valor do determinante. 

Dessa forma, é definido o determinante de segunda ordem e o de terceira 
ordem e apresentado o desenvolvimento de um determinante por filas. Também se 
destaca no capítulo o teorema de Jacobi. 
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5.8 - Sistemas lineares 


Neste capítulo, são apresentadas as noções básicas, com destaque para a ma- 
triz completa de um sistema linear e para a incompleta. É abordada a possibi- 
lidade de dois sistemas terem a mesma solução, desde que sejam equivalentes. 
O método do escalonamento para matrizes é aplicado e a matriz inversa deter- 
minada por escalonamento da matriz dada. É desenvolvido um método para os 
retângulos com o intuito de facilitar a resolução de sistemas de qualquer ordem. 
A solução de sistemas homogêneos é apresentada e discutida. 


5.9 - Geometria Espacial 


Este capítulo começa com os conceitos básicos de ponto, reta e plano. São 
enfatizadas propriedades que levam o leitor às conclusões básicas, com argu- 
mentos lógicos e definições claras. Este capítulo tem o propósito de estimular 
o leitor, de forma efetiva, para o estudo da Geometria Espacial e de posição. É 
abordada a concepção das posições de uma reta e um plano, de dois planos, de 
duas retas, de retas e planos paralelos e de planos paralelos, assim como o con- 
ceito de retas reversas. 

Procura-se expor de forma clara o teorema das três perpendiculares, e o 
conceito de distância de um ponto a uma reta, de retas perpendiculares e oblí- 
quas e de retas reversas, com figuras que contribuem para o entendimento do 
conteúdo apresentado em cada passo. 


5.10 - Diedros e triedros 


Neste capítulo, são abordados o conceito de diedro e suas características; os 
planos perpendiculares; a projeção sobre um plano; o ângulo entre dois planos 
e o plano bissetor; o conceito de ângulo poliédrico ou sólido; os triedros e suas 
características. 


5.11 - Poliedros 


Neste momento, convém que o professor apresente aos alunos dois aplicativos 
que seguramente irão ajudar na percepção da beleza da geometria dos poliedros: 
software Poly em http://www.uff.br/cdme/pdp/pdp-html/pdp-br.html 

Este capítulo permite de forma clara que o leitor perceba o conceito de polie- 
dro, destacando o que são as faces, os vértices e as arestas. Apresenta-se assim O 
teorema de Euler, V- A + F=2, destacando o número 2 como a característica dos 
poliedros convexos e as principais relações dos poliedros. São estudados, neste ca- 
pítulo, os poliedros regulares e suas propriedades. 


14 


MANUAL DO PROFESSOR 


5.12 - Prismas e cilindros 


Neste capítulo são destacados os sólidos que são prismas e os que são cilindros. 
São apresentadas as propriedades métricas dos prismas, valorizando a aplicação do 
teorema de Pitágoras e suas implicações. São apresentados a área total e o volume 
de cada um dos referidos sólidos, a saber, o paralelepípedo, o bloco retangular e 
os cilindros de forma geral. Foi elaborado o conceito de semelhança de poliedros 
como consequência do princípio de Cavalieri. São desenvolvidos exercícios de 
aplicação prática neste capítulo. 


5.13 - Pirâmides e cones 


Este capítulo aborda os sólidos que são pirâmides e os que são cones. São 
apresentadas as propriedades métricas da pirâmide, valorizando a aplicação do 
teorema de Pitágoras e suas implicações. É destacada uma pirâmide em especial: 
o tetraedro. Também são apresentados a área total e o volume de cada um dos 
referidos sólidos. É desenvolvido o conceito de tronco de pirâmide e de cone. Os 
exercícios deste capítulo também trazem aplicações práticas. 


5.14 - Esferas 


Este capítulo traz o conceito de esfera e suas implicações geométricas, desta- 
cando o volume de um segmento esférico de duas bases e o de uma base, para 
então apresentar o volume da esfera. Com esse conhecimento, é possível deduzir o 
volume do setor esférico e do anel esférico. Em seguida, são apresentadas as áreas 
da zona esférica e da calota esférica para, a partir disso, destacar as áreas da esfera, 
do fuso esférico e de qualquer superfície de revolução. 


5.15 - Poliedros regulares 


Este capítulo traz um estudo detalhado dos poliedros regulares por meio da 
construção da esfera inscrita e da circunscrita em cada um deles e do destaque 
de suas propriedades. São verificadas as diferentes secções de planos com esses 
poliedros e suas características geométricas. São apresentadas situações práticas 
que levam o leitor ao entendimento das propriedades, das distâncias, das áreas 
e dos volumes. 
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SÍMBOLOS MATEMÁTICOS 


Símbolo Significado Seção (página) 
lim limite (de uma soma) 1.2.5 (p. 37) 
* diferente 21 (p. 56) 

% dividido por 100 (por cento) 2.5 (p. 72) 
= aproximadamente igual 2.6.2 (p. 82) 
! fatorial 3.1 (p. 104) 
AP arranjos simples de n elementos, p a p 3.2.1 (p. 107) 
(AC)? arranjos completos de n elementos, p a p 3.2.2 (p. 108) 
E permutações de n elementos 3.3.1 (p. 110) 
Pr permutações com elementos repetidos 3.3.2 (p. 118) 
(PD), permutações circulares 3.3.3 (p. 120) 
C!ou (5) combinações de n elementos, p a p 3.4.1 (p. 124) 
(CC)? combinações completas de n elementos, p a p 3.4.2 (p. 134) 
»> somatória 41.3 (p. 155) 
&É não pertence a; não é elemento de 4.2 (p. 164) 
< menor ou igual a 4.2 (p. 166) 
p(B) probabilidade do evento E 5.3.1 (p. 189) 
A evento complementar de A 5.4.1 (p. 194) 
p(BIA) probabilidade condicional de B, dado A 5.5 (p. 204) 
A e (conectivo lógico) 6.1.3 (p. 233) 
I matriz identidade 6.1.6 (p. 235) 
A! matriz transposta de A 6.2 (p. 240) 
—A matriz oposta de A 6.3.3 (p. 248) 
tr M traço da matriz M 6.3.5 (p. 253) 
pal não existe 6.4 (p. 258) 
A matriz inversa de A 6.5 (p. 267) 
det S determinante da matriz S 71 (p. 280) 
AB reta AB 9.1 (p. 364) 
AB semirreta AB 9.1 (p. 364) 
AB segmento de reta AB 9.1 (p. 364) 
ri reta r paralela ao plano O 9.2.1 (p. 369) 
= coincidente 9.2.2 (p. 370) 
rla reta r perpendicular ao plano O 9.3.1 (p. 385) 
ODC ângulo ODC 9.3.1 (p. 386) 
ABJD triângulo BJD 9.3.4 (p. 391) 
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CAPÍTULO I 


PROGRESSÕES 


«+ 1531, 1607, 1682, 1758, 1835, 1910, 1986, 2061, ... 


The Granger Collection, New York/Other Images 


Progressões aritméticas e geométricas são versões discretas das funções afins e exponenciais, 
respectivamente. Na foto, o cometa Halley e alguns dos anos nos quais ele foi visível da Terra — 
note que a sequência de anos é quase uma progressão aritmética, de razão próxima a 75 anos. 


DEFINIÇÃO 
Progressão aritmética. 


NOTA 
Numa progressão 
aritmética, cada termo 
é a média aritmética 
entre o antecedente e o 
consequente. 
Assim: 
PA (..., a, Db, c,...) 
b-a=c-b 
2b=a+c 

a+c 
e 2 
Essa propriedade é 
válida do segundo até o 
penúltimo elemento da 
progressão. 


ds 


1 - PROGRESSÕES 


1.1 - Progressão aritmética 


Chama-se progressão aritmética (PA) toda sucessão de números em que 
a diferença entre cada termo a partir do segundo e o precedente é constante. 


Representa-se uma progressão aritmética por (a,) = (a, 4, As, ..., Ay Gn +) 
em que a, , e a, são dois termos consecutivos quaisquer. A diferença constante entre 
cada termo e o anterior chama-se razão da progressão aritmética e é representada por r. 

Assim, temos: 

G-M=hA-G=r.. a 


RR ou ERR ,n=>2 


Às progressões aritméticas são crescentes, decrescentes ou estacionárias con- 
forme sua razão seja, respectivamente, positiva, negativa ou nula. Os exemplos a 
seguir ilustram essa classificação. 


Exemplos: 

) (23 == 
(Sl =) co) ===! 
(2, 2 Lp vo) => 120 


ii) 


iii) 


Exercícios resolvidos: 


1) Sabendo que a sequência (3x — 1, x, x2— 11, ...) é uma PA, calcule o quarto 
termo. 


Solução: 

Devemos ter: x —-(3x—- 1)=(x2-11)-x 
-2x+1=x2-x-11>x2+x-12=0 

que resultaem x=3 ou x = —4. 

Para x = 3, temos a PA (8, 3, -2, ...) de razão r = -5. O quarto termo será 
= bs SE =), 

Para x = 4, temos a PA (-13, —4, 5, ...) de razão r = 9. O quarto termo será 
a,=5+9=14. 


2) (FGV-RJ) Um automobilista viaja numa estrada em velocidade constante. 
Num dado instante passa por um marco de quilometragem com um nú- 
mero de dois algarismos. Uma hora depois passa por outro com os dois 
algarismos do marco anterior invertidos. Decorrida mais uma hora ele vê 
um marco com os algarismos do primeiro com um zero entre eles. 
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3) 


i) Que marcos foram vistos? 


ii) Qual a velocidade do automobilista? 


Solução: 

Chamamos de ab o número do primeiro marco, onde a é o algarismo 
das dezenas e b o das unidades. Então: 

ab = 10a + b é o primeiro número visto; 

ba = 10b + a é o segundo número visto; 

aOb = 100a + b é o terceiro número visto. 

Como eles foram vistos em intervalos iguais de uma hora, eles formam uma 
PA. 

(10a + b, 10b + a, 100a + b) 

Temos que: (10b + a) — (104 + b) = (1004 + b) — (10b + a) 

9b — 9a = 99a — 9b > 18b = 1084 => b= 6a 

Como a e b são inteiros e positivos menores do que 10, só existe a hi- 
pótesea=1eb=6-1 =6.0Os números serão então (16, 61, 106). A razão 
dessa PA é o espaço percorrido em uma hora, logo 61 — 16 = 45 km em 
1h. A velocidade será, então, 45 km/h. 


Qual o menor valor inteiro de x que torna a sequência 
(x, x2— 9x + 16, 2x2 — 19x + 32, ...) uma progressão aritmética decrescente? 


Solução: 

Note que (x? — 9x + 16) - x = (2x2— 19x + 32) — (x2— 9x + 16) para qualquer x, 
logo a sequência é uma PA. Resta saber o que ocorre quando a razão é ne- 
gativa. Como a razão é a diferença entre um termo e seu anterior, temos: 
(x2-9x+16)-x<0 + x?- 10x + 16<0, logo 2 <x< 8. Como x deve ser o 
menor inteiro pertencente a esse intervalo, devemos ter x = 3. A progressão 
então será: (3, —2, —7, ...), cuja razão é r=—5. 


Observação: 


Em uma progressão aritmética, para passarmos de um termo para o seguinte, 
basta somar a razão e, para passar de um termo para o anterior, basta subtrair a 
razão. Esse fato sugere, em alguns casos, representar as progressões aritméticas da 


seguinte maneira: 


i) Quando a progressão tiver um número ímpar de termos: 


(o X-2,X-LXX+HXA+ZI, ...) 


ii) Quando a progressão tiver um número par de termos: 


Co x-Imx-m,X+M,X+3M, ...) 
Note que nesse caso, a razão da PA é r = 2m. 
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NOTA 

Um número ab de dois 
algarismos representa a 
dezenas e b unidades. Logo 
podemos escrever 10a + b, 
sendo a e b números de um 
algarismo. 
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Exercícios resolvidos: 


Ud: 


1) 


2) 


3) 


Calcular os ângulos internos de um triângulo retângulo sabendo que eles 
estão em progressão aritmética. 


Solução: 

Temos: (x -1,x,x +71) 

Como a soma dos ângulos é 180º, temos: 
x-r+x+x+r= 180º > 3x = 180º => x=60º 

Por outro lado, um dos ângulos é 90º, então a razão da PA será 
90º — 60º = 30º. 

Os ângulos terão, então (30º, 60º, 90º). 


Calcular os ângulos internos de um quadrilátero convexo cujos ângulos 
estão em PA e o maior é o dobro do menor. 


Solução: 
Temos: (x- 3m, x-m, x + m, x + 3m) e r = 2m. Como a soma dos ângulos 
internos de um quadrilátero é 360º, temos: 
x-3m+x-m+x+m+x+3ma= 360º 
x+3m=2x-6m 


4x = 360º st = Q0º 
x+3m=2x-6m 58 = Sil 


Logo: | 


SU SS = Tg p= AD 
A progressão aritmética será então: (60º, 80º, 1009, 120º). 


(UFRJ) Achar 5 números em PA sabendo que sua soma é 20 e a soma dos 
1 


seus quadrados é 82 > 


Solução: 


Seja a progressão aritmética: (x —21, x -1,x,x+1,x+21) 


Devemos ter: e 


(e 204 (nata (re PA (+ 2282 


ER maes - 165 5 
Ge in o op ligo 
Z 2 2, 
Logo, = E É . Temos então duas progressões aritméticas possíveis: 


a 
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4) 


Que relação deve existir entre os coeficientes da equação ax* + bx? + c= O 
de modo que suas raízes estejam em PA? 


Solução: 

Toda equação de quarto grau (ou biquadrada) tem quatro raízes. Logo, 
as raízes deverão ser: (x-3m, x-m, x +m, x + 3m) 

Como as raízes são simétricas duas a duas, vem: 


=> me) 


x-3m=-(x + 3m) 
x-m=-(x+m) 


Logo, as raízes serão: (-3m, -m, m, 3m). As raízes da equação do 2º grau 
reduzida serão os quadrados desses valores, logo: x, = m? e x, = 9m?. 


Como x, +x,=- 2. ex, e temos: 0/0 Ro qa 
a a a a 
Eliminando o parâmetro m: 
2 2 
É m' = o 8 9 É 
1004? 
que é a relação desejada. 


; =“ > 9h? = 100ac 
1004? a 


1.1.1 - Termo geral da PA 


Seja a PA (a, à,, ds, ... 
Podemos escrever: 


a 


, G-1 A, Gs 1 e 


G=0+" 

A,=0,+T 

A=a,+r n— 1 igualdades 
n= 4, 4+T 


Somando membro a membro essas n — 1 igualdades, vem: 


a=0,+(n-1r 


A fórmula a, = a, + (n — 1)r envolve quatro elementos; conhecidos três deles, a 


determinação do quarto reduz-se a uma simples equação do 1º grau. 
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NOTA 

Qualquer termo a, de uma 
PA é igual ao primeiro 
termo a, mais tantas vezes 
a razão r quantos forem os 
termos que o precedem, ou 


seja, (n — 1). 
Assim: 
Go = +9r 


03 = q, + 202r 


= m+pr 
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Exercícios resolvidos: 


1) Um atleta corre 5 km no primeiro dia de treinamento, 7 km no segundo 
dia, 9 km no terceiro dia e a cada dia aumenta 2 km no seu treinamento 
para uma maratona com percurso de 42 195 m. 


i) Quantos quilômetros ele correrá no 13º dia? 


ii) Quantos dias ele deverá treinar para ter certeza de que está apto para a 
disputa? 


Solução: 


i) Os quilômetros corridos estão na PA (5, 7,9, ...). 
Deseja-se o 13º termo dessa PA, isto é, a,,. 
Temos então: a,;= a, + 12r=5+12-2=29km 


ii) Para ter certeza de que está apto, o número de quilômetros percorridos 
neste dia deverá ser maior ou igual a 42,195 km, logo: 
a, = 42,195 > a, + (n — 1)r = 42,195 
5+(n- 1)2 = 42,195 > (n- 1)2 = 37,195 
n-1 = 18,5975 > n = 19,5975; logo, o atleta deverá treinar por pelo 
menos 20 dias. 


2) Ano bissexto é aquele cujo cardinal é múltiplo de 4, mas não é múltiplo de 
100, incluindo, entretanto, os múltiplos de 400. Assim sendo: 


i) Quantos serão os anos bissextos de 2010 até o ano 3000? 


ii) Se 1º de janeiro de 2010 é uma sexta-feira, que dia da semana será 1º 
de janeiro de 3001? 


Solução: 


i) Calculemos os múltiplos de 4, 100 e 400 entre 2010 e 3000. 
Temos: múltiplos de 4: (2012, 2016, ..., 3000) 
múltiplos de 100: (2100, 2200, ..., 3000) 
múltiplos de 400: (2400, 2800) 
3000 = 2012+(n- 1). 4 > 4n = 992 > n = 248 múltiplos de 4 
3000 = 2100 + (n— 1) - 100 => 100n = 1000 => n = 10 múltiplos de 100 
Portanto, são 248 — 10 + 2 = 240 anos bissextos. 


ii) Um ano normal tem 365 dias (365 = 7 - 52 + 1); logo, a cada ano nor- 


mal o dia da semana adianta-se em um dia, isto é, o que era segunda- 
-feira passa a ser uma terça-feira no ano seguinte. 
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3) 


4) 


Nos anos bissextos, há um adiantamento extra de um dia 
(366=7.52+2). 

Assim, o número total de adiantamentos de 2010 até 3001 é: 

3001 — 2010 = 991 adiantamentos normais 

Como são 240 adiantamentos extras, então 991 + 240 = 1231. 
1231=7-.175+ 6, teremos 6 adiantamentos. 


Logo, se 1º de janeiro de 2010 é uma sexta-feira, então 1º de janeiro de 
3001 é uma quinta-feira. 


Inserir (ou interpolar) 49 meios aritméticos entre 100 e 200. 


Solução: 

Inserir 49 meios aritméticos entre 100 e 200 é formar uma PA com os 
números 100 e 200 nos extremos tendo entre eles 49 números. Temos 
então uma PA com 49 + 2 = 51 termos, sendo a, = 100 e as, = 200. En- 
tão, as; = à; + 50r > 200 = 100 + 50r. Logo, r = 2. 

A PA será: (100, 102, 104, ..., 200). 


Uma série de 10 pagamentos foi feita de modo que cada parcela excedesse 
a anterior em R$ 10,00. Se a última parcela foi de R$ 120,00, de quanto foi 
a primeira parcela? 


Solução: 


a=a+(n-1):r=>120=9,+9-:10=>a,=30 
A primeira parcela foi de R$ 30,00. 
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NOTA 

Interpolar k termos 

entre dois termos ae b 
conhecidos é formar uma 
PA de k + 2 termos, onde 
ae bsão extremos. 


(1 — 
k termos 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dê a classificação das seguintes PAs, em face de sua 
razão: 


a) (10, 12, 14, 16, 18, 20, ....) 
b) (20, 12, 4, -4, -12, -20, ....) 
O (10, 10, 10, 10,10,....) 


FZ" Na progressão aritmética (4, 6, 8, 10, ...) determine a 
sua lei de formação. 


3" Qual o 40º termo da PA (2,5, 8, ...)? 
P4' Determine o 1º termo da PA em que q, = 39er=4. 
E5 Quantos termos tem a PA (43, 38, ..., 2)? 


[16 Sabendo-se que em uma PA o 10º termo é a e a razão 
é b, determine o 17º termo em função de ae b. 


Ud: 


: BZ Os diâmetros das circunferências que formam um an- 


teparo para o tiro ao alvo estão em progressão aritmé- 
tica de 7 termos, sendo os extremos iguais a 18 mm e 
96 mm, conforme o desenho. 


O) 


Determine, em mm, os diâmetros das 5 outras circun- 
ferências que formam o alvo. 


E8" O cometa Halley é visto pelos habitantes do planeta 


Terra de 76 em 76 anos. Ele foi visto em 1910. Quantas 
vezes ele foi visto durante a era cristã? 
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1.1.2 - Soma dos termos da PA 


Dada a PA em n termos (a,, à,, As, ..., 4,2, 4, 4 4), desejamos calcular a soma S: 
S=,+0,+0,+.. +, 5+HA, 1+4, 
Escrevendo essa soma na ordem inversa, temos: 
S=,+A, 14H0, 5+...+A+Aa,+a, 
Somando membro a membro essas duas igualdades, e agrupando as parcelas 
de duas em duas, temos: 
S=0+06, ++... +HA, 5+A, 1+Ha, 
S=,+A,14H0, 2+...+A+Aa,+a, 
2S=(a+a)+(a+a, )+(a+a, )+..+(a,+ ay) 
Como a,+a,1,=(ga+nN)+(a,-nN=a+a, 
a+a,s=(gá+2)+(a,-2)=a+a, 
À soma 2S se reduzirá a uma soma de n parcelas iguais a (a, + a,): 
2S=(a+a)+(a+a)+(a+a)+..+(a+a,) 


2S=(a,+a,)n 
E (a +a)n 
a 2, 


Exercícios resolvidos: 

1) Um pomar tem suas árvores plantadas em forma de triângulo, havendo 
uma árvore na primeira fila, três árvores na segunda fileira, cinco árvores 
na terceira, e assim sucessivamente. 


i) Quantas árvores haverá na quadragésima fila? 


ii) Quantas árvores haverá em todo o pomar até a quadragésima fila? 


Solução: 

i) o ltfila 
O 0 0 ema 

elo elo e sáfila 


As filas formam uma progressão aritmética de razão 2: (1, 3,5, ..., Ay) 
O número de árvores da quadragésima fila será o termo a,, da progressão, 
logo: 


Ea = sr sbre | 4 Do 2 78) Ainioies 


ii) O total de árvores do pomar será a soma das árvores de todas as filas 
até a quadragésima. 


(a, + as)4O (1 + 79)40 


Z Z = 1600 árvores 


S=4+0,+..+dyo= 
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2) Numa reunião compareceram 30 pessoas. Cada pessoa que chegava cum- 
primentava todas as que já tinham chegado. Quantos cumprimentos hou- 
ve na reunião? 


Solução: 

O primeiro a chegar não cumprimentou ninguém. 

O segundo a chegar cumprimentou apenas um. 

O terceiro cumprimentou dois etc.; e o último a chegar cumprimentou os 
29 já existentes. Assim, o número de cumprimentos foi: 


9 = (0 +29)30 
2 


(O) ar dl 452 ap ou dp 2 = 435 cumprimentos 


3) Num colégio há 20 comissões de alunos, todas têm o mesmo número de 
alunos. Cada aluno pertence a duas comissões e cada par de comissões 
possui exatamente um aluno em comum. 


i) Quantos alunos participam de cada comissão? 


ii) Quantos alunos participam de alguma comissão? 


Solução: 
A primeira comissão deverá ter x alunos. 

A segunda comissão deverá ter um aluno em comum com a primeira e 
x — 1 novos alunos. 

A terceira comissão deverá ter um aluno em comum com a primeira, 
um aluno em comum com a segunda e x - 2 novos alunos, e assim 
sucessivamente. 

A vigésima comissão deverá ter um aluno de cada uma das 19 demais 
comissões e nenhum aluno novo. Como é a vigésima, ela terá 19 alu- 
nos, sendo cada um de uma das dezenove anteriores. O total de partici- 
pantes então será: 

q = (0 + 19)20 


> = 190 alunos 


19+18+17+...+ 


4) Num pomar são plantadas 20 árvores em linha reta e a 3 metros uma da 
outra. Um camponês as rega com água de um poço que está alinhado com 
essas árvores, mas a 10 m antes da primeira. Qual o percurso total percor- 
rido pelo camponês sabendo que depois de regar a última árvore ele volta 
até o poço? 


Solução: 


p o a pilas Ao 


Sejam P o poço e A,, A,, ..., Asp as árvores do pomar. 
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No primeiro trajeto ele vai do poço até a árvore A, e volta ao poço. Cami- 
nha, portanto, 20 m. No segundo trajeto ele vai do poço até a árvore À, e 
volta ao poço. Caminha 26 m. No terceiro trajeto caminha 32 m e assim 
sucessivamente. Os trajetos formam a PA: 

(20), 26, SB, cep To) 

O vigésimo trajeto será a,, = à, + 19r= 20 + 19. 6= 134m. 

O caminho total percorrido será, então, a soma dos termos dessa PA. 


“(a +a,)20 (20 + 134)20 
7 2 E 2, 


S =1540m 


5) Determinar a PA em que a soma dos n primeiros termos é 2nº + n, para 
qualquer valor de n. 


Solução: 

Rena = 1, icms == 2 Pa l= 

Para n = 2, temos a soma dos dois primeiros termos, logo: 
S>= 4, 4d, = 2: 224 2. = 0, Então, 


= o > Mme/= isa V-5=4 
a, + a, = 10 
A PA será então: (3, 7, 11, ...) 
Verificando a soma dos n primeiros termos dessa PA: 
CHIC esa 
Zi 

6) Uma dívida de R$ 7.500,00 foi paga em parcelas mensais e cada parcela ex- 
cedia a anterior em R$ 50,00. Em quantas parcelas foi feito o pagamento, 
sabendo que a última parcela foi de R$ 850,00? 


>S=2nº+n 


Solução: 

Como cada parcela é R$ 50,00 a mais que a anterior, temos parcelas em 
progressão aritmética de razão R$ 50,00. 

(a,, a, + 50, a, + 100, ..., 850). Temos a, = a, + (n — 1)50 

850 = a, + 50n — 50 = 900 = a, + 50n = a, = 900 - 50n 

A dívida é a soma de todas as parcelas, logo: 


(900 — 50n + 850)n 
B) 
15000 = (1750 — 50n)n = 50nº — 1750n + 15000 = O 
nº - 35n + 300 = 0 => n, = 15 ou n, = 20 
n=15 => a, = 900 —- 50 - 15 = 900 — 750 = 150 
n=20 => a, = 900 — 50 - 20 = 900 — 1000 = —100 
Como as parcelas devem ser positivas, pois são pagamentos, temos que o 
número de parcelas é n = 15 e a primeira parcela é de R$ 150,00. 


“ Xa+an 
» 


N) = 7500= 
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OBSERVAÇÃO 

Esse resultado será 
utilizado na determinação 
de volumes de sólidos 
geométricos. 


ds 


7) 


8) 


Mostrar que, quando se somam os termos correspondentes de duas PAs, a 
sequência formada é ainda uma PA cuja razão é a soma das PAs adicionadas. 


Solução: 

Sejam as progressões: 

(0 Cp May 0 Ci 050) OIE TADÃO 17 

(o big Di son Di 60) OIE TrAÃIO IR 

Somando termo a termo: 

(a +b,,a,+b,,...,a,+bD, ...) 

a,+b,=a,+(n-1)r+b,+(n- IR 

a,+b,=(a, + Db; + (n — 1)(r + R), que é a expressão do termo geral de uma 
PA em que o primeiro termo é a, + b e a razão ér+ RR. 


Partindo da igualdade (n + 1)) = nº + 3n? + 3n + 1, calcular a soma dos qua- 
drados dos números naturais. 


Solução: 
Façamos na igualdade (n + 1))=nº + 3n? +3n+ 1: 


n= = Y=P+3.172+3.1+1 

Es = 43.2+3.241 

n=3> $=9%43:3243-341 somando membro a membro 
: e E todas essas n igualdades. 


n=en>(n+1)=9+3:nº+3:n+1 


(nN+1P=P+3-(12+2+..+n0)+3-:(1+2+..+n)+ 
+(1+1+...+1) 


(1+n)n 
UEiE e dE 74) 


-(n+D)=3-(12+22+..+nº) 


(n+1))=1+3-(12+22+..+n)+3:- 


(ras. tdo 


(+ D-[n+n3-SEoa]=3 (224. +10) 


2 = 5 
(qua) nc tan Z O) 


n(n + D(2n + 1) 
6 


2+2+..+4nº= 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Um oficial comanda 325 soldados. Ele quer organizá- 
-los em disposição triangular, de modo que a primeira 
fila tenha 1 soldado, a segunda 2, a terceira 3 e assim 
sucessivamente. Quantas filas o oficial irá formar? 


F2' Calcule a soma dos dez termos de uma PA, sabendo- 
-se que a soma de seus extremos é 30. 


E3º 0 professor Felipe, em certo dia, escreveu as 20 pri- 
meiras linhas de um livro. A partir desse dia, ele escre- 
veu, em cada dia, tantas linhas quantas havia escrito 
no dia anterior, mais 5 linhas. O livro foi escrito em 10 
dias e 17 páginas. Quantas linhas há em cada página? 


: [AM Qual o valor da soma de 2+4+6+8+...+2:10/7 


* ESA soma dos n primeiros termos de uma PA é igual a 


3n?. Calcule o 8º termo da PA. 


: [6 Dê o resultado da soma S da expressão: 


S=l0g,"N2 + log;"Y/22 +... + log, “N 2% 


: [ZM Em uma PA, sabe-se que a, + q, = 71. Qual o valor da 


soma dos 26 primeiros termos dessa PA? 
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EE a P 
1.1.3 - PA e função afim 
NOTA 
Quando o termo geral da a A . a ; , 
sucessão é do primeiro grau Uma PA, sendo uma sucessão, é uma função definida no conjunto dos números 


(a,=a-n+ b), a sucessão é naturais N = 1, DT aniy n). Como a, = a, + (n — 1)r, que varia com n, temos: 
uma progressão aritmética 
de razão a. 

De fato: 

An a,=an+1)+b- 
—-(an+b)=a=r. 

Note que o primeiro termo 


éa=a+b. 
a,=a+nr-rouainda a,=nr+(a,-r), que é uma função polinomial do 
primeiro grau em n. 
O Isso significa que os pontos de coordenadas (n, a,) estão sobre uma reta y = ax + Db 
NOTA em que o coeficiente angular é a = re a ordenada na origem é b= a, — r. Observe que 
A razão da progressão é : Ê E 
e se n varia de uma unidade a, varia de r. 
o coeficiente angular da Ê il . 
reta suporte dos pontos da Esse fato caracteriza a função afim. 
progressão On a) Já no caso da soma dos termos da PA, 
a=tga=-—=r. 
1 (a +a)n 1 1 
E a = mtm+(n-1) fn=5(Qa+m-n-n 


s=l r E En de do Soa ã 
RS EA n, temos uma função quadrática cujo gráfico é uma parábola. 


Os pontos (n, S,) são tais que S,-S, ,=a,. As diferenças dos valores assumidos 
pelas somas estão em progressão aritmética. 
(S,, S; — 84, S; — S5, ..., S,— S, 1) é uma PA. 


y=S 
o o RO RR Pa 


à V: 24 


PROGRESSÕES CAPÍTULO | 


1.2 - Progressão geométrica 


Chama-se progressão geométrica (PG) a toda sucessão de números 
não nulos em que o quociente entre cada termo e o precedente é, a partir 
do segundo, constante. 


Representa-se uma progressão geométrica por (a,) = (A, 4, As, .., Ay App +) 
em que a, ea, , são dois termos consecutivos quaisquer. O quociente constante en- 
tre cada termo e o anterior chama-se razão da progressão geométrica e representa- 
-Se por q. 


às a, 


a, 2d e 4-1 


a 
Assim, temos: E Eu EO ou HER, n>2 

A progressão será crescente se q > 1, decrescente se O < q< 1 e estacionária 
(constante) seg =1 paran>2. 

Quando a razão é negativa (q < 0), a progressão geométrica é alternada 
(oscilante). 


Exemplos: 


i) (1,2,4,8,...) > q=2 = progressão crescente 


mo) (5, 1, — >» co) ES j= — = progressão decrescente 


iii) (-2, -2, -2,...) > q= 1 > progressão constante 


z, E 2 
q=-= > progressão oscilante 


iv) (27, -18, 12, -8, Sé : 


3? o) 


Exercícios resolvidos: 


1) Sabendo que a sequência (2x — 1, 2x + 2, 6x, ...) é uma PG, calcular o seu 
quarto termo. 


6 
Dx DDR 


e (2x+2)2= 6x(2x- 1) 


4x2+8x+4=12x2-6x o 8x2- 14x -4=064x2-7x-2=06 


1 
S6x=20ux=-— 
4 
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DEFINIÇÃO 
Progressão geométrica 


NOTA 

Numa PG, para passar de 
um termo para o seguinte, 
basta multiplicá-lo pela 
razão q. 

A PG fica: 

(a, aq, aq?, aqê, ...) 


NOTA 

Numa progressão 
geométrica, 

cada termo positivo, exceto 
o primeiro e o último, é 

a média geométrica dos 
termos adjacentes. 

Temos: 

(ca, 0; D, Gio) 


b2=ac=> b=Vac 
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Temos então as progressões: 


Pena = 2 => (9, 6, 12, «00) => q1= 2, logo: q, = 12 0 Z= 24 


4 Moo mB 
2) Três números estão em PG, mas também formam, na mesma ordem, uma 
PA. Se o primeiro termo é 2, encontre os outros. 


Para x =— a + [- Sa E joga, logo: as= [5 = 5 


EEE 

NOTA Solução: 

É possível mostrar que uma 

PA é uma PG se, e somente Seja a PG (2, 24, 29º), como ela deve ser também uma PA: 


se, ela for constante. 24929? 
ie 1 s2M=1+8=>9-29+1=0 

(= P=0=g=l=0=-q= ll 

Logo a progressão é (2, 2, 2). 


3) A soma de três números em progressão geométrica é 19. Subtraindo uma 
unidade do menor deles obtém-se uma progressão aritmética. Calcular a 
progressão. 


Solução: 
Seja a PG (x, xq, xq?) crescente, isto é, x é o menor termo. Subtraindo uma 
unidade do menor, temos a PA: 


x-1+xgº 


(x— 1, xq, xq?), então, xq = 2 


Formando então o sistema: 


x + xq + xqº = 19 (1) 
2xg=xq2+x-1 (2) 


Da equação (1) tiramos: xg? + x = 19 - xq 
Substituindo em (2): 2xg= 19 -xq-1 
Su = ty => = 6 

Voltando à equação (1): x + 6 + 6q = 19 


ses» Og= 5 pa x=13- 6q 
xq=6 EO 


(13-69)g=66137q-697º?=6 + 69º-13]9+6=0 
RR es 


Temos então duas progressões: 


Paraq= 5 >2=9= (9, 6, 4) 


Paraq= 551545 (4,6, 9) 
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4) Mostrar que, na sequência de quadrados inscritos num ângulo, como in- 
dicado na figura: 
3% 
EE] 


Var 


i) oslados 2, £,e 2, estão em PG; 


ii) as áreas 22, 22 e 22 também estão em PG. 


Solução: 


i) Os triângulos semelhantes nos dão: 
dama = ao bo topo Dell 
ll 2, 


donde 2? = 2 2, o que demonstra, pois £, é média geométrica entre £, e 2... 


Temos a PG (L,, 2,, L,) de razão q = Ea 


a! 


ii) Como as áreas são os quadrados dos lados, basta elevar ambos os 
membros da igualdade L$ = 2, £, ao quadrado: 


(25)? = (BL)? > (8)? = E 5 


Ls 2 
Temos então a PG (22, 2, 2), cuja razão é Q = To = o = (f. 
il 1 


1.2.1 —- Termo geral da PG 


Seja a PG (a, 45, As, Ay... Ay Ap eo). 
Temos que: 
a, a; a A 
=q, =q, =], .. =q 
4 a, a 4a 


Multiplicando membro a membro essas n — 1 igualdades: 


dE DE q = da SME 

Es BE Ka qq q... q=q 
n— 1 fatores 

a 


n 


= — qri=> a, = es" 
1 


A fórmula a, = a;q"-! envolve 4 elementos a,, a, q e n. Se forem conhecidos 3 
deles, é possível calcular o 4º. 


27 


NOTA 

Áreas e comprimentos 
correspondentes de figuras 
inscritas num ângulo e 
tangentes estão em PG. . 


tb aposta 


NOTA 

Cada termo é o produto do 
primeiro pela razão elevada 
ao número de termos que 
o precedem. 

Assim: 

G=0:08, Mo=0n: q”, 
=: q 


Bar 
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Exercícios resolvidos: 


1) Uma bola é lançada na vertical, de encontro ao solo, de uma altura h. 
2 
Fa 
altura ela atingirá após bater no solo pela 20º vez? 


Cada vez que bate no solo, ela sobe até da altura de que caiu. Que 


Solução: 
Após bater pela 1º vez ela atingirá a altura h, = + h. 

a Sa E 2 + 
Após bater pela 22 vez ela atingirá a altura A, = us by = O h. 


E assim sucessivamente. As alturas atingidas pela bola, depois de bater no 


solo, estarão na PG (5 h, E h, a de razão + Deseja-se h,o- 


» 2 419 2 20 
Temos: h, =h,- q” = E n (5) (5) -h 


2) O nível de álcool no sangue de um motorista alcançou 2 gramas por 
litro logo depois de ter bebido uma considerável quantidade de bebida 
alcoólica. 

Considere que esse nível reduz-se à metade a cada hora. Que nível de álcool 
existirá no sangue no fim da 5º hora? 


Solução: 


No fim da 1º hora o nível será 1 g/L. 


No fim da 2º hora o nível será + EA DA 


E assim sucessivamente. Os níveis de álcool no sangue estarão no fim de 


tod 


n-1 
cada hora na PG (1 DECR a cujo termo geral é a, = (5) : 


Ao final da 5º hora, o nível de álcool será: 


1 


16 8/L = 0,0625 g/L 


4 
a=1(5) > = 
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3) 


4) 


Divide-se um quadrado de lado £ em 9 quadrados iguais e retira-se o 
quadrado central. Deve-se proceder da mesma forma com os 8 quadrados 
restantes. Esse processo é repetido n vezes. 


i) Qualo valor do lado do n-ésimo quadrado retirado? 
ii) Quantos quadrados permanecem depois de n-ésima operação? 
Solução: 
i) O lado do quadrado retirado na 1º operação é z oleo 
O lado do quadrado retirado na 2º operação é = a = = = lt; 
Os lados dos quadrados retirados estão na PG [+ > A de razão 
Si, 
a L ins 
1K = a Gio -— + |—— = a 
emos que 2, =L,-q 3 3 ] 37 
ii) Na primeira operação restam r, = 8 quadrados. 


Na segunda operação restam r, = 8 - 8 quadrados etc. 
Os quadrados restantes estão na PG (8, 82, 8º,...). 
Permanecem ao final da n-ésima operação: 
(oO RS ES quadrados: 


Estabelecer uma fórmula para o produto dos termos de uma PG. 


Solução: 

Ps Ca g2 co = Go (no) (af) 2 co» (go 9) = Cho q Pd 
(L+n-D(n-1) n(n = 1) 

Dig Eis ao ane 
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5) Chama-se meia-vida de uma substância radioativa o tempo necessário 
para que se desintegre a metade de sua massa. 


O carbono 14 (C!?) é um isótopo radioativo do carbono. Sua meia-vida é 
de 5568 anos. 


Sabendo que em uma amostra de osso animal foi encontrada 0,02 g de CH, 
e a amostra do mesmo osso apresentava 10,24 g quando ele estava vivo, 
quando morreu o animal? 


Solução: 
Como para cada meia-vida a massa de C! se reduz à metade, temos uma 


PG de razão > 


Temos que a, = 10,24 e a, = 0,02. Então: 


0,02 = 10,24 . (5) em que n é o número de períodos de 5 568 anos. 


(02/00 AI a D 
10,24 (5) Ro on dito 


Resposta: O animal morreu há 9 . 5568 = 50112 anos. 


: 1 : ra 
6) Inserir entre qu 8 nove meios geométricos. 


Solução: 


Devemos ter uma PG Es ——, 8) Calculamos a razão da PG de 11 
4 9meios 


1 
termos em que a, = EE E Om = É 


Temos: 8=- .qu-1=>32=q0> q=4"2. 


TESE 
ARCA Ro 


q="2 = 1 VZ, 2, 2N2, 4, 4/2, 8) 


o-"2=+(5 a , a. aa VT, 22, 4, 42, 8) 
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1.2.2 - PG e função exponencial 


Como a,=a,q"-!, os pontos (1, a), (2, a), ... (n, a,) estarão sobre a exponencial 
n 1 1 2 n 


o ave 
ea qe, 


2 


PG decrescente 


PG crescente 


Uma progressão geométrica pode ser caracterizada pela variação sofrida ao se 
passar de um termo para o seguinte. De fato, seja uma PG (a, q, Ay, ..., Ay Ap <) 
a variação ao se passar de a, , pata a, é a,- a,., À variação relativa ou taxa de 
variação é: 


= 


n7 A 4, ; 
= -1=qg-1, que é constante. 


n-1 


Chamando q-— 1 =k, teremos: 


A Ana | ) 
= k > Ea Ekos 


n-1 


Cada termo de uma PG, a partir do segundo, é a soma desse termo com um 
valor diretamente proporcional a esse termo. 
1.2.3 - Aplicações de progressões geométricas 
As progressões geométricas se prestam à modelagem de vários fenômenos. 
Demografia: crescimento populacional 
A) Determinar a população de um conjunto de indivíduos sabendo que a po- 


pulação atual é P, e que esta cresce à taxa relativa de x ao ano. 
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NOTA 

Se g<0, a PG alternada 
terá seus pontos sobre duas 
exponenciais. 


y 


NOTA 

Uma PG pode também 
ser definida como uma 
sequência em que a taxa 
de variação relativa é 
constante. 

Veja a seção “Propriedade 
característica das funções 
exponenciais” no cap. 8 
volume 1. 


NOTA 
x deve ser escrito na forma 
decimal: 


2% = 15 = 0.02 
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NOTA 
Observe que P, é uma 
função exponencial em n. 


NOTA 
(40000, 60000, 90000) 
formam uma PG de razão 


1-5 


ds 


B) 


C) 


Solução: 

No final do 1º ano a população será: 

P,=Po+Pox=Py(1+x) 

No final do 2º ano a população será: 
Pp=P+Px=PA+)=PA+rdA+ry)=P(1+x)? 

Observe que as populações estão numa PG em que a razão ég=1 +. 
No final do n-ésimo ano teremos: 
P=P-qU!'=PA+rd)A+x!=Po(1+x). 


P,=P,(1+x) em que x é a taxa de variação (crescimento) da população. 


A população de uma cidade era, em 2.000, de 40000 habitantes, e, em 2010, 
de 60000. Supondo o crescimento geométrico, qual será sua população em 
2020? 


Solução: 
Tem-se P, = 40000, P,, = 60000 e deseja-se P,o. 


. e Po 
Po=P(A+DO> (A +DlO= P. 
(o) 


Po Pó 
E > Fo 
Po=Pl+)PP=S (+) =— 
2 2 ; 8 
Entiostço Dos BODOO SO O o mis dyddO 


Po, 40000  4-10! 
Resposta: A população será, em 2020, de 90000 habitantes. 


Química: concentração de misturas 


Um depósito de combustível tem um tanque completo com 10000 litros 
de uma mistura de 8000 litros de gasolina e 2.000 litros de álcool. Um fun- 
cionário do depósito vende a cada hora 1000 litros da mistura e completa 
o tanque, por engano, com gasolina. Ao fim de 8 horas de trabalho, que 
quantidade de álcool restará no tanque? 


Solução: 
Como 1000 litros correspondem a Todos = o = 10% do tanque, a cada hora 
são retirados 10% de gasolina e também 10% do álcool. Como o álcool não é 


do. 0 
100 "1100 n-1» 


isto é, as quantidades de álcool estarão na PG (1800, 1620, 1458, ...) de 


reposto, a cada hora a quantidade de álcool será a, = a, 1— 


razão Ta Observe que no fim da 1º hora a quantidade de álcool era de 


2000 - 1 : 2000 = 1800. Deseja-se obter as, sendo a, = 1800, q = a E 


=90%en=8. 
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97 97 98 
as= a = 1800: (16) =2:9-.10º.457=2-70; litros 
8 


Resposta: Restarão 2 - 105 litros de álcool. 


Rede social: relacionamento virtual 


D) (UFRJ) Ana e Bia participam de um site de relacionamentos. No dia 1º de 
abril de 2005, elas notaram que Ana tinha exatamente 128 vezes o número 
de amigos de Bia. Ana informou que para cada amigo que tinha no final 
de um dia, três novos amigos entravam para sua lista de amigos no dia 
seguinte. Já Bia disse que para cada amigo que tinha no final de um dia, 
cinco novos amigos entravam para sua lista no dia seguinte. Suponha que 
nenhum amigo deixe as listas e que o número de amigos aumente, por dia, 
conforme elas informaram. 


a) No dia 2 de abril de 2005, 20 novos amigos entraram para a lista de Bia. 
Quantos amigos havia na lista de Ana em 1º de abril? 


b) Determine a partir de que dia o número de amigos de Bia passa a ser 
maior que o número de amigos de Ana. Se precisar, use a desigual- 
dade 1,584 < log, 3 < 1,585. 


Solução: 
Amigos de Ana: 
No dia 1º de abril Ana tinha a,. 
No dia 2 de abril Ana tinha a, = a, + 3a, = 4a.. 
No dia 3 de abril Ana tinha a, = a, + 3a, = 4a, = 16a,. 
Os amigos de Ana estão na PG (a, 4a,, 16a,, ...) de razão q, = 4. 
Amigos de Bia: 
No dia 1º de abril Bia tinha b.. 
No dia 2 de abril Bia tinha b, = b, + 5b, = 6b, 
No dia 3 de abril Bia tinha D, = b, + 5b, = 6b, = 36b, 
Os amigos de Bia estão na PG (b,, 6b,, 36b,, ...) de razão q, = 6. 


a) Como no dia 2 de abril entraram 20 novos amigos de Bia, temos: 
5b,=20=>b,=4 
O enunciado informa que em 1º de abril 
a, =128b >a,=128.4=277.22=9P=512. 
Resposta: Havia 512 amigos. 


b) Temos então as progressões geométricas: 
Ana: (2º, 24, 288. Rm) a, = 2º E (28) = 22n+7 
Bias(2? Sed DA) Dip dpois dt gr! 
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Devemos ter: b, > a, 
n+1,2n-1 2n+7 n-1 n+6 n-1 n-1, 97 
2 3 bs = 94 L > r6 > 30 si 2 


apt 


Aplicando logaritmos na base 2: 


(1-1) 108, 5>7108,2= (1-1) (log, 3-1)>7 


des do. 
log,3-1 


Por outro lado, se 1,584 < log, 3 < 1,585, 
subtraindo 1 de todos os membros: 0,584 < log, 3- 1< 0,585 


1 q 1 = | 
0,584 log,3-1 0,585 


Invertendo: 


E 
0,584 ” 10g,3-1 0,585 


Multiplicando por 7: 


7 7 


= 
CORO SS UEas 


> n-1>11,96=n>12,96 


Resposta: A partir de 13 de abril. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Dê a classificação das seguintes PGs, em face de sua ; [6H No preço de uma mercadoria há anualmente um 
razão: : acréscimo de 10%. Supondo que o preço atual seja de 
a) (2,4, 8, 16,32, ..) R$ 100,00, determine o preço daqui a 3 anos. 


é [ZD Em uma PG de razão positiva, temos que: a; = 10 e 


b) 2, +, > o E a] a, = 16. Determine o sexto termo dessa PG. 
o (-2,-4, -8, -16, 32, ...) [8 (Mack-SP) Cada golpe de uma bomba de vácuo extrai 
10% do ar de um tanque. Se a capacidade inicial do 
11 tanque é de 1 mº, após o quinto golpe, o valor mais 
d) b 31, 39" É próximo para o volume de ar que permanece no tan- 
que é: 
—9, —9, —9, —9, ... 
RD Rd (A) 0,590 m: (C) 0,656 mº (E) 0,621 m? 
— —27, 81, —243, ... 
DUAS 6 20S ti) (B) 0,500 m? (D) 0,600 m'? 


HH De i lei de f ão para a PG (2, 4,8, ...). E E 
cd ( ) :* 9 Em uma PG de três termos, a soma deles vale 21 e o 


111 produto 216. Determine essa PG. 


73 Obtenha o nono termo da PG: Br 27 9º" : 
: MO! Suponha uma inflação mensal de 4% durante um ano. 
[4 Em uma PG, temos que o 20º termo é igual a 2048 e De quanto será a inflação acumulada nesse ano? 


a razão é 2. Determine o primeiro termo. 


[5 Inserir 6 meios geométricos entre 2 e 256. 
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1.2.4 - Soma dos termos da PG finita 


Consideremos a PG finita (a,, à,, As, ..., 4, 4) de razão q 1. 

Deseja-se calcular: 

S=,+0,+0,+..+a, 1+H4, 

Multiplicando ambos os membros dessa igualdade pela razão q, temos: 
Sq=ag+ag+...+a, q+ag 

Fazendo a diferença Sg — S e tendo em vista que ag =a,, 4,]=A,, ..., A, 1]=4, 


vem: 
[| . agq-a, 
NOTA Sq-S=ag-n>Sqg-D=ag-a=> S= q-1 
Seqg=1,aPG é 
eu o E papHe então Como a, = a;g"-!, substituindo em S, vem: 
o ag !.q-a, o a(g'- 1) E q'-1 
S = ZE E 2-1 > ESETai E 
Exemplos: 
. rio, 
i) 5=14244+48+..428=1100D uq 
il E il 
falo E 
TS qe sa (5) . 64 5 
2 4 8 16 32 1 3 
RA E 
- [- E) = 
64 Eua SA 
Exercícios resolvidos: 
1) Calcular a expressão geral dos números da sequência: 
1 LL, ML, MMA, ooo call 
“e — 
n 
EE Solução: 
OBSERVAÇÃO 
32.207, NO a,=1, a,=1+10,9,=1+10+ 100,..., a,= 1 +10+ 100+... + 10"-1 
a 5 
din E ilques los .10r-=1 

33.353 9 dy = iQ= 1 a, = 9 


2) Um menino propôs ao seu pai que lhe desse R$ 1,00 no dia 15 de dezem- 
bro e fosse, a cada dia, dobrado o valor da quantia diária, até o dia 24 
de dezembro. No dia 25 de dezembro, ele daria ao pai, com o dinheiro 
acumulado, um presente de Natal. O pai aceitou a proposta, desde que o 
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presente custasse o dobro da quantia que o filho recebesse no dia 24. Esse 
acordo é ou não vantajoso para o menino? 


Solução: 
Quantia acumulada do dia 15 ao dia 24, 10 dias. 
9 . — 
DEM +242+ apa E 2 go q = R$ 1.023,00 


Quantia recebida no dia 24: a, = ag” = 1 - 2º = R$ 512,00 
Preço do presente do pai: 2 - 512 = R$ 1.024,00 


Resposta: O acordo é desvantajoso para o menino, pois faltará R$ 1,00 
para comprar o presente. 


3) Uma professora corrigiu suas provas em 9 dias da seguinte maneira: no 1º 
dia corrigiu metade das provas mais meia prova; no 2º dia corrigiu metade 
das restantes mais meia prova; no 3º dia corrigiu metade das que restavam 
mais meia prova e assim procedeu até o 9º dia, quando terminou a corre- 
ção das provas. Quantas provas ela corrigiu? 


Solução: 
Seja x o número de provas. 
No 1º dia foram corrigidas É + : =? : d provas e restaram 
sq lóvas 
DE iq 
No 2º dia foram corrigidas E 7 E + 5 = A - d provas e restaram 
NE RAI X=S RR 
ae tea 
No 3º dia foram corrigidas de Z e + : =? E É provas. 


x+1 x+1 x+1 
DAR aa 


As provas corrigidas formam a PG: ; E] com nove 


termos. A soma das provas corrigidas é o total de provas x. 


Ro pe eli a a O fo gear dl 

AA » p= » 9 — 17 = » » = o 

do il + A 

aq = a HE. na 
=————— = — E 1 — — 
S Rs = 5% i , TEA G + Dim Z 

o 

«Ga D(1-D)sa-a+ 1 2El o Aslos 
us il=sSil 


Resposta: Ela corrigiu 511 provas. 
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1.2.5 - Limite da soma 


Consideremos uma PG infinita em que |g|< 1. 

Sabemos que: 1>|g|>|g?>l|lgf>..>lg|"!>|gl” 

Como |a, |=|a |-|gl|'-!,os|a, | vão diminuindo e se tornando cada vez 
menores, dizemos que lim a, = 0. 


aq = a 


Assim, a soma S = 7 “— vai se aproximando do valor que representamos 


“Jims=2"4-% . 
pos inss q-1 = MlimiSts TE 
Exemplos: 
Ei ts 
i) seque - =2 1 d 4 2 
EE S 3% So S=lms, 
Nets l 
1 É 
o em 
ll il A 
talo e E ST 
1 1 1 il ll 2 
li =1- Ca ... = = = 
ns Rae 1 RS 
doou DR 
Sel 
a FAO 
os dos 
3 2 BA 1 
— De. 
DA 0 Ss S, 
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EEE 
iii) 0,999... = 0,9 + 0,09 + 0,009 + ... = Da = Us =1 OBSERVAÇÃO 
EDS E 
nalogamente: 
(0, oa = 1 = 11 (0]0Ã0b 1,999... =2 


2,999... =3 


Exercícios resolvidos: 


1) Determinar a geratriz da dízima 3,2151515... 


Solução: 
d = 3,2151515... = 3,2 + 0,015 + 0,00015 + ... 
de AS a dE E tor (Lee j 52 + ) 
Do qo o qo Doo 10 dos 
o son is a as os as 
quam o mi CRE 
102 
- 1061 
- 330 


2) Considere a espiral A, A, A; A, ... prolongada infinitamente. Determine o 
ponto C para o qual ela converge. 


y 


A; A, 
1 
3 «| As 
4 o 
E 
1 
2 A, Às 
A, 
q O Se 
pm 
Solução: 
As abscissas convergem para o ponto: 
x=1- RN db Es = ns dE = i = 1 = 2 
pe DE a E IRES 
es 
As ordenadas convergem para o ponto: 
=1- Eis dE Rs = Rs dE = 1 Es 1 E 2 
en a rr E Sn 
ME >| 2 
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3) 


[= | 4) 
OBSERVAÇÃO 

As únicas possibilidades 

de valores de L podem ser 
encontradas notando que: 


L= x Nyx Ny. — 
“o 


> L=Vx yL.. > 

> [6=xyL => 

=> L=0ou L="Veêy 
Como L £ 0, se L existir, 
será L="êy. 


“7 


Considere o octógono inscrito no círculo de raio 1, como indica a figura. 


Projeta-se A sobre OA, obtendo P.. 

Projeta-se P, sobre OA, obtendo P,. 

Projeta-se P, sobre OA, obtendo P, e assim sucessivamente. 

Calcular o comprimento da espiral AP,P,P,P.... prolongada infinitamente. 


Solução: 
Deseja-se S = AP, + P,P, + P,P, + ...; com uma infinidade de parcelas. 
Temos: AP, = 1 sen45º = E PP,=OP, sen 45º = cos45º sen 45º = o 
P,P, = OP, cos 45º = OP, cos 45º cos 45º = cos* 45º = Ear o 
S = E E à 4 a + ...; que é a soma dos termos de uma PG de razão 
elo 
EaD é Ae 
N2 
2 2 V2(2 + 2) PNDED 
i E OECD =12+1 
2 2-7 QCNDC+) 2 
2 


Calcular L=Vx Ny xy... ,emquex>0ey>0. 


Solução: 
Mo md do 
L=VxNyNxNp. =x2.p5.x2.y5 
Eu ia 
2 6 
Md Toda 
= 72" o VT a == =— y = 
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Ar 


As figuras acima representam os três primeiros passos da construção de 
um fractal a partir de um triângulo equilátero de lado 1. 

1º passo: construção de um triângulo equilátero de lado 1. Figura fo. 

2º passo: divide-se cada lado do triângulo em 3 partes iguais e constrói-se 
um novo triângulo no terço central, retirando esse segmento. Figura f,. 


5 


3º passo: repete-se o processo com os segmentos obtidos, e assim sucessi- 
vamente. Figura f, e seguintes. 


Calcular: 
i) o perímetro da figura f,; 
ii) a área da figura f,; 


iii) o limite da área quando n tende para infinito. 


Solução: 
EEE 
i) Vemos que cada lado da figura f, , se transforma em 4 lados da figura f,, OBSERVAÇÃO 


De O a n existem (n + 1) 


logo Xp = 4X, números naturais. 


Os números de lados formam então uma PG, tal que: 
ne dg =de 2, p= da =, o 
PG: (3, 12, 48, ...). Observe que x, é o (n + 1)º termo dessa PG, logo: 


EO) E 4m+D-1 => = A 4" 


41 Eh vd 


CAPÍTULO | PROGRESSÕES 


Seja £, o comprimento do lado do polígono f,. Temos que: 2, = EE ps 


então: É 
il 1 il 12 1 
L=1,&= a Lo= gut 3 e=(5) = 9” 
Os comprimentos dos lados formam a PG (1 = - o em que? éo 


seu (n + 1)º termo, logo: 


JL Nitgasiby=il il 
o = |lo = L =— 
(sa, 


Chamando p, o perímetro do polígono f,, temos: 


É 4y 4 
Pa=Anbn=3-4 “E -3 (5) SEREI 


Observe que, ao ocorrer qg>1, q<qg"<q*<...<q”, temos que o períme- 
tro da figura cresce infinitamente. 


ii) Seja agora S, a área do polígono f,. Essa área será a área anterior mais 
tantos triângulos equiláteros quantos forem os lados da figura f, 1, 


ISO É, MM go 
2 
Missime S, = Sa Poe EE então: 
ER 3 Jay as 
n-1 Ls sê paes desde 
Si=S,1+3:4 mM Seia (5) A 
2 n-1 
Como S, = Ps ,entãoS,=sS, + SO 
Fazendo n = 1, 2, 3, ...n, temos: 
Ses + RSA 
4 
S,=S, + 35 Sj 
42 Somando membro a membro essas n igualdades: 
Sa = Sa 3 So 
Ê 4"-1 
S, dani + 32n-1 h So 


à V: 42 
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il 4 42 rt 
3 33 35 oo ar 32n-1 O) 


Somando os termos da PG de razão + vem: 


dito Ati Es 
32n-1 32 3 1 32n 


iii) Como a razão da PG é ss < 1, lim (5) = 0, então lim S, = e - So OU 
Rat NS RENO 
DO e uma vez que S, = RR 
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CAPÍTULO I 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine a soma dos cinco primeiros termos de uma 
PG, sabendo-se que a, =8, earazão é q=3. 


[2º Calcule a soma dos 10 primeiros termos da PG (1, 3,9, 
27,..). 


11 1 
[3º Calcule a soma dos termos da PG (1, —, —, =>, ...). 
3" 9'27 
[4 ABCD é um quadrado de lado a. Com os vértices nos 
pontos médios de seus lados, constrói-se um novo 
quadrado, e procedendo assim, sucessivamente, cons- 
troem-se infinitos quadrados. Calcular a soma das infi- 
nitas áreas assim obtidas. 


“rg 


: 5 Uma bola de basquete é solta de uma altura de 9 m. 


Cada vez que bate no chão, sobe até - da altura de 


onde caiu da última vez. Determine a distância total 


que a bola percorrerá até parar. 


: 6) Determine a geratriz da dízima periódica, em cada 


Caso: 
a) 0,323232... 
b) 1,2111... 


CAPÍTULO | 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (UFRRJ) Se a sequência (a,) é definida por: a, = 4 e 
d,.1= 0, +3n para n>1, então as, é igual a: 


(A) 3829 (C) 3900 (E) 4825 
(B) 3891 (D) 3999 

FZ (ITA-SP) O valor de n que torna a sequência 2 + 3n, —5n, 
1 —- 4n uma progressão aritmética pertence ao intervalo: 
(A) [-2, 1] (CO) [0,1] CE) [2,3] 
(B) [-1,0] (D) [1, 2] 

[3 (Ufal) As idades de três pessoas são numericamente 
iguais aos termos de uma progressão aritmética de ra- 
zão 5. Se daqui a 3 anos a idade da mais velha for o 


dobro da idade da mais jovem, nessa época, a soma 
das três idades será: 


(A) 36 anos. (C) 42 anos. 
(B) 38 anos. (D) 45 anos. 


(E) 48 anos. 


F4 O segundo e o penúltimo termos de uma PA são iguais 
a 3 137, respectivamente. Calcule a média aritmética 
de todos os termos dessa PA. 


[5 (PUC-SP) Qual é o perímetro de um triângulo retân- 
gulo que tem área de 54 m? e cujos lados estão em 
progressão aritmética? 


(A) 54m (C) 42m 
(B) 48m (D) 36m 


(E) 12m 


1 


EG (UFPI) Se , 
X+ 


Cy+Z z+x 
mética, também estarão em progressão aritmética: 
(A) my (O) or (hj ya 
(B) 2,27 D Z,x%y 


estão em progressão arit- 


BZ (UEL-PR) Se a sequência (-8, a, 22, b, 52) é uma pro- 
gressão aritmética, então o produto a - b é igual a: 


(A) 273 (C) 124 (E) 15 
(B) 259 (D) 42 
8" (Uerj) Com palitos iguais constrói-se uma sucessão 


de figuras planas, conforme sugerem os desenhos a 
seguir: 


BPAVAV/AVAS 


Figura 1 Figura 2 Figura 3 


O número de triângulos congruentes ao da figura 1 
existentes em uma figura formada com 135 palitos é: 


(A) 59 (C) 65 (E) 67 
(B) 60 (D) 66 


9 (Unificado-R)) A soma dos termos de uma PA de 5 ter- 


mos é > Então o terceiro termo dessa progressão é: 
k 5k 

(A) 9 (O) k E 5 
k 

8) 5 (D) 2X 


- [MON (UFSCar-SP) A soma dos cinco primeiros termos de 


uma PA vale 15 e o produto desses termos é zero. Sen- 
do a razão da PA um número inteiro e positivo, o se- 
gundo termo dessa sequência vale: 


(A) O (CO) 2 
(B) 1 (D) 3 


(EB) 4 


[MM (UFPI) Se em uma progressão aritmética de razão po- 


sitiva o produto dos três primeiros termos é 384 e a 
soma é 24, então o quarto termo é: 


(A) O (0) 8 
(B) 4 (Dj 12 


(E) 16 


[12 (Fatec-SP) Inserindo-se cinco números entre 18 e 96, 


[13º (Mack-SP) A sequência (2, a, b, ... 
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de modo que a sequência (18, a,, as, ay, as, as, 96) seja 
uma progressão aritmética, tem-se a;, igual a: 


(A) 43 (CO) 45 (E) 47 
(B) 44 (D) 46 


, p, 50) é uma pro- 
gressão aritmética de razão r < á, onde, entre 2 e 


50, foram colocados k termos. Então, o valor míni- 


mo de k é: 
(A) 64 (C) 68 (E) 72 
(B) 66 (D) 70 


Ed 
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HM4' (Unirio-Ence-RJ) Um agricultor estava perdendo a sua 
plantação, em virtude da ação de uma praga. Ao con- 
sultar um especialista, foi orientado para que pulveri- : 
zasse, uma vez ao dia, uma determinada quantidade 
de certo produto, todos os dias, da seguinte maneira: 


e primeiro dia: 1,0 litro; 

e segundo dia: 1,2 litro; 

e terceiro dia: 1,4 litro; 

e assim sucessivamente. 

Sabendo-se que o total de produto pulverizado foi de 
63 litros, o número de dias de duração deste trata- 
mento nesta plantação foi de: 
(A) 21 (C) 25 

(B)) 22 (D) 27 


(E) BO 


[75' (UFRJ-RJ) Os ângulos internos de um quadrilátero conve- 
xo estão em progressão aritmética de razão igual a 20º. 
Determine o valor do maior ângulo desse quadrilátero. 


[16 (Cesgranrio-RJ) As medidas dos ângulos A, B, Ce D de 
um quadrilátero convexo estão em progressão aritmé- 
tica. Sabendo-se que o menor ângulo é A = 30º: 


a) encontre o maior ângulo; 


b) calcule o valor da expressão: 


sen 3A + cos 2A + sec8A 


1 tg 


[17 (UFMG) Observe a figura: 


155) De 67 


Essa figura representa o intervalo da reta numérica de- 
terminado pelos números dados. Todos os intervalos 
indicados (correspondentes a duas marcas consecuti- 
vas) têm o mesmo comprimento. O número corres- 
pondente ao ponto x assinalado é: 


(A) 47,50 (C) 48,75 
(B) 50,75 (D) 54 


118" (Fatec-SP) Na compra a prazo de um aparelho eletro- 
doméstico, o total pago por uma pessoa foi R$ 672,00. 
A entrada teve valor correspondente a ç do total, e o 
restante foi pago em 4 parcelas, cujos valores formaram 


uma progressão aritmética crescente de razão R$ 40,00. 
O valor da última prestação foi: 


“7 


(A) R$ 220,00 
(B) R$ 215,00 


(C) R$ 210,00 
(D) R$ 205,00 


(E) R$ 200,00 


E ME (UFV-MC) Usando-se um conta-gotas, um produto 


químico é misturado a uma quantidade de água da se- 
guinte forma: a mistura é feita em intervalos regulares, 
visto que no primeiro intervalo são colocadas 4 gotas e 
nos intervalos seguintes são colocadas 4 gotas mais a 
quantidade misturada no intervalo anterior. Sabendo- 
-se que no último intervalo o número de gotas é 100, o 
total de gotas do produto misturadas à água é: 


(A) 1300 (C) 1600 (E) 1200 
(B) 1100 (D) 900 


FZ0' (UFF-RJ) Uma certa quantidade de latas de atum vai 


ser disposta em uma pilha de 30 camadas, conforme a 
figura abaixo. 


30 camadas 


Determine a quantidade de latas da pilha. 


a quer- RJ) O hexágono regular abaixo representado 
possui lado igual a L. 


Sabendo-se que os 9 segmentos MN, M5N;. ..., M5N5 
são todos paralelos e dividem o segmento M,M, em 
8 partes iguais, pode-se afirmar que a soma M,N, + 


+ M5N, +... + MN, é igual a: 
(A) MIL (CNIBE (E) 15L 
(B) 12L (D) 14L 


1220 (UELPR) Em um supermercado, as latas de certos 


produtos são expostas em pilhas, encostadas em uma 
parede: com 1 lata na primeira fileira (a superior), 
2 latas na segunda fileira, 3 latas na terceira, e assim 
por diante. Observe na figura a seguir uma dessas pi- 
lhas, com 5 fileiras. 
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Um funcionário deve 
fazer uma pilha de 1,60 m 
de altura, com latas de 

4 cm de altura cada 

uma. Se as latas desse 
produto são embaladas 
em caixas com 75 latas 
em cada caixa, ele necessita retirar do estoque: 


—— 7º fileira 


—— 5º fileira 


(A) 9 caixas e não haverá sobra de latas; 
(B) 10 caixas, mas sobrarão 12 latas; 
(C) 10 caixas, mas sobrarão 30 latas; 
(D) 11 caixas, mas sobrarão 3 latas; 

(E) 11 caixas, mas sobrarão 5 latas. 


[23º (Unirio-R]) A soma dos termos da sequência finita 


[109,75 log,x, log,10x, ..., l09,10000%) onde 


xe Ré-(I)elog x= 0,6, vale: 
(A) 21,0 (C) 12,6 (E) 6,0 
(B) 18,6 (D) 8,0 


[24º (Unirio-R]) Numa caminhada, os participantes A e B 
desenvolveram os seguintes ritmos: 


Distância percorrida em cada intervalo 


Sabendo que as medidas dos ângulos R,7e 5 estão, nes- 
ta ordem, em progressão aritmética, o ângulo a mede: 


(A) 5º (C) 30º (E) 60º 
(B) 15º (D) 45º 


[26' (PUC-RJ) Seja f a função de Z em Z definida por f(x) 


2x— 


O, se x é ímpar 


1, se x é par 


igual a | 


Nessas condições, a soma f(1) + f(2) + (3) + (4) +... + 
+ (999) + f(1 000) é igual a: 


(A) 50150 (C) 250500 
(B) 100500 — (D) 500500 


(E) 1005000 


[27 (Fuvest-SP) A soma das frações irredutíveis, positivas, 


Intervalo 

de tempo Muertos) 

(minutos) Participante A Participante B 
De 0a 10 700 600 

De 10 a 20 680 570 

De 20 a 30 660 540 


De 30 a 40 640 510 


Sabendo-se que A e B iniciaram a caminhada juntos e 
de um mesmo ponto, e que as sequências estabeleci- 
das foram mantidas, por ambos, até o final do passeio, 
a distância, em metros, entre o participante Ae o B, no 
exato momento em que B parou de caminhar é: 

(A) 3330 (C) 3900 (E) 4510 

(B) 3610 (D) 4200 


125" (UFF-R]) Considere o triângulo isósceles PRQ de base 
PQ e altura HR, o triângulo eguilátero PTQ e o triângulo 
PSQ, retângulo em 5, representados na figura abaixo. 
R 


/ 


menores do que 10, de denominador 4, é: 
(A) 10 (C) 60 (E) 100 
(B) 20 (D) 80 


28 Cuccamp. -SP) Um veículo parte de uma cidade A em 
direção a uma cidade B, distante 500 km. Na 1º hora 
do trajeto ele percorre 20 km; na 22 hora, 22,5 km; na 
32 hora, 25 km; e assim sucessivamente. Ao completar 
a 12º hora do percurso, a que distância esse veículo 
estará de B? 


(A) 95 km 
(B) 115 km 


(C) 125 km 
(D) 135 km 


(E) 155 km 


' (Umesp) Fernando resolveu rifar seu aparelho de som. 
Para tanto, numerou etiquetas — somente com núme- 
ros pares — de 2 a 48. Cada participante sorteava uma 
das etiquetas e, conforme o número retirado, pagava 
o seu valor em reais (por exemplo: quem retirou a eti- 
queta com o número 14, pagou R$ 14,00) e no dia do 
sorteio concorria com o mesmo número que estava 
nessa etiqueta. 

Sabendo-se que o valor do aparelho era de R$ 480,00 
e que Fernando vendeu todas as etiquetas, o lucro 
porcentual obtido por ele foi de: 


(A) 30% (C) 45% 
(B) 20% (D) 50% 


(E) 25% 


- Bol (UFF-RJ) Sendo x um número real não nulo, a soma do 
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terceiro termo da progressão aritmética (x, 2x, ...) com 


o terceiro termo da progressão geométrica (x, 2x, ...) é 
igual a: 

(A) 4x (C) 6x (E) 8x 

(B) 5x (D) 7x 


Ed 
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[37 Calcule a média geométrica dos 100 primeiros termos 
da progressão (1, 2, 4,8, 16, 32, ...). 


[32º (UFRN) A direção de uma escola decidiu enfeitar o 
pátio com bandeiras coloridas. As bandeiras foram 
colocadas em linha reta, na seguinte ordem: 1 
bandeira vermelha, 1 azul, 2 vermelhas, 2 azuis, 3 
vermelhas, 3 azuis, e assim por diante. Depois de 
colocadas exatamente 99 bandeiras, o número das 
de cor azul é: 


(A) 55 
(B) 60 


(C) 50 
(D) 45 


[33º (UFRGS) Se n é um natural ímpar, o número de elemen- 


tos da sequência 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,..,n,N,..,n 
“O 


que são números pares é: n vezes 
n-1 n(n+ 1) (n+ 1)? 
(A) a O 
pia 
(B) nº-1 (D) Pons 1D) 


[34 (Unifor-CE) Sabe-se que em uma progressão aritméti- 
ca com 2n termos, a soma dos termos de ordem ímpar 
é S, e a soma dos de ordem par é S,. A razão dessa 
progressão é: 
(A) 


(6) 


dê (E) n(S,-S) 


SS, 
n 


SAS» 
(o 


(D) n(S, + 5) 

[35' (Ufes) Na progressão aritmética —177, -173, ..., um 
certo número de termos foi somado (-177 — 173 -....) 
de forma a se obter a menor soma possível. Essa soma 


vale: 
(A) -3999 (C) -4004 (E) -4006 
(B) -4002 (D) -4005 


[36 (UFRJ) Observe a sucessão de matrizes a seguir, cons- 
tituída com os números ímpares positivos: 


) | N | É o 
5 02) Lia as] jon Bj 
a) Determine o maior número escrito ao se completar 


a 37º matriz. 


b) O número 661 aparece na N-ésima matriz. Deter- 
mine N. 


“7 


: 137) Considere a disposição triangular de números abaixo: 


2 Bo 44 
5 6 7 89 
104 MP 22 Gsssaaaaas 


a) Que número fica diretamente acima de 142? 


b) Calcule a soma dos números da vigésima linha. 


[38' (UFF-RJ) Dadas as progressões aritméticas (p,, P», -.., Ps1) 


e(g, 9) ---, Q51) tais que p, + py = Me q, + 5 =, então 
Pit P2+... + Ps 


é igual a: 
QN+G +... +Qs 
m+n 
(A) m+n (O mn (E) In 
m+n m 
(8) 25 D) 5 


[39 (Fatec-SP) Se o lado, a altura e a área de um triângu- 


lo equilátero formam, nessa ordem, uma progressão 
geométrica, então a medida do lado desse triângulo 
é um número: 


(A) irracional. 
(B) racional. 


(C) inteiro. 
(D) real e maior que 3. 
(E) real e compreendido entre V2 e 3. 


[40 (UFV-MG) As medidas do lado, do perímetro e da área 


de um quadrado estão, nessa ordem, em progressão 
geométrica. A diagonal desse quadrado mede: 


(A) 1642 (C) 1242. (E) 1842 
(B) 10V2] (D) 1442] 


FAT (UFRGS) A sequência (x, xy, 2x), x + 0, é uma progres- 


são geométrica. Então, necessariamente: 
(A) x é um número irracional. 

(B) x é um número racional. 

(C) y é um número irracional. 


(D) y é um número racional. 


Xi z ; e 
(E) FZ é um número irracional. 


[42º (ITA-SP) O conjunto de todos os números reais q > 1, 


para os quais q,, a, e a; formam, nessa ordem, uma 
progressão geométrica de razão q e representam as 
medidas dos lados de um triângulo, é: 
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ab] ope 
(B) [ps (ED) 11,1+N5[ 
(C) [O] 


[43 (UFRN) Um fazendeiro dividiu 30 km? de suas ter- 
ras entre seus 4 filhos, de idades distintas, de modo 
que as áreas dos terrenos recebidos pelos filhos es- 
tavam em progressão geométrica, de acordo com 
a idade, tendo recebido mais quem era mais velho. 
Ao filho mais novo coube um terreno com 2 km? 
de área. 

O filho que tem idade imediatamente superior à do 
mais novo recebeu um terreno de área igual a: 


(A) 10km? (O) 4km? 
(B) 8km? (D) 6km? 


[44 (UCDB-MS) Numa progressão geométrica crescente, 
qualquer termo é o da soma dos dois termos que lhes 


são consecutivos. A razão dessa progressão é igual a: 


(A) —6 (0) 1 (E) 2 


(B) 3 (D) 2 

[45' (Fuvest-SP) No plano cartesiano, os comprimentos |; 
dos segmentos consecutivos da poligonal, que come- 
ça na origem O e termina em B (ver figura abaixo), 
formam uma progressão geométrica de razão p, com 
O<p<1. Dois segmentos consecutivos são sempre 
perpendiculares. Então, se OA = 1, a abscissa x do 
ponto B = (x, y) vale: 


A 
B 
A 
(6) x 
1-p! m 
mo (es Crer 
1 - p'? IE p's 
(6) 1+p? Ep) 1+p? 
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| 146) (Uece) Seja sa bo, bs, 


b,) uma progressão geomé- 


trica de razão 5. Seb, + b, + b; + b, = 20, então b, 


é igual a: 


> > 05 DS 


[47 (UFRGS) A tabela abaixo apresenta, em cada linha, o nú- 


mero de cabeças de um rebanho no final do ano dado. 


Ano Cabeças 
1997 2 000 
1998 1600 
1999 1280 


Se o rebanho continuar decrescendo anualmente na 
progressão geométrica indicada pela tabela, no final de 
2006 o número de cabeças do rebanho estará entre: 


(A) 10e 80 (C) 100e 400 (E) 800e 1000 
(B) 80 e 100 (D) 400 e 800 
(Dado: log 2 = 0,3010.) 


' as (UFRJ) Num Ka Kay, o oriental famoso por sua inabalá- 

vel paciência, deseja bater o recorde mundial de cons- 
trução de castelo de cartas. 
Ele vai montar um castelo na forma de um prisma 
triangular no qual cada par de cartas inclinadas que 
se tocam deve estar apoiado em uma carta horizontal, 
excetuando-se as cartas da base, que estão apoiadas 
em uma mesa. A figura a seguir apresenta um castelo 
com três níveis. 


Num Ka Kay quer construir um castelo com 40 níveis. 
Determine o número de cartas que ele vai utilizar. 


Ed 
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[49' (Uerj) Considere o número irracional 0,1010010001... 
onde a parte decimal foi construída justapondo-se os 
termos da progressão geométrica (10, 100, 1000, ...). 
A quantidade de algarismos da parte decimal até o milé- 
simo 1 (um) inclusive é: 


(A) 500000 (C) 500499 (E) 500501 
(B) 500001 (D) 500500 


[50 (Unificado-R]) O número de assinantes de um jornal 
de grande circulação no estado aumentou, nos quatro 
primeiros meses do ano, em progressão geométrica, 
segundo os dados de uma pesquisa constantes na ta- 
bela abaixo. 


Mês | janeiro | fevereiro | março | abril 


Número de 
assinantes 


Em relação ao mês de fevereiro, o número de assinan- 
tes desse jornal no mês de abril teve um aumento de: 


(A) 1600 (O) 1155 (E) 1050 
(B) 1510 (D) 1150 


EST) (UFF-RJ) Certas imagens captadas por satélites es- 

paciais, quando digitalizadas, são representadas por 
formas geométricas de aspecto irregular ou fragmen- 
tado, conhecidas por fractais. Podem-se obter tais 
fractais pela alteração da forma original e uma curva 
por meio de um processo em que os resultados de 
uma etapa são utilizados como ponto de partida para 
a etapa seguinte. 
Considere o processo tal que, em todas as etapas, cada 
segmento de reta é transformado em uma poligonal 
cujo comprimento é quatro vezes a terça parte do seg- 
mento original, como ilustrado na figura abaixo. 


SED LS ES SIN s 
mo ==8 
4s 
3s 


O 


Por esse processo, a partir de um quadrado com 1 me- 
tro de lado, obtém-se a sequência de figuras apresen- 
tadas. O perímetro, em metros, do quinto polígono 
dessa sequência é: 


(A) 5 O & O 
(8) 5 D) 5 


; 1529 (UFF-R]) Os retângulos R,, R, e Rs, representados nas 


figuras abaixo, são congruentes e estão divididos em 
regiões de mesma área. 


R, R, Rs 


Ao se calcular o quociente entre a área da região pin- 
tada e a área total de cada um dos retângulos R,, R, e 
R;, verifica-se que os valores obtidos formam uma pro- 
gressão geométrica (PG) decrescente de três termos. 
A razão dessa PG é: 


(AT (O 5 (4 


(8) q (D) 2 


Em (Cesgranrio-R)) Desde 1992, certo instituto de pesqui- 
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sa vem monitorando, no início de cada ano, o cresci- 
mento populacional de uma pequena cidade do inte- 
rior do Estado. Os itens a seguir mostram o resultado 
dos três primeiros anos, em milhares de habitantes. 


) Ano de 1992, população (em milhares) = 25,6. 
Il) Ano de 1993, população (em milhares) = 38,4. 
HI) Ano de 1994, população (em milhares) = 57,6. 


Mantida essa mesma progressão de crescimento, o 
número de habitantes dessa cidade, no início do ano 
2000, em milhares, seria, aproximadamente, de: 


(A) 204 (C) 576 (E) 728 
(B) 384 (D) 656 


: 154 (UFRGS) Na sequência de figuras, cada quadrado tem 


1 cm? de área. Supondo que as figuras continuem evo- 
luindo no mesmo padrão aqui encontrado, a área da 
figura 20 terá valor: 


Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 


(A) entre O e 1000. 

(B) entre 1000 e 10000. 
(C) entre 10000 e 50000. 
(D) entre 50000 e 100000. 
(E) maior que 100000. 
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155) (PUC-RJ) O valor do produto 2. N2 -N8 - “2 é 


i 
A) ecl E) oo 
o is (E) 
(B) 2 (D) 242 


156" (Vunesp) No dia 1º de dezembro, uma pessoa enviou 
pela Internet uma mensagem para x pessoas. No dia 
2, cada uma das x pessoas que recebeu a mensagem 
no dia 1º enviou a mesma para outras duas novas pes- 
soas. No dia 3, cada pessoa que recebeu a mensagem 
no dia 2 também enviou a mesma para outras duas 
novas pessoas. E assim sucessivamente. Se, do dia 
12 até o final do dia 6 de dezembro, 756 pessoas ha- 
viam recebido a mensagem, o valor de x é: 


(A) 12 (C) 52 (E) 126 
(B) 24 (D) 63 


157) (PUC-RJ) Pai e filho fizeram a seguinte aposta: o pai 
premiaria o filho com R$ 1,00 pelo primeiro exercício 
que o filho acertasse, com R$ 2,00 pelo segundo 
exercício acertado, com R$ 4,00 pelo terceiro exer- 
cício, e assim por diante, sempre dobrando o prê- 
mio. O filho, por sua vez, devolveria ao pai, usando 
o mesmo critério do pai, cada vez que errasse um 
exercício. 

Se ao final de 10 exercícios o filho recebeu R$ 120,00, 
quantos exercícios ele acertou? 


(A) 9 (O) 7 (E) 5 
(B) 8 (D) 6 


158) (UFMG) Uma criação de coelhos foi iniciada há exata- 
mente um ano e, durante esse período, o número de 
coelhos duplicou a cada 4 meses. Hoje, parte dessa 
criação deverá ser vendida para ficar com a quantida- 
de inicial de coelhos. Para que isso ocorra, a porcenta- 
gem da população atual dessa criação de coelhos a ser 


vendida é: 
(A) 75% (C) 83,33% 
(B) 80% (D) 87,5% 


159) (UFJF-MG) Um aluno do curso de biologia estudou 
durante nove semanas o crescimento de uma deter- 
minada planta, a partir de sua germinação. Observou 
que, na primeira semana, a planta havia crescido 
16 mm. Constatou ainda que, em cada uma das oito 
semanas seguintes, o crescimento foi sempre a me- 
tade do crescimento da semana anterior. Dentre os 
valores a seguir, o que melhor aproxima o tamanho 


dessa planta, ao final dessas nove semanas, em mi- 
límetros, é: 


(A) 48 (C) 32 (E) 24 
(B) 36 (D) 30 


em (UnB-DF) Conta uma lenda que o rei de certo país ficou 


tão impressionado ao conhecer o jogo de xadrez que 
quis recompensar seu inventor, dando-lhe qualquer 
coisa que ele pedisse. O inventor, então, disse ao rei: 
“Dê-me simplesmente 1 grão de trigo pela primeira 
casa do tabuleiro, 2 grãos pela segunda casa, 4 grãos 
pela terceira, 8 grãos pela quarta, e assim sucessiva- 
mente, até a 64º casa do tabuleiro”. O rei considerou o 
pedido bastante simples e ordenou que fosse cumprido. 
Supondo que um grão de trigo tem massa igual a 
0,05 g e que a produção mundial de trigo em 1997 foi 
de 560 milhões de toneladas, julgue os itens a seguir. 


a) O número de grãos de trigo devido ao inventor ape- 
nas pela 113 casa do tabuleiro é menor que 1000. 


b) Até a 302 casa seriam devidas ao inventor mais de 
50 toneladas de grãos. 


c) A quantidade de trigo devida apenas pela 31º casa 
corresponde à quantidade recebida até a 30º casa 
acrescida de um grão. 


d) Seriam necessárias mais de 1000 vezes a produ- 
ção mundial de trigo de 1997 para recompensar o 
inventor. 


em (ITA-SP) Um triângulo tem lados medindo 3, 4 e 5 cen- 
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tímetros. A partir dele, constrói-se uma sequência de 
triângulos do seguinte modo: os pontos médios dos 
lados de um triângulo são os vértices do seguinte. 
Dentre as alternativas abaixo, o valor, em centímetros 
quadrados, que está mais próximo da soma das áreas 
dos 78 primeiros triângulos assim construídos, incluin- 
do o triângulo inicial, é: 


(A) 8 (B) 9 (C) 10 (D) 1 (E) 12 


' (Ufal) Em uma cultura de bactérias, o número de micror- 


ganismos duplica a cada 20 minutos. Iniciando-se com 
uma população de 100 bactérias, o tempo t necessário 
para se alcançar uma população de 5000 bactérias é tal 
que: 


(A) 1h<t< 11h40min 
(B) 1h40min<t<2h 
(C) 2h<t<2h30min 
(D) 2h30min < t< 2h50min 
(E) 2h50min<t<3h 


Ed 
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163" (Uerj) João propôs a seu filho Pedro que, a partir do 
primeiro dia daquele mês, lhe daria diárias da seguin- 
te maneira: R$ 100,00 no primeiro dia, R$ 110,00 no 
segundo, R$ 120,00 no terceiro e assim por diante, ou 
seja, aumentando R$ 10,00 a cada dia. 

Pedro pensou e fez uma contraproposta a seu pai: re- 
ceberia R$ 2,00 no primeiro dia, R$ 4,00 no segundo, 
R$ 8,00 no terceiro e assim sucessivamente, ou seja, 
a cada dia a quantia seria o dobro da recebida no dia 
anterior. 

João aceitou a proposta, pensando ser vantajosa. No 
entanto, na realidade, tal fato não ocorreu. Realizados 
os cálculos necessários, pode-se afirmar que Pedro 
acumulou um total superior ao total que teria rece- 
bido, até então, pela proposta de seu pai, a partir do 
seguinte dia: 


(A) sexto. 

(B) oitavo. 

(C) décimo. 

(D) décimo segundo. 


(E) décimo quarto. 


164" (PUC-R)) Asoma 1+2+22+23+...+2º9 + 2100 é iguala: 
(A) 21 001 ==] (C) 21 001 (E) 21 001 2] 
(B) 21002. 7 (D) 21000. 7 

165" (Ufes) A figura abaixo representa o gráfico da função 


yY=2*,x<0,e os primeiros elementos de uma sequên- 
cia infinita de retângulos. 


/ 4 > 


ER E a E: 


A soma das áreas de todos os retângulos dessa sequên- 


cia infinita é: 
1 

(A) 2 ua (D) 2 ua 

(B) 1 ua (E) maior que 2 ua 
3 

(C) 2 ua 


(Dado: ua = unidade de área.) 


166" (Mack-SP) Na figura a seguir, AB e BC medem, res- 
pectivamente, 5 e 4. Então o valor mais próximo da 
medida de AB + BC + CD + DE + EF +... é: 


“7 


167) (FGV-RJ) Na equação 1 + 


(A) 17 
(B) 19 


(6) 2 
(D) 23 


+ À + Z4 
Mspixe o QRO O o 
o 1º membro é a soma dos termos de uma progressão 


geométrica infinita. A soma das raízes da equação é: 
(A) O (C) 2 (E) 4 
(B) 1 (D) 3 


: 168) Considere a função definida por f() = El e os retân- 


gulos construídos sob seu gráfico, conforme a figura: 


yA 


> 


0 dos 2) 43 são Ss x 


Um dos vértices de cada retângulo pertence ao gráfi- 
co de fe o número de retângulos tende para infinito. 
A soma das áreas desses retângulos tende a: 

il 
(O 5 


(A) 1 (E) 4 


() 5 (D) 2 


169 (UFRJ) Na figura abaixo, os quadrados Q,, Q,, Q;, ... 


estão apoiados no cateto AC do triângulo retângulo 


ABC, e possuem vértices B,, B,, B;, ... na hipotenusa 
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a) Determine a razão entre o lado do quadrado Q, ,, 
e o lado do quadrado Q, em função do ângulo 
AÉB = 6. 


b) Determine o comprimento de AC para que a soma 
das áreas dos quadrados Q,, Q,, Q», ..., Q,, ... seja 
igual à metade da área do triângulo ABC. 


[Z0' (UFF-RJ) São dadas duas progressões: uma aritmética 
(PA) e outra geométrica (PG). 


Sabe-se que: 
e a razão da PG é 2; 
* em ambas o primeiro termo é igual a 1; 


e a soma dos termos da PA é igual à soma dos termos 
da PG; 


e ambas têm 4 termos. 
Pode-se afirmar que a razão da PA é: 


(A) E (O E o 
(8) 5 (D) É 


[71 (PUC-RJ) Considere uma progressão geométrica cres- 
cente, cujo primeiro termo é diferente de zero, e uma 
progressão aritmética decrescente, cujo primeiro termo 
é zero. Somando-se os termos correspondentes das duas 
progressões, obtém-se a sequência (2, 1, 2, a, As, ..). À 
diferença a, — a, é igual a: 


(A) 13 (C) 18 (E) 22 
(B) 15 (D) 20 


[72 (Cesgranrio-R]) O professor G. Ninho, depois de for- 
mar uma progressão aritmética de 8 termos, come- 
çando pelo número 3 e composta apenas de números 
naturais, notou que o segundo, o quarto e o oitavo 
termos formavam, nessa ordem, uma progressão geo- 
métrica. G. Ninho observou ainda que a soma dos ter- 
mos dessa progressão geométrica era igual a: 


(A) 42 (C) 32 (E) 24 
(B) 36 (D) 28 


[73' (UFF-R]) Considere x, y e z três números reais positivos, 
distintos entre si, tais que 
xX+y+2=(x+y+9)(x-y+27. 

Pode-se afirmar que: 


(A) x, ye z estão, nessa ordem, em PA. 


(B) x, ye z estão, nessa ordem, em PG. 


(E) lis de e lis estão, nessa ordem, em PA. 
ay 


(D) ai ai e ale estão, nessa ordem, em PG. 
MS Do y 


(E) x2, 2 e y? estão, nessa ordem, em PA. 


Desafios 


EUR) João Esperto organizou um clube de investi- 
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mentos denominado Pirâmide das Ilusões. Como fun- 
dador do clube, João Esperto tornou-se o sócio com 
inscrição de número 1. 

Pelo estatuto do clube, cada sócio deve indicar 
oportunamente dois novos membros. O sócio que 
indica os dois novos membros é chamado de padri- 
nho destes dois novos sócios e estes são denomina- 
dos seus afilhados. 

Cada novo sócio recebe também seu respectivo nú- 
mero de inscrição no clube. De acordo com o estatuto, 
o sócio com número de inscrição n indica seus afilha- 
dos após a indicação e inscrição dos afilhados do sócio 
de número (n — 1). 

Os novos sócios são sempre inscritos um a um, cada um 
deles recebendo como número de inscrição o número 
inteiro seguinte ao número total de sócios já inscritos. 
Para representar o fato de que “o sócio a é padrinho 
dos sócios b e c” usamos o diagrama: 


AN 


A figura abaixo ilustra a organização do clube no mo- 
mento em que o número total de sócios era igual a 
onze, indicando também a sucessão de níveis na orga- 
nização dos sócios. 


o Co = sa 
nível 3 e = A x 
a NS AN 


O clube Pirâmide das Ilusões tem hoje mais de 13000 
sócios. 
Em relação ao sócio número 5 017 determine: 


a) o número de inscrição de cada um dos seus afilhados; 
b) o número de inscrição do seu padrinho; 
c) o seu nível na organização dos sócios; 


d) a quantidade de sócios no mesmo nível que ele, 
mas com número de inscrição inferior a 5 017. 


Ed 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


CAPÍTULO I 


2º (UFRJ) Cem fileiras de pontos são formadas de modo que 


a primeira linha tenha apenas um ponto e cada linha sub- 
sequente contenha um ponto a mais do que a anterior. 
Todos os pontos são unidos, por segmentos de com- 
primento 1, de acordo com a lei de formação indicada, 
para as cinco primeiras fileiras, na figura. 


Determine o número total de segmentos unitários ob- 
tidos com essa construção. 


[3º (UFF-RJ) Um projeto estabelece que, em uma parede : 


retangular com 3,5 m de altura, sejam colocadas, do 
chão ao teto, placas quadradas, com 50 cm de lado. Essas 
placas formarão fileiras superpostas do seguinte modo: 


e a primeira fileira ocupará toda a base da parede 
com as placas colocadas com um dos lados junto 
ao chão; 


e na segunda fileira haverá a metade do número 
de placas da primeira, na terceira fileira haverá a 
metade do número de placas da segunda, e assim 
sucessivamente; 


e na última fileira haverá apenas uma placa com um 
dos lados encostado no teto; 


e as placas serão colocadas lado a lado em todas as 
fileiras em que houver mais de uma placa. 


“7 
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| BSD Os números 1, 3, 6, 10, 15, 


Qual o total de placas que serão utilizadas na execu- 
ção desse projeto? 


DAN (Ver) Geraldo contraiu uma dívida que deveria ser 


paga em prestações mensais e iguais de R$ 500,00 
cada uma, sem incidência de juros ou qualquer ou- 
tro tipo de correção monetária. Um mês após contrair 
essa dívida, Geraldo pagou a 1º prestação e decidiu 
que o valor de cada uma das demais prestações seria 
sempre igual ao da anterior, acrescido de uma parce- 
la constante de K reais, sendo K um número natural. 
Assim, a dívida poderia ser liquidada na metade do 
tempo inicialmente previsto. 


a) Considerando t o tempo, em meses, inicialmente 


previsto, t> 2 e t- 2 como um divisor par de 2000, 

2000 

p= Ds 

b) Se a dívida de Geraldo for igual a R$ 9.000,00, cal- 
cule o valor da constante K. 


demonstre que K = 


. são chamados de nú- 
meros triangulares. Tal nomenclatura está justificada 
pela sequência de triângulos. 


AA AN 


a) Determine uma expressão algébrica para o n-ési- 
mo número triangular. 
b) Prove que o quadrado de todo número inteiro 


maior que 1 é a soma de dois números triangulares 
consecutivos. 


CAPÍTULO II 


NOÇÕES DE 


MATEMÁTICA FINANCEIRA 


Estrangeiro já tem mais 
de 10% da dívida do País 


Em agosto, não residentes detinham R$ 150 bilhões em papéis 
da dívida; porcentual subiu de 9,54% em julho para 10,06% 


Fabio Graner 

Adriana Fernandes 

BRASÍLIA 

Pela primeira vez na história, 
a participação de investidores 
estrangeiros na dívida interna 
em títulos superou a marca 
dos 10%. 

Segundo dados divulgados on- 
tem pelo Tesouro Nacional, in- 
vestidoresnãoresidentesno Bra- 
sil detinham em agosto mais de 
R$150 bilhões em papéis da Dívi- 
da Pública Mobiliária Federal in- 
terna (DPMFi), que encerrou o 
mês passado em R$1,524trilhão, 
com alta de 1% sobre o mês ante- 
rior. Os estrangeiros, que em ju- 
lho detinham uma parcela de 
9,54% da dívida, em agosto esta- 
vam com 10,06%. 

Há um ano, quando a crise já 
começava a ficar no retrovisor, o 
estoque em mãos de estrangei- 
ros era de 6,36%. O Tesouro 
acompanha e divulga a posição 
dosnãoresidentes na dívida des- 
de 2006, ano em que foi retirada 
a cobrança de imposto de renda 
paraestimularas aplicações des- 
sesinvestidores em papéis da dí- 


Investidores no 


Tesouro Direto 
somam 200,6 mil 


€ O número de investidores ca- 
dastrados no programa Tesouro 
Direto (programa de venda de 
títulos para pessoas físicas na 
internet) ultrapassou em agosto 
a marca de 200 mil pessoas, atin- 
gindo 200.648 investidores, que 
detinham até o mês passado um 
estoque de R$ 3,9 bilhões em 
títulos públicos. “Esse estoque 
deverá superar os R$ 4 bilhões 
neste mês”, disse o coordenador 
geral de operações da dívida pú- 
blica, Fernando Garrido. 

Em agosto, as emissões de 
títulos no Tesouro Direto soma- 
ramo o “hões. 


cia de aumento da presença es- 
trangeirana dívida interna. A ex- 
pectativa, disse ele, é de que essa 
parcelasiga com um “crescimen- 
to gradual”. Garrido afirmou 
quenão hámeta para esse indica- 
dor, mas destaca que, ao se com- 
parar com outros países, há espa- 
go para a continuidade dessa ex- 
pansão. No México, a parcela de 
estrangeiros na dívida interna é 
superior a 15% e nos países do 
Leste Europeu, acima de 20%. 


Fatores. O aumento da presen- 
ça estrangeira nos papéis do go- 
verno vendidos no mercado in- 
ternorefletea combinação de di- 
versos fatores. Um deles éataxa 
básica de juros, que está entre as 
maiores do mundo. Isso é refor- 
cado em um ambiente em que os 
países centrais operam com ta- 
xas próximas ou igual a zero, o 
que leva a uma grande oferta de 
dinheiro à procura de rentabili- 
dade maior. 

Além disso, o Bracil+-— 


Reprodução Leo Burgos/Fabio Graner e Adriana Fernandes, publicado no jornal O Estado de São Paulo, em 24/09/2010, 


pág. B10, Caderno Economia 


Neste capítulo, estudaremos proporcionalidades (e regras de três) e 
Matemática Financeira. 


2 - NOÇÕES DE MATEMÁTICA FINANCEIRA 


2.1 - Grandezas proporcionais 


DEFINIÇÃO A razão de duas grandezas a e b (b + 0) de mesma espécie é o quociente 
Razao; de a por b. 
NOTA Pp R 
or exemplo: 
A razão de duas grandezas p 
é o número que mede a Quando se diz que a razão entre duas áreas, s e s,, é 4, isso significa que a 


primeira tomada a segunda 


o dd primeira é 4 vezes a segunda. 


s 
Escrevemos **=4 ou S,= 48,. 
s 


2 


NOTA 


a 
Na razão 5 ,ogéo Se = k, dizemos que a está para Db assim como k. 
antecedenteeo bé o 
consequente. s , c 
Chama-se proporção a igualdade de duas razões: 2 = A 
b 
DEFINIÇÃO 
Proporção. Lê-se: a está para b assim como c está para d. 
Propriedades 
pé=s d=b-c (bd +0) 
) BORA ea-d=b.c , 
2) Se! -L entã 
JESe RE então 
a+b (eap(o! : 
i) Rd pois 
ga dose e et 
b d b d b d 
E a+b c+d se 
den con 
E set) (rd! 
us poa 
E ps 
bina n=b t=dl 
| pros Ea 


dividindo membro a membro, temos: 


a+b c+d 


deb ed 
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NOÇÕES DE MATEMÁTICA FINANCEIRA CAPÍTULO II 


Exercícios resolvidos: 


1) Que número deve ser somado aos termos da razão 3 para que a nova 
E) 


razão seja : k 


Solução: 
EAN ars s 
5+x 6 (5+x)-(3+x) 6-5 


= > Some 0) = 7 


2, 


À 5 o LER ORE 
2) Determinar a, b e c na sucessão de razões SDAÇE sabendo que 


a+b-c=10. 


Solução: Chamando as razões iguais de k: 


(1i= SK 
E la 
SAS 

E= SK 
Então: 
kar dl = Sie = 10) 
Dk=10=>"k=5 


Lopo, d=9cS=>0=1S 
= 4 S=/= 20 
CESSEAS GO 


3) Sabendo que Sao 
a c 


TE e abcd = 29160, calcular a, b, ce d. 


6 
d 
Solução: Como as razões são iguais, chamemos de k. 
Temos, então: 


SE SO 
sao SRS 
ole Rea 
360 360 1 1 
=pê k! Re 
abcd 29160 EINE seas 
I à-2 4-9 oa c-15 
UE Sa ; 1 Ê 1 
SE O 
pia FR 


ii) k= -s EO CID bc eio: 


57 18 UM 


CAPÍTULO II NOÇÕES DE MATEMÁTICA FINANCEIRA 


2.1.1 - Grandezas diretamente proporcionais 


DEFINIÇÃO 
Proporcionalidade direta. 


Quando y = ax (a E R*), y e x são diretamente proporcionais. 
Chamamos o número a de fator de proporcionalidade. 


y 


Exemplos: 


i) Para fazer um bolo para 5 pessoas gastam-se 3 ovos; o mesmo bolo fei- 
to para 10 pessoas, 6 ovos; para 15 pessoas, 9 ovos etc. Assim, o núme- 


ro de ovos é diretamente proporcional ao número de pessoas, isto é: 
Sp Ra 


3 6 9 


ii) Quando se compra uma quantidade Q de um produto por um preço V, 
uma quantidade 2Q custará 2V, 3Q custará 3V etc. 
Assim, se Q custa V, Q' custará V', tais que: 


O) oi a lei o OO: 


=="5= =... ouseja ==— 
VAZA WoW 


2.1.2 - Grandezas inversamente proporcionais 
E: 


DEFINIÇÃO 
Proporcionalidade inversa. 


Se duas grandezas Q e P são inversamente proporcionais, então uma será 
diretamente proporcional ao inverso da outra. 


Tee, 
174 
P P' 
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QP = Q'P' 
ou 

1 

Q P 

QT 

Pp” 

Da 

Q" P 

MH N=%'Y=k [a 

ou 
1 

pais k 


Exemplos: 


P Quando se faz uma obra com 5 operários em 8 dias, a mesma obra será 
feita com 10 operários em 4 dias. 


ii) Se dispomos de R$ 120,00 para comprar livros que custam R$ 20,00, com- 
pramos 6 livros; se os livros custam R$ 15,00 compramos 8 livros; se os 
livros custam R$ 10,00 compramos 12 livros. 

Quando se dispõe de certa quantia e ela se presta para comprar uma quantidade 

Q de objetos, a um preço P cada um; para comprar 2Q objetos, o preço de cada 

A p E a IP 
um deverá ser 7: para comprar 3Q objetos, o preço será 3 etc. 


Assim, a quantia disponível será: 


CIR) Bi (30) - El a 


Se a quantia disponível compra Q objetos ao preço P, ela compraria Q” 
ld 
objetos ao preço P”, de modo que OP = OP & 5 = 


59 Eh vd 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7] Num automóvel total flex, mistura-se 10 litros de álcool 
com 40 litros de gasolina. Pedem-se as razões: 


a) Entre o álcool e a gasolina. 
b) Entre o álcool e a mistura. 


c) Entre a gasolina e a mistura. 


[2 Felipe organizou uma festa para comemorar o seu 
aniversário. Convidou 60 moças e 40 rapazes. Saben- 
do-se que, às 22 horas, já estavam presentes todos os 
convidados, responda. 


a) Quala razão entre o número de moças e o de rapa- 


(A) 16000<T<19000 (D)14000<T<17000 


(B) NT <130 (E) T > 20000 
(C) T< 15000 


| 16 (Puccamp-SP) Um veículo vai da cidade A à cidade B 


e outro vai de B para A numa mesma estrada. Ambos 
partem num mesmo instante, mantêm velocidades 
constantes e se cruzam no ponto C, localizado a : da 
distância de A para B. Nessas condições, se a velocidade 
do primeiro é 75 km/h, a velocidade do segundo é: 


zes que estavam na festa às 22 horas? (A) 62 km/h (D) 45 km/h 
b) Sabendo-se que até as 2 horas haviam saído da fes- (B) 50 km/h (E) 42 km/h 
ta 18 moças e 4 rapazes, pode-se dizer que a razão, (C) 48 km/h 
entre o número de moças e o de rapazes, perma- ; 
pEREna esta JUS * [EZD (Uerj) Analise o gráfico e a tabela: 
c) Em qual dos horários Felipe tinha maior opção para : 
escolher uma moça para dançar, às 22 horas ou às km ft 


2 horas? 


EB A razão entre a velocidade de um ônibus e a de um 
carro de corrida é de 1 para 4. Sabendo-se que um 
ônibus anda 210 km em 3 horas, calcule a velocidade 
do carro de corrida. 


D4 (FGV-SP) Em uma sala de aula, a razão entre o número 
de homens e o de mulheres é E Seja N o número 
total de pessoas (número de homens mais o de mu- 
lheres). Um possível valor para N é: 


(A) 46 (D) 49 
(B) 47 (E) 50 
(C) 48 


E5" (Unifor-CE) Um caminhão-tanque com capacidade 
para transportar T litros faz a distribuição de um com- 
bustível em três postos: A, Be C. Partindo com o tan- 


que cheio, deixou 5 do total em A. Se em B deixou 
s do que restou e em C os últimos 10500 litros, en- 


tão T é tal que: 
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GASOLINA 


dessa 


O aaa ÁLCOOL 


0 LITRO 


Preço por litro 


Combustível 


(em reais) 
Gasolina 1,50 
Álcool 0,75 


De acordo com esses dados, a razão entre o custo do 
consumo, por km, dos carros a álcool e a gasolina é 
igual a: 


(A) (O) : 


(B) 


VIw NIS 


Z 
o 
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8" Sessenta das 520 galinhas de um aviário não foram va- O (Mack-SP) No setor de seleção de pessoal de uma em- 


cinadas; morreram 92 galinhas vacinadas. Para as ga- presa, 85 pessoas foram contratadas, a partir de 120 
linhas vacinadas, a razão entre o número de mortas e ; candidatos. Se dentre os pretendentes havia 3 homens 
vivas é: : para cada mulher, e se 20 mulheres foram contrata- 
(A) 1:4 (D)4:5 das, então o número de homens não aceitos foi de: 
(B)1:5 (E)5:4 tua FEIO 

2 E) 17 
(4:1 (6)20 RE) 

(C) 25 


9 (PUC-MG) Certa máquina de calcular faz 200 opera- 
ções por minuto, enquanto um calculista consegue 
fazer 46 dessas operações no mesmo tempo. Pode-se 
afirmar que a calculadora é m vezes mais rápida que o 
calculista. O valor de m é tal que: 


(A)1T<m<4 (C)7<m<10 
(B)4<m<7 (D)10<m<13 
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DEFINIÇÃO 
Regra de três. 


Ud: 


2.2 - Regra de três simples 


A regra de três é simples quando se consideram apenas dois tipos de grandezas. 
Ela é direta quando as grandezas são diretamente proporcionais e inversa 
quando as grandezas são inversamente proporcionais. 


Exemplos: 


i 


ii) 


Regra de três direta. 
Se 5 kg de laranjas custam R$ 10,00, quanto custarão 18 kg de laranjas? 
Solução: 


1º método: Proporcional. 
As grandezas são diretamente proporcionais, pois aumentando a quanti- 
dade de laranjas aumenta o valor a ser pago. 


Assim: RSRS = dus O) = p= 6 
MO 


Resposta: 18 kg custarão R$ 36,00. 
2º método: Redução à unidade. 


5 kg de laranjas custam R$ 10,00 


1 kg de laranja custa - reais 


18 kg de laranjas custarão 18 - - = 36 reais 


Regra de três inversa. 

Um navio leva víveres para uma tripulação de 10 pessoas durante 24 
dias. Se a tripulação diminuir para 8 pessoas, por quantos dias os víveres 
durarão? 


Solução: 


1º método: Proporcional. 


As grandezas são inversamente proporcionais, pois diminuindo o núme- 
ro de pessoas o número de dias aumenta. 


Assim, JO, = = EO 2 AQE RS Olclias 


8 
E 
Ec di 
271 “18 
10 
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2º método: Redução à unidade. 
10 pessoas consomem os víveres em 24 dias 


1 pessoa os consumiria em 240 dias 


e 240 : 
8 pessoas os consumirão em EE 30 dias 


2.3 - Regra de três composta 


Nesse caso, consideramos a grandeza principal relacionando-se com cada uma 
das outras grandezas supondo as demais constantes. 


Exemplos: 


|) 


Para construir um muro de 160 metros, são utilizados 10 operários traba- 
lhando 8 horas por dia durante 15 dias. Quantos dias serão necessários 
para 15 operários trabalhando 10 horas por dia construírem um muro de 
240 m, com a mesma altura e a mesma espessura? 


Solução: A grandeza principal é o número de dias. Podemos dispor os dados 
da seguinte maneira. 


1º 


Operários 
10 15 8 160 
15 3 10 240 


método: Proporcional. 


Vamos determinar de que tipo é a regra de três comparando o número de 
dias com o número de operários, considerando as demais variáveis como 
constantes. 

Temos: 


a) 


b) 


Se em 15 dias 10 operários fazem um muro, 15 operários farão o mes- 
mo muro em menos dias. A regra de três é inversa (mais operários em 
menos dias). 


Se em 15 dias são usadas 8 horas por dia para fazer um muro, com 
10 horas por dia o mesmo muro será feito em menos dias. 
A regra de três é inversa (mais horas em menos dias). 
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c) Se em 15 dias são feitos 160 m de um muro, nas mesmas condições de 
trabalho, 240 m de um muro serão feitos em mais dias. A regra de três 
é direta (mais muro em mais dias). 
Assim: 


dl 
15 10,8 160 , 15 15-10-160 
ao O 2a cn 


SPO 


= lb dias 


Poderemos raciocinar, também, da seguinte maneira: 


[Es par ê 
Operários Dias Horas Metros 

NOTA 
A flecha 7 para cima 
significa que a grandeza 10 Us 8 160 lo 1%, 
aumentou e a flecha | para 15 = 15 
baixo, que diminuiu. 

I il 

nversa 151 2 | 8 60 x 10 
X% 8 

Inversa ES) x,4 101 160 
EE EEE X 160 
Naa Direta 15 a 10 2407 | X 24 


As regras de três parciais 
são feitas com as grandezas 


ue Multiplicando essas razões membro a membro: 


constantes. 

lo 4 e Dr o ico VÓ. 15. 8:240 

E o = 5 a x = = 12 

15 A x, 15 8 240 5. Mó. 160 
| 
NOTA 2º método: Redução à unidade. 
Observe que reduzimos bas ; 
à unidade o número de a) Se 10 operários trabalhando 8 horas por dia fazem 160 m de muro em 
operários, depois o número 15 dias, 1 operário precisaria, nas mesmas condições, 10 vezes mais 


de horas, em seguida, o 

número de metros de muro 

e, finalmente, calculamos o b) 
número de dias. 


dias, logo 15 - 10 dias. 


Se 1 operário trabalhando 8 horas por dia necessita de 15 - 10 dias, 
trabalhando uma hora por dia necessitaria 15 - 10 - 8 dias. 


c) Se um operário trabalhando 1 hora por dia faz um muro de 160 m em 


15 - 10. 8 dias, então ele fará o muro de 1 m em e dias. 


d) Portanto, 15 operários o farão em dosito dias. 
15.160 


am [S0:8 
e) Se eles trabalharem 10 horas por dia, precisarão de 15-10-160 dias. 
15-10-8-240 
15.10-160 


f) Como o muro tem 240 m, vão precisar de = 12 dias. 
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ii) 


Esquematicamente: 
Operários Horas Ai 
e muro 
10 8 160 
1 8 160 
1 1 160 
1 1 1 
15 1 1 
15 10 1 
5 10 240 


Dias 


15 
STO 
SPO 
15:10-8 
160 
1510:8 
15-160 


1510-8 
15-10 -160 


15-.10-8.240 
a == 2 


15-10-160 


Se 10 kg de biscoitos são necessários para alimentar 8 crianças durante 5 
dias, quantos quilogramas de biscoitos serão necessários para alimentar 


12 crianças durante 16 dias? 


Solução: 
1º método: Proporcional. 

kg Crianças Dias 

10 8 5) 

II ZA 161 Todas são diretas. 
Es MO do 3 = 10) 11275 ÁliS =48 


SD ER 


2º método: Redução à unidade. 


10:12-16 
8:5 


Crianças 


8 


1 


12 


16 


Resposta: Serão necessários 48 kg de biscoitos. 
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NOTA 

Se uma grandeza é 
proporcional a várias 
outras, ela é proporcional 
ao seu produto. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET) seis pedreiros constroem uma ponte de 45 m de ex- 
tensão em 9 dias. Em quantos dias, 10 pedreiros cons- 
truirão uma ponte de 50 m de extensão e da mesma 
largura da outra, trabalhando no mesmo ritmo? 


[2] Uma máquina coloca rolhas em 2500 garrafas, duran- 
te 6 dias, funcionando durante 10 horas diárias. Para 
colocar rolhas em 25000 garrafas, durante 30 dias, 
quantas horas diárias a máquina deverá trabalhar? 


E3º Em 5 dias, funcionando 15 horas por dia, uma máqui- 
na produz 2000 peças. Quantas peças ela produzirá 
em 8 dias, funcionando 12 horas por dia? 


4” (PUC-RJ) Duas torneiras jogam água em um reservató- 
rio, uma na razão de 1 mº por hora e a outra na razão 
de 1 mº a cada 5 horas. Se o reservatório tem 12 m?, 
em quantas horas ele estará cheio? 


[5 (FEI-SP) Utilizando-se simultaneamente dois guindas- 
tes Ae B, um navio é carregado em 4 horas. Se apenas 
o guindaste A for utilizado, a operação demora 6 ho- 
ras. Qual o tempo da operação se apenas o guindaste 
B for empregado? 


(A) 5 horas (D) 12 horas 
(B) 6 horas (E) 16 horas 
(C) 8 horas 


16 (Uerj) "Há mais truques entre o peixe e a balança do que 
imagina o consumidor...". 
Com balanças mais antigas (aquelas que utilizam duas 
bandejas), muitas vezes o "peso" é oco, ou seja, marca 
apenas 500 g, mas pode pesar somente 300 g, por 
exemplo. 


Adaptado de: O Dia, 28/8/1998. 


Uma balança de dois pratos é usada para medir 
2,5 kg de peixe, da seguinte forma: em um prato está 
o peixe, no outro um "peso" e 2 kg e mais um "peso" 
de 500 g. O peixe contém, em suas vísceras, um pe- 
daço de chumbo de 200 g. O "peso" de 500 9, por 
ser oco, tem na verdade 300 g. Se 1 kg desse peixe 
custa R$ 12,60, o consumidor pagará, na realidade, o 
preço de: 


(A) R$ 14,60 
(B) R$ 15,00 


(C) R$ 15,50 
(D) R$ 16,00 


Ud: 


| (UFPE) Júnior possui uma fazenda onde recolhe 45 li- 


tros de leite de cabra por dia, que são utilizados na 
fabricação de queijo. Com cada 5 litros de leite, ele 
fabrica 1 kg de queijo. O queijo fabricado é então di- 
vidido em porções de 125 g que são empacotadas em 
dúzias. Cada pacote é vendido por R$ 6,00. Quanto 
Júnior arrecada por dia com a venda do queijo? 


mm (Mack-SP) Na tabela a seguir, de valores positivos, F é 


diretamente proporcional ao produto de L pelo qua- 


drado de H. 

2000 3 4 

3000 2) xi 
Então x vale: 
(A) 5 (C) 7 (E) 9 
(B) 6 (D) 8 


e (ESPM-SP) Quando um automóvel é freado, a distân- 
cia que ele ainda percorre até parar é diretamente pro- 
porcional ao quadrado de sua velocidade. Se um auto- 
móvel a 40 km/h é freado e para depois de percorrer 
mais 8 metros, se estivesse a 60 km/h, pararia após 
percorrer mais: 


(A) 12 metros. 
(B) 14 metros. 
(C) 16 metros. 


(D) 18 metros. 
(E) 20 metros. 


(UFJF-MG) Em um certo restaurante, as pizzas são fei- 


tas em formas de base circular. Os preços das pizzas 
do mesmo tipo variam proporcionalmente em relação 
à área da base da forma. Se uma pizza feita numa forma 
cuja base tem 20 cm de diâmetro custa R$ 3,60, então 
uma outra pizza, do mesmo tipo, feita numa forma 
cuja base tem 30 cm de diâmetro, deve custar: 


(A) R$ 5,40 (D) R$ 8,50 
(B) R$ 7,90 (E) R$ 8,90 
(C) R$ 8,10 


' (Fatec-SP) Um certo setor de uma empresa tem várias 
máquinas, todas com o mesmo custo operacional por 
hora. Se o custo da operação de 3 delas, em 2 dias, 
funcionando 6 horas por dia, é de R reais, então o custo 
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de operação, em reais, de duas delas, em 4 dias, fun- 
cionando 5 horas por dia, é igual a: 


ns (C) 2R (E) 5R 
o E (D) 2,5R 


[12º (Uerj) Uma máquina que, trabalhando sem interrup- 


ção, fazia 90 fotocópias por minuto foi substituída 
por outra 50% mais veloz. Suponha que a nova má- 
quina tenha que fazer o mesmo número de cópias 
que a antiga, em uma hora de trabalho ininterrupto, 
fazia. 


Para isso, a nova máquina vai gastar um tempo míni- 
mo, em minutos, de: 


(A) 25 
(B) 30 


(C) 35 
(D) 40 


[13º (Faap-SP) Quatro impressoras iguais imprimem 600 
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cartazes em 2,5 h. O tempo necessário para se impri- 
mir o triplo de cartazes, utilizando apenas duas dessas 
máquinas, será: 


(A)2h (D) 12 h 30 min 
(B)5h (E) 15h 
(C) 7h 30 min 
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2.4 - Divisão em partes proporcionais 


Dividir um número N em partes proporcionais aos números a, a,, ..., a, é de- 


, . x x x 
terminar as partes x, X,, ..., X, de N tais que DLsla = 2 exrxrtataroeN. 
n a a j 2 n 
1 2 n 
Com 12% 2% MH, HR, N 
-— , 
EM a, A +a+.+a, a+a+.+a, 
então: 
» a,N s a,N - a,N 
1 n E 
a +.+a, a +.e+a, a+.+a, 
Exemplos: 


i) Dividir o número 600 em partes proporcionais a 3, 5 e 7. 


Devemos ter: ES po qa ep PR 600 = 0), 
5 5 7 3+5+7 IES 


Então: x, = 120, x, = 200 e x, = 280. 


ii) A pólvora é uma mistura de 76 partes de nitrato de potássio, 14 partes de 
carvão e 10 partes de enxofre. Quanto de cada componente deve ser mis- 
turado para se obter 150 kg de pólvora? 

Mo Po Bo sea ISO 


Devemos ter: E 
76 14 10 76+14+10 100 


Então: x = no = 114 kg de nitrato de potássio 
Ve E, kg de carvão 
100 
qe St kg de enxofre 
100 


Exercícios resolvidos: 


1) Um combustível é a mistura de gasolina e álcool na proporção de 4 para 
1, respectivamente. Se o preço do litro da gasolina é R$ 2,50 e do álcool 
R$ 1,50, quanto custará o litro do combustível? 
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Solução: 
Podemos pensar em 100 litros de combustível sendo g e a as quantidades 
de gasolina e álcool na mistura; assim temos: 


Logo, teremos: g=4-20= 80 litros 
a=1-20=20 litros 


O custo de 100 litros de combustível será: 
80 - 2,50 + 20 - 1,50 = 200 + 30, ou seja, R$ 230,00. 
Resposta: O litro do combustível custará E ou seja, R$ 2,30. 


2) Um tipo de bronze é uma liga de cobre e estanho na proporção de 8,5 para 
1,5. Uma moeda formada com essa liga tem massa de 20 g. Se o grama do 
cobre custa R$ 0,10 e do estanho R$ 0,20, qual deverá ser o valor mínimo 


dessa moeda para cobrir seu custo? 


Solução: 


Sendo c e e as quantidades de cobre e estanho em uma moeda, temos: 


Então, as quantidades de cobre e estanho são: 


C=9º2= 178 e=15c2Z4=58 


Valor da liga: 
17 .0,10+3- 0,20 = 1,70 + 0,60 = 2,30 
Resposta: Essa moeda deve valer pelo menos R$ 2,30. 


Aplicação: 


Regra de sociedade 

Quando várias pessoas quotizam para formar uma sociedade, o lucro ou pre- 
juízo deve ser repartido em partes proporcionais à participação de cada uma. Essa 
participação se chama ENTRADA de cada sócio e o valor total, que é a soma das 
entradas, se chama CAPITAL. 

Quando os sócios participam da sociedade pelo mesmo tempo, a regra da 
sociedade é SIMPLES, pois a divisão em partes proporcionais não dependerá do 
tempo, dependendo, apenas, das entradas de cada sócio. 
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NOTA 

Estamos pensando em 100 
litros (ao invés de 1 litro) 
apenas para facilitar os 
cálculos. 


NOTA 

Procure no dicionário o 
significado da palavra 
quotizar. 
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Exercícios resolvidos: 


1) João e Pedro fizeram uma sociedade com entradas de R$ 120.000,00 
e R$80.000,00, respectivamente. Ao fim de dois anos o lucro foi de 
R$ 60.000,00. Quanto coube a cada sócio? 


Solução: 

Devemos dividir R$ 60.000,00 em partes proporcionais a 120000 e 80000, 

ou, para ficar mais simples 120 e 80 ou, ainda, 3 e 2, respectivamente. 

v x+y 60000 
5 


Assim: E = = 12000 


Então: 
x = 36000 reais e y = 24000 reais. 


2) Os três primeiros colocados em uma Olimpíada de Matemática tiveram 20, 
40 e 90 acertos, respectivamente, e vão repartir entre si, proporcionalmen- 
te ao seu desempenho, R$ 300,00. Que quantia cada um deve receber? 


Solução: 
Sejam x, y e z as quantias que cabem a cada um, então: 
x Wo Bo Sspibspm 00 


= = = = =2 
20 40 90 20440490 150 


Portanto: 
x=20. 2 = 40 reais 
y = 40 - 2 = 80 reais 
z=90- 2 = 180 reais 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (UFRN) Um café é preparado e, logo depois, é servi- 
do em quatro xícaras, nas quais é colocado o mesmo 
tipo de açúcar. A primeira xícara recebe 50 mL de 
café e 2 g de açúcar; a segunda, 70 mL de café e 3 g 
de açúcar; a terceira, 90 mL de café e 4 g de açúcar; 
a quarta, 120 mL de café e 5 g de açúcar. 

O café se apresentará mais doce na: 


(A) primeira xícara. (C) terceira xícara. 


(B) segunda xícara. (D) quarta xícara. 


FZ" Comprei refrigerante de uva, laranja e guaraná em 
quantidades proporcionais a 6, 4 e 2. Quantos refri- 
gerantes de cada tipo eu comprei, se ao todo eram 60 
refrigerantes? 


3º Divida 260 em partes inversamente proporcionais a 3, 
4e2. 


[4 Divida 132 em partes inversamente proporcionais a 2, 
5e8. 


5" (PUC-PR) Uma construtora edificou 6 residências com as 
seguintes áreas construídas, em m?: 110, 112, 120, 116 
e 102 e destinou uma área comum para lazer de 51 mê, 
que deve ser dividida em partes proporcionais à área de 
cada residência. 
Assim, a área correspondente à residência de 110 m?, 
em m?, é igual a: 


(A) 9,00 (D) 8,25 
(B) 8,70 (E) 7,65 
(C) 8,40 


sa -SP) Dois sócios lucraram R$ 5.000,00. O pri- 


meiro entrou para a sociedade com o capital de 
R$ 18.000,00 e o segundo com R$ 23.000,00. Se os 
lucros de cada sócio são proporcionais aos capitais, a 
diferença entre os lucros foi de aproximadamente: 


(A) R$ 509,00 (D) R$ 809,00 
(B) R$ 609,00 (E) R$ 1.009,00 
(C) R$ 709,00 


+ UZO (UERN) Um prêmio em dinheiro estava para ser divi- 


dido, em partes iguais, entre 10 ganhadores. Inespe- 
radamente, surgiram mais 2 ganhadores, devendo o 
prêmio ser dividido, portanto, em 12 partes iguais. 
Sabendo que a parcela cabível a cada um dos 10 pri- 
meiros ganhadores foi reduzida em R$ 700,00, mar- 
que a opção correspondente ao valor do prêmio. 


(A) R$ 42.000,00 (C) R$ 84.000,00 
(B) R$ 50.400,00 (D) R$ 35.000,00 


EBD (Puccamp- SP) Certa empresa paga parcialmente um 
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plano de saúde para seus funcionários. Ela contribui 
com uma quantia que é diretamente proporcional ao 
tempo de serviço do funcionário e inversamente pro- 
porcional ao seu salário. Se, para um funcionário que 
trabalha há 10 anos e recebe R$ 1.200,00 de salário 
a empresa contribui com R$ 50,00, qual será a con- 
tribuição no caso de um funcionário cujo salário é de 
R$ 960,00 e tem 8 anos de serviço na empresa? 
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E 2.5 - Porcentagem 
DEFINIÇÃO 


Porcentagem. 

Assim, 5% = = que se lê 5 por cento. Isso significa que tem-se 5 em cada 100 
EEE 
NOTA unidades. 


Lembrar que"? deN'é o : , ” 5 
Peg Muitas vezes, escreve-se 5% na forma decimal; então 5% = 100 = 0,05. 


produto de 7 por N, isto é: 
Para calcular uma porcentagem p% de um número qualquer N basta fazer o 
7 N= produto: 


p% de N=-P..N= PN 


100 100 
[E | E E se fo ; E 
NOTA Observe que, por costume, é mais fácil ter a noção de uma fração quando a 
Quando se calcula p% mesma está referida a 100. 
de um número N, esse 
número N é chamado de Assim: 3 = S0 = 60%; 0,325 = 32,5 = 32,5%; 2= e =200%; 1= o = 100% 
principal, o resultado Eua S 100 100 
o 123,5 
é a porcentagem e p% é a e 1,235= 1 -123,5% 
taxa percentual. 00 
Exemplos: 


i) | Num vestibular em que concorreram 25 000 estudantes, foram aprovados 
30%. Quantos foram aprovados? 


30% de 25000 = mr - 25000 = 7500 alunos 


ii) Os 3,5% de uma importância é R$ 210,00. Qual é a importância? 
210 - 100 


SPO 


Temos que: ee vos. — == 6000 mais 
100 SS) 
iii) Reduzir 225% a fração ordinária. 
Basta escrever 225% = Ses A 
100 4 


E 2.5.1 - Acréscimos 


DEFINIÇÃO 
Acréscimo percentual. 
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CAPÍTULO II 


Se uma caixa-d'água que tinha 800 litros de água recebe mais 200 litros, ela 
teve um acréscimo de rp 25%. 
800 4 100 
Essa caixa-d'água passa a ter na 1,25 o 125% do que tinha. 
800 4 100 
Se uma grandeza G, sofre um acréscimo de p%, ela passa a ter um valor G igual a: 
G=G,+-2-G,=G,[1+-D 
100 100 


O fator [+55] é chamado fator de aumento. 


Quando se deseja obter o valor aumentado, basta multiplicar o valor inicial 


p 


—— se escreve na forma decimal. 


LP á 
por [+ ) Em geral, a fração 100 


100 


Exemplo: 


Se uma caixa-d'água com 800 litros sofre um aumento de 25%, que ela passa a ter? 
ves (io oo | oo dd >) 00d» 

100 100 
NE OQUE 


Observe que se o aumento for de 3%, multiplica-se por 1,03; se for de 17%, 
multiplica-se por 1,17; se for de 100% multiplica-se por 1 + 1 = 2; se for de 225% 
multiplica-se por 1 + 2,25 = 3,25. 


2.5.2 —- Redução 


Quando uma grandeza diminui, isto é, sofre uma variação negativa, é 
comum referir-se essa redução ao valor da própria grandeza. A fração equiva- 
lente, de denominador 100, é a redução percentual ou desconto sofrido pelo 
valor da grandeza. 


Se uma caixa-d'água que tinha 800 litros perde 200 litros, ela teve 


200 1 25 
ã —— == =25%, ixa-d'á 
uma redução de 800 * 4 100 o. Essa caixa-d'água passou a ter 
Odo 0,75 = Es 75% do que tinha. 
800 4 100 


Se uma grandeza G, sofre uma redução ou desconto de p%, ela passa a ter um 
valor G tal que: 


te am io 
100º 100 


O fator t to) é chamado fator de redução ou fator de desconto. 


G=G, 
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NOTA 

Quando se fala na razão 
de duas grandezas, na 
verdade, está se falando 
na razão dos números 
que as medem na mesma 
unidade. 
EEE 
NOTA 

As grandezas G são 
frequentemente preços 
de compra ou venda de 
mercadorias. 


DEFINIÇÃO 
Redução percentual ou 
desconto. 


NOTA 

Quando a grandeza é uma 
importância em dinheiro, 
a redução é chamada de 
abatimento ou desconto. 
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Se desejarmos obter o valor reduzido, multiplicamos o valor inicial por 
PJ, 
100 


Exemplo: 
Uma caixa-d'água com 800 litros sofre uma redução de 25%. Qual a quanti- 
dade de água restante? 


V=V,]1 P |-800 is = 800 - 0,75 = 600 litros 
100 100 


Exercícios resolvidos: 


[]—s | 1) Aumentos sucessivos de 20% e 30% equivalem a um aumento único de 
NOTA quantos por cento? 


Outra solução: 
Suponhamos uma grandeza 


igual a 100. Solução: 

Como 20% de 100 = 20, 20 

depois do primeiro aumento O fator de aumento de 20% é 1+>— =1+0,2=1,2. 
passamos a ter 120. Em 100 

seguida, 30% de 120 são 

36, logo, depois do segundo E 30 

Pa o a final a O fator de aumento de 30% é 1+ 100 = Li0d= is. 


120 + 36 = 156. Então, o 
aumento sobre 100 é 56, 


que corresponde a 56%. O fator de aumento único será então: 


56 
Zoo LI=lSõe= lr0SÕ= 4 100" Logo, o aumento equivalente é de 56%. 


Observe que 1,2 - 1,3 = 1,3 - 1,2 0 que mostra que o aumento final não 
depende da ordem em que se aplicam os aumentos sucessivos. 


NOTA 

Repare que o aumento final 
não é a soma de 20% com 
30%. 2) Um comerciante comprou uma mercadoria por R$ 1.800,00. Aplicou um 


aumento de 20% e a vendeu. O comprador resolveu vendê-la 2 meses de- 
pois e constatou que sua desvalorização com o uso foi de 10% ao mês. Por 
quanto deverá vendê-la? 


Solução: 
O valor final será V = 1800 - 1,20 - 0,90 - 0,90 = 1749,60 reais. 
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CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (Faap-SP) Uma pessoa colocou à venda uma residência 
avaliada em R$ 500.000,00. Um corretor conseguiu 
vendê-la por 85% desse valor, cobrando do proprie- 
tário 8% de comissão de corretagem. O proprietário 
recebeu pela venda: 


(A) R$ 391.000,00 (D) R$ 382.500,00 
(B) R$ 375.000,00 (E) R$ 467.500,00 
(C) R$ 425.000,00 


FZ (PUC-MG) Em um município com 12600 eleitores, uma 
pesquisa indicou que o candidato A deverá ter 40% dos 
votos das mulheres e 30% dos votos dos homens, en- 
quanto o candidato B deverá ter 30% dos votos dos 
eleitores femininos e 40% dos votos masculinos. Saben- 
do-se que, desses eleitores, 6600 são mulheres, pode-se |; 
afirmar que o número de votos que o candidato B de- 
verá ter, de acordo com a pesquisa, é: 


(A) 4380 (C) 4520 
(B) 4440 (D) 4610 


3º (PUC-MG) Em maio de cada ano, certa empresa reajus- 
ta os salários de seus funcionários pelo índice de aumen- 
to de preços ao consumidor, apurado no ano anterior. 
Em 2001, esse índice foi de 6,2%. Com base nesses 
dados, pode-se estimar que um funcionário que, em 
maio de 2001, recebia R$ 540,00 passou a receber, 
em maio de 2002: 


(A) R$ 573,48 (C) R$ 577,28 
(B) R$ 575,20 (D) R$ 580,34 


P4” (Puccamp-SP) Na loja Compre Mais, um modelo de 


: ESB (Vunesp- -SP) Para manter funcionando um chuveiro 


elétrico durante um banho de 15 minutos e um for- 
no de micro-ondas durante 5 minutos, as quantidades 
de água que precisam passar pelas turbinas de certa 
usina hidrelétrica são, respectivamente, 4000 litros e 
200 litros. Suponha que, para esses eletrodomésticos, 
a redução de consumo será proporcional à redução 
da quantidade de água que passa pelas turbinas. Com 
base nisso, se o banho for reduzido para 9 minutos e o 
tempo de utilização do micro-ondas for reduzido em 
20%, a quantidade total de água utilizada na usina 
para movimentar as turbinas, durante o banho mais o 
uso do micro-ondas, será, após as reduções, de: 


(A) 2400 (C) 2560 (E) 3760 
(B) 2416 (D) 3700 


io (UFPA) “As tartarugas de á água doce ocupam o segun- 


aparelho de som tem o preço de R$ 520,00 e pode ser 


comprado de duas formas: 
e à vista, com desconto correspondente a 15% do 
preço; 


* a prazo, com entrada correspondente a 20% do 
preço e saldo, acrescido de 30% de seu valor, pago 
em 5 parcelas iguais. 


Carlos e Heitor compraram esse aparelho, o primeiro : 
à vista e o outro a prazo. Quanto Heitor pagou a mais 


que Carlos? 
(A) R$ 202,80 (D) R$ 124,80 
(B) R$ 178,00 (E) R$ 98,80 


(C) R$ 157,50 


do lugar no ranking do comércio ilegal de animais sil- 
vestres. Ao lado de jacarés e cobras, perdem apenas 
para aves exóticas como araras, periquitos e papa- 
gaios. No mundo todo, o tráfico de bichos movimenta 
15 bilhões de reais. O Brasil é responsável por 10% 
desse total, sendo mais da metade referente a animais 
retirados clandestinamente da Floresta Amazônica”. 
(Veja, 25/8/1999.) 


Abaixo, são dados alguns valores para representar a 
quantidade, em reais, que movimenta o comércio ile- 
gal de animais retirados da Amazônia. Com base no 
texto acima, apenas um deles é possível. Qual é ele? 


(A) 7,5 bilhões de reais (D) 75 milhões de reais 
(B) 800 milhões de reais (E) 7,5 milhões de reais 
(C) 700 milhões de reais 


um (Mack-SP) Numa loja, um determinado produto do pre- 


ço p é posto em promoção do tipo “leve 5 e pague 3”. 
O desconto que a promoção oferece sobre o preço p 
do produto é de: 


(A) 40% (C) 30% (E) 20% 
(B) 35% (D) 25% 


E BB (Mack-SP) Um produto de preço inicial x sofre dois 
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descontos iguais sucessivos de K%, de modo que no 
seu preço final se tenha um desconto de 19% sobre x. 
O valor de K é: 


(A) 8,25 (0) 9 (E) 10 
(B) 8,75 (D) 9,5 
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E9 (FEI-SP) Os planos de instalação de uma nova indústria 
estimam que seu lucro no primeiro ano de funciona- 
mento será de 500 unidades monetárias e, depois, esse 
lucro crescerá a uma taxa de 20% ao ano. Qual o lucro 
acumulado ao final de 3 anos de funcionamento? 


(A) 1820 (D) 1700 
(B) 1800 (E) 1780 
(C) 1500 


HO! (PUC-PR) Durante determinado ano foram matricula- 
dos 100 novos alunos em um colégio. No mesmo ano, 
15 alunos antigos trancaram a matrícula. Sabendo-se 
que, no final do ano, o número de alunos matricula- 
dos, em relação ao ano anterior, havia aumentado em 
10%, o número de alunos ao final do ano era de: 


(A) 850 (D) 935 
(B) 730 (E) 750 
(C) 950 


EMT (UFPE) Os alunos de uma turma resolveram comprar 
um presente, custando R$ 48,00, para o professor de 
Matemática, dividindo igualmente o gasto entre eles. 
Depois que 6 alunos recusaram-se a participar da divi- 
são, cada um dos alunos restantes teve que contribuir 
com mais R$ 0,40 para a compra do presente. 

Qual a porcentagem de alunos da turma que contri- 
buiu para a compra do presente? 


(A) 85% (D) 80% 
(B) 65% (E) 75% 
(C) 60% 


[12º (Unifor-CE) Tico resolveu economizar guardando, a 
cada semana, uma parcela de sua mesada. Na pri- 
meira semana ele guardou 40 reais, a partir de então, 
10 reais por semana. Se ele não usou o dinheiro guar- 
dado, a quantia que ele acumulou em 20 semanas cor- 
responde a que porcentagem da quantia que guardou 
na primeira semana? 


(A) 375% (C) 475% (E) 575% 
(B) 400% (D) 500% 
[13º (PUC-MG) Após dois anos de uso, um carro custa 


R$ 17.672,00. Sabendo que sua desvalorização é de 
6% ao ano, o preço do carro há dois anos era: 


(A) R$ 19.792,64 (D) R$ 21.200,00 
(B) R$ 19.000,00 (E) R$ 24.033,92 
(C) R$ 20.000,00 
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| (UFV-MG) Consultando um mapa rodoviário, um mo- 


torista decide por um itinerário 17% mais longo do 
que aquele que faz habitualmente. Como o tráfego 
de veículos nesse novo trajeto é menor, sua velocida- 
de média aumentará 30%. Diante dessas condições, o 
tempo de viagem diminuirá em: 


(A) 5% (D) 20% 
(B) 10% (E) 25% 
(C) 15% 


[15º (UFMG) Um fabricante de papel higiênico reduziu o 


comprimento dos rolos de 40 m para 30 m. No entan- 
to, o preço dos rolos de papel higiênico, para o consu- 
midor, manteve-se constante. 

Nesse caso, é correto afirmar que, para o consu- 
midor, o preço do metro de papel higiênico teve 
um aumento: 


(A) inferior a 25%. 
(B) superior ou igual a 30%. 
(C) igual a 25%. 


(D) superior a 25% e inferior a 30%. 


me (UFMG) Em um grupo de pessoas, 32% têm idade en- 


tre 30 e 40 anos; 48% estão entre 41 e 50 anos; e os 
demais 20%, entre 51 e 60 anos. 

Dos que têm de 30 a 40, 30% praticam exercícios 
regularmente. Esse número sobe para 40% na faixa 
dos que estão entre 41 e 50 anos, mas só 22% da- 
queles que têm entre 51 e 60 anos praticam exercí- 
cios regularmente. 

Considere, agora, apenas as pessoas desse grupo 
que têm entre 30 e 50 anos. Nessa faixa etária, as 
pessoas que fazem exercícios regularmente corres- 
pondem a: 


(A) 27,2% (C) 34% 
(B) 33,2% (D) 36% 


' E (Fatec-SP) Certo comerciante deve recolher um impos- 


to de 20% sobre o preço de venda de cada artigo. 
Em cada venda, esse comerciante deseja descontar o 
imposto e ficar com um lucro de 20% sobre o preço 
da compra do artigo. 

Nessas condições, o preço de venda deve conter um 
acréscimo sobre o preço de compra de: 


(A) 20% (D) 50% 
(B) 40% (E) 52,5% 
(C) 44% 
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[18' (Cefet-MG) A soma do preço de duas mercadorias é 
de R$ 50,00. A mais cara terá um desconto de 10% e 
a mais barata sofrerá aumento de 15%, mantendo a 
soma dos preços no mesmo valor. A diferença entre os 
dois preços diminuirá em: 


(A) 25% (D) 50% 
(B) 30% (E) 60% 
(C) 40% 


[19 (UFSM-RS) Numa melancia de 10 kg, 95% dela é cons- 
tituída de água. Após desidratar a fruta, de modo que 
se elimine 90% da água, pode-se afirmar que a massa 
restante da melancia será, em kg, igual a: 


(A) 1,45 (D) 9 
(B) 1,80 (E) 9,5 
(C) 5 


20" (UFRGS) A quantidade de água que deve ser evapora- 
da de 300 g de uma solução salina (água e sal) a 2% 
(sal) para se obter uma solução salina a 3% (sal) é: 


(A) 90 9 (D) 98 9 
(B) 94 g (E) 100 9 
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[27 (FGV-SP) Uma empresa comprou para seu escritório 
10 mesas idênticas e 15 cadeiras também idênticas. 
O preço de cada mesa é o triplo do preço de cada 
cadeira. A despesa com cadeiras foi que porcentagem 
(aproximada) da despesa total? 


(A) 29,33% (D) 32,33% 
(B) 30,33% (E) 33,33% 
(C) 31,33% 
[22º (Mack-SP) Se a circunferência de um círculo tiver o seu 


comprimento aumentado em 100%, a área do círculo 
ficará aumentada em: 


(A) 300% (D) 100% 
(B) 400% (E) 200% 
(C) 250% 


[23' (UFPE) O custo da cesta básica aumentou 1,03% em 
determinada semana. O aumento foi atribuído exclu- 
sivamente à variação do preço dos alimentos que su- 
biram 1,41%. Qual o percentual de participação dos 
alimentos no cálculo da cesta básica (indique o valor 
mais próximo)? 


(A) 73% (D) 76% 
(B) 74% (E) 77% 
(C) 75% 


[24º (UFRGS) Considere os dados da tabela abaixo referen- 


tes à População Economicamente Ativa (PEA) de uma 
determinada região. 


Distribuição da PEA por anos 
de estudo, segundo sexo 


PEA PEA 
masculina feminina 


Até 4 anos de estudo 


5 ou mais anos de estudo 


Total 


Se os homens são 60% da PEA dessa região, homens e 
mulheres com 5 anos ou mais de estudo representam: 


(A) 36% da PEA da região. 
(B) 40% da PEA da região. 
(C) 44% da PEA da região. 
(D) 45% da PEA da região. 
(E) 54% da PEA da região. 


I2SN(URRO) Uma herança será dividida entre dois herdeiros 


em partes inversamente proporcionais às fortunas acu- 
muladas por cada um deles até o momento da partilha. 
Inicialmente, as fortunas são de 10 milhões e 15 milhões 
e crescem a uma taxa de 10% (cumulativos) ao ano. Se a 
partilha for consumada em 10 anos, que fração da herança 
caberá ao herdeiro que possuía inicialmente 15 milhões? 


(A) 3 (o 1 (9 RA 
10 2 10 


(B) é (D) 3 
5 


mesm RS) Uma indústria necessita de 120 | de um 
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combustível composto por 70% de gasolina, 20% de 
álcool e 10% de óleo. Em seus depósitos, dispõe de três 
tipos de misturas: a primeira, M,, com 40% de gasolina, 
20% de álcool e 40% de óleo; a segunda, M,, com 
80% de gasolina e 20% de álcool; a terceira, M,, 
com 80% de gasolina e 20% de óleo. Que quanti- 
dades de M,,M,,M,, nessa ordem, são necessárias 
para obter, em litros, o combustível desejado? 


(A) 30 —- 10 — 80 (D) 20 — 20 — 80 
(B) 20 - 10 — 90 (E) 30-90 —- O 
(C) 20- 0 — 100 
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2.6 - Relações financeiras 


EEE 
DEFINIÇÃO Juro é uma remuneração a uma taxa, sobre uma importância, durante al- 
Juro, gum tempo. E usado quando se empresta dinheiro, se vende a prazo, se aplica 
dinheiro etc. 
Juro é portanto um aluguel do dinheiro. 

[E Numa relação que envolve juro, temos quatro elementos, a saber: 
NOTA p dê e E 

: mportânci ntra na relação. 
Oijiro é tamibémchamado a) Capital é a import ! cia que e tra na relação 
de interesse, por esta razão b) Juro: é a remuneração do capital. 
é representado pela letra i. c) Taxa: é o percentual negociado nas relações. 


d) Tempo: é o período de duração da relação. 


O juro pode ser simples ou composto. 


ee— 2.6.1 — Juro simples 

NOTA ) ; ) 

A taxa deve ser referida O juro é simples quando não é incorporado ao capital no fim de cada período 

à mesma unidade que o de sua produção. Em geral, é retirado ao fim de cada período. 

período, ano, mês, dia, . ; 5 Z 5 inda li a 

bimestre ete: Sejam: C o capital, i a taxa por período, t o número de períodos de aplicação 
do capital e j o juro auferido por esse capital. 


Como em cada período o juro auferido é Ci, então, em t períodos teremos: 
EE EEE EEE 
OBSERVAÇÃO j= Cit 
Se os juros auferidos são 
retirados ao fim de cada 
período, os valores totais 
retirados estarão numa PA 
de razão j(j 2) 3) ni.) Exemplos: 


r 


ii Qualo juro simples que produz um capital de R$ 1.500,00 quando aplica- 
do a 18% ao ano durante 6 anos? 

— 1500-18-6 
100 

ii) Qual a taxa anual que produz um juro simples de R$ 1.200,00 quando 
aplicada a um capital de R$ 10.000,00 durante 16 meses? 
Devemos reduzir o tempo de 16 meses a anos: 


p= (Cit =>] = 1620 reais 


16 4 as 
t=—=-— anos, então: 
ZE 
1200 = 10000 -i- E = E o, a.a. 
3 400 


iii) Um capital de R$ 20.000,00 é aplicado a uma taxa de 18% a.a. em regime 
de juros simples e rende R$ 1.800,00. 
Quanto tempo ficou este capital aplicado? 


1800 = 20000. 0,18 -t= t= s LO O 
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iv) Qual o capital que colocado a juros simples a uma taxa de 12% ao ano 
produz juros de R$ 250,00 em 24 dias? 
Reduzindo a taxa ao ano para ao dia, temos: 


0, 
i= o A = se ao dia, logo: 
360 
12 
(GDA 
amo 360 ER 250 - 100 - 360 = 31250Teais 
100 12.24 


Poderíamos manter a taxa ao ano e reduzir os 24 dias a anos, então: 


= e amos, (= 1206 €)] = 250. lemos 
360 
24 
C.12.—— 
250 — Se SC bs 
100 12.24 
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CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (UFPI) O capital que, investido a juros simples de 3% : [3 (UFPA) André devia, em seu cartão de crédito, 
ao mês, gera, depois de 6 meses, um montante de R$ 1.000,00. Como não conseguiu pagar, em dois 
R$ 141.600,00 é: : meses essa dívida aumentou para R$ 1.440,00. Nesse 
(A) R$ 110.000,00 caso, qual foi a taxa de juros simples cobrada mensal- 
mente pelo cartão de crédito? 
(B) R$ 115.000,00 


(A) 7,2% (C) 20% (E) 44% 
(C) R$ 118.000,00 Raso nn 
(D) R$ 120.000,00 


(E) R$ 122.000,00 [4 (FGV-SP) Um capital aplicado a juros simples, à taxa de 
ds : 2,5% ao mês, triplica em: 


[2 (UFC-CE) José emprestou R$ 500,00 a João por 5 me- (A) 75 meses. (D) 90 meses. 


ses, no sistema de juros simples, a uma taxa de juros : (B) 80 meses. (E) 95 meses. 
fixa e mensal. Se no final dos 5 meses José recebeu : 

um total de R$ 600,00, então a taxa fixa mensal apli- ; (C) 85 meses. 

cada foi de: 


(A) 0,2% (0) 2% (E) 6% 5" Certo capital colocado a juros simples duplicou após 
: um certo tempo. Cinco meses depois, ele já havia tri- 
(B) 0,4% (D) 4% É plicado. Qual é a taxa mensal de juros? 
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2.6. 


2 - Juros compostos ou capitalizados 


Os juros são chamados compostos quando ao fim de cada período eles são 


incorporados ao capital, formando um novo capital para produzir juros no período 
seguinte. Por essa razão os juros compostos são ditos também capitalizados. 


Suponhamos um capital C, aplicado a uma taxa i de juros compostos por pe- 


ríodo. No fim de um período, os juros serão j = Ci e, se juntarmos os juros ao capi- 
tal inicial, teremos C = C, + Cji= Co(1 + i). Esse é o capital inicial para o segundo 
período. 


Os juros correspondentes ao segundo período serão Ci. Juntando esses juros 


ao capital C,, temos o capital inicial para o terceiro período C, =C +Ci=C(l+i)= 
= EE (A + i). Logo C,=C( + i)2, que é o capital acumulado no fim do segundo 
período. 


Procedendo analogamente, teremos: 

C, = Cy(1 + i) é o montante no fim de um período. 
C, = Cy(1 + i)? é o montante no fim de dois períodos. 
C,= C;(1 + i)º é o montante no fim de três períodos. 


C, = C(l +d* é o montante no fim de n períodos. 


Observe que um capital C, hoje equivalerá daqui a n períodos a C = C (1 + i)”. 
O valor C, é chamado valor presente e C é o valor futuro. 


Exemplos: 


|) 


Alberto comprou um objeto que custa hoje R$ 100,00 para pagá-lo daqui 
a três meses. A taxa de juros cobrada pelo comerciante é de 5% ao mês. 
Quanto Alberto pagará na data do vencimento da dívida? 

C, = 100 


SI 
5 
O = 0 (leis roof + mo = 100 - (1 + 0,05)? = 100 - 1,1576 


CS 
Alberto pagará pelos R$ 100,00 de hoje, R$ 115,76 no final do terceiro mês. 


Que inflação anual corresponde a uma taxa de inflação de 5% a.m.? 
Seja P,, o preço, no final de um ano, de um item que custa agora P 
Então: 


o 


P,=P(1+0,05)2>P,=P,-1,7959 
Po =P (10,7059) 
Assim, a inflação anual corresponde a 79,59% a.a. 


Observe que essa taxa 79,59% não é 12 - 5% = 60%. 
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NOTA 
O capital acumulado é 
chamado de montante. 


NOTA 

Quando não se indica o 
tipo de juro entende-se 
juros compostos. 


OBSERVAÇÃO 

Note que o valor de 

R$ 100,00 hoje não é 

R$ 100,00 daqui a três 
meses. Com os juros de 

5% ao mês, R$ 100,00 se 
transformam em R$ 115,76; 
R$ 100,00 hoje e R$ 115,76 
daqui a três meses têm o 
mesmo valor. 


NOTA 

Quando num anúncio 
temos: 

“À vista R$ 1.000,00 

ou 5 parcelas iguais de 
R$ 200,00” é sempre 
mais vantajoso comprar a 
prazo, pois 5 parcelas de 
R$ 200,00 tem um valor 
presente menor que 

R$ 1.000,00. 


NOTA 
A inflação é a taxa relativa 
de aumento de preço. 
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iii) Que inflação mensal corresponde a uma taxa de inflação de 60% a.a.? 
Agora seja i a taxa mensal, então: 


Ro Pon 

Em = LO, 

(CL bipes LG 

l+i= 1,6 

is 1,6 = | => (= 3 S8% am, 


iv) Em quanto tempo um capital colocado à taxa de 12% ao ano duplicará? 


Solução: 
CG, =UCa — C if =2C, — ud =, 
100 100 

ou add LiZE = 2, 
EE Aplicando logaritmos a ambos os membros da igualdade, vem: 
NOTA Ra log 2 0,30103 6116 
Observe que o 1º ano vai n log 1,12 = log n= = =6, 
de0a1,02ºde1a2etc. log1,12 0,04922 


O capital duplicará ao final do 7º ano. 


Exercícios resolvidos: 


1) Ataxa de juros do mercado é 10% ao ano. 
O que é melhor: receber R$ 1.000,00 à vista ou R$ 200,00 agora, R$ 400,00 
daqui a um ano e R$ 450,00 daqui a 2 anos? 


Es Solução: 

NOTA Vamos comparar ambos os planos considerando o valor futuro de cada 
R$ 1.000,00 hoje equivalem ç : E 

ANEL ENO 06 daqui a 2anos um daqui a 2 anos. pi primeiro: 

a uma taxa de 10% a.a. V.F. = R$ 1.000,00 - (1,1)? = R$ 1.210,00 


Para o segundo plano: 

À primeira parcela se transforma em: 200 - (1,1)? = R$ 242,00 

A segunda parcela se transforma em: 400 - 1,1 = R$ 440,00 

À terceira parcela se transforma em: 450 = R$ 450,00 
Total: R$ 1.132,00 


Portanto, o primeiro plano é melhor. 
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Outra solução: 


Vamos comparar os valores de ambos os planos no presente. Para o pri- 
meiro, o valor é R$ 1.000,00. Para o segundo: 


e A primeira parcela vale R$ 200,00. 


E 
e Seja x o valor que, hoje, equivaleria aos R$ 400,00 recebidos daqui a NOTA 
um ano. Então: A divisão 400 equivale a 
x:.11=400=x= 400 = R$ 363,6363 trazer R$ 400,00 daqui a um 
É 14d j Hg ano para um recebimento 


id 
presente, com taxa 


e Analogamente, a última parcela equivale a ts = R$ 371,90 recebi- RESc on AAA, 


E 


dos hoje. 


Total (em valor presente) do segundo plano: 
R$ 200,00 + R$ 363,64 + R$ 371,90 = R$ 935,54 
Portanto, continua sendo vantajosa a opção à vista. 


2) Uma loja anuncia: “você pode pagar 4 parcelas mensais de R$ 25,00 ou 
5 parcelas mensais de R$ 22,00”. 
Suponha que a primeira parcela é paga no ato da compra. 
Se os juros de mercado são de 10% ao mês, qual a melhor forma de 
pagamento? 


Solução: 
Para decidir qual a melhor forma de pagamento, basta verificar o valor 
futuro de cada plano daqui a 4 meses. 
No primeiro plano, temos: 
V.F da primeira parcela: 25 - (1,1)*= R$ 36,6025 
V.F da segunda parcela: 25-(1,1)º = R$ 33,275 
V.F da terceira parcela: 25 o (LIDE = ROS 30,25) 
V.F da quarta parcela: 25 o ll = 86 27,50) 
Total: R$ 127,6275 


25 - (1,1)! = 36,6025 


| 25:1,1=27,50 
agora 1 mês 2 meses  3meses 4 meses 25 25 O] 
+» >>> 1 
DS A PS AO A) 25 4 O 
E qi Ce | [2s-(112=30,25 


25 - (1,1): = 33,275 


Assim, o valor futuro do 1º plano, daqui a 4 meses, é de R$ 127,63. 
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Para o segundo plano: 
V.FE da primeira parcela: 22.-(1,1)'=R$ 32,2102 


V.F da segunda parcela: 22.(1,1) =R$ 29,282 
V.F da terceira parcela: 22.(1,1)2= R$ 26,62 


V.F da quarta parcela: 22 o 11) = RG 2420) 

V.E da quinta parcela: 22 = R$ 22,00 

Total: R$ 134,3122 

22: (1,1)! = 32,2102 
| 22: 1,1=24,20 
agora 1 2 3 4 22 292 | 
+11 —1— 1 
Fa Sra E VS SS en o 1422 

o leio CI RT | | 22-(1,13=26,62 


25 - (1,1) = 29,282 
Assim, o valor futuro do 2º plano daqui a 4 meses é R$ 134,31. 


Resposta: É melhor pagar em 4 parcelas mensais de R$ 25,00. 


Outra solução: 


Assim como obtivemos o valor futuro C, = C,(1 + i)”, poderíamos obter o 


Us 


(1+7)" 


V. P. do primeiro plano: 25+ Es + En + Ene 
Li a) 


valor presente de cada parcela fazendo C, = Assim: 


=87,17 


V. P. do segundo plano: 
204) fat 2, 2) 


ar 2) ar 8) E 4 
CoD a Ana a) 


Assim, o primeiro plano é mais barato. 


22, + 


= L749) 


Primeiro plano 


preço à vista 


18,754 


20,66 

imês 2 3 4 e 

agora mes meses meses meses 25,00 
; PER , 25 25 


87,17 


2) 
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Segundo plano 


preço à vista 


15,03 
16,53 « 


18,18 
20,00 
agora Imês  2meses 3meses 4meses 22,00 22 22 22 22 


+ ++ + + A 
“sc CS CA É Su 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (PUC-RJ) Um banco pratica sobre o seu serviço de che- 
que especial a taxa de juros de 11% ao mês. Para cada : 
100 reais de cheque especial, o banco cobra 111 no 
primeiro mês, 123,21 no segundo, e assim por diante. ; 
Sobre um montante de 100 reais, ao final de um ano, 
o banco irá cobrar aproximadamente: 


(A) 150 reais. (D) 300 reais 
(B) 200 reais. (E) 350 reais. 
(C) 250 reais. 


: (PUC-RS) A cada balanço anual, uma firma tem apre- 


sentado um aumento de 10% de seu capital. Conside- 
rando Q, o seu capital inicial, a expressão que fornece 
esse capital C, ao final de cada ano (t) em que essas con- 
dições permanecerem, é: 


(A) C= Qu): (D) C = (0,1)! 
(Bt=Ci1y (E) C= Qu(10) 
(0) C = Qu0,1) 


o (PUC-MG) Uma pessoa toma emprestados R$ 9.000,00 


BZ” (ESPM-SP) Certo capital foi aplicado a juros compos- : 
tos durante 2 anos, à taxa de 20% ao ano. Se esse 
capital tivesse sido aplicado a juros simples, para obter : 
o mesmo rendimento, a taxa mensal deveria ser de 
aproximadamente: 

(A) 2% (D) 1,87% 
(B) 1,98% (E) 1,83% 


(C) 1,94% 


EB (FGV-SP) Fábio recebeu um empréstimo bancário de : 
R$ 10.000,00, para ser pago em duas parcelas anuais, 
a serem pagas, respectivamente, no final do primeiro | 
ano e do segundo ano, sendo cobrados juros compos- : 
tos à taxa de 20% ao ano. Sabendo que o valor da 
1º parcela foi de R$ 4.000,00, podemos concluir que | 
o valor da 2º foi: É 


(A) R$ 8.800,00 
(B) R$ 9.000,00 
(C) R$ 9.200,00 
(D) R$ 9.400,00 
(E) R$ 9.600,00 
PA (UFJF-MG) As despesas mensais de uma pessoa divi- 
dem-se em gastos fixos e gastos variáveis. Seus gastos : 
fixos são de R$ 180,00 e, nos próximos meses, seus 
gastos variáveis, que hoje são de R$ 100,00, aumen- : 
tarão 2% a cada mês, em relação ao mês anterior. 


A expressão que fornece a despesa dessa pessoa daqui : 
a t meses, em reais, é: 


(A) 180 + 100 - (1,02)! 
(B) (180 + 100) - (1,02)! 
(C) 180 + 200t 

(D) 180 + 102t 

(E) 180 + 100 - (0,02)! 
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e deverá pagar, ao final de oito meses, R$ 13.680,00 
para liquidar esse empréstimo. A taxa total de juros 
cobrada nessa operação é de: 


(A) 46% (O) 61% 
(B) 52% (D) 67% 


mun MG) Uma loja de eletrodomésticos anuncia a 


seguinte promoção: 

Televisor 29", à vista, por apenas R$ 702,00, ou a pra- 
zo, em duas prestações mensais iguais de R$ 390,00, 
sendo a primeira no ato da compra. 

Nessas condições, a taxa mensal de juros embutida na 


venda a prazo é igual a: 
(A) 10% (C) 20% (E) 30% 
(B) 15% (D) 25% 


E (PUC-SP) Em 1996, uma indústria iniciou a fabricação 


de 6000 unidades de certo produto e, desde então, 
sua produção tem crescido à taxa de 20% ao ano. 
Nessas condições, em que ano a produção foi igual ao 
triplo da de 1996? 

(Dados: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48) 


(A) 1998 (C) 2000 (E) 2002 
(B) 1999 (D) 2001 


É DOM (EsPM- SP) Se um automóvel sofre desvalorização de 


20% ao ano, ele estará valendo a metade de seu valor 
atual em: 


(A) pouco mais de 3 anos. 

(B) exatamente 2 anos e meio. 
(C) pouco mais de 4 anos. 

(D) exatamente 5 anos. 


(E) menos de 2 anos. 
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HO! (ESCCAI-MG) Em quantos meses uma letra de câmbio 
de R$ 85.000,00, descontada à taxa de 42% a.a., pro- 
duz um líquido de R$ 61.200,00? 


(A) 6 (0) 9 
(B) 8 (D) 10 


(E) 12 


[11 João deseja pagar sua dívida de R$ 121,00 dois meses 
antes do vencimento. A taxa de juros composto fixado 
pelo banco é de 10% a.m. 
Qual é o valor que João deve pagar ao banco para 
saldá-la? 


[12º Um agiota emprestou R$ 2.000,00 e cobra as seguintes 
taxas de juro composto: 10% no primeiro mês, 15% no 
segundo e 20% ao mês do terceiro em diante. 

Se o seu credor pagou toda a dívida no final do tercei- 
ro mês, então: 


a) Qual o montante pago? 


b) Qual a taxa única equivalente aos três aumentos? 


[13º (UFRJ) A rede de lojas Sistrepa vende por crediário 
com uma taxa de juros mensal de 10%. 
Uma certa mercadoria, cujo o preço à vista é P, será 
vendida a prazo de acordo com o seguinte plano 
de pagamento: R$ 100,00 de entrada, uma presta- 


ção de R$ 240,00 a ser paga em 30 dias e outra de 
R$ 220,00 a ser paga em 60 dias. 
Determine P, o valor de venda à vista dessa mercadoria. 


o (PUC-SP) Um equipamento de som está sendo vendido 


87 


em uma loja por R$ 1.020,00 para pagamento à vista. 
Um comprador pode pedir um financiamento pelo 
plano (1 + 1) pagamentos iguais, isto é, o primeiro pa- 
gamento deve ser feito no ato da compra e o segundo, 
um mês após aquela data. Se a taxa de juros praticada 
pela empresa que irá financiar a compra for de 4% ao 
mês, o valor de cada uma das prestações será de: 


(A) R$ 535,50 (D) R$ 529,12 
(B) R$ 522,75 (E) R$ 515,00 
(C) R$ 520,00 

: [MSN joão deposita dez mil reais, no dia 1º de cada mês, 
em um fundo de investimentos. Sabendo que o in- 
vestimento rende juros mensais à taxa 5% e que 


1,05? = 1,8 podemos afirmar que, imediatamente 
após o 12º depósito, João terá acumulado: 


(A) 126 mil reais. (D) 192 mil reais. 
(B) 160 mil reais. (E) 216 mil reais. 
(C) 180 mil reais. 
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2.7 - Pagamentos em parcelas iguais -— série uniforme 


=== Um compromisso cujo valor à vista é C, deve ser pago em n parcelas iguais 
NOTA sendo i a taxa de juros ao período. 
Observe que os valores Seja P o valor da parcela, que se repetirá n vezes. 


a vista V,, Vy Vy co V, 
são diferentes e vão 
diminuindo, à medida que 
Oo prazo aumenta, para 
darem pagamentos iguais. 


NO PN PN Po NO Pp 


Imaginemos o valor à vista C, dividido em parcelas V,, V,, V,, ..., V, que darão 
origem às n parcelas iguais a P, cada uma. 

V, vai evoluir em 1 período, logo: P=V (1 + i) 

V, vai evoluir em 2 períodos, logo: P = V,(1 + i)? 

V, vai evoluir em 3 períodos, logo: P= V.(1 + i) 


V, Vai evoluir em n períodos, logo: P= V (1 + i)” 


Assim, y — Pp =. P nn : na: 
17 sp dg 2! 37 AZiter Cp NH 
1+7 (1+7) (1+17) (1+ 17) 


Como V,+V, +... +V, =C,, temos: 


P P P P 
-+ = + te —=C, 
l+7 (1+7) (1+7) (1 +17) 


1 
Temos uma PG de razão Tai então: 


Rd Pp Pp 1 : 
[E d+ 147 1+i Teia d"” 
NOTA 7 =C, > EE E EA 
Observe que nestas Re 
fórmulas a primeira 1+7 l+i 


parcela é paga no fim do 
primeiro período. Se for 


| NE E 
dada uma "entrada" no ato po Coi(1 ar i) (Ci 
da com I > RE ul =. 
pra, o valor a ser sã RE 
financiado será: (1 + i) =. 1- (1 + i) 
C, = preço total menos a = : 
entrada. 
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Exemplos: 


i) Uma geladeira pode ser comprada por R$ 2.000,00 à vista. Se for paga em 
4 prestações mensais iguais, com juros de 10% ao mês, determine a pres- 
tação nos seguintes casos: 


a) sea primeira for paga no ato da compra; 

b) se a primeira for paga um mês após a compra; 

c) sea primeira for paga dois meses após a compra. 
Solução: 

a) 


Neste caso, a parcela P paga no ato da 
compra não sofre transformação ao 
atualizar as parcelas; o valor presente 
do financiamento é, portanto: 


-1,1 -1,1 -1,1 
(0) >>> 2,248) 
“PP DDLPPSJPJZRS9ÃHÍÃ 
IP Jp Ip P 


po = sa a 2000 =P[1+ qi F| 


+ 
a Ca A 


2000 = P(1 + 0,909 + 0,826 + 0,751) > P = Ê a 


, 


= S/A, 


Cada parcela será de R$ 573,72. 
Para resolver esse item, usamos a fórmula: 


(7 


P=-— —= - Devemos considerarn=3, i=0,1eC,=2000-P, pois 
1-(1+7)" 


o financiamento será, na verdade, em 3 parcelas, já que P será pago à 
vista. Assim: 


2000 ron O 200104» 2000» 
CS sO ES — 0,2486 
200 


RO Ro je 100) 1622 0 [O RE = 8/2, 


0,3486 


b) 1,1 pi 1,1 E 11 Rus 11 p Neste caso, o financiamento 
SE ES ETR EE z Sã 
+——|——— | ——| | é em 4 parcelas, então, atu- 


o a E 4 alizando as parcelas, temos: 


Rag o É posto = 2000 
RE ME Ci e a 


ne - 3,4869 = 2000 => P = 630,94 
Cada parcela será de R$ 630,94. 
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No uso da fórmula devemos ter: n = 4, C,= 2000 e i = 0,1, pois a fór- 
mula se aplica a partir do fim do 1º período. 
2000-0,1 200 


E E 30,04 
TUE DEZ 


CD a a a A quiidevemosmatializantas 
+—— ; à 

0 1 2 3 4 s parcelas a partir do final do 
segundo mês. Assim: 


a 4E a JE E JE dE =210005= E il ae a Ar di dE a = 2000 
TEC RE CRE mi ii o Ca ai 
É. 3,4869 = 2000 => P = 694,04 
E Cada parcela será de R$ 694,04. 
OBSERVAÇÃO Com o uso da fórmula devemos levar o preço à vista para o fim do 
Muitas vezes as operações primeiro período, pois só a partir desse momento o financiamento 
com decimais levam a Ê 1 ii do de docdl 
resultados com pequenas será em parcelas, a partir do 2º período. 
diferenças nos centavos Temos: C =C(1+i)'=2000-1,1=2200 
devido a aproximações 
e à limitação da unidade ES VS dRSR == 38 = q 
monetária (centésimos). UU SU INSIDE JD JM EE Re OS O: 
0 1 2 3 4 5 E (7) 


— 2200:0,1 220 


H = 694,04 
ES si 


ii) Uma loja de departamentos oferece um desconto de 30% nas compras 
à vista ou pagamento em 3 prestações iguais mensais, sem juros e sem 
desconto. Calcule a taxa mensal de juros embutida nas vendas a prazo, 
supondo o primeiro pagamento no ato da compra. 

Comprando a prazo o cliente pagaria 3 parcelas de P reais, sem juros. As- 
sim o preço de vitrine é 3P. O desconto de 30% de 3P daria 


b = a) 3P = 0,70 - 3P que é o preço à vista já com desconto: C, = 2,1P. 


il 
emos AE Er +P|— a |, então: 
IRA (1+ 7) 


RR e 11-0+)2=(1+)+1 
l+7 (1+7) 


Fazendo 1 +i=x, vem: 1,1x2=x+1 ou 11x?- 10x - 10 =0 
pa LS => Lois SOS => (= 0,508 = 5,080 
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ou, 
Ci 
usando a fórmula P = = comic = Eos P-Patiibemel, 
MEME 100 
vem: 
TB 117 1 


———————— > >——————— > =———— = 
1-(1+7)? 1=(1+7)* (1+77 


112 + 12i-9=0 > i=51,08% 
A taxa é de aproximadamente 51,1% (a diferença nas decimais é devida 
às aproximações numéricas). 


iii) Um pai, desejando fazer uma poupança para seu filho, deposita mensal- 
mente R$ 200,00 numa caderneta de poupança. O rendimento mensal da 
caderneta é 1% a.m. Qual será o montante depositado daqui a 30 anos se 
o primeiro depósito será feito no mês que vem? 

Cauda he 

(EE q 


P n 
C + l+i | 
=H+ 
Assim, Cio = alia +0,01)” - | 


0,01 
logo, C,.o = 20000 (1,0% — 1) = 698.992,83. 


Sabemos que P = 


O montante depositado ao fim de 360 meses será R$ 698.992,83. 
[EE | 
iv) Sea taxa de inflação é de 5%, em quanto diminui o poder de compra? NOTA 
Poder de compra é a 


Se o preço médio dos bens é p reais, uma determinada importância g reais quantidade de bens que 
se pode adquirir com uma 


comprará q = r bens. certa importância. 


Com a inflação de 5%, o preço inflacionado será 1,05p e o nosso poder de 


compra será q' = E 8 d 


LOSp LOS p 105. 


q 
q' = 0,9524 . q 
O poder de compra cai 4,76%. 


v) Seataxa de deflação é 5%, qual o aumento do poder de compra? 
Usando a mesma notação do exercício anterior: 


Ra q 
0,95p 0,95 p 
q = 1,0526 -q 


O poder de compra aumenta 5,26%. 
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ET (UFMG) Um mapa está desenhado em uma escala em 
que 2 cm correspondem a 5 km. Uma região assinala- 
da nesse mapa tem a forma de um quadrado de 3 cm 


de lado. 

A área real dessa região é de: 

(A) 37,50 km? (C) 67,50 km? 
(B) 56,25 km? (D) 22,50 km? 


[2 (UFRRJ) Eduardo efetuou uma ligação telefônica para 
Goiânia, com tarifa normal e duração de 13,8 minutos, 
pagando pela ligação R$ 4,04. Se, com a tarifa reduzida, 
o minuto falado custa a metade do preço da tarifa nor- 
mal, podemos afirmar que o valor que mais se aproxima 
do valor pago por Eduardo por uma ligação para Goiânia 
com tarifa reduzida e duração de 13,1 minutos será de: 


(A) R$ 1,92 (D) R$ 8,02 
(B) R$ 2,02 (E) R$ 1,98 
(C) R$ 8,08 


E3' (Puccamp-SP) Em agosto de 2000, Zuza gastou 
R$ 192,00 na compra de algumas peças de certo arti- 
go. No mês seguinte, o preço unitário desse artigo au- 
mentou R$ 8,00 e, com a mesma quantia que gastou 
em agosto, ele pôde comprar duas peças a menos. Em 
setembro, o preço de cada peça de tal artigo era: 


(A) R$ 24,00 (D) R$ 30,00 
(B) R$ 25,00 (E) R$ 32,00 
(C) R$ 28,00 


[4 (Mack-SP) As x pessoas de um grupo deveriam contribuir 
com quantias iguais a fim de arrecadar R$ 15.000,00, 
entretanto 10 delas deixariam de fazê-lo, ocasionando, 
para as demais, um acréscimo de R$ 50,00 nas respecti- 
vas contribuições. Então x vale: 


(A) 60 (C) 95 (E) 120 
(B) 80 (D) 115 


[5 (Enem) No quadro a seguir estão as contas de luz e 
água de uma mesma residência. Além do valor a pa- 
gar, cada conta mostra como calculá-lo, em função do 
consumo de água (em mº) e de eletricidade (em kWh). 
Observe que, na conta de luz, o valor a pagar é igual 
ao consumo multiplicado por um certo fator. 

Já na conta de água, existe uma tarifa mínima e dife- 
rentes faixas de tarifação. 
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Companhia de eletricidade 


Fornecimento Valor (R$) 
401 kWh X 0,13276000 55/28 


Companhia de saneamento 


Tarifas de água/m? 


Faixas de Tarifa Consumo Valor (R$) 
consumo 
até 10 5,50 tarifa 5,50 
mínima 
11 a20 0,85 7 595 
21a 30 BH: 
31a 50 Dilê) 


acima de 50 2,36 
Total 11,45 


Suponha que, no próximo mês, dobre o consumo de 
energia elétrica dessa residência. O novo valor da con- 
ta será: 


(A) R$ 55,23 (D) R$ 100,00 
(B) R$ 106,46 (E) R$ 22,90 
(C) R$ 802,00 


- 6 (Faap- -SP) Um trator, trabalhando 12 horas por dia, 


consome em 30 dias 1800 litros de combustível. Sa- 
bendo-se que um litro de combustível custa R$ 0,80, 
qual é o custo do combustível gasto em 90 dias, traba- 
lhando o trator 11 horas por dia? 


é ZO (Fatec -SP) Em uma indústria há duas máquinas que 


funcionam em velocidades constantes, mas distintas 
entre si. Funcionando ininterruptamente, juntas, pro- 
duzem X peças iguais em 2 horas e 40 minutos. Uma 
delas, sozinha, produziria essas X peças em 4 horas de 
funcionamento ininterrupto. A outra produziria as X 
peças funcionando ininterruptamente em: 


(A) 8 horas e 15 minutos. (D) 7 horas e 15 minutos. 
(B) 8 horas. (E) 7 horas. 


(C) 7 horas e meia. 


' Pedro investiu certa quantia comprando ações de uma 


indústria. No final do primeiro ano, ele verificou que 
as ações tinham valorizado 25%, mas, no final do ano 
seguinte, ele disse: "puxa, eu tenho hoje o dobro do 
dinheiro que investi". Qual foi a valorização das ações 
no segundo ano? 
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[9 (Enem) Segundo um especialista em petróleo (O Esta- 


do de S. Paulo, 5/3/2000), o consumo total de energia 
mundial foi estimado em 8,3 bilhões de toneladas de 
petróleo (TEP) para 2001. A porcentagem das diversas 
fontes da energia consumida no globo é representada : 
no gráfico. 


50 
40 
's 
o) 4 
5 
2 30 + 
[se] 
= 1 
e 20) NH s 
y e o 
Ss q e) 2) fis. s 
Sol iso 
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E! Rem e 
| o) 
0 T T T | T Ê T 
Fontes de energia 
Segundo as informações apresentadas, para substituir 
a energia nuclear utilizada é necessário, por exemplo, 
aumentar a energia proveniente do gás natural em 
cerca de: 
(A) 10% (C) 25% (E) 50% 
(B) 18% (D) 33% 
HTO! (Fuvest-SP) 


Produção e vendas, em setembro, de três 
montadoras de automóveis 


Unidades Porcentagem vendida 
Montadora E E 
produzidas da promoção 
A 3000 80% 
B 5000 60% 
E 2000 x% 


Sabendo que nesse mês as três montadoras venderam 
7 000 dos 10000 carros produzidos, o valor de x é: 


(A) 30 (C) 65 (E) 100 
(B) 50 (D) 80 


[17 (PUC-R)) Fiz em 50 minutos o percurso de casa até a 


escola. Quanto tempo gastaria se utilizasse uma velo- 
cidade 20% menor? 


(A) 65 minutos 
(B) 41 minutos e 40 segundos 


(C) 60 minutos 
(D) 62 minutos e 30 segundos 
(E) 50 minutos e 20 segundos 


mm (Enem) O Brasil, em 1997, com cerca de 160 X 10º habi- 


tantes, apresentou um consumo de energia da ordem 
de 250000 TEP (tonelada equivalente de petróleo), 
proveniente das diversas fontes primárias. 

O grupo com renda familiar de mais de 20 salários mí- 
nimos representa 5% da população brasileira e utiliza 
cerca de 10% da energia total consumida no país. O 
grupo com renda familiar de até três salários mínimos 
representa 50% da população e consome 30% do to- 
tal da energia. 

Com base nessas informações, pode-se concluir que 
o consumo médio de energia para um indivíduo do 
grupo de renda superior é x vezes maior do que para 
um indivíduo do grupo de renda inferior. O valor apro- 
ximado de x é: 


(A) 271 
(B) 3,3 


(C) 6,3 
(D) 10,5 


(E) 12,7 


+ MBNÇUEVO) Um mestre de obras e cinco pedreiros foram 


contratados para fazer certo serviço, pelo qual recebe- 
riam a quantia de Q reais. Essa quantia seria repartida 
entre eles de modo que todos os pedreiros recebessem 
o mesmo valor e o mestre de obras ganhasse 60% a 
mais que cada um deles. 

Na última hora, um dos pedreiros desistiu. Então, o 
mestre de obras e os quatro pedreiros restantes decidi- 
ram fazer sozinhos o serviço e combinaram uma nova 
divisão dos Q reais: os quatro pedreiros receberiam 
valores iguais, mas o mestre de obras ganharia, agora, 
50% a mais que cada um deles. 

Então, a quantia que cada um dos quatro pedreiros 
recebeu teve um aumento de: 


(A) 10% — (B)20% — (0)25% 


(D) 30% 


MZ! (UFMG) Observe a tabela a seguir: 


93 


Rendimento para base Alíquota Parcela a 
de cálculo do mês (do) deduzir 
(R$) (R$) 
Até 900,00 ——— Isento 
Acima de 900,00 até 1.800,00 (IS 135,00 
Acima de 1.800,00 25) 315,00 


Essa tabela é utilizada para calcular o imposto de ren- 
da a ser pago à Receita Federal por um trabalhador 
no mês em questão. Para se obter o rendimento para 
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base de cálculo, deve-se subtrair de seu rendimento 
bruto todas as deduções a que ele tem direito. Ao 
rendimento para base de cálculo aplica-se a alíquota 
correspondente e, em seguida, subtrai-se a parcela a 
deduzir, também correspondente, de acordo com a 
tabela, obtendo-se assim o valor do imposto de renda 
a ser pago. Nesse mês, um trabalhador, cujo rendi- 
mento bruto foi de R$ 2.000,00, teve direito somen- 
te às seguintes deduções: R$ 90,00 por dependente 
e R$ 200,00 pagos à Previdência. Nessas condições, 
sabendo-se que o valor do imposto pago por esse tra- 
balhador, nesse mês, foi R$ 108,00, o número de de- 
pendentes considerados foi: 


(A) O (C) 2 
(B) 1 (D) maior que 2 


[15" (UFF-RJ) Na eleição para prefeito de um município 


concorreram os candidatos X e Y. 

O resultado final revelou que 38% dos eleitores vota- 

ram em X, 42% em Y, 16% nulo e 4% em branco. 

Se 25% dos eleitores que votaram nulo houvessem vo- 

tado no candidato X e 50% dos que votaram branco 

houvessem votado em Y, o resultado seria: 

(A) 47,5% para X, 44% para Y, 6,5% nulos e 2% em 
branco. 


(B) 9,5% para X, 63% para Y, 25,5% nulos e 2% em 
branco. 


(C) 46% para X, 43% para Y, 8% nulos e 3% em branco. 


(D) 422% para X, 44% para Y, 12% nulos e 2% em 
branco. 


(E) 6,2% para X, 18,8% para Y, 25% nulos e 50% em 
branco. 


[16 (Uerj) A reciclagem de latas de alumínio permite uma 


considerável economia de energia elétrica: a produção 
de cada lata reciclada gasta apenas 5% de energia que 
seria necessária para produzir uma lata não reciclada. 
Considere que, de cada três latas produzidas, uma não 
é obtida por reciclagem, e que a produção de cada 
lata reciclada consome 1 unidade de energia. 

De acordo com essa proporção, o número de unida- 
des de energia necessário para a produção de 24 latas 
é igual a: 


(A) 24 (C) 150 
(B) 42 (D) 176 


[17 (Fuvest-SP) O limite de consumo mensal de energia 


elétrica de uma residência, sem multa, foi fixado em 
320 kWh. Pelas regras do racionamento, se esse limite 
for ultrapassado, o consumidor deverá pagar 50% a 


Ad: 


mais sobre o excesso. Além disso, em agosto, a tarifa 
sofreu um reajuste de 16%. Suponha que o valor pago 
pelo consumo de energia elétrica no mês de outubro 
tenha sido 20% maior do que aquele que teria sido 
pago sem as regras do racionamento e sem o aumento 
de tarifa em agosto. Pode-se, então, concluir que o 
consumo de energia elétrica, no mês de outubro, foi 
de aproximadamente: 


(A) 301 kWh (D) 385 kWh 
(B) 343 kWh (E) 413 kWh 
(C) 367 kWh 


me (Fuvest-SP) Sobre o preço de um carro importado in- 


cide um imposto de importação de 30%. Em função 
disso, o seu preço para o importador é R$ 19.500,00. 
Supondo que tal imposto passe dos 30% para 
60%, qual será, em reais, o novo preço do carro para 
o importador? 


(A) R$ 22.500,00 
(B) R$ 24.000,00 
(C) R$ 23.350,00 


(D) R$ 31.200,00 
(E) R$ 39.000,00 


mo (Faap-SP) Uma certa quantidade de cereal, que custa- 


ra R$ 12,00 por saca, foi vendida, sucessivamente, por 
quatro negociantes, os quais obtiveram lucro de 20%, 
12%, 15% e 10%, respectivamente. Qual foi o último 
preço de venda (aproximadamente) por saca? 


(A) R$ 22,50 (D) R$ 18,54 
(B) R$ 14,40 (E) R$ 20,40 
(C) R$ 16,12 


mo (Faap-SP) As medalhas de prata dos Jogos Pan-Ameri- 


canos foram feitas fundindo-se lingotes do tipo A com 
lingotes do tipo B, ambos feitos de uma liga de prata 
e zinco. Sabe-se que um lingote do tipo A, de 3,5 kg, 
contém 76% de prata; fundido com um lingote do 
tipo B, resulta um lingote de 10,5 kg contendo 84% 
de prata. Que porcentagem de prata contém um lin- 
gote do tipo B? 


(A) 61% (D) 92% 
(B) 77% (E) 54% 
(C) 88% 


' (Puccamp-SP) Através de um canal de compras, pode- 


-se adquirir um certo tipo de camisa a R$ 29,00 a uni- 
dade, com a seguinte promoção: na compra de uma 
segunda camisa desse tipo, esta sairia por R$ 10,00. 
Nessa promoção, a porcentagem de desconto no pre- 
ço da segunda peça, em relação ao preço da primeira, 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO II 


era de aproximadamente: 

(A) 65,5% (D) 29% 
(B) 63,5% (E) 19% 
(C) 34,5% 


[22º (UCDB-MS) Uma creche gastava x litros de leite para 


alimentar suas crianças durante 10 dias. Após chegar | 


à creche um segundo grupo de crianças, esses x litros 
de leite passaram a ser consumidos em 8 dias. 
Se o leite fosse usado para alimentar apenas o segun- 
do grupo de crianças, ele seria consumido em: 


(A) 20 dias. (D) 50 dias. 
(B) 30 dias. (E) 60 dias. 
(C) 40 dias. 


123" (FGV-SP) Um aparelho de TV é vendido por R$ 1.000,00 
em dois pagamentos iguais, sem acréscimo, sendo o 1º 
como entrada e o 2º um mês após a compra. Se o paga- 
mento for feito à vista, há um desconto de 4% sobre o 
preço de R$ 1.000,00. A taxa mensal de juros simples do 
financiamento é, aproximadamente, igual a: 


(A) 8,7% (D) 5,7% 
(B) 7,7% (E) 4,7% 
(O) 6,7% 


[24º (UFJF-MG) O preço à vista de uma mercadoria é de 
R$ 130,00. O comprador pode pagar 20% de entrada 
no ato da compra e o restante em uma única parce- 
la de R$ 128,26, vencível em 3 meses. Admitindo-se 


o regime de juros simples comerciais, a taxa de juros 


anual cobrada na venda a prazo é de: 
(A) 94% (C) 98% 
(B) 96% (D) 100% 


[25º (UFMG) Um consumidor adquiriu determinado pro- 
duto em um plano de pagamento de 12 parcelas men- 
sais iguais de R$ 462,00, a uma taxa de juros de 5% 
ao mês. Ele pagou as 10 primeiras prestações no dia 
exato do vencimento de cada uma delas. Na data do 
vencimento da 11º prestação, o consumidor decidiu 
quitar a última também, para liquidar sua dívida. Ele 
exigiu, então, que a última prestação fosse recalcula- 
da, para a retirada dos juros correspondentes ao mês 
antecipado, no que foi atendido. 

Depois de recalculado, o valor da última prestação 
passou a ser de: 


(A) R$ 438,90 (C) R$ 440,00 
(B) R$ 441,10 (D) R$ 444,00 


| meo SP) Um vidro de perfume é vendido, à vista, 


por R$ 48,00 ou, a prazo, em dois pagamentos de 
R$ 25,00 cada um, o primeiro no ato da compra e 
o outro um mês depois. A taxa mensal de juros do 
financiamento é aproximadamente igual a: 


(A) 6,7% (C) 8,7% (E) 10,7% 
(B) 7,7% (D) 9,7% 


27 (UN) Um investidor tinha R$ 100.000,00 aplica- 


dos, parte em ouro e o restante em Certificados de 
Depósitos Bancários (CDBs). O ouro teve uma alta de 
8% ao mês; os CDBs, de 10% ao mês. Se o rendimen- 
to no mês foi de R$ 8.500,00, então a quantia, em 
reais, que ele investiu em ouro foi de: 


(A) 55000 (D) 65000 
(B) 75000 (E) 85000 
(C) 45000 


een esp SP) Numa loja, um objeto custa R$ 100,00 à 


vista. Uma pessoa compra esse objeto em duas par- 
celas iguais de R$ 60,00, pagando a primeira parce- 
la no ato da compra e a segunda parcela trinta dias 
depois. Os juros cobrados por essa loja foram a uma 
taxa mensal de: 


(A) 50% (C) 30% (E) 10% 
(B) 40% (D) 20% 


[29 (UFSE) Cláudia aplicou a quantia de R$ 100,00 a juros 


simples, à taxa de 1,8% ao mês. Ao completar 5 me- 
ses, retirou o montante e aplicou-o em outra institui- 
ção, com uma taxa mensal maior. Ao completar 4 
meses da nova aplicação, seu novo montante era de 
R$ 119,90. Essa nova taxa mensal foi de: 


(A) 2,5% (C) 2,3% (E) 21% 
(B) 2,4% (D) 2,2% 


BON(UERGS) Uma loja avisa que, sobre o valor original de 


uma prestação que não for paga no dia do vencimento, 
incidirá multa de 10% mais 1% a cada dia de atraso. 
Uma pessoa que deveria pagar y reais de prestação e o 
fez com x dias de atraso, pagou a mais: 


(A) (0,1y + x) reais (D) (0,1y + 0,01x) reais 
(B) (x + 10) reais (E) (0,1y + 0,01xy) reais 
(C) (10y + x) reais 


é BT) Uma geladeira pode ser comprada à vista por 


R$ 2.000,00 ou em três prestações mensais iguais, 
sendo a primeira delas paga no ato da compra. Se o 
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: IBM Sabe-se que: 


vendedor cobra juros de 30% ao mês sobre o saldo de- 
vedor, o valor de cada prestação é, aproximadamente, : 
igual a: 


(A) R$ 827,00 
(B) R$ 847,00 
(C) R$ 867,00 


(D) R$ 887,00 
(E) R$ 907,00 


[32º Num determinado país, a inflação é medida semes- 


tralmente. No ano passado, os índices de inflação dos 
dois semestres foram iguais a 100%. A inflação acu- 
mulada nesse ano foi igual a: 


(A) 100% (D) 250% 
(B) 150% (E) 300% 
(C) 200% 


[33º Uma mercadoria cujo preço de tabela é R$ 800,00 é 


vendida, à vista, com desconto de x% ou em duas 
parcelas iguais de R$ 400,00, sendo a primeira no ato 
da compra e a segunda um mês após a compra. Supo- | 
nha que o comprador dispõe do dinheiro necessário 
para comprar à vista e que ele sabe que a diferença 


log 1,15 = 0,0607; log 2,8 = 0,4472; 

log 3,65 = 0,5623; log 5 = 0,69990; 

log 5,35 = 0,7284. 

Considerando que o preço do cafezinho mais caro do 
mundo é hoje R$ 20,00, se ele sofrer aumento mensal 
de 15%, daqui a doze meses passará a custar: 


(A) R$ 56,00 (D) R$ 100,00 
(B) R$ 73,00 (E) R$ 107,00 
(C) R$ 84,00 


3 Um negociante empresta R$ 200,00 à taxa anual de 


69% de juros e seu credor resolve pagar essa dívida 
em 6 meses. Calcule o valor que ele deve pagar admi- 
tindo que foi usado: 


a) juro composto; 


b) juro simples. 


' Em Por um empréstimo de R$ 80.000,00, à taxa de i % 


entre o preço à vista e a primeira parcela pode ser 


aplicada no mercado financeiro a uma taxa de 3% ao 
mês. Nessas condições: 


a) se x=2, será vantajosa para ele a compra a prazo? 
Explique. 


b) Qual é o valor de x que torna indiferente comprar à 
vista ou a prazo? Explique. 


“7 
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ao mês, paga-se, de uma única vez, após 2 meses, o 
montante de R$ 115.200,00. Por terem sido aplicados 
a juros compostos, a taxa mensal foi de: 


(A) 15% (D) 24% 
(B) 20% (E) 26% 
(C) 22% 
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a listagem exata de todas as mane 


NOTA 
Este princípio se estuda 
para n procedimentos. 


OBSERVAÇÃO 
Note que os pares 
obtidos (a, b) com os 

p' q 
procedimentos adotados 
são ordenados, isto é, os 
resultados são obtidos na 
ordem dos procedimentos 
realizados. 
Usaremos a notação 
(a,, b,) para representar 
agrupamentos ordenados. 
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3 —- ANÁLISE COMBINATÓRIA 


É o estudo dos processos de formação e contagem de agrupamentos que po- 
dem ser formados com os elementos de uma coleção, obedecendo a determinadas 
condições. 


3.1 - Princípio fundamental da contagem 


Este princípio se refere à formação ordenada de agrupamentos, isto é, à rea- 
lização de procedimentos sucessivos que darão origem à sequência de elementos. 


Sejam q, à, sv, a,as alternativas para o primeiro procedimento e b,, D,, ..., b, as 
alternativas para o segundo procedimento. Associemos, a cada alternativa do pri- 
meiro procedimento, todas as possibilidades do segundo procedimento. Teremos: 


b, b, b, 
b b b 

a, ki a, E a, há 
b b b 

q q q 


q casos 
+ 


q casos 
+ 


E 


q casos 


Temos em cada linha q casos. Como temos p linhas, o total será a soma 
q+q+..+ q com p parcelas, logo pg modos de executar os dois procedimentos. 
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Exemplos: 
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Maria tem 5 saias e 10 blusas, todas diferentes. De quantos modos 
diferentes Maria pode vestir-se usando uma saia e uma blusa? 
Para cada saia Maria poderá usar qualquer uma das 10 blusas, 
formando portanto com cada saia 10 conjuntos (saia e blusa). 
Como são 5 saias, isso se repetirá 5 vezes, perfazendo portanto 
5 - 10 = 50 conjuntos. 

Se Maria tivesse 6 pares de sapatos, o número de conjuntos (saia, 
blusa e sapatos) seria 6 para cada conjunto (saia e blusa), logo, 
como são 50 conjuntos (saia e blusa), teremos 6 - 50 = 300 con- 
juntos (saia, blusa e sapatos). 


Tem-se 7 bandeiras, cada uma com uma cor do espectro solar: vermelha, 
laranja, amarela, verde, azul, anil e violeta. Deseja-se emitir sinais em có- 
digo, hasteando num mastro, verticalmente, 5 dessas bandeiras. Quantos 
são os códigos: 


a) possíveis? 


7 vermelha Imaginemos formado um desses códigos. Se 
6 laranja invertermos a ordem das cores o sinal fica 
iferent racterizan influência de or- 
5 amarela dife en e, caracterizando a 
denação das cores. 
4 verde ER ERA 
DO Trata-se portanto da aplicação do princípio 
3 azul fundamental de contagem. 


1º procedimento: colocar uma bandeira no ponto mais alto. Temos 
7 alternativas. 


2º procedimento: colocar a segunda bandeira abaixo da primeira. 
Temos 6 alternativas com as cores restantes. 


3º procedimento: colocar a terceira bandeira. 
Temos 5 procedimentos com as demais cores que 
são aquelas que não foram colocadas. Etc. 


O número de códigos possíveis será, então: 
7. 6-5: 4. 3=2520 códigos 


b) que têm a bandeira vermelha no ponto mais alto? 


vermelha 
Como está imposta a condição de a primei- 


ra bandeira ser vermelha, devemos começar 
cumprindo essa exigência. 


QaR wa m 


99 Eh vá 


CAPÍTULO III ANÁLISE COMBINATÓRIA 


Procedimento: | Colocar a bandeira vermelha no ponto mais alto. 
Como temos apenas uma bandeira vermelha, só 
temos uma alternativa. 


Os procedimentos seguintes são análogos ao caso (a) anterior, logo o 
número de códigos será 1-6 -5-4.3= 360. 


c) que têm a bandeira vermelha em qualquer lugar? 
Como a vermelha, nesse caso, pode estar em qualquer lugar, o ra- 
ciocínio usado para o ponto mais alto se repete para qualquer das 
cinco posições possíveis, logo o caso anterior fica multiplicado por 5. 
Temos então 5 -6:5:4:3= 1800. 


d) que não têm a bandeira vermelha? 
Basta retirar a bandeira vermelha das cores disponíveis e proce- 
der como no item (a) com as 6 bandeiras restantes. Temos, então: 
6:5:4.3.2=720 códigos. 
Poderíamos também retirar de todos os casos possíveis aque- 
les em que a bandeira vermelha aparece em qualquer lugar, logo 
2520 — 1800 = 720 códigos. 


e) que têm a bandeira vermelha no ponto mais alto e a violeta no ponto 
mais baixo? 


vermelha 
Coloquemos a vermelha no ponto mais alto e 
a violeta no ponto mais baixo. Temos, então: 
1.5-4.3.1=60 códigos. 
violeta 


f) que tenham a vermelha e a violeta em qualquer lugar? 
Colocando a vermelha em qualquer lugar temos 5 alternativas. Em 
seguida, colocando a violeta nos lugares restantes temos 4 alterna- 
tivas. Para os três lugares ainda disponíveis temos 5 cores que ali 
podem ser colocadas, logo para esses três lugares temos 5 - 4.3 
formas de preenchê-los. Assim, o número total de códigos será 
5:4.5:4.3=1200. 


g) que tenham a vermelha e a violeta juntas? 
Colocamos a vermelha e a violeta juntas. Temos então duas alternati- 
vas: (vermelha, violeta) ou (violeta, vermelha). Esse par de cores jun- 
tas pode ocupar 4 posições nos 5 lugares disponíveis. Restam agora 
5 cores para serem colocadas nos 3 lugares restantes. Logo, teremos 
2:4.5.4.3=480 códigos. 
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h) que tenham a vermelha e a violeta separadas? 
Neste caso, como temos todos os casos em que aparecem a vermelha 
e a violeta (item f) em número de 1200 e os casos em que a ver- 
melha e a violeta aparecem juntas uma da outra (item g) em número 
de 480, aqueles em que a vermelha e a violeta aparecem separadas 
será a diferença 1200 — 480 = 720 códigos. 


iii) Quantos cata-ventos de 5 pétalas de cores diferentes podem ser formados 


iv) 


com as 7 cores fundamentais? 


Figura 1 


Figura 2 


Observe que, nesse caso, há disposições que ficam iguais, como as acima, 
em que as cores estão na mesma posição relativa. Nas figuras 1 e 2 os cata- 
-ventos são iguais — basta fazer uma rotação de 72º em torno do centro, 
que as figuras coincidem. 

Para eliminar essa coincidência, basta observar que cada grupo de 5 cores 
deve ser considerado como um único grupo. 


7:6:5:4:3 


Assim, o número desejado será: 504. 


Quantos são os números de 5 algarismos que podem ser formados com os 
algarismos 0, 1,2,3,4,5,6€e 7: 


a) possíveis? 
Os números são conjuntos ordenados, isto é, a ordem de colocação 
dos seus algarismos altera o número. 
Trata-se de uma sequência de 5 algarismos. Por exemplo, 10223 e 
22301 são números diferentes formados pelos mesmos algarismos. 
Os procedimentos para a formação dos números consistem em co- 
locar os algarismos disponíveis nas posições de unidades, dezenas, 
centenas etc. 


DM UM C DU 
Numeremos as posições dos algarismos: 


RO RAS posições 


Na 1º posição podemos colocar os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Temos 
7 alternativas. O zero não pode ser colocado na primeira posição, pois 
o número 01234, por exemplo, não é um número de 5 algarismos. 
Na 22 posição podemos colocar qualquer dos oito algarismos dados, 
pois nada impede a repetição de algarismos. 
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NOTA 

Muitas vezes, convém 
obter os agrupamentos 
por subtração, contando 
todos os casos possíveis 
e subtraindo os que não 
interessam. 


NOTA 

Quando os elementos têm 
a mesma posição relativa, 

a disposição circular é a 
mesma. O número de casos 
se reduz dividindo-se o 
total pelo número de casos 
iguais. 


tar 


CAPÍTULO III ANÁLISE COMBINATÓRIA 


EEE EF 
OBSERVAÇÃO Na 3º, 4ºe 5º posições temos também 8 alternativas para cada posição, 
Se não pudéssemos repetir, logo o número de casos possíveis será: 
teríamos 2 
7.7.6.5.4=5880 7-8-8-8-8= 28672 números 
números de algarismos 
diferentes. b) ímpares? 
Os números ímpares são os que terminam por algarismo ímpar. 
Como essa condição se impõe, devemos contar suas alternativas em 
primeiro lugar. 
1º 2º 3e 4º se 
Para o último algarismo 
Í 0 l temos 4 alternativas: 1, 
2 1 3 A 3,5e7. Para o 1º algaris- 
EA 7 3 Z, 8 5 mo temos 7 alternativas 
OBSERVAÇÃO : : 7 AZ S Ss 6 ja que 
Se não pudéssemos repetir, o zero deve ser excluído. 
isto é, se os números 7 j 


fossem de algarismos 
distintos, teríamos 


Robe this EAR Para as outras posições temos todos os 8 algarismos disponíveis, logo 


números. 5 É 
teremos 7 -.8:8-:8:4= 14336 números ímpares. 
c) pares? 
Basta retirar do total possível os números ímpares. Assim, o total de 
números pares será a diferença: 
7-:84-7.8º.4=28672- 14336 = 14336 números pares. 
Para contar diretamente o total dos números: 
it! 7 22 de se 
. ú Para o último algarismo temos 4 alterna- 
2 8 2 tivas: O, 2, 4, 6. Para o 1º algarismo temos 
3) 4 7 alternativas: 1,2,3,4,5,6e7. 
; 6 
7 
As outras posições tem 8 alternativas, logo 7. 8.8-8.4= 14336 
números pares. 
FE] d) pares com algarismos distintos? 
OBSERVAÇÃO E : 
Poderíamos também, 12 22 3º 4º 5º Para o último algarismo temos 4 alterna- 
subtrair os ímpares de tivas. 
algarismos distintos (2880) ne aaa () dl ti sa ão t 
E id end C as 2 Ê 5 Quando o zero estiver na 5º posição, tere- 
formados por algarismos mos para a 1º posição as 7 alternativas: 1, 
distintos (5 880). 3 E 2,3,4,5,6e€ 7, e para cada uma das ou- 
6 tras 6, 5 e 4 alternativas respectivamente, 


ou seja, 7 - 6-5 - 4= 840 números termi- 
nados em 0. 
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Quando o zero não estiver na 5º posição teremos 3 alternativas 
para ela. 

Na primeira posição só poderemos ter algarismos diferentes de zero e 
do algarismo que estiver na 5º posição, logo 6 alternativas. Para a 22, 
3º e 4º posições teremos então 6, 5 e 4 alternativas respectivamente, 
logo 6-6-5-4.3=2160 números pares que não terminam em zero. 
O total será então 840 + 2160 = 3000 casos. 


E] 
e) palíndromos ou capicuas? NOTA 
Palíndromos são os 
nm Bda Ss ) EA E números que não se 
1 R y | | Aqui a condição imposta e que O alteram quando se inverte a 
Raio 4º algarismo seja igual ao 22 e o 5º ordem de seus algarismos. 
2, 0 PARAN seja igual ao 1º. Exemplo: 20502 e 67176. 
GR ; 8 Temos então 7.8.8.1.1=448 
: EEEEOOoOoOoeoe 
a Casos. = 
: OBSERVAÇÃO 
7 Se não houvesse a 


possibilidade de repetição 
de algarismos teríamos 
7:7:6:1:1=294 casos. 


v) Uma urna contém 12 bolas brancas numeradas de 1 a 12 e 8 bolas pretas 
numeradas de 1 a 8. Extrai-se, ao acaso, uma bola e, em seguida, sem re- 
posição da primeira, extrai-se uma segunda bola. Quantos são os pares de 
bolas extraídos: 


a) possíveis? 
Para a primeira extração temos 20 alternativas e para a segunda 
20 — 1 = 19 alternativas, já que a primeira bola não retorna à urna. 
Teremos então 20 - 19 = 380 extrações possíveis. 


b) em que a primeira bola é branca? 
Devemos ter os casos (B, B) ou (B, P). 
Número de casos (B, B): 12. 11 = 132 
Número de casos (B, P): 12. 8= 96 
Temos então 132 + 96 = 228 casos. 


c) em que a segunda bola é branca? 
Devemos ter os casos (B, B) ou (P, B). 
Número de casos (B, B): 12. 11 = 132 
Número de casos (P, B): 8. 12 = 96 
Total de casos: 132 + 96 = 228. 


d) em que ambas são pretas? 
Número de casos (P, P)=8.7=56 


e) em que ambas são brancas? 
Número de casos (B, B) = 12.11 = 132 


vi) Quantas são as funções definidas no conjunto X = (1, 2, ..., p) e tomando 
valores no conjunto Y = (1,2,..., n): 
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E 
NOTA a) possíveis? 
É comum representar 

o conjunto de todas as 
funções de X em Y por Y*. 


A cada elemento do conjunto 
X podemos associar qualquer 
um dos elementos do conjun- 
to Y. Assim, para f(1) temos n 
alternativas, para f(2) também 
n etc. e para f(p) também n. 
Temos, então: 


nen-...:n=nº funções 
E 
pb 
b) injetivas? 
E 


X 

Nas funções injetivas, para x di- 
ferentes deve-se ter imagens f(x) 
diferentes. Assim, para imagem 
f(1) temos n alternativas. 


Para imagem f(2) temos n — 1 alternativas, já que f(2) deve ser dife- 


rente de f(1). 
Para imagem f(3) temos n — 2 alternativas, porque deve ser diferente 
de f(1) e f(2). 
[En] : ; E E : 
Assim, sucessivamente, para f(p) não podem ser utilizadas as imagens 
NOTA 


a fa), f(2), ..., fp — 1), em número de p — 1, já utilizadas. Ficam, portanto 
idas injetivas. disponíveis n — (p— 1) alternativas para f(p) e o número de injeções fica 
então, com produto de p fatores decrescentes a partir de n: 
n(n-D(n-2)..In-(p-D=n(n-1)(n-2)...(n-p+1) 


E — ma 
NOTA c) bijetivas (com p= n)? 
O símbolo n! representa Esse é um caso particular do anterior quando p = n. Assim, para f(1) 


o produto de todos os : Es = 
dn temos n alternativas, para f(2) temos n — 1, para f(3) temos n — 2 etc. 


até n. para f(n — 1) temos 2 alternativas e para f(n) apenas uma. 
Então, o número de casos será: 
n(n-D(n-29..(n-n+D=n(n-1)(n-2)...2-1=n! 


Alguns tipos de agrupamentos recebem nomes particulares conforme suas 
características. 
Esses agrupamentos distinguem-se uns dos outros: 


1) pelo número de elementos que formam cada agrupamento. 
2) pela ordem de colocação dos elementos em cada agrupamento. 
3) pela substituição de um elemento por outro diferente. 


Tais agrupamentos serão estudados nos próximos capítulos. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET No sistema de numeração decimal, quantos números 
de três algarismos são formados: 


a) com repetição de algarismos? 


b) sem repetição de algarismos? 


a) Escreva cinco melodias diferentes, de acordo com o 
critério dado. 


b) Qual o número de melodias que podem ser com- 
postas nessas condições? 


a urE- -RJ) Uma empresa vai fabricar cofres com senhas 


[2 Oito cavalos disputam uma corrida. Quantas são as 
possibilidades de chegada para os 3 primeiros lugares? 


3" Quantos números de quatro algarismos distintos podem 
ser formados usando-se os algarismos 3, 4, 5, 7,8e 9? 


P4” (PUC-RJ) A senha de acesso a um jogo de computa- 
dor consiste em quatro caracteres alfabéticos ou nu- 
méricos, sendo o primeiro necessariamente alfabético. 
O número de senhas possíveis será, então: 


(A) 36º (D) 26º 
(B) 10x 36º (E) 10x 26º 
(C) 26 x 36º 


[5 (Cesgranrio-R]) Durante a Copa do Mundo, que foi 
disputada por 24 países, as tampinhas de Coca-Cola 
traziam palpites sobre países que se classificariam nos 
três primeiros lugares (por exemplo: 1º lugar, Brasil; 
2º lugar, Nigéria; 3º lugar, Holanda). 

Se, em cada tampinha, os três países são distintos, 
quantas tampinhas diferentes poderiam existir? 


(A) 69 (D) 12144 
(B) 2024 (E) 13824 
(C) 9562 


[6 (FGV-SP) As atuais placas de licenciamento de automó- 
veis constam de sete símbolos, sendo três letras, dentre 
as 26 do alfabeto, seguida de quatro algarismos. 


a) Quantas são as placas distintas, sem o algarismo 
zero, na primeira posição reservada aos algarismos? 


b) No conjunto de todas as placas distintas possíveis, 
qual a porcentagem daquelas que têm as duas pri- 
meiras letras iguais? 


FZ (UFG-GO) Utilizando as notas dó, ré, mi, fá, sol, lá e si, 
um músico deseja compor uma melodia com 4 notas, 
de modo que tenha notas consecutivas distintas. Por 
exemplo: (dó, ré, dó, mi) e (si, ré, mi, fá) são melodias 
permitidas, enquanto (ré, ré, dó, mi) não, pois possui 
duas notas ré consecutivas. 
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de 4 letras, usando as 18 consoantes e as 5 vogais. Se 
cada senha deve começar com uma consoante e ter- 
minar com uma vogal, sem repetir letras, o número de 
senhas possíveis é: 


(A) 3060 (D) 51210 
(B) 24480 (E) 73440 
(C) 37800 


| DE (Uerj) Numa cidade, os números telefônicos não po- 


dem começar por zero e têm oito algarismos, dos 
quais os quatro primeiros constituem o prefixo. 
Considere que os quatro últimos dígitos de todas as 
farmácias são 0000 e que o prefixo da farmácia Vivavi- 
da é formado pelos dígitos 2, 4, 5 e 6, não repetidos e 
não necessariamente nesta ordem. 

O número máximo de tentativas a serem feitas para 
identificar o número telefônico completo dessa farmá- 
cia equivale a: 


(A) 6 (C) 64 
(B) 24 (D) 168 


: [MO Na eleição de uma escola há três candidatos a presi- 


dente, cinco a vice-presidente, seis a secretário e sete 
a tesoureiro. Quantos podem ser os resultados dessa 
eleição? 


: MM João disse para seu amigo “olha meu escore”: 


Seu amigo menos otimista retrucou, “não, acho que 
o Botafogo vai ganhar de 2 a 1”. Se o amigo de João 
tivesse indicado com dois dedos quaisquer da mão di- 
reita e um qualquer da mão esquerda esse escore, de 
quantos modos diferentes poderia fazê-lo? 


Ba.” 
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[12º Quantos números de 3 algarismos podemos formar 
com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 que tenham 2 como 
um de seus algarismos? 


[73º (Cesgranrio-RJ) Um fiscal do Ministério do Trabalho 
faz uma visita mensal a cada uma das cinco empresas 
de construção civil existentes no município. Para evitar 
que os donos dessas empresas saibam quando o fiscal 
as inspecionará, ele varia as ordens de suas visitas. 

De quantas formas diferentes esse fiscal pode orga- 
nizar o calendário de visita mensal a essas empresas? 


(A) 180 (B) 120 (C) 100 (D) 48 (E) 24 
P14' Há duas estradas principais da cidade A até a cidade B, 


ligadas por 10 estradas secundárias, como na figura. 
Quantas rotas livres de autointersecções há de A até B? 


[15º Um trem de passageiros é constituído de uma loco- 
motiva e 6 vagões distintos, sendo um deles vagão- 
-restaurante. Sabendo que a locomotiva deve ir à frente 
da composição e que o vagão-restaurante não pode ser 
colocado imediatamente após a locomotiva, de quantos 
modos diferentes é possível montar essa composição? 


[76 (UFRRJ) Para diminuir o emplacamento de carros rou- 
bados, um determinado país resolveu fazer um cadas- 
tro nacional, onde as placas são formadas com 3 letras 
e 4 algarismos, sendo que a 1º letra da placa deter- 
mina um Estado desse país. Considerando o alfabeto 
com 26 letras, o número máximo de carros que cada 
Estado poderá emplacar será de: 


(A) 175760 (D) 6760000 
(B) 409500 (E) 175760000 
(C) 6500000 
[17 (UFF-RJ) Considere os eixos coordenados xe ye o con- 


junto M = (M, M M,,) cujos elementos estão assi- 
nalados na figura a seguir. 


“we 


O número de quadriláteros convexos que possuem vér- 
tices pertencentes a M e diagonais sobre os eixos é: 


(A) 216 (C) 72 (E) 12 
(B) 108 (D) 36 


' Quantos números ímpares de 5 algarismos distintos há 
no nosso sistema de numeração? 


É : Quantos divisores naturais possui o número 72? 


mm (UFF-RJ) O estudo da genética estabelece que, com as 


bases adenina (A), timina (T), citosina (C) e guanina 
(G), podem-se formar apenas, quatro tipos de pares: 
A-T,T-A, C-Ge G-C. 

Certo cientista deseja sintetizar um fragmento de DNA 
com dez desses pares, de modo que: 


e dois pares consecutivos não sejam iguais; 


e um par A-T não seja seguido por um par T-A e vice- 
-versa; 


e um par C-G não seja seguido por um par G-C e 
vice-versa. 


Sabe-se que dois fragmentos de DNA são idênticos 
se constituídos por pares iguais dispostos na mesma 
ordem. 

Logo, o número de maneiras distintas que o cientista 
pode formar esse fragmento de DNA é: 


(A) 21 (C)2-10 (E) 22.10 
(B) 22 (D) 21º 


Rm quer- RJ) Em um sofá de 3 lugares irão sentar-se uma 
criança, uma moça e um rapaz, sendo que a crian- 
ça sempre irá sentar-se no lugar do meio. De quantas 
maneiras diferentes 5 crianças, 5 moças e 5 rapazes 
poderão sentar-se no sofá? 
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3.2 - Arranjos 


3.2.1 — Arranjos simples 


Arranjos simples de n elementos p a p são os agrupamentos ordenados 
de p elementos que podem ser formados a partir de n elementos dados sem 
repeti-los. 


Os arranjos são agrupamentos em que a ordem de colocação de seus elementos 
influi em seu significado. A esses agrupamentos aplica-se o princípio fundamental 
da contagem. 

Representam-se esses agrupamentos por (a, à,, ... a ). 

Para verificar se um agrupamento é um arranjo, formamos um agrupamento 
conforme suas características e trocamos dois elementos distintos de posição entre 
si. Se o novo agrupamento se alterar, isto é, ficar diferente do inicial, estaremos 
diante de um caso de agrupamento ordenado, ou seja, arranjos simples. 

O número de arranjos simples de n elementos p a p é representado por A? 
OU A, ,. 
Se quisermos uma fórmula para A”, basta aplicar o princípio fundamental da 
contagem. 

Consideremos p lugares onde serão colocados p elementos distintos dos n dis- 
poníveis. 


122º3º... po 


Para o 1º lugar temos: n alternativas. 
Para o 2º lugar temos: n — 1 alternativas. 
Para o 3º lugar temos: n — 2 alternativas. 


Para pº lugar temos n — (p — 1) alternativas, pois já teriam sido colocados p — 1 
elementos. 


n n-1 n-2 n-(p-1) alternativas para 
I | | | este lugar 


Temos um total de: 


At=n(n-1)(n-2)..(n-p+1) 


n— p)! 
Multiplicando por ( p ) =1,o que não altera a expressão; vem: 


(n=p)! 


n(n-1)(n-2) “n-p+U(n- p)(n-p-1) elo al 


a (1-9) (1-7) 


n 
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DEFINIÇÃO 
Arranjos simples. 


NOTA 
Por exemplo, o arranjo 
(a, b, c, d) É (a, Cc, d, b). 


tar 
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3.2.2 - Arranjos completos 


DEFINIÇÃO 
Arranjos completos. 


Uma fórmula para o número de arranjos completos se obtém usando o prin- 
cípio fundamental: 


(AC) =nn...n=nº 


p fatores 
(AC), =mº 


As fórmulas dos arranjos são pouco usadas em presença de uso do princípio 
fundamental da contagem. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Resolva. 

a) AS + Aí b) Ai— Ai 
F2' Calcule x em: 

a) At=56 b)A3 ,=210 


[3 Dada a palavra VETORIAL, quantos são os arranjos sim- 
ples, de quatro elementos, com as letras dessa palavra: 


a) possíveis? 

b) começados por V? 

c) terminados por L? 

d) começando por V e terminando por L? 

e) começando por vogal e terminando por consoante? 
f) começando e terminando por vogal? 

9) começando por vogal? 


h) sendo as duas primeiras letras vogais e as duas últi- 
mas consoantes? 
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F4" Com 8 pontos distintos, quantos são os segmentos 


orientados que ficam determinados com origem e ex- 
tremidade nesses pontos? 


: [57 Num concurso com 12 participantes, se nenhum pode 


ganhar mais de um prêmio, de quantos modos podem 
ser distribuídos um 1º e um 2º prêmios? 


: 6 Quantos números pares de 4 algarismos obtemos com 


os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sem repeti-los? 


| EZ Calcule (AC); — (AC); . 


8 Com as 6 primeiras letras do alfabeto, quantas pala- 


vras de 4 letras podem ser escritas começando com a 
letra A? 


: B9 Quantos números naturais de 3 algarismos significati- 


vos existem? 


HO De quantos modos se pode ler um jornal de 6 páginas 


quanto à ordem em que se considera as páginas? 


tar 


CAPÍTULO III ANÁLISE COMBINATÓRIA 


DEFINIÇÃO 
Permutação simples. 


“e 


3.3 - Permutações 


Permutações são agrupamentos ordenados que utilizam todos os elementos 
em questão. Podem ser simples ou com repetição. 


3.3.1 - Permutações simples 


Permutações simples de n elementos são os agrupamentos ordenados 
que podem ser formados com todos os n elementos disponíveis. 


Uma permutação difere de outra apenas pela ordem de seus elementos. Por 
exemplo, as permutações simples dos elementos (a,, a,, a,) são as sequências: 

(a, 4,4), (da, 4,4), (da, 4,4), (a, 0,4), (a, a, a)e(a,a,a,) 

São portanto todas as “filas” que se podem formar com os elementos (a,, a,, a,). 

Para representar o número de permutações de n elementos usa-se a notação P,. 

Como as permutações são agrupamentos ordenados, seu número pode ser 
calculado usando o princípio fundamental da contagem. Consideremos n lugares 
onde serão colocados os n elementos disponíveis. 

(18, 2º, 38, ..., nº) 

Para o 1º lugar temos n alternativas. 

Para o 2º lugar temos n-— 1 alternativas, já que não podemos repetir o elemento 
que está no 1º lugar. 

Para o 3º lugar temos n — 2 alternativas, por não poder repetir os dois primeiros. 

Assim, sucessivamente, para o último lugar restará apenas uma alternativa, logo: 

P=n(n-D(n-2)...2-1=n! 


El 


n 


Exemplos: 


) P=51=1.2:3.4.5=120 


ii) Quantos números se obtém permutando-se os algarismos do número 


SE oils 
a) possíveis? 
ERES SADO 


b) maiores que 30000? 
Os números maiores que 30000 devem começar por 3, 5 ou 8e ter 5 


algarismos. j 
Colocamos os algarismos 3, 5 ou 
O DM Riomncio permutamos os qua- 
3 1 | tro seguintes, obtendo, então: 
SS 4! 3:P,=3.4.3.2.1=72 
8 
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Es 
iii) Calcule: NOTA 
nt=n:(n-! 
Sig 7! n+ADl=(n4n! 
dera = 
MDA 
b) 41+5!=4/(1+5)=41.6=(4.3.2.1).6= 144 
60 6:54 Bi 
RR a 120 
| a a 
q 12! 12: iu 
10! of 
oo e 
= =10.3.7=21 
TRAD EO 6 g 
Za 
Sp atas o 
O DIR 
PR DC 
E ond O o Ro E Ro! DAR a RSio E] 
iv) Simplifique: 
n! ua 
qe na! 
I «un! 
b) (n+1)! (n+1) PO ai 
n! vu! 
o Dio (np! 2 A 
(n+DL (n+Den (A! n(n+1) 
In! D:m!.n- I 
d) (m+Din! (m+D-ml-n (DG = din) 
mi(n-1)! m!(p +)! 
E nv cn(n-D(p-D! n(n-1) 


22 Doile j! 2 
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v) Calculen na equação: n!=12.(n-2)! 


n!=12(n-9!=>nº:(n-D(n-25! =12(n-25! 
n=4 

n(n-1)=12=>m"-n-12=0 (5, 

Como n = -3 não convém, temos que n = 4. 


vi) Quantos são os anagramas da palavra VESTIBULAR: 


a) possíveis? 


[ET] RR 
NS Como a palavra VESTIBULAR tem 10 letras distintas, permutando-as 
Anagrama é toda de todos os modos possíveis teremos: 
sequência de letras formada P,=101=1-2.3-4.5-.6:7.8-9.10=3628800 anagramas 
com as letras de uma 
palavra. b) que começam por VES nesta ordem? 
VES 
NO ———————————— 
7! 


Basta fixar as letras VES, nessa ordem, no início do anagrama e per- 
mutar as outras 7 letras obtendo: 
P,=71=1.2:3.4.5.6.7=5040 anagramas 


c) que começam por VES em qualquer ordem? 


VES 

VSEE 1—— 
SVE 7! 

gd SEV 

ESV 

EVS 


Em cada um dos 7! anagramas com VES no início, permutamos 
as letras VES obtendo P, = 3! anagramas para cada um, perfa- 
zendo o total de P, -. P,=3! . 7! = 30240 anagramas. 


d) que têm juntas as letras VES nesta ordem? 


X 
(VESTIBULAR 


Chamemos o conjunto VES de X obtendo o anagrama XTIBULAR, 
agora com 8 letras. 

Permutando as 8 letras da nova “palavra”, considerando o grupo X 
como uma letra, obtemos P, = 8! = 40320 anagramas. 


e) que têm juntas as letras VES em qualquer ordem? 
Em cada um dos anagramas do item anterior, isto é, da palavra 
XTIBULAR, permutemos as letras do grupo X que é constituído de 
3 letras, obtendo assim: 


P,.P,=3!.8!=6- 40320 = 241920 anagramas 
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f) que têm juntas as letras VES em qualquer ordem assim como as letras 
AR também em qualquer ordem? 


X Y 
CESTIBULÁR 


Chamemos o grupo VES de X e o grupo AR de Y. 

A palavra fica XTIBULY. Permutando essas 7 letras, obtemos 7! ana- 
gramas. Devemos agora permutar as 3 letras do grupo X, assim como 
as 2 letras do grupo Y obtendo: 


P,.P,.P,=3!.7!.2!= 60480 anagramas 
vii) Cinco casais, dentre os quais João e Maria, vão a um cinema onde há 10 


lugares numa mesma fila, lado a lado. De quantos modos diferentes essas 
pessoas podem se dispor nesses lugares: 


a) possíveis? 
Basta permutar todas as pessoas nos 10 lugares disponíveis. Temos então: 
P = 10! = 3628800 modos 


b) tendo Maria numa extremidade e João na outra? 


J M 


M J 


QD, 24 
8! 

Temos 2 casos: Maria no início e João no fim ou o contrário, João no 

início e Maria no fim. 

Os intermediários podem ocupar 8! posições em cada caso, logo o 

total será: 


P,.P,=2-8!=2-40320 = 80640 modos 
c) tendo os homens e mulheres alternados? 


E M, H, M, H, M, oh M, al, M, 


M, lah M, H, M, H, M, H, M, E 


Temos 2 casos: a fila começando por homem ou a fila começando por 
mulher. Consideremos um dos casos. Fixando os homens nos seus 
lugares e permutando-se as mulheres entre si, temos 5! casos com 
os homens fixos. Mas os homens podem permutar-se entre si para 
cada permutação das mulheres, dando, portanto, 5! - 5! modos. 
Como são 2 casos, o total obtido será: 

2-5!.5!=2.120-. 120 = 28800 modos diferentes 
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d) tendo João e Maria juntos? 


Chamemos o casal João e Maria de C e tratemo-lo como uma única 
pessoa. 

Passamos assim a ter 9 pessoas. Permutando-as, temos P, = 9! casos. 
Entretanto, João e Maria podem estar juntos de 2 modos diferentes, 
JM ou MJ, o que duplicará o valor encontrado. Teremos, então: 


P,.P,=2:9!=725760 modos 


e) tendo João e Maria separados? 
Basta subtrair do total de casos possíveis aqueles em que João e Maria 
estão juntos, logo, teremos: 


10!-2.9!=91(10 - 2) = 918 = 2903040 modos 


f) tendo todos os homens juntos e também as mulheres juntas? 


HHHHHAMMM MM 
ON 
5! 5! 

Fixemos os 5 homens no início e permutemos as mulheres. 
Temos 5! filas com os homens fixos. Como para cada permutação das 
mulheres podemos permutar os homens, teremos 5!5! modos com os 
homens no início. Levando em conta que as mulheres poderiam estar 
no início, temos 2 casos, logo o número de modos será: 


DS SNS 800 
g) tendo cada homem ao lado de sua mulher? 


C, C, C, Cc, C; 


Consideremos cada homem com sua mulher um único elemento, o 
casal. Temos então 5 casais. 

Permutando os 5 casais temos 5! casos. Como cada casal pode estar 
junto de 2 maneiras diferentes, HM ou MH, permutemos em cada 
casal o homem com sua mulher. Temos então: 


P,-P,.P,.P,.P,.P,=5!1.2.2.:2.2.2=5!.2º=3840 modos 


h) tendo cada homem ao lado de sua mulher, alternadamente? 
Agui todos os homens ficam à esquerda de suas mulheres ou todos os 
homens ficam à direita de suas mulheres. 
Temos então 2 casos a considerar para cada permutação dos 5 casais, 
logo o total será 5! - 2 = 240 modos. 
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viii) Quantas são as bijeções do conjunto N = (1, 2, 3, ..., n) sobre o conjunto 


AR 


la a 


n 


Como todos os elementos de N têm imagens distintas em A, haverá tantas 
bijeções quanto n!=P. 


n 


ix) Dão-se os números 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9 e formam-se com eles todos os núme- 
ros possíveis de 7 algarismos distintos. 


a) 


b) 


Qual a posição do número 7 348921 quando o colocamos em ordem 
crescente? 

Os números que começam por 1, 2, 3 e 4 são anteriores ao número 
dado, pois são menores que ele. Temos então: 


6! 


iss BY NJ E 


4.P,=4-6! = 2880 números 
Os números de 7 algarismos que começam por 7 só serão anteriores 
ao número dado se começarem por 71 ou 72, logo teremos: 


PE É 
Za 5! 
2:P,=2.120=240 
Analogamente, antecedendo ao número dado: 
começando por 731 ou 732: 2P, = 2 . 24 = 48; 
começando por 7341 ou 7342: 2P, = 12; 
começando por 73481 ou 73482: 2P,=4; 
e finalmente 7348912: 1. 
Teremos então um total de 2880 + 240 + 48+ 12 + 4+1=3185 ná- 
meros que antecedem 7 348921, logo ele será o 3 186º. 


Qual será o 3028º número da sequência se os números forem escritos 
na ordem crescente? 

Haas a P, = 6! = 720. 
Dividindo 3 028 por 720, obtemos quociente igual a 4 e resto 148. Isso 
significa que os números que começam por 1, 2,3, e 4 antecedem o 
número desejado. Assim, o número desejado começa por 7. 
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Começando por 71, temos: 71... P,=5!=120. 

Dividindo 148 por 120, temos quociente igual a 1 e resto 28. Isso 
significa que os números iniciados por 71 vêm antes do número dese- 
jado. Assim, o número desejado começa com 72. 

Começando por 721, temos: 721...  P,=4!=24. 

Dividindo 28 por 24 temos quociente 1 e resto 4. O número desejado 
deve então começar por 723. Já garantimos a existência de 

4.720 +1-120+1.-24 = 3024 números anteriores ao número 
desejado. 

Faltam então 3028 — 3024 = 4 números para chegarmos ao núme- 
ro, que na ordem crescente serão 7231489, 7231498, 7231849 e 
7231894. 


O número procurado é então 7231894. 


c) Qual a soma de todos os números possíveis? 
Um número qualquer de 7 algarismos se escreve: 
abcdefg = a - 108+b- 108 +c- 10! +d. 10! +e- 102+f. 10+g. 
O algarismo das unidades ocupa essa posição P, = 6! vezes quando o 
fixamos nessa posição e permutamos os outros 6 algarismos. 
Na soma de todos os números possíveis, essa posição contribuirá com 
6!(1+2+3+4+7+8+9)=6!.34 já que todos os algarismos poderão 
estar nela. 
O algarismo das dezenas ocupa essa posição também 6! vezes quando 
o fixamos nela e permutamos os outros 6 algarismos. Na soma de 
todos os números possíveis, essa posição contribuirá com 6! . 10 - 34. 
O algarismo das centenas contribuirá na soma com 6! - 10? . 34 e as- 
sim sucessivamente até 6! - 10º - 34. A soma final será então: 
6!1.34+6!.10.34+6!.102.34+46!.105.34+...+6!.109º.34= 
=6!-34.(1 + 10 + 100 + 1000 +... + 1000000) = 
= (O o So NL ibt = 
=D 7100997280 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (FEI-SP) Num carro com 5 lugares e mais o lugar do 
motorista viajam 6 pessoas, das quais 3 sabem dirigir. 
De quantas maneiras podem dispor-se essas 6 pessoas 
na viagem? 


FEZ" (UFSC) Calcule o número de anagramas da palavra 
CLARA em que as letras AR aparecem juntas e nessa 
ordem. 


3" Quantos são os anagramas da palavra ZICO? 
[4 De quantos modos diferentes podem sentar-se 9 pes- 
soas: 


a) se ficarem todas em fila? 

b) se ficarem todas em fila, mas os lugares nas extre- 
midades forem ocupados pelo mais novo e pelo 
mais velho? 

5" Quantos são os anagramas da palavra BRASIL que: 

a) começam com A? 

b) começam com A e terminam com R? 

16" Quantos são os anagramas da palavra FORMIDÁVEL 
que: 

a) começam por FOR nesta ordem? 

b) começam por FOR em qualquer ordem? 

c) têm juntas as letras FOR nesta ordem? 

d) têm juntas as letras FOR em qualquer ordem? 

EZ Um vagão de montanha-russa tem 8 lugares, sendo 


4 bancos de 2 lugares cada um. Quatro casais ocupam 
esses lugares. Quantos são os modos de ocupá-los: 
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a) possíveis? 


b) em que homens fiquem de um lado e mulheres do 
outro? 


c) em que cada homem fique ao lado de sua mulher? 


d) em que João e Maria fiquem no primeiro banco? 


18 (PUC-SP) Formados e colocados em ordem crescente 


todos os números naturais de quatro algarismos dis- 
tintos obtidos com os algarismos 1, 3, 5 e 7, que lugar 
ocupa o número 5731? 


E9 (ITA-SP) Se colocarmos em ordem crescente todos os 


números de 5 (cinco) algarismos distintos, obtidos 
com 1,3,4,6e 7, a posição do número 61 473 será: 


(A) 76º (C) 80º 
(B) 78º (D) 82º 


MO! Simplifique: 


151.6! 
81.13! 


a) 
b) 10!-9.9] 
o (n+1D!-=n-n! 


d) (n+2)1-3 (n+ Dl+n! 


nt nt 
pln=py "(p= Din-p+ 


e) 


: [MM Resolva a equação: 


(n+Dl-nl o 
(n=-DL 


sw” 
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3.3.2 - Permutações com elementos repetidos 


Consideremos n elementos sendo q iguais a a, B iguais a b, etc. e À iguais a |, 
totalizando n elementos. 
aa..abb..b.. Il..l 


[04 B py 


Temos quea+PB+..+A=n. 
Representamos por Pº-*---* as permutações distintas desses n elementos. 
Imaginemos que os elementos iguais fossem temporariamente distintos. 


É sl 


A Arm DD, são Db, add od 


1 


Permutemos agora em cada uma das permutações iniciais distintas (que são 
em números de Pé....*) os a elementos iguais a a, os B elementos iguais a b etc., os 
À elementos iguais a 1. 

Com isso, esse número de permutações distintas se amplia completando as 
novas n! permutações, quando considerados os n elementos todos distintos. 

Assim: 

o!B!... A! Pod =] 


. eo n! 
foge dO TT 


em que «a, B, ... À são as quantidades de elementos iguais. 


Exemplos: 


i) Quantos são os anagramas da palavra ARARIBOIA? 
Como existem 3 letras A, 2 letras R e 2 letras I, teremos: 
9! 


Proto = 15 120 anagramas 
Me 221 o 2 o 4 o fl 


ii) | Tem-se 4 bolas brancas, 3 bolas pretas e 5 vermelhas, sendo as de mesma 
cor indistinguíveis. Colocam-se lado a lado em linha reta todas as bolas. 


a) Quantas filas diferentes podem ser formadas? 
Como as bolas de mesma cor são indistinguíveis, todas as ordenações 
das bolas de mesma cor devem ser contadas como apenas uma, logo, 


| 
teremos: P$,*º = er = 27 720 filas 


51.41.3! 
b) Quantas filas têm as vermelhas no início? 
Basta fixar as vermelhas no início e permutar as outras, logo teremos: 
7! 


Ppji= -— = 35 filas 
41.3! 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Quantos são os anagramas da palavra: [3º Considere os anagramas da palavra PROFESSOR. 
a) ARARA? a) Quantos são? 
b) BANANA? b) Quantos começam por P? 
c) BATATA? | c) Quantos começam por R? 
d) MISSISSIPPI? d) Quantos começam por vogal? 


[2º Permutando os algarismos 0, 0, 1, 4, 4, 4 e 7, quantos F4' Permutando os algarismos 1, 1, 2, 2,2 e 3, quantos 
números de 7 algarismos podemos formar? números maiores que 300000 podemos formar? 
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NOTA 

Nessas permutações não 
há primeiro nem último 
elemento. 


“e 


3.3.3 - Permutações num círculo 


Permutações circulares 

São chamadas permutações circulares de uma dada permutação as que se obtém 
fazendo-se, na permutação dada, sucessivamente, o primeiro elemento passar para 
a última posição. Assim, as permutações circulares da permutação (a, a,, a, a,) são: 


(a, 0, 4, 4) (da, 0, 4,4), (a, A, A, a)e(a, a, a, a,) 


Essas permutações são assim chamadas porque, se dispusermos os seus ele- 
mentos em torno de um círculo, eles ficarão sempre na mesma posição relativa. 

O número de permutações circulares de uma determinada permutação de n 
elementos é simplesmente n. 


Permutações distintas num círculo 

As permutações distintas de n elementos num círculo são aquelas em que se 
modificam as posições relativas de seus elementos. 

Cada grupo de n permutações circulares deverá ser contado como uma úni- 
ca permutação distinta. Assim, o número de permutações distintas num círculo 
será: 


nl nd(n=D! 


(PD), = E (n-1)! 
n 


Outra maneira de obter esse resultado seria fixar um dos elementos num pon- 
to do círculo e permutar os restantes. 


FIXO 


(PD), = (n- 1)! 
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Exemplos: 


|) 


ii) 


De quantos modos 4 casais, entre os quais João e Maria, podem sentar-se 
em torno de uma mesa circular de 8 lugares: 


a) possíveis? 
Fixando uma das pessoas, basta permutar as demais, logo teremos 
7! = 5040 disposições. 


b) em que João e Maria estejam juntos? 
Fixando João e Maria lado a lado e permutando as pessoas restantes 
teremos 6! casos. Como João e Maria podem estar lado a lado de 2 
modos distintos, teremos finalmente 6! . 2 = 720 - 2 = 1440 casos. 


c) em que João e Maria estejam afastados? 
Basta subtrair do total 5040 os 1440 casos em que eles estão juntos, 
logo, teremos 5 040 — 1440 = 3600 casos. 


d) em que homens e mulheres estejam alternados? 
Fixemos os homens nas suas posições e permutemos as mulheres de 
todos os modos possíveis. Teremos então para cada posição dos ho- 
mens P, = 4! casos. 
Permutando agora os homens mantendo um deles fixo para evitar 
coincidências, teremos P, - (PD), = 4! . 3! = 144 casos. 


e) em que cada homem esteja ao lado de sua mulher? 
Permutemos os 4 casais em torno de um círculo. Temos 3! casos. Em 
cada casal o homem pode permutar-se com sua mulher, o que se dará 
nos 4 casais, logo teremos 3!1.2.2.2.2=3!.2º=6.16=96 casos. 


f) em que cada homem esteja ao lado de sua mulher alternadamente? 
Permutemos os 4 casais em torno do círculo. Temos 3! casos. Como 
o homem pode estar à direita ou à esquerda de sua mulher, teremos 
2 casos possíveis, logo o total de casos será 31. 2 = 6-2 = 12 casos. 


Um casal recebe para jantar 6 convidados, que acomodam-se em torno de 
uma mesa redonda. De quantas maneiras poderá ser disposta a mesa de 
modo que os donos da casa estejam sempre diametralmente opostos? 
Fixemos os anfitriões em posições diametralmente opostas. Basta, ago- 
ra, permutar os convidados de todos os modos possíveis, logo teremos 
6! = 720 casos. 

Poderíamos raciocinar também colocando primeiro os convidados. 
Há (6 - 1)! = 5! modos de dispô-los em torno da mesa. Para cada dispo- 
sição, o casal poderá ocupar 6 posições (já que não há possibilidades de 
coincidências). 

Teremos então 5! - 6 = 6! = 720 modos distintos. 
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iii) De quantos modos diferentes se pode pintar uma pirâmide hexagonal re- 
gular com as 7 cores fundamentais, sendo cada face de uma cor? 
A base pode ser pintada de 7 cores diferentes. As faces podem ser pintadas 
de (PD), = 5! maneiras diferentes. Como cada cor da base fornece 5! pin- 
turas distintas, teremos um total de 5! . 7 = 120 . 7 = 840 casos. 


iv) De quantos modos se pode numerar as faces de um dodecaedro regular 
com números de 1 a 12? 
Basta verificar quantos nos 12! casos possíveis a numeração fica igual. 
Como o dodecaedro é constituído de pentágonos, haverá 5 posições iguais 
girando o dodecaedro em torno do centro da base. Colocando, por exem- 
plo, o número 1 na base, teremos (PD),, = 11! casos. Como, para cada 


| 
pentágono, 5 casos são iguais, teremos = = 7983360 casos. 


à VA: 122 


CAPÍTULO III 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET De quantos modos 6 pessoas podem sentar-se em tor- ; juntos 2 homens e cada homem fique ao lado de sua 
no de uma mesa redonda de 6 lugares? : esposa? 


FZ" De quantos modos se pode dispor 5 moças e 5 rapa- : [4 Quantos colares de contas podem ser feitos com 20 
zes em torno de uma mesa circular de modo que não contas diferentes: 
fiquem juntos nem 2 rapazes, nem 2 moças? : 
q pREsm s a) com fecho? 
E3" De quantos modos 6 casais podem sentar-se em tor- : b) sem fecho? 
no de uma mesa circular de modo que não sentem : 
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DEFINIÇÃO 
Combinações simples. 


NOTA 

Por exemplo, as 
combinações simples, 
(a, bc dida b de 
(a, c, b, d) são iguais. 
Duas combinações diferirão 
apenas quando diferirem 
em pelo menos um 
elemento: 

(a, bc da, bc e 
z(b,c de) 


NOTAS 

e O número de 
combinações simples 
de n elementos p a p é 
o quociente do produto 
de p fatores consecutivos 
decrescentes a partir 
de n pelo produto dos 
p primeiros números 
naturais consecutivos a 
partir de 1. 

e Como as combinações 
simples de n elementos 
pa psão números de 
agrupamento, são, 
portanto, números 
inteiros donde o produto 
de p inteiros consecutivos 
é sempre divisível pelo 
produto dos p primeiros 
números naturais 
positivos. 


“we 


3.4 —- Combinações 


3.4.1 - Combinações simples 


Combinações simples de n elementos p a p são os agrupamentos não 
ordenados de p elementos que podem ser formados a partir de n elementos 
dados, sem repeti-los. 


As combinações simples, sendo agrupamentos em que se pode prescindir da 
ordem de colocação de seus elementos, são subconjuntos de p elementos, tomados 
de uma coleção de n elementos dados. 

a, 


Para verificar se um agrupamento é uma combinação, formamos um agrupa- 
mento conforme suas características e trocamos dois de seus elementos distintos 
de posição entre si. Se o novo agrupamento não se alterar, isto é, permanecer igual 
ao anterior, estaremos diante de agrupamentos não ordenados, logo, combinações. 

O número de combinações simples de n elementos p a p representaremos por 
Cr. Como as combinações são agrupamentos não ordenados, se permutarmos os 
p elementos de cada combinação obteremos p! agrupamentos ordenados. Teremos 
então p! C” conjuntos ordenados em sequências. Para obter o número de sequên- 
cias, consideremos p lugares onde serão colocados os elementos tomados da coleção 
de n elementos dados. 


Representaremos essas combinações por (à, do 


| 1º 22 3º (p = Tê pº 
p-1 
J p lugares 


Para o 1º lugar temos n alternativas. 

Para o 2º lugar temos n — 1 alternativas, já que o elemento que está em 1º lugar 
não pode ser utilizado. 

Para o 3º lugar temos n — 2 alternativas etc. 

Para o pº lugar temos n — (p — 1) alternativas, já que para os p — 1 lugares an- 
teriores foram utilizados p — 1 elementos dos n disponíveis. Então, o número de 
sequências de p elementos será n(n — 1)(n-— 2)... [In — (p— 1)). 

Igualando, vem: 

p!Cr=n(n-D(n-2)...(n-p+ 1) o que resulta: 


on(n-D(n-2)...(n-p+1) 
p! 


C? 


Multiplicando o numerador e o denominador por: 


(n-p(n-p-ID(n-p-2)...2-1=(n-p)!, vem: 
C! = n! 
Co pln=p)! 
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Observe que escolher um grupo de p elementos é o mesmo que escolher os 
(n — p) elementos que ficarão de fora do grupo. Assim: 


n! n! 


(= pin-(n-p)! (n-plp!o 


4 De é 
n 


p 
n 


Exemplos: 
p cj= 876 56 
1.2.3 
E 8:7 
tjj Cs cosa E ad 
8 8 8 Ti j 2 
20! 20! 
ii) CS = E 
D Co= grpo-8)i Bi. 12 
rose oo o = 7a 
oz 
Convenções: 
n! 
A fórmula C4 = ———— não teria sentido para = n, pois ficaria: 
º pln-p)! o 
Ci=-—L = mas, evidentemente, C" = 1 então, para que a fórmula acima 
ni(n-n)! 0! 


possa ser válida para qualquer p, 0<p<nepe N, convenciona-se que: 


Assim, passaremos a aceitar: 
n! 
=1,p=0!=1 
* Olnl! 


1 
Do mesmo modo, C, = 


Ino 
1(n-1)! 1! 


: Z n , E 
Como evidentemente C! =n, teríamos: n = T o que nos leva à convenção: 


Assim, P = 1!=1. 
Exemplos: 


id Considere um conjunto de 6 homens e 4 mulheres, dentre os quais João e 
Maria. Quantas são as comissões de 5 pessoas: 


a) possíveis? 
Para verificar se os agrupamentos em questão são combinações, 
imaginamos formar um agrupamento e trocamos de lugar dois de 
seus elementos. Nota-se que o agrupamento permanece o mesmo, 
logo, trata-se de combinações. Por outro lado, cada elemento deve 
participar de uma comissão somente uma vez, então as combina- 


ções em questão são simples. O número de comissões possíveis será 


10-9.8-7.6 SAO 
Ge ETC AE SERA = 252 comissões. 
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b) que tenham João? 
J 
Separamos João. Basta agora juntar a João 4 dos 9 elementos restantes 
para formar uma comissão de 5 elementos. 
9-8:7.6 


Temos então Cj = E = 126 comissões com João. 


c) que não tenham João? 
Separamos João. Como João não deve constar nas comissões, basta 
buscar 5 elementos dos 9 restantes. 


Teremos então Cj = Ed 630 comissões sem João. 
1.2.3.4 
d) que tenham João e Maria? 
J M 
Separamos João e Maria. Juntamos a eles mais 3 elementos que devem 
ser obtidos dos 8 elementos restantes, logo, teremos Cj = = - = 6 


comissões com João e Maria. 


e) que tenham João e não Maria? 


J 


Separamos João e Maria. Colocamos João na comissão e dispensamos 
Maria. Restam então 8 pessoas das quais tomaremos 4 para juntar a 
João e formar um grupo de 5 pessoas. 

E 8:7:6:5 te = E ; 
Teremos então C; = SA = 70 comissões com João e não Maria. 


f) que não tenham João nem Maria? 


Separamos João e Maria e os dispensamos. Restam então 8 pessoas 
das quais tomaremos 5 para formar as comissões desejadas. 
: 8:7:6-:5:4 PR = ; 
Teremos então C)= ——>—— = 36 comissões sem João e Maria. 
1.2.3.4.5 
g) que tenham 3 homens e 2 mulheres? 
Separamos os homens das mulheres. 


M, M, 

E Ho BaM Má 

M, M, 
O número de maneiras de tomar 3 homens de um grupo de 6 será 
CÊ. Como a cada grupo de 3 homens podemos juntar todos os gru- 
pos de 2 mulheres que são CZ, teremos pelo princípio fundamental, 
6:5:4 4.3 


Co = 7.273 


= 120 grupos de 3 homens e 2 mulheres. 
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h) que tenham pelo menos 1 homem? 
Para que tenhamos pelo menos 1 homem, basta subtrair de todas as 
comissões possíveis (Cio) aquelas que só tem mulheres. 
Como são apenas 4 mulheres, não haverá comissões com somente 
mulheres, logo o número de comissões com no mínimo 1 homem 
será Ci = 252. 
Poderíamos montar todos os casos da seguinte maneira. Comissões com: 
1 homem e 4 mulheres: C/ -. Ci= 6 
2 homens e 3 mulheres: CZ. C;=15-4=60 
3 homens e 2 mulheres: C$ - C? = 20 - 6 = 120 
4 homens e 1 mulher: C$- Ci= 15: 4=60 
S homens e O mulher: C) = 6 
O total será: 6 + 60 + 120 + 60 + 6 = 252 comissões. 


Exercícios resolvidos: 
1) Tem-se 8 pontos sobre um círculo. 
Quantos(as) são: 
i) os segmentos possíveis? 
ii) os triângulos? 
iii) os quadriláteros convexos? 
iv) os quadriláteros? 


v) as diagonais do octógono convexo inscrito? 


Solução: 


i) O segmento À A, é o mesmo que AA , logo a ordem com que se to- 
mam os pontos não altera o segmento, então temos combinações de 
8 pontos tomados 2 a 2: Cf = = = 28 segmentos. 
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ii) Como o triângulo A A,A, é o mesmo que A A,A,, temos: 
C = 8:7:6 

FRIOS 

iii) Como cada grupo de pontos só fornece um quadrilátero convexo, tere- 

8:7.6:5 

1.2-:3.4 

iv) Como cada grupo de 4 pontos fornece 3 quadriláteros: 


A, 
A, A, A, E ao 
A ; : | 
3 A, A 
ES, 
a A, 
A, 

1 convexo e 2 cruzados. Logo, teremos: 

3C$ = 3 - 70 = 210 quadriláteros. 


= 56 triângulos. 


mos C; = = 70 quadriláteros convexos. 


v) Diagonais do octógono convexo inscrito. 
Basta subtrair de todos os segmentos possíveis os 8 lados do octó- 
gono convexo, logo o número de diagonais será CZ - 8= 28 - 8 = 20 
diagonais. 


2) São dados m pontos sobre uma reta rem + 1 pontos sobre uma paralela s. 
Usando esses pontos como os vértices, faça o que se pede a seguir. 


i) Determine os triângulos possíveis. 
ii) Determine os quadriláteros convexos. 
iii) Sabendo que a razão do número de triângulos para o número de qua- 


ss a 9 
driláteros convexos é o calcule m. 


Solução: 

1 Za m : 
i) 

1 2 E m m+1 ? 


Os triângulos se obtêm tomando-se 2 pontos sobre r e 1 ponto sobre s ou 
2 pontos sobre s e 1 sobre r, logo, o número de triângulos será: 


(ee e a» Ca E o seja, 

mM va (m + Im a ad RE 
7] É F 

cc m(m+D(2m-1) triângulos. 


2, 
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ii) 


1 » m FER 


Os quadriláteros convexos se obtêm tomando-se 2 pontos sobre a reta 
re 2 pontos sobre a reta s, logo, teremos: 


o m(m=-1) (m+Dm 


Co Cs quadriláteros convexos 
Z 
2 (1 2 1 
se ECC no 9 
Wi) lemosque== ss "TA 
Cs, í a 10 


Substituindo os valores encontrados nos itens (a) e (b), vem: 


m(m+D)(2m-—1) 


9  4m-2 9 


m(m-ID(m+Dm 10 m(m-1) 10 
4 


40m - 20 = 9m? - 9m => 9m? -49m +20=0 > m=5oum= = 


Como o número de pontos deve ser inteiro, m = 5. 


3) Calcular m de modo que CÊ seja a média aritmética entre Cie C£. 


Solução: 
4 6 
Devemositer C'- Suttem me cc. 


m! m! m! 
CEE NGS AGE 
Dividindo os numeradores por m! e os denominadores por 4!(m — 6)!, 
vem: 
2 = 1 É 1 
Ss(tm-5) (m-5)(m-4) 5-6 
me-2Im+98=0=>m=7ouma=l4 


=12(m-4)=30+(m-5(m-4) 


4) Quantas filas diferentes podem ser formadas com h homens e m mulhe- 
res, nas quais: 


i) as pessoas de mesmo gênero fiquem em ordem crescente de altura? 


Es homens 


ES e mulheres 


himm 


m lh h 


Só existe uma ordenação, por altura, para as mulheres, assim como 
uma única também para os homens. 
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Basta então colocar as m mulheres em m + h lugares, pois só existe 
uma fila entre elas. 

Nos lugares que sobram colocam-se os homens, já que entre eles tam- 
bém só há uma fila. 
Termos entaolCr = Cc 


m+h m+hº 


ii) só as mulheres fiquem em ordem crescente de altura? 
Como as mulheres só têm uma ordenação entre elas, coloquemo-las 
em m lugares escolhidos entre os m + h possíveis: C” ,. 
Nos lugares restantes, permutaremos os h homens de todos os modos 
possíveis: P, = A!. 

| 
O total será C”,.h!= fr 
m+ m | 
5) Quantas são as funções estritamente crescentes do conjunto 
REU AS p nolconjinto NES a 


Solução: 


Para cada escolha de p elementos de Y há apenas uma maneira de colocá-los 
em ordem crescente: f(1) < f(2) <... < f(p). Assim, cada subconjunto de 
Y com p elementos determina uma função estritamente crescente tendo 
aquele subconjunto como imagem. Assim, há: 


(CÊ = = funções estritamente crescentes de X em Y. 
Co plmn=p)! 

6) Diz-se que um número inteiro é ascendente se sua representação decimal 
tem ao menos dois dígitos e que cada dígito é menor que seu dígito da di- 
reita, por exemplo, 2568, 1234, 3689 etc. Quantos números ascendentes 
de 4 algarismos existem? 


Solução: 


Como cada escolha de 4 algarismos só pode formar um número ascen- 
dente, haverá C$ números ascendentes, já que esses números não podem 
começar por zero. 
Ci= 9.8:7.6 
1.2.3.4 
7) Um bairro de certa cidade moderna, cujas ruas são rigorosamente cor- 
tadas em ângulos retos, tem 5 ruas na direção norte-sul e 7 na direção 
leste-oeste. 


= 126 números 


i) Partindo do vértice NO de quantos modos poderá uma pessoa chegar 
ao vértice SE, procurando o menor percurso? 


Solução: 


Qualquer que seja o caminho escolhido, serão percorridos 10 trechos, 
sendo 4 obrigatoriamente horizontais e 6 verticais. 
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NO 


SE 
O caminho da figura seria: 
VAVVVHHAVV 
Podemos, então, reduzir o problema ao seguinte: 
De quantas maneiras diferentes podemos colocar 4 letras H? 
(E H H em 4 das 10 posições possíveis. Teríamos, então: 
C%o = 210 modos. 
Convém observar que com os trechos verticais o problema seria o 
mesmo. 
Basta ver que C% = Ci = 210. 
Outra forma de pensar seria: 
Quantas permutações distintas podem ser obtidas com a sequência 


VHVVVHHHVV? 
Cada permutação seria equivalente a um caminho diferente, logo, teríamos: 
! 
só = CEOs 210 modos 
41.6! 
ii) De quantos modos poderá uma pessoa ir de NO até SE passando pelo 
ponto A? 
Solução: 
NO 
A 
SE 


Neste caso, basta ir de NO até A e para cada um desses caminhos ir 
de A até SE. 
Para ir de NO até A temos CZ caminhos. 
Para ir de A até SE temos CZ caminhos. 
Como para cada percurso NO-A se pode associar todos os percursos 
A-SE, temos CZ - C? = 15 - 6 = 90 modos. 

iii) De quantas maneiras se pode ir de NO até SE sem passar pelo ponto A? 
Neste caso, basta subtrair do total 210 os 90 casos em que se passa por 
À, logo temos 210 — 90 = 120 maneiras. 
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8) Cinco cartas são retiradas de um baralho com 32 cartas, sendo 4 de cada 
um dos seguintes grupos: 7, 8, 9, 10,), Q, K, A, e sendo 8 de cada naipe: 
ouros, paus, espadas e copas. Quantos são os casos: 


i) possíveis? 
ii) em que se obtém trinca e par? 


iii) em que se obtém dois pares distintos e a 5º carta distinta? 


Solução: 


i) Como, tiradas 5 cartas, a ordem não altera o grupo, temos combina- 
ções. 
C%= 201376 casos 


ii) Formemos um grupo de que trata o item, por exemplo: 
AAAKK 
Formemos, inicialmente, uma trinca de ases. 
Como são 4 ases e deles serão retirados três, sem que a ordem se alte- 
re, temos Cj trincas de ases. 
Mas a cada uma dessas trincas de ases devem ser associados todos os 
C7 pares de reis possíveis, tomados de 4 reis distintos. Logo, o número 
de grupos trinca de ases e par de reis será Cj . CÍ. 
Porém, a trinca pode ser de qualquer dos 8 grupos e o par pode ser de 
qualquer dos 7 grupos restantes. Logo teremos: 
C;-C2.8.7=4.6.8.7=1344 casos 


iii) Seja por exemplo AAKKO. 
Nº de modos de tirar 2 ases em 4: C? 
Nº de modos de tirar 2 reis em 4: C? 
Nº de modos de tirar 2 pares quaisquer, por exemplo, AAKK, 9988, 
rue e datos 
Tirando mais uma carta desde que diferente dos pares: C), 
Teremos, então, um total de CZ - CZ - Cê. C5, = 24192 casos. 


9) Quantos são os anagramas que se podem formar com as letras da palavra 
PETELECO que tenham 4 dessas letras? 
A palavra PETELECO tem 3 letras E e 5 letras — P, T, L, C, O — diferentes. 
Podemos formar anagramas: 


Com 3 letras E: EEE Ci.pji= 5 4=20 
Com 2iletras EXE E C2-P$t1=10. 5 =120 
Com lletraf: Es Ci. P,= 10.4! =240 
Com Qletatic C5-P,=5-4!=120 


Formando todas estas hipóteses, vem o total de anagramas: 
20 + 120 + 240 + 120 = 500 anagramas 
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ET" (Uerj) Sete diferentes figuras foram criadas para ilus- 
trar, em grupos de quatro distintas, o Manual do Can- 
didato do Vestibular Estadual de 2007. 

Um desses grupos está apresentado a seguir. 


PRESA 


Considere que cada grupo de quatro figuras que po- 
deria ser formado é distinto de outro somente quando 
pelo menos uma de suas figuras for diferente. 

Nesse caso, o número total de grupos distintos entre 
si que poderiam ser formados para ilustrar o Manual 


é igual a: 
(A) 24 (C) 70 
(B) 35 (D) 140 


FZ" De quantas maneiras é possível escalar um time de fu- 
tebol de salão dispondo de 8 jogadores? 


[3º (IME-RJ) Com 10 espécies de frutas, quantos copos de 
salada, contendo 6 espécies diferentes, podem ser fei- 
tos? 


[4 Numa sala temos 5 rapazes e 6 moças. Quantos gru- 
pos de 2 rapazes e 3 moças podemos formar? 


ES (Unicamp-SP) De quantas maneiras podem ser es- 
colhidos 3 números naturais distintos, de 1 a 30, de 
modo que sua soma seja par? Justifique sua resposta. 


[6 (Vunesp) Uma prova consta de 3 partes, cada uma 
com 5 questões. Cada questão, independentemente 
da parte a que pertença, vale 1 ponto, sendo o critério 
de correção “certo ou errado”. De quantas maneiras 
diferentes podemos alcançar 10 pontos nessa prova, 
se devem ser resolvidas pelo menos 3 questões de 
cada parte e 10 questões no total? 


FEZ (FGV-SP) Um administrador de um fundo de ações dis- 
põe de ações de 10 empresas para compra, entre elas, 
as da empresa R e as da empresa S. 


a) De quantas maneiras ele poderá escolher 7 empre- 
sas entre as 10? 
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b) Se entre as 7 empresas escolhidas devem figurar 
obrigatoriamente as empresas R e S, de quantas 
formas ele poderá escolher as empresas? 


É BN (Ufop-MG) Numa classe de 10 estudantes universitá- 
rios, um grupo de 4 será selecionado para uma excur- 
são. De quantas maneiras o grupo poderá ser forma- 
do, se dentre os estudantes existe um casal que não 
pode ser separado? 


* OM (UMC-SP) Em um loteamento planejado, os quartei- 


rões são retangulares e dispostos de acordo com a fi- 
gura. O loteamento é cercado e tem dois acessos, A e 
B. De quantas maneiras diferentes um carro que entra 
pelo acesso A poderá chegar ao B, percorrendo as ruas 
com um percurso mínimo? 


B 


A 


: [MOS (UFBA) Um salão tem cinco portas e ficará aberto se, 


pelo menos, uma das portas estiver aberta. Calcule de 
quantas maneiras diferentes o salão poderá estar aberto. 


EMT (UFMS) Considere todos os números de três algaris- 


mos distintos formados com os algarismos 1, 3, 4, 5. 
Calcule a soma desses números. 


[12º Num exame, um professor dispõe de 10 questões que 


serão entregues a um aluno. Sabendo-se que o aluno 
deve resolver 6 questões, de quantas maneiras dife- 
rentes pode fazer a escolha se: 


a) não houver nenhuma restrição? 


b) não puder resolver simultaneamente as duas pri- 
meiras? 


c) tiver de resolver pelo menos cinco das sete primei- 
ras questões? 


: [73º Sobre uma reta t marcam-se 8 pontos e sobre uma 


outra reta, s, paralela à t, marcam-se 5 pontos. 
Quantos triângulos obteremos unindo 3 pontos quais- 
quer do total desses pontos? 
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DEFINIÇÃO 
Combinações completas. 


NOTA 

Por exemplo, nas 
combinações completas, 
(aa ab)=(ba,a, ca. 
Duas combinações diferirão 
apenas quando tiverem 

um mesmo elemento em 
quantidades distintas. 

Por exemplo, (a, a, b, b, O) 
z(a, bc cota, bd, 


d, d). 


NOTA 

As combinações completas 
são também chamadas 

de combinações com 
repetições. Usam-se as 
notações (CC) ou (CRP. 


NOTA 

Observe que os índices 
aumentarão no máximo 
6-1=5eo maior possível 
será8+5=13. 


“e 


lo bobo Dib 
subtrair de cada índice da combinação simples o número de elementos que 
precede ao elemento desse índice. 


3.4.2 - Combinações completas 


Combinações completas de n elementos p a p são os agrupamentos não 


ordenados de p elementos que podem ser formados a partir de n elementos 
dados, podendo repetir um mesmo elemento até p vezes. 


Assim como nas combinações simples, a ordem de colocação dos elementos 


numa combinação completa não é um elemento diferenciador dos agrupamentos. 
As combinações simples fazem parte das combinações completas. 


Para verificar se um agrupamento é uma combinação completa, devemos 


responder a duas perguntas: 


1º pergunta: A ordem dos elementos altera o agrupamento? Para respondê-la, 
formamos um agrupamento e nele permutamos dois elementos 
diferentes entre si. 
Se o novo agrupamento for igual ao anterior, a resposta será não 
e estaremos diante de um caso de combinações. 

2º pergunta: Num agrupamento posso repetir elementos? Se a resposta for 
sim estaremos diante de um caso de combinações completas. 
O número de combinações completas de n elementos p a p é re- 
presentado por (CC). 


Exemplo: 


Deseja-se determinar o número de combinações completas dos elementos 


do conjunto (a, à,, 4,4, 4, 4, 4, a,) tomados 6 a 6. 


O número de combinações completas pode ser obtido reduzindo-se as 


combinações completas a combinações simples por meio do seguinte artifício. 


Tomemos uma das combinações completas de 8 elementos tomados 6 a 


6, por exemplo, (a, à, à,, à, a, a,), com índices crescentes. 


Em cada elemento dessa combinação, aumentamos seu índice de tantas 


unidades quantos forem os elementos anteriores a esse elemento na combina- 
ção considerada. Essa combinação se tornará: 


ta, A, 4, A, Ag, ag) = tb, D,, D, Db, D,,, D,;) 

em que: 

O índice do primeiro elemento aumentou de 0. 

O índice do segundo elemento aumentou de 1. 

O índice do terceiro elemento aumentou de 2 etc. 

O índice do sexto elemento aumentou de 5. 

Veremos a seguir que, fazendo esse artifício em todas as combinações 


completas de 8 elementos 6 a 6 possíveis, obteremos todas as combinações 
simples de 13 elementos (b,, D,, b,, ..., b,,) tomados 6 a 6. 


Com efeito, uma combinação simples de 13 elementos 6 a 6, por exemplo 


1 2,1), corresponderá a (a,, à, 4, a, 4, 4), bastando para isso 


Assim, cada combinação completa de 8 elementos 6 a 6 corresponde a 


uma combinação simples de 13 elementos, 6 a 6 e reciprocamente. 


Logo: (CC)$ = Cé, = Cé 


8+6-1 


134 


ANÁLISE COMBINATÓRIA CAPÍTULO III 


De um modo geral, nas combinações completas de n elementos p a p, os ín- 
dices aumentarão no máximo p — 1. Portanto, o índice máximo possível será: 
n+p-1,o que nos permite concluir que: 

(CC)? = C? 


n+p-1 


Exercício resolvido: 


Deseja-se distribuir 4 bombons de mesmo sabor para as crianças João, Ana e 
Maria, de tal modo que qualquer delas possa receber mais de um bombom ou 
até nenhum bombom. 

Quantas são as distribuições possíveis? 


Solução: 


Consideremos uma distribuição, por exemplo (João, Ana, João, Maria). Essa 
distribuição é igual à (Ana, Maria, João, João), então a ordem de distribuição 
não altera a distribuição, logo, estamos diante de um caso de combinações. Por 
outro lado, podemos repetir as crianças na distribuição, por exemplo: (Ana, 
Ana, Ana, João). Temos, então: 


6-5 POr 
(COF -C) CGC /=0/=" IS disuibuições 


3H 4 = IE 


9 


Esse exercício pode ser generalizado da seguinte maneira: 

De quantos modos podemos distribuir p objetos iguais para n pessoas, poden- 
do uma pessoa receber mais de um objeto? 

Suponhamos n pessoas P,, P,,..., P,. 

Para fazer a distribuição, chamemos as pessoas para receber os objetos dando 
a cada pessoa chamada um objeto de cada vez. Note que uma pessoa pode ser cha- 
mada mais de uma vez, até p vezes. 

A ordem em que as pessoas são chamadas não altera a distribuição, logo temos 
um caso de combinações. Essas combinações são completas porque podemos repe- 
tir uma pessoa até p vezes. Temos então (CC)?. 

Por outro lado, sejam x, o número de objetos recebido pela pessoa P,, x, o nú- 
mero de objetos recebidos pela pessoa P,, e assim por diante. 

Distribuir os p objetos para as n pessoas significa escolher quantos objetos 
cada pessoa receberá, isto é, escolher valores naturais de x,, x,, ..., x, tais que: 


M+X te +X =p 


Comparando com a solução anterior, concluímos que: 


O número de soluções naturais da equação x +X, +... +x =pé: 
(CO)p = 


+p-1 
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NOTA 

Se dois sinais de + forem 
consecutivos, considera-se 
que o x correspondente é 
O. Se não houver valores 

1 antes do primeiro +, 
então x, = O. Por exemplo, 
++++..+ 11...1 


n-1 p 
corresponde à solução 
Xx=K&=..=X ,=0€ 
x, =p. 


“e 


Outra interpretação do resultado anterior 


Uma solução da equação x, + x, +... + x, =p poderá ser representada da 
forma: 


a | E | PP AD 
+ + , 
x unidades x, unidades x, unidades 


em que temos p unidades 1 separadas por n — 1 sinais de +. Para obter todas as so- 
luções possíveis, basta escolher n — 1 lugares dos p + n — 1 lugares disponíveis (n — 1 
lugares para os sinais de + e p lugares para os números 1) para colocar os sinais de 
+ e nos lugares restantes ficarão os números 1. Assim, o número de soluções será 


n-1 E En+p-D=-(n-1) — p = p 
Ca Cs EC na CC) 
Exemplos: 


i) Nos casos seguintes, de quantos modos se pode distribuir 10 prêmios 
iguais aos 20 alunos de uma mesma turma, podendo um mesmo aluno 
receber mais de um prêmio? 


a) De todos os modos possíveis. 
Como cada aluno pode receber mais de um prêmio, podemos ter re- 
petições, então tais agrupamentos são completos. 
Por outro lado, como a ordem de chamada para a distribuição dos 
prêmios não altera a distribuição, trata-se de combinações, logo: 


e 29! 
=Cã= ar 10, = 20030010 modos 


(pi 101.19! 


20+10-1 
b) Em que o mais aplicado seja sempre premiado. 
Entregamos um prêmio ao mais aplicado para garantir que ele seja 
sempre premiado e o mantemos no conjunto para continuar concor- 
rendo aos outros 9 prêmios. Temos então: 
28! 


91.191 = 6906900 modos 


Og 9 = Ee 
(CC), si C9+9-1 5 Cos Te 
c) Em que o menos aplicado nunca seja premiado. 
Retiramos o menos aplicado do conjunto de alunos para garantir que 
ele não receba prêmios. Restam então 19 alunos para concorrer aos 10 
prêmios, logo: 
28! 


=Cl=. ——o = 13123110 modos 


Col 10!. 18! 


19+10-1 
d) Em que João e Maria recebam exatamente 2 prêmios cada um. 
Entregamos 2 prêmios a João e 2 prêmios a Maria e os retiramos do 
conjunto, para garantir que não recebam mais prêmios. 
Assim, restam 18 alunos para concorrer a 10 — 4 = 6 prêmios, logo: 
28]! 


(ec: = E = a = 61-17] = 100947 modos 
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ii) 


iii) 


Seja a equação x + y + z + t = 10. Quantas são as soluções inteiras: 


a) não negativas? 
O problema equivale a distribuir 10 prêmios para 4 crianças, podendo 
repetir, logo: 


(CC) = CI? 


4+10-1 


1130 41270 1151 


-cp=cp= 


= 286 soluções 


b) positivas? 
Vamos dar 1 prêmio para cada criança para eliminar as soluções nulas. 
Passamos agora ater x'+y' +2z'+t' = 6 em que se deseja para esta 
equação as soluções não negativas. 
Temos então: 
(CO)j=Cg,,.,=C5=Cj= 5 
Quantas são as peças de um jogo de dominó, sabendo que as peças têm 
registrados dois números de O a 6, podendo repeti-los? 
Como a ordem dos números não altera a peça, temos combinações. Por 
outro lado, como podemos repetir os 2 números em cada peça, temos: 


(CC) =C? , |=Ci= — = 28 peças 


= 84 soluções 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Uma sorveteria oferece 7 sabores de sorvetes. Suponhamos que a ordem 
das bolas não importa. Nos seguintes casos, de quantos modos diferentes 
pode uma criança servir-se com 3 bolas de sorvetes? 


i) De todos os modos possíveis. 

ii) Não tendo chocolate. 

iii) Tendo pelo menos uma bola de chocolate. 
iv) Tendo somente uma bola de chocolate. 


v) Tendo todas as bolas com sabores diferentes. 


Solução: 


i) Observe que um sorvete do tipo (chocolate, baunilha, baunilha) é 
diferente do sorvete (chocolate, chocolate, baunilha). Por outro lado, 
o sorvete (chocolate, creme, baunilha) é igual ao sorvete (baunilha, 
chocolate, creme), pois a ordem de colocação das bolas não altera o 
=Cj= bias 84 maneiras 


sorvete. Temos, então: (CC)3 = CÊ 
1.2.3 


7+3-1 
diferentes de servir-se. 
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ii) Para não ter chocolate, basta excluir o sabor chocolate do conjunto 
de sabores e proceder analogamente com os 6 sabores restantes, logo 
teremos: 


! Bo até 


EO TE = 56 modos 


(CC)3 = € 


iii) Para garantir que cada sorvete tenha pelo menos uma bola de cho- 
colate, basta retirar de todos os casos possíveis aqueles que não têm 
chocolate, logo: 


(CC): - (CC)? = 84 — 56 = 28 modos 
A 6 


Colocamos inicialmente uma bola de chocolate no sorvete. As duas 
bolas que faltam deverão ser dos 6 sabores restantes, excluindo o 
chocolate para garantir apenas uma bola de chocolate no sorvete. 
Temos, então: 


iv 


ne 


7-6 


(CC)Z=C C2= -—— = 21 modos 


2 = 
Gs m=1l 


v) Como todos os sabores devem ser diferentes, temos as combinações 
simples que são aquelas em que não há repetições, logo: 


7:6-5 
às > = 35 imioclos 
O (oDo3) 
Nara 2) O sorteio da Mega-sena consiste em extrair 6 bolas numeradas, uma a 


A Megasiéna dualés uma, de uma urna onde existem 60 bolas numeradas de 1 a 60. 
descrita no item (a). Quantas são as extrações: 


i) sem reposição, sabendo que os resultados são dados em ordem crescente? 
ii) com reposição, sabendo que os resultados são dados na ordem crescente? 


iii) sem reposição, supondo que os resultados sejam dados na ordem em 
que os números forem saindo? 


iv) com reposição, supondo que os resultados sejam dados na ordem em 
que os números forem sorteados? 


Solução: 


i) Como os resultados são dados na ordem crescente, a ordem não altera 
a extração, sendo, portanto, um caso de combinações. 
Por outro lado, não havendo reposição, cada bola só poderá sair uma 
vez, sendo então combinações simples de 60, 6 a 6. 
60-59.58-57.56-55 


CiW= TO = 50063 860 extrações 
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ii) Porque há reposição das bolas para a urna, podemos repetir. Por outro 
lado, a ordem crescente dos resultados garante que a ordem não influi, 
logo, temos: 

— 60-61-62.63-64-65 


(CC)*,o = OTA = 82598880 extrações 


iii) Agora, a ordem influi, mas não podem repetir, então temos: 
Para o 1º número: 60 alternativas 
Para o 2º número: 59 alternativas 
Para o 3º número: 58 alternativas etc. 
O número total, pelo princípio fundamental, será: 
60-59-.58-57-56-55 = 36045979200 extrações 


iv) Como há reposição, temos repetições. 
Por outro lado, a ordem altera a extração, logo, teremos pelo princípio 
fundamental 60 - 60 - 60 - 60 - 60 - 60 = 46656000000 extrações 


3) Quantas são as funções não decrescentes do conjunto X = (1, 2,3, ..., pj)no 
conjunto NGSE 2 


Solução: 
Como nas funções não decrescentes f(x + h) > f(x), as imagens 
fik + 1) > fm. 
Assim, para cada grupo de p elementos escolhidos dentro do con- 
junto Y, só existirá um conjunto de imagens (f(1), f(2), ..., f(p)) tais 
que: (1) <f(2)<f(3)<...<f(p). Temos, então, combinações. Por outro 
lado, podemos repetir imagens, logo, teremos: 


(CC)r=Cr | , funções não decrescentes. 
p-1 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Calcule: 
a) (CO) 
b) 2:(CC))=7.Ci,n=? 
[2º Calcule o número de soluções inteiras não negativas 
de: 
a) x+y+Z2=5 
bD) x+y+2z<5 
CO) x+y+Z2<5 


[3 Calcule o número de soluções inteiras estritamente 
positivas de: 


“e 


a) x+y+Zz=5 
bD) x+y+2z<5 


O) x+y+Zz<5 


: AM Quantos termos tem: 


a) um polinômio homogêneo completo do 4º grau 
com 3 variáveis? 


b) um polinômio completo do 4º grau com 3 variáveis? 


c) o desenvolvimento de (x + y + 2)*? 


: [59 O número de soluções inteiras não negativas da equa- 


ção x+y+z=mé 21. Calcule m. 
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Exemplos: 


i) Quantos números de 5 algarismos distintos existem? 


a) 


O 
bo 
7: 6 ou9 A;=27216 números, sem repetir algarismos 
b) Podendo repetir? 


So 4 Ss 40 
odio do doa 
9 .10-:10-10-10 ou9 (AC)jo= 20000 números 


c) Começando por 2 e terminando por 3? 


Sem repetir: Podendo repetir: 

m 3 2 3 
Vl s RR 
yo 7) o (6 10. 10-10 


Ai = 336 números ou (AC): = 1000 números 


ii) De quantos modos diferentes 6 crianças podem formar uma roda de 
ciranda? 
Fixando uma criança, permutam-se as outras 5. 
P,=5!= 120 modos 


iii) Quantos são os anagramas da palavra ARARAQUARA? 


Fo 
E 


= 5040 anagramas 


iv) Quantas são as comissões de 5 alunos que podem ser formadas com 


20 alunos? 
= 5. 20! - 20-19.18.17.16 + ue: 
NOTA a) Co. 1517 1.2.3.4.5 15504 comissões 
Co = Cio + Cio 
é a relação de Stifel. b) Em que João aparece? 


E qe 19- 18-17: 16 3876 comissões 
1.2.3.4 


c) Em que João não aparece? 


191 
19.18.17.16-15 Ea 
Ch=51.141 5 ESSAS = 11628 comissões 
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v) Dado um conjunto de 8 elementos, quantos são seus subconjuntos? 
Como cada elemento e ou não pertencer a um dado subconjunto: 
Zed A=28=C5+Cj+.. + CS =256 subconjuntos 


vi) Quantas são as funções que existem de um conjunto de 6 elementos num 
conjunto de 10 elementos? 
x ——— y, 
x,* .y, 
e 
Como cada x pode escolher qualquer y para o seu par, 10 - 10... . 10= 10º 


funções. 
vii) Quantas são as funções injetivas? 
uy) 
HRS) 
% º Yo 
Trocando y, com y,, a injeção fica diferente. 
10-9.8.7.6-5=A&=151200 funções 


viii) Quantas são as bijeções de um conjunto de 7 elementos em si mesmo? 
7:6:5:4:3.2.1=7]=P = 5040 funções 


ix) Cinco pessoas entram num elevador de um prédio de 10 andares acima do 
solo. Quantas viagens diferentes podem ser feitas? 
Parando em 1 andar: Ci, 


Parando em 2 andares: C?, 


Parando em 3 andares: Ci, 


Parando em 5 andares: Ci, 
Totalic PCC Co +C-65/ viagens 
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ET (UFF-RJ) O produto 20 - 18. 16-14 .6:4.2é6 
equivalente a: 
I I I 
(pa (oi (E 
2 Z 10 
(B)2-10! (D) 21º. 10! 


2º Qual é o menor valor do natural n que torna n! divisí- 
vel por 1000? 


(A) 10 
(B) 15 


(C) 20 
(D) 30 


(E) 100 


[3º Por quantos zeros termina o resultado de 10001? 


P4” (Uerj) Considere a equação abaixo. 


6-:12.18-24....:300 
50! 


O valor de n, real, que verifica essa igualdade é: 


DI! 


1 IS 50 
(A) 3 (C) 2 (E) 3 
5) 25 
(B) 5 (D) 3 


[5 (PUC-RJ) Determine os dois últimos algarismos do nú- 
mero: 1+2!+31+4l+.. +09]. 


16 Se(x+ 71)! =3(x!), então x é igual a: 
(A) 1 (0) 3 (E) 5 
(B) 2 (D) 4 


EZ (Faap-SP) Permutando os algarismos 2, 4, 6 e 8, for- 
mamos números. Dispondo esses números em ordem 
crescente, qual o número que ocupa a 22º posição? 


[8º (Unirio-R]) Uma família formada por 3 adultos e 2 crian- 
ças vai viajar num automóvel de 5 lugares, sendo 2 na 
frente e 3 atrás. Sabendo-se que só 2 pessoas podem : 
dirigir e que as crianças devem ir atrás e na janela, o 
número total de maneiras diferentes através das quais 
estas 5 pessoas podem ser posicionadas, não permitin- 
do crianças irem no colo de ninguém, é igual a: 


(A) 120 (C) 48 (E) 8 
(B) 96 (D) 24 


“e 


: 9) (Unirio-R]) Com algarismos de 1 a 9, o total de núme- 


ros de 4 algarismos diferentes, formados por 2 algaris- 
mos pares e 2 ímpares, é igual a: 


(A) 126 (C) 720 
(B) 504 (D) 1440 


(E) 5760 


MOD Gv.sP) Existem apenas dois modos de atingir uma 
cidade X partindo de uma outra A. Um deles é ir até 
uma cidade intermediária B e de lá atingir X, e o outro 
éir até Ce de lá chegar a X. (Veja o esquema!) Existem 
10 estradas ligando A a B; 12 ligando B a X; 5 ligando 
AacC; 8 ligando C a X; nenhuma ligação entre Be Ce 
nenhuma ligação entre A e X. Determine o número de 
percursos diferentes que podem ser feitos para atingir 
X pela primeira vez, partindo-se de A. 


B 


(e, 


EMT (IME-R)) Seja um barco com 8 lugares, numerados 


como no diagrama dado. Há 8 remadores possíveis para 
guarnecê-lo com as seguintes restrições: os remadores 
Ae B só podem ocupar posições ímpares e o remador 
C, posição par. Os remadores D, E, F, Ge H podem ocu- 
par quaisquer posições. Quantas configurações podem 
ser obtidas com o barco totalmente guarnecido? 


É [EZO (Fuvest-SP) Considere todas as trinta e duas sequên- 


cias, com cinco elementos cada uma, que podem ser 
formadas com algarismos O e 1. Quantas dessas se- 
quências possuem pelo menos três zeros em posições 
consecutivas? 


(A) 3 
(B) 5 


(C) 8 
(D) 12 


(E) 16 
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[13º (Enem) Numa embaixada trabalham 8 brasileiros e 6 
estrangeiros. Quantas comissões de 5 funcionários po- 
dem ser formadas, devendo cada comissão ser consti- 
tuída de 3 brasileiros e 2 estrangeiros? 


HZ! Dados 20 pontos do espaço, dos quais não existem 4 
coplanares, quantos planos ficam definidos? 


[15º São dados 12 pontos em um plano, dos quais 5, e so- 
mente 5, estão alinhados. Quantos triângulos podem 
ser formados com vértices em 3 dos 12 pontos? 


[16 (Faap-SP) Em um campeonato de dois turnos, em que 
devem jogar 12 equipes de futebol, qual o número 
total de jogos a serem realizados? 


HZ) (Vunesp-SP) Considere, num plano, 10 pontos distin- 
tos entre si. Suponha que 4 desses pontos pertençam 
a uma mesma reta e que 2 quaisquer dos demais não 
estejam alinhados com nenhum dos pontos restan- 
tes. Calcule o número de retas determinadas por es- 
ses 10 pontos. 


118" (Osec-SP) Do cardápio de uma festa constavam 10 
diferentes tipos de salgadinhos, dos quais só 4 se- 
riam servidos quentes. O garçom encarregado de 
arrumar a travessa e servi-la foi instruído para que 
ela contivesse só 2 diferentes tipos de salgadinhos 
frios e só 2 diferentes tipos dos quentes. De quan- 
tos modos diferentes o garçom teve a liberdade de 
selecionar os salgadinhos para compor a travessa, 
respeitando as instruções? 


19" De quantos modos podemos guardar 12 bolas distin- 
tas em 4 caixas, se a primeira caixa deve conter 3 bo- 
las, a segunda caixa, 5 bolas, a terceira caixa, 3 bolas e 
a quarta caixa, 1 bola? 


[20 (UEG-GO) Calcule de quantas maneiras podem ser dis- 
postas 4 damas e 4 cavalheiros, numa fila, de forma que 
não fiquem juntos dois cavalheiros e duas damas. 


[27 (Unicamp-SP) Numa Kombi viajam 9 pessoas, das 
quais 4 podem dirigir. De quantas maneiras dife- 
rentes é possível acomodá-las (3 no banco da fren- 
te, 3 no banco do meio e 3 no banco de trás) de 
forma que uma das 4 que dirigem ocupe o lugar da 
direção? 


[22º (FEI-SP) Formados e dispostos em ordem crescente os 
números que se obtêm permutando-se os algarismos 
2,3,4,8 e 9, que lugar ocupa o número 43 892? 
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(UFF-RJ) A figura abaixo representa uma estante cujas 
prateleiras, que se encaixam nas 5 guias laterais, foram 
retiradas para limpeza. 


Guia 


Sabendo-se que serão recolocadas somente 3 pratelei- 
ras, de cores diferentes, o total de maneiras distintas 
pelas quais isto pode ser feito é: 


(A) 180 (C) 60 
(B) 120 (D) 10 


(E) 6 


O IBMEC abriu uma concorrência para a compra e a ins- 
talação de um letreiro luminoso, tendo recebido, de uma 
firma concorrente, como proposta, o seguinte letreiro: 


Jt B M E Í6; 
B M E e 

M E (6 

no 

(e 


Z 


Cada letra é uma lâmpada, de tal modo que, acen- 
dendo-se a lâmpada |, as outras seguiriam acendendo, 
para a direita ou para baixo, até acender a sigla IBMEC. 
De quantos modos diferentes esta sigla acenderia? 


(A) 16 (C) 24 (E) 32 
(B) 10 (D) 30 


(UFF-RJ) Um garçom anotou os pedidos de três fre- 
gueses. Cada freguês pediu um prato principal, um 
acompanhamento e uma bebida. 

Posteriormente, o garçom não sabia identificar o autor 
de cada pedido. 

Lembrava-se, porém, de que não havia qualquer coin- 
cidência entre os pedidos: os pratos principais eram 
diferentes entre si, o mesmo ocorrendo com os acom- 
panhamentos e as bebidas. 

O número de maneiras diferentes que o garçom pode- 
ria distribuir os pedidos entre os fregueses é: 


(A) (O) 3! (E) GH? 
(B) (33! (D) 3” 


(UFRJ) A mala do Dr. Z tem um cadeado cujo segre- 
do é uma combinação com cinco algarismos, cada 


tw, 
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um dos quais podendo variar de O a 9. Ele esqueceu 

a combinação que escolhera como segredo, mas sabe 

que atende às condições se: 

e o primeiro algarismo é ímpar, então o último alga- 
rismo também é ímpar; 

e o primeiro algarismo é par, então o último algaris- 
mo é igual ao primeiro; 

e a soma dos segundo e terceiro algarismos é 5. 
Quantas combinações diferentes atendem às con- 
dições estabelecidas pelo Dr. Z? 


[27' (Uerj) Utilize as informações abaixo para responder à 
questão. 


Trechos complementares de duas cadeias de nucleo- 
tídeos de uma molécula de DNA. Observe que uma 
cadeia se dispõe em relação à outra de modo invertido. 


(Adaptado de LOPES, Sônia. BIO 3. São Paulo: Saraiva, 1993) 


Considere as seguintes condições para a obtenção de 
fragmentos de moléculas de DNA: 


e todos os fragmentos devem ser formados por 2 pa- 
res de bases nitrogenadas; 


e cada fragmento deve conter as 4 bases nitrogena- 
das diferentes. 

O número máximo de fragmentos diferentes que po- 

dem ser assim obtidos corresponde a: 


(A) 4 (O) 12 
(B) 8 (D) 24 


[28º (UFR]) Um grupo constituído por 4 mulheres e 4 ho- 
mens deve ocupar as 8 cadeiras dispostas ao redor de 
uma mesa circular. 

O grupo deve ser acomodado de modo que cada ho- 
mem sente entre duas mulheres. 

João e Maria estão nesse grupo de pessoas; entretan- 
to, por motivos de ordem estritamente pessoal, não 
podem sentar-se lado a lado. 

Duas acomodações das pessoas ao redor da mesa são 
consideradas diferentes quando pelo menos uma das 
pessoas não tem o mesmo vizinho à direita, nas duas 
acomodações. 

Determine o número de diferentes acomodações pos- 
síveis dessas 8 pessoas ao redor da mesa circular. 


“e 


: [29 (Unirio-R)) Calcule o número de maneiras diferen- 


tes pelas quais podemos repartir uma dúzia de balas 
iguais entre três crianças, de modo que cada uma re- 
ceba, pelo menos, uma bala. 


: [B0) (Unicamp-SP) De quantas maneiras é possível distri- 


buir 20 bolas iguais entre 3 crianças de modo que 
cada uma delas receba, pelo menos, 5 bolas? 


BID (UR) Antigamente, o campeonato carioca de fute- 


bol era precedido por um torneio, chamado Torneio 
Início. Nesse torneio, havia em cada jogo um vence- 
dor (por pênaltis, se necessário), e o derrotado era 
eliminado. 

Sendo um Torneio Início disputado por 18 clubes, 
quantos jogos foram necessários para se chegar ao 
campeão? 


E (Cesgranrio-RJ) Um grupo de 9 pessoas, dentre elas os 
irmãos João e Pedro, foi acampar. Na hora de dormir 
montaram 3 barracas diferentes, sendo que, na pri- 
meira, dormiram 2 pessoas; na segunda, 3 pessoas; e, 
na terceira, as 4 restantes. De quantos modos diferen- 
tes eles podem se organizar, sabendo que a única res- 
trição é a de que os irmãos João e Pedro NÃO podem 
dormir na mesma barraca? 


(A) 1260 (C) 1155 
(B) 1225 (D) 1050 


(E) 910 


[33º (PUC-R]) Quantas apostas de quina são possíveis? 


(Uma aposta de quina é uma escolha de 5 números 
entre 1 e 80, inclusive.) 


[34º (Uerj) Uma estante de biblioteca tem 16 livros: 11 


exemplares do livro Combinatória é fácil e 5 exempla- 
res de Combinatória não é difícil. 

Considere que os livros com mesmo título sejam in- 
distinguíveis. 

Determine de quantas maneiras diferentes podemos 
dispor os 16 livros na estante de modo que dois exem- 
plares de Combinatória não é difícil nunca estejam juntos. 


[35 (PUC-RJ) Calcule o número de retas determinadas por 


100 pontos, diferentes um do outro, situados sobre 
uma circunferência. 


[36 (UFRJ)) Uma partícula desloca-se sobre uma reta, per- 


correndo 1 cm para a esquerda ou para direita a cada 
movimento. 

Calcule de quantas maneiras diferentes a partícula 
pode realizar uma sequência de 10 movimentos termi- 
nando na posição de partida. 
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[37º (PUC-RJ) O nº de matrizes 3 x 3 cujos elementos per- 
tencem ao conjunto (-1; 0; 1) e nas quais não há dois 
elementos iguais na mesma linha nem na mesma co- 
luna é igual a: 
(A) 3 


(B) 6 


(O) 12 
(D) 36 


(E) 120 


[38' (UFF-R]) Os 9 pontos dispostos no quadrado da figura 
abaixo determinam 4 quadrados congruentes. 


Calcule o número de triângulos que podem ser forma- 
dos com vértices nesses pontos. 


B9 seA=(1,2,3,4,5, 6, 7, 8), quantos são os subconjun- 
tos de A que contêm (1, 2)? 
(A) 30 (C) 64 
(B) 48 (D) 128 


(E) 252 


140" De quantas maneiras 7 crianças podem brincar de 
roda, de modo que João e Maria, duas dessas crianças, 
fiquem sempre juntas? 


147 De quantas maneiras 5 meninos e 5 meninas podem 
brincar de roda, de modo que crianças do mesmo 
sexo não fiquem juntas? 


42" De quantas maneiras 5 mulheres e 6 homens podem 
formar uma roda de ciranda, de modo que as mulhe- 
res permaneçam juntas? 


143" (PUC-RJ) Um torneio de pingue-pongue foi disputado 
por 20 jogadores e apenas um consagrou-se campeão. 
Nesse torneio, havia em cada jogo um vencedor, e o 
jogador que perdia duas partidas quaisquer era elimi- 
nado do torneio. 


Quantos jogos, no máximo, foram necessários para se 
chegar ao campeão? 


144º (UFRJ) Um saco contém 13 bolinhas amarelas, 17 cor-de- 
-rosa e 19 roxas. Uma pessoa de olhos vendados retirará 
do saco n bolinhas de uma vez só. Qual o menor valor 
de n, de forma que se possa garantir que será retirado 
pelo menos um par de bolinhas de cores diferentes? 


145" (UFRJ) Os reitores das universidades federais são es- 
colhidos a partir de listas tríplices eleitas por colégios 
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eleitorais. A lei determina que cada um dos eleitores 
vote em apenas um nome, sendo a lista composta pe- 
los três mais votados. 

Em certa universidade, há 7 candidatos inscritos e o 
colégio eleitoral tem 79 membros. Um candidato con- 
ta com os votos de um número n de eleitores. Qual o 
menor valor de n para que esse candidato possa ter 
certeza de estar entre os três mais votados? 


146" (Cesgranrio-RJ) Em um computador digital, “bit” é um 


dos algarismos O ou 1 e uma “palavra” é uma sucessão 
de “bits”. O número de palavras de 32 “bits” é: 


32.31 
p) 
(D) 32? 


(A) 2(22-1) (O) (E)2-32 


(B) 23 


É PAZ) (FGV-SP) Um tabuleiro especial de xadrez possui 16 ca- 


sas, dispostas em 4 linhas e 4 colunas. Um jogador deseja 
colocar 4 peças no tabuleiro, de tal forma que, em cada 
linha e cada coluna, seja colocada apenas uma peça. De 
quantas maneiras as peças poderão ser colocadas? 


: TAB) Uma rodada do campeonato de futebol consiste num 


grupo de 10 jogos. 
Deseja-se fazer um palpite para uma rodada, com o 
preenchimento de um talão com o seguinte aspecto: 


A,xB, 


Ao x Bo 


Se, numa linha, fizer a marcação a seguir, significa que 
no jogo correspondente o palpite é: 
Vencedor A. 


jJoco jAa|B|E 


AxB X 


O X na coluna B significa: Vencedor B. 
O X na coluna E significa: Empate. 


Um torcedor preenche um talão fazendo 10 marca- 
ções, uma em cada linha. Como a ordem dos palpites 
altera o talão, temos 3 elementos — A, Be E — que 
devem ser reunidos em grupos de 10. Determine o 
número de talões diferentes. 


149" (Mack-SP) O total de números, formados com alga- 


rismos distintos, maiores que 50000 e menores que 
90000 e que são divisíveis por 5 é: 


Ba.” 
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(A) 1596 
(B) 2352 


(C) 2686 
(D) 2788 


(E) 4032 


150" (Cesgranrio-R)) Com os algarismos 1, 2,3,4,5€e 6 
formam-se números naturais de 6 algarismos distin- 
tos. Sabendo-se que neles não aparecem juntos dois 
algarismos pares nem dois algarismos ímpares, então 
o número total de naturais assim formados é: 


(A) 36 (D) 72 
(B) 48 (E) 90 
(C) 60 


[57 (Faap-SP) Um indivíduo faz uma relação de nomes 
de onze pessoas amigas. Calcule de quantas manei- 
ras ele poderá convidar cinco dessas pessoas para 
jantar sabendo-se que na relação há um único casal 
inseparável. 


[52" (Puccamp-SP) Num zoológico há dez animais dos quais 
devem ser selecionados cinco para ocupar uma determi- 
nada jaula. Se entre eles há dois que devem permanecer 
sempre juntos, encontre o total de maneiras distintas de 
escolher os cinco que vão ocupar a jaula. 


[53º (Mack-SP) Num tribunal, dez réus devem ser julga- : 
dos isoladamente num mesmo dia: três são paulistas, : 
dois mineiros, três gaúchos e dois baianos. O número 
de formas de não julgarem, consecutivamente, três 


paulistas é: 
(A) P, (D) P-P,+P, 
(B) P, (E) R=RooP, 
(O) Po Ps, 


[54 (FGV-SP) Um professor conta exatamente 3 piadas no 
seu curso anual. Ele tem por norma nunca contar as 
mesmas 3 piadas que contou em qualquer outro ano. 
Qual é o número mínimo de piadas diferentes que ele 
pode contar em 35 anos? 


155" (Cesgranrio-RJ) Uma fábrica deverá participar de uma 
exposição de carros importados com 6 modelos dife- 
rentes, sendo dois deles de cor vermelha e os demais 
de cores variadas. Esses carros serão colocados em um 
stand com capacidade para 3 modelos, somente com 
cores diferentes. O número de maneiras distintas de 
esse stand ser arrumado é: 


A: 


(A) 24 (D) 72 
(B) 36 (E) 96 
(C) 60 


segure. RJ) Com as letras da palavra PROVA podem ser 
escritos x anagramas que começam por vogal e y ana- 
gramas que começam e terminam por consoante. 
Os valores de xe y são, respectivamente: 


(A) 48 e 36 (D) 24 e 36 
(B) 48 e 72 (E)72e 24 
(C) 72 e 36 


* 1870 (Cesgranrio- RJ) Uma indústria fabrica 100 produtos 


diferentes, que já estão no mercado. Para facilitar a 
identificação de cada produto, via computador, deve 
ser criado um código de barras especial, onde cada 
barra é | ou |]. O número mínimo de barras necessárias 
para se criar um código de barras que identifique cada 
um dos 100 produtos é igual a: 


(Se necessário, use log 2 = 0,3.) 
(A) 5 
(B) 6 


(C) 7 
(D) 8 


(E) 9 


1580 (PUC-RJ) Um torneio de xadrez, no qual cada jogador 


joga com todos os outros, tem 435 partidas. Quantos 
jogadores disputam? 


(A) 25 (D) 24 
(B) 23 (E) 30 
(C) 20 


é 159] Numa urna há bolas verdes, azuis e vermelhas, em 


grande quantidade. De quantos modos se pode tirar 8 
bolas de uma vez? 


: 160] Podemos escolher entre os sabores laranja, hortelã e 


limão. De quantos modos podemos comprar 5 balas? 


161º De quantos modos podemos distribuir 10 brinquedos 


iguais entre 4 crianças de maneira que nenhuma crian- 
ça fique sem receber brinquedo? 


é 162) Uma sorveteria tem sorvetes de 11 sabores diferentes. 


De quantas maneiras uma pessoa pode escolher 6 sor- 
vetes, não necessariamente de sabores diferentes? 
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BINÔMIO DE NEWTON 


dd RL Rs 


RE 


O so 1 
leer & ar 
AOC, 2 
Reco ei 13 31 

ioeveei Ed e Ad 

iocoooe; L 5 0% 5 1 
jecococei 16 sm 156 1 
ijecocooce; Lt AS BM TAI 

iocococ00ce; 18 2856 70 56 28 8 1 


ES 


= 
Pis 


pe NU | (pa 2 


da 


Neste capítulo, estudaremos os números binomiais, que, além de ajudar a resolver problemas 
combinatórios, obedecem a belíssimas relações (resumidas no triângulo de Pascal) e permitem- 
-nos expandir rapidamente expressões algébricas com potências de somas. Na imagem, um 
desenho de um livro de 1303, de Zhu Shijie, com a versão chinesa do triângulo (ali representa- 


do como “triângulo de Yang Hui”, que viveu muito antes de Pascal). Este desenho contém um 
pequeno erro — você consegue encontrá-lo? 


4 - BINÔMIO DE NEWTON 
4.1 - Triângulo de Pascal 


O triângulo de Tartaglia-Pascal é uma tabela de dupla entrada onde estão re- 
gistrados os valores das C4. 


3 


n 0 1 2/3 4/5 6 7/8 
0 1 
1 1 1 
EN 0 1 2 3 2 E 2 d 
n b 
3 1 3 3/1 
0 CL 
4 1 4 6 4 1 
1 Cc E 
5 1 [510 10|5|1 
de [Jo 15] 
6 1 6 15 20 15 6 1 
3 Cc GQ € Cc 
7 1 7 24 353521 7/4 
ear nua dub Sa CDS ARS od 8 1 8 2856170 56 | 28 8 1 
dd mio: MM o 


[7]. 4.1.1 - Combinações complementares 


NOTA 

ne mostrar que se Como sabemos, C? = C"-?. No triângulo de Pascal os elementos de uma mes- 
P=Ck, então x=pou 

x=n-p. ma linha, equidistantes dos extremos são iguais. Observe na tabela acima, os nú- 

(Observe no triângulo de . 

Pascal.) meros envolvidos por pequenos quadrados. 


Exemplos: 


) C=C3=56 


ii) CE =C4, 


so 
Hi) Cl=Ct=5 


iv) Calcular x de modo que se tenha C*+º = C*-º, sendo a + Oem par. 
Como a 0, x+a+x-a então, devemos ter: 
x+a+x-a=m 
m 
ne 
b 
v) Sendo C? = C?-!, qual a relação entre m e p? 
Estas combinações devem ser complementares, logo: 
p+p-l=m=>m=2p-1 
Vê-se que m deve ser um número ímpar, obrigatoriamente. 
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vi) Resolver a equação CH! = Cj. 
Devemos ter: 
Bro l=éroyS Zr=gde=e-m=á 
OQUE OE POE AGE BOEZVES 


4.1.2 - Relação de Stifel 


Consideremos o quadro das combinações simples de m elementos, p a p, e di- 
vidimos esse quadro em dois grupos de combinações: o primeiro, de combinações 
que contêm dado elemento A e o segundo de combinações que não contêm esse 
dado elemento A. 

Calculemos o número de combinações do primeiro grupo: 

p-1 


A Como dispõe-se de m elementos, basta separar o 


dado elemento A e colocar a seu lado quaisquer p — 1 elementos dos m — 1 restantes. 
Então, o número de combinações de m, p a p, que contêm o elemento A é C? -! 


m= 1" 
Calculemos, agora, o número de combinações de m, p a p que não contêm A. 
Basta separar este elemento A da relação dos m elementos e reunir os m — 1. NNEENINNEIuNaM 
elementos restantes em combinações de p elementos. Temos então C? .. rd doses ii 
Como o quadro das combinações de m elementos, p a p, é constituído das a soma de dois elementos 


combinações que contêm A e das que não contêm A, podemos escrever: consecutivos de uma linha 
é igual ao elemento que se 


mesma coluna do mais à 
Que é a relação de Stifel. direita. 


Esquematicamente no triângulo temos: 


0 LO rena p-1 p 
1) [ul+[1 
E + 
dp q [Bj à 
p-1 p = 
dd a 4 ida Cn + Cmi 
4/1 [4]+[6] [4l+[1 E 


s/ 1/5 [1010 [5|1 


A verificação analítica dessa relação é simples: 


po (m=-1)! 
nm pm p-1)! 
dpi (m-1)! 
"o (p-DlGn-p)! 
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Somando membro a membro estas igualdades, vem: 


4Cr1- (m — 1)! (m — 1)! 


Co? E 


m-1 


mm: c=p(m- p)! 


Plim — p)! o 
mpi (= Dl= Cn pm =D) 
age q isa 
Cc scr -MoDímop+Gn-D!p 
m-1 m-1 pm p)! 
A Mm Din p+p) 
m-1 m-1 pm p)! 
1“ (m-Dim m! 
Cc? Cc? = — = C? 
m=1F md pm-p! pm-p!o ” 
Exemplos: 


1 6 6 5 

|) Ci, = Cit Ci, 

ii) Cr+3=Cr+34 C?+2 
m+5 


m+4 ipi: 
gas 8 9 10 il9) 
ni) Quanto vale a soma Cc Ci cs: 


5 8 97 9 9 io =, 10 1 5 
Temosque:C Cc CCC) Ce mmalmenie; 


23! 
o CTA 


Exercício resolvido: 


Resolver o sistema: 
GR e O 
CC (II) 
Solução: 


Da igualdade (1) utilizando a relação de Stifel, temos: 


Ge eric cics» 4 vorrdav=od 
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Por outro lado, tomando a relação (ID, CY = Cj". Então, podemos ter: 


l:hipótese:2y=x-1ley=x-4 


Temos o sistema: Subtraindo membro a membro: 
nao (Ci. =(C8 4 (CH 
v=x=4 VE enero 15 14 14 
2y=x-1 C$, =Cé, 


2º hipótese: 2y+x—- 1 =2x (comb. comp.)ey=x— 4 


Temos o sistema: Subtraindo membro a membro: 
Fa Vs o 
By = 1 = o 
ds eniel 
3º hipótese:2y=x-lex-4+y=2x 
Temos o sistema: Subtraindo membro a membro: 
pi y=-5 e x=-9 (não serve) 
x vi="4. 


4º hipótese:2y+x-1=2xex-4+y=2x 


Temos o sistema: Subtraindo membro a membro: 
a? da y=-3 e x=-7 (não serve) 
x=y="4 


Logos S= (7 9 (E, 5) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule x na igualdade: : 06 Demonstre que: 
Ch =Ciº ca 
[2º Resolva a igualdade: [NZD Resolva a igualdade: 
Ci+C;=C]* É C=Ci omnes 
[3 Calcule x em cada igualdade: É EE Resolva: 
6 7 (4+3 : x Xx+ 
a CC = a) CL =C8" 
2x x+2 : + 
b) C$=€C7 b) Ci =Cij” 


O) Cj=Ciit 
* P9 Encontre n, em CÊ =Cºº. 
e E 
4” Simplifique: cs : MOS Calcule o valor de n em: 
x C!+C2-6 
E5" Resolva a igualdade: C2+ Ci =35 
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4.1.3 - Relação de Euler 


Consideremos o quadro das combinações simples de m elementos, p a p, e se- 
paremos esse quadro em vários grupos de combinações. 
O primeiro, das combinações que contêm um dado elemento A. Temos Cf "1. 


= 


Em seguida, as combinações que não têm A, mas têm o elemento B. Para isso, 
retiremos o elemento A da coleção, separemos o elemento B dos m — 1 restantes e 
coloquemos ao seu lado p — 1 elementos dos m — 2 elementos agora disponíveis. 

Temos, então, as combinações que não têm A, mas têm B: C?-1. 


mM — 
Analogamente, as combinações que não têm A, não têm B, mas têm C são 


C?-1, pois devemos retirar A e Be separar €C para, ao seu lado, colocar p — 1 elemen- 


m-3" 
tos dos m - 3 restantes. 
Assim, sucessivamente, os elementos disponíveis vão diminuindo até restarem 


p elementos que darão apenas uma combinação de p, p a p. Temos, então: 


Cp =Ch-14Cr-1+Cr-1+..+C! 


m-1 m-2 m-3 


Como C? =Crri= 


m-1 


= 1, temos a relação de Fuler: 


Cp = Cr1+CH1+Cr1 ++ CIC 


m-1 m-2 m-3 p-1 


Esquematicamente, no triângulo, temos: 


D p-1 
+ E 
Da 
+ 1 Cc! 
D.2 O P Ro 
N 
p cp! 
Ra à e - + 
1 4 O 4+01) ' : » 
+ + = 
15 (9 10 91 mil qu 
m S + 
1 6 15 5 O 1º, cr, am 


Essa relação pode ser obtida diretamente. 
Tomemos a relação de Stifele C? = C? |, + C? + e apliquemo-la sucessivamente 
ao primeiro termo do segundo membro: 


CL=C14+CLA 

A 1= 674 Er 

(04 1= Cs, + Cro 

Cí, = Ch+ Ch! 

Somando membro a membro essas igualdades, temos: 
Cr=Cri+Cro+.. O a "io 


Como C?=1 = E podemos substituir obtendo a relação de Euler. 
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NOTA 
Simbolicamente: 
m-1 


Es Lo 


k=p-1 


NOTA 

A soma dos elementos 
consecutivos de uma 
coluna, a partir da unidade, 
é igual ao elemento que 

se situa na linha e coluna 
seguintes às do último. 


Es 
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Exemplo: 


10 10 10 Qu, 11 
Coca acc, 


Exercícios resolvidos: 
1) Calcular o valor da soma: 


$=1-2....p+2:3-..-p-(p+D)+.+n:(n+1)-..-(n+p>=1) 


Solução: 


Dividindo ambos os membros da igualdade por p!, vem: 


SE 


p! p! p! p! 
5 
Es pio 
APLICAÇÃO 
C=T.2 GE DME E Aplicando ao 2º membro da igualdade a relação de Euler, vem: 
+ 200 - 201 - 202 S 
a al 
S=31.C4,= pr r+» 
3!. 203. 202 - 201. 200 | 
a 41 S=p!Cii,=p! fre E nte tibia (np) 


TEEN o 
$=901:202-203:30 (gas flo djoeo 


2) Calcular a soma dos quadrados dos números naturais 12 +22 +32 +... +n2. 
Solução: 
Temosquec cade c 


n+1º 
n(n—1) 


Como Cº = , temos: 
2(2-1) F 3(3-1) F 4(4—1) FR n(n—1) E 
z e) z z gs 


Efetuando os numeradores, mas deixando o produto indicado e elimi- 
nando os denominadores, vem: 


(2-D+(32-3)+(42-9)+..+(nº-n)=20º 


n+1 


Juntando a parcela 1? - 1 = 0, temos: 
(12-D+(2-D)+(3-3)+..+(nº-n)=2C'., 


Associando os quadrados: 


(12+22+32+..+n)-(1+2+3+..+n)=2Cº 


n+1 
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Comores cc cce 


Temos: 


2+2+3+..+n2=2C? 


n+1 


1242 +32 +..+nº= a Wm+Dn(n=-D (+ 


+C? 


n+1 


io 
DR e a E 
2 3 
424354 ..4 m= N0+DQn+) 
6 


E 


4.1.4 - Relação de Euler complementar 


Uma relação interessante, que será utilizada no triângulo de Pascal, é obtida 
aplicando combinações complementares à relação de Euler: 


Sabemos que: 


Cr=Crd+Cr-i+.+C?r-1 + Cr 
m m-2 p p-1 


m-1 


Como: C? = C”-?, vem: 


Esquematicamente no triângulo temos: 


n+1 


Exemplos: 


i) C)+Ci+C2=C2=10 


Hi) C3+ Cl + C2+C3 =C3 = 165 
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0 1 m-p 

E ei 
1 (1) pri + 

+ p C, 
O 2) 

+ + 

1803 1 “ 

+ + m-p + 
a O dO ma E J 
Ls 0 1 = Er : 


NOTA 
Simbolicamente: 


m-1 


Cr p= >: (dd 


k=p-1 


NOTA 

A soma dos elementos de 
uma diagonal, a partir 
da unidade, é igual ao 
elemento que se situa na 
linha seguinte e na mesma 
coluna que o último. 


Baer 
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NOTA 
Simbolicamente: 


Sct=2" 
=D 


Es 
NOTA 

Co +CL+.+C7=2" 

A soma de todos os 


elementos de uma linha 
é 27, 


“e 


4.1.5 - Soma das combinações 


Consideremos dois elementos distintos, A e B, em posições, em que podem 


ser colocados esses elementos. Há duas maneiras diferentes de se obter o número 
de sequências que podemos formar, colocando esses dois elementos nas m posições. 


Inicialmente, consideremos uma das sequências possíveis ABBA... AB. 
REA 


O número de sequências será 2. 2...... 2 = 2”, pois em cada posição pode 


figurar À ou B. 


Por outro lado, o número de sequências poderia ser obtido do seguinte modo: 


Sequências que não têm A=1=Cº. 


Sequências que têm um A =C|, pois A pode estar em qualquer lugar. 


Sequências que têm dois A = C 2, pois A A podem ocupar C 2 lugares. 


Sequências que têm m A = C”, quando todas as posições são A A ... A. 


Teremos então: 


Esquematicamente no triângulo temos: 


1 


D+O+10+1)+D+D= 2 


Exemplos: 
tac cics io 


Hi) C3+Ci+C2=23-C3=8-1=7 


Exercício resolvido: 


à UR 

1 2% | 

D+O+O+D=2 

14 6 4 41 m| CL+Ci+C2Z+ 


RD a m 
+ CU=2 


Dispõe-se de 10 comprimidos solúveis em água e incapazes de reagir entre si. 
Quantos solutos distintos podem ser obtidos dissolvendo-se num copo-d'água 


um ou mais desses comprimidos? 
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Solução: 


Como a ordem em que se dissolvem dois ou mais comprimidos não altera o 
soluto, temos um caso de combinações. 


Teremos então as hipóteses: 
Dissolvendo 1 comprimido: C!, solutos. 


Dissolvendo 2 comprimidos: C? solutos. 
Dissolvendo 10 comprimidos: CY solutos. 


Logo, o número de solutos distintos será: 


CL +C2,+...+CI=219-C9 =1023 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Calcule n sabendo que: 
C1+Ci4Ci ra +Ci=1023 


[2 Calcule o valor de: 
S=1:2+2:3+3-4+..+n(n+1) 


[3º Determine m e p sabendo que: 
Ch Char 


PAM Complete: Ct-' + Ct = 


E57 Complete: X C! = 
p=0 


[6 Tem-se n comprimidos de substâncias distintas, solú- 
veis em água e incapazes de reagir entre si. Quantas 
soluções diferentes podem ser obtidas dissolvendo-se 
um ou mais desses comprimidos num copo-d'água? 


“e 


: ZM Calcule: CS + Cl + C2+C3+CI+ CS 


| EBD Calcule m. 


a) CS +Cl+C2+..+Cm=2048 
b) C| +C2+C5 +... +Cm=4095 


: [9] Calcule a soma alternada de: 


(o) | 2 3 10 
Co CEC Cio ts Co 


HO! Calcule:1-C!+C2-...+(-1)º-Cr; com p<n. 


: [MM Calcule a soma: 


S=1:2:3+2:3-4+...+98.99.100 
(Sugestão: divida os dois membros por 1.2.3) 


«Ço 1 2 3 50 
É E Calcule. C$+ C;+C)+C;+..+Cã 


(Sugestão: aplique a relação CP = C"-?) 
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4.2 - Binômio de Newton 


Chama-se binômio de Newton qualquer expressão do tipo (x + a)". 


A fórmula do binômio pode ser obtida procedendo da seguinte maneira: 

(x+a)' =(x+a)(x + a)(x + a)...(x + a) tendo n fatores. 

Um termo qualquer será obtido por um produto de n fatores x ou a sendo um 
deles de cada fator. 

Assim o termo xaa...x é obtido tomando x do 1º fator, a do 2º fator, a do 3º 
fator etc. e o x final do último fator. Então, um termo qualquer será do tipo atx"-* 
em que os fatores a foram retirados de k parênteses e os fatores x dos n — k restantes. 

Como são n parênteses o termo a*x" - * pode ser obtido tomando k fatores iguais 
a a (C* modos diferentes possíveis) e n — k fatores iguais a x dos n — k restantes. 

Então, o termo geral é: 


a É xN-k4 ar x xN-k des É ar é xXN-k = CE a ar ” xN-k 


k 
Ck parcelas 


Em outras palavras: 
o termo com n fatores x e nenhum fator a é x"=C9 aº x"; 
o termo com n — 1 fatores x e um fator a é Cla! x"-!; 


o termo com n — 2 fatores x e dois fatores a é C? a? x"-?, 


o termo com n — k fatores x e k fatores a é Ct at x"-* 
e assim sucessivamente até C" a” xº. 


A soma de todos esses termos dará o desenvolvimento de (x + a)" ordenando 
segundo as potências decrescentes por x: 


GeareCarrscaoxp acervo arte Ca 


b b | b ! 
T, T, T, T, +1 A +1 
Observações: 


i) O desenvolvimento tem n + 1 termos. 


ii) À medida que o expoente de x decresce, o expoente de a cresce man- 
tendo a soma igual a n. 


iii) Os coeficientes combinatórios são todos os elementos da linha cor- 
respondente ao número n no triângulo de Pascal. 
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DEFINIÇÃO 
Binômio de Newton. 


NOTA 

Esse desenvolvimento 
é também chamado 
expansão binomial. 


Ed 
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0 1 2 3 4 n 

0 1 

il 1 E 

2 1 2 1 

3 1 3 3 1 

4 1 4 6 4 

5 1 5 10 10 5 1 

n (El ct Cc: Cs e cr 
Fo bb A | 

ax" ax"! ax"? ax 


Exemplos: 


|) 


ii) 


iii) 


Expandir (x + a)*. 

As partes literais serão, segundo as potências decrescentes de x: 
SE RÉ, RE, 5a, (OP 

Colocando agora os coeficientes encontrados na linha 4, vem: 
(x + a)! =x! + 49% + 6a2x? + 4aêx + a! 

Analogamente: 

(x+a)2 =x2+2ax+a? 

(x +a) =x) + 3axº + 3a2x + q? 

(x + a)* = xº + 5ax! + 1092xº + 109ºx? + Salix + as 
(Ge-a*=Ci(-a)'xº+Ci(-a) x +Ci(-a?x+ Cica) x + Cica)! + 
+ Cê (-a)* xº 

(x — a)º = Cga'x* —- Cia!x* + Cia?x* —- Ciax? + Cia'x! — Cia'xº 

(x- a) =x* — 5axº + 1092xº — 10aºx? + 5a!x — a 


Note que quando o binômio é diferença, os termos são alternadamente 
positivos e negativos. 


Calcular o valor da expressão: (a + Jb) 4 (a — JD) 


(a+b) = aº +64ºVb +15aºb + 200ºbvVb +15a2b? + 6ab? Vb +bº 


(a -b l =a*-6a' vb +15atb-20aºbVb +154ºb?- 6ab? Vb +b? 


Somando membro a membro: 


[a+5) +(a-v5) =2(aº+15a'b+1592b? +) 
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iv) 


v) Calcular o valor da soma: 
O cl Tal 
delr> Coto S Pow Cos 
2) 4 8 2 
Podemos escrever: 
(O) 1 E dl 1 6 2 1 o E 1 (o) 
Es ir lo Ea nao 
que nos dá: 
ú 7 
S=|1+ al = Er 
2 pr A 
vi) Calcular o valor da soma Z2 Jeso ne de. 
Observe que: 
= Rec lance casca 
entao 20 AC sc Mc sal 
O termo geral do desenvolvimento do binômio de Newton (x + a)" é: 
Ti Ca onde k=0,1,2,...,n. 
Essa fórmula permite calcular um termo qualquer da expansão binomial 
sem desenvolver o binômio. 
Exemplos: A 
2 
i) Calcular o quinto termo do desenvolvimento de | E | : 
Sabemos que: T. ,, = Ctatxr-* 
Como queremos T,, devemos ter: 
2, 
k+1=5>k=44=— en=10 
2 4 
T=Cr a 
5 
logs po, 3 360 
SR DISSO Ea f= 6 
1.2-:3.4 x se A 
2 
ii) Calcular o termo de 7º grau no desenvolvimento de |" + a ; 
px 


Mostrar que 77º — 1 é múltiplo de 6. 
Basta fazer 7 = (6 + 1) e desenvolver pelo binômio de Newton: 
Posso tl l=oc"c oc co cc ci 


Como todas as parcelas tem o fator 6, vem 72 -1=6(6º+CL:68+..+ 


+ Ci)=6k,k E Zo que demonstra a propriedade. 


O termo de 7º grau será do tipo T, ,, = Ax”. Devemos procurar o valor 
de k para que o expoente final de x seja 7. 
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NOTA 

De um modo geral, 

3"— 1 é múltiplo de 2, 
4"—1 é múltiplo de 3, 

5" — 1 é múltiplo de 4 etc. 
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Consideremos o termo genérico do desenvolvimento: 
k 
Z é 5 
Devemos ter 32 — 5k=7 => k=5. O termo pedido será então: 
T,=C5:2º.x'=1792x 


lii 


n— 


is 
: É 1 
Calcular o termo independente de x no desenvolvimento de [e — 2] ; 
x 


O termo independente de x deverá ser do tipo T, ,, = Axº. O termo geral 
do desenvolvimento será: 


k 
tu=ei (1) coro 
X 


2 


E = (=). Or . x45-3k-2k 
Devemos ter: 45 — 5k=0 => k=9, logo: 
To= (=1)º Es WC xº= 5005. na 

iv) Calcular o termo independente de x em: | xº + =| : 


k 
Temos: T, = C&,- [5] DO OO 
x 
Fazendo 65 —- 8k = 0 => k= a & IN, logo não há tal termo no desenvol- 
vimento. 
v) Calcular o penúltimo termo do desenvolvimento de (2x — y)!!*. O pe- 
núltimo termo será obtido para k = 113, logo será o 114º termo. 


dE Ss (=1)H3 o vala (25) ia 113 
T,=-14ylb.2x 
T,,=—228xy"!ê 


vi) Sabe-se que a soma dos termos extremos do desenvolvimento do 
binômio (x + y)* é 4112, e que o termo central vale 1536. Calcular x e 
y sabendo que são positivos. 


Os extremos serão x* e y* e o termo central será T, = Cix?y?, uma vez 
que o desenvolvimento terá 5 termos. 


Podemos escrever: 


DD a DD 7, 
6x2y2 = 1536 


Resolvendo o sistema: 
sis neb) 


poe dl = pes 2) 


à VA: 164 
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vii) Sendo Rxºy* um termo do desenvolvimento de (x — y)”, calcule os seus 
termos centrais. 


Como um termo qualquer é dado por T, ,, = (-1)*Cty*x"-*, devemos ter 


= fu= 
e E logo n = 13. 


O desenvolvimento terá, então, 14 termos. 


6 termos 6 termos 
ES =" SS 
To lo Io ins io io 


Como há 14 termos, haverá 6 termos antes dos termos centrais e 
6 depois deles, logo os centrais serão o 7º e o 8º termos. Para T,, k = 6 
logo T, = (-1)º C%, y*x' = Ci, yºx" e para T,, k = 7 logo 
T,=(-1)C/,y' xº=-C/,y' xº. 

Note que os coeficientes combinatórios têm mesmo módulo e sinais 
contrários. 


Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


Determinar o valor de m de modo que o terceiro termo do desenvolvimento 


2m 


EA 
de PERUA e seja independente de x. 


Solução: 
k 
. il «(MMA DK = CE. ns DC -2mk 
2m bl 
x 
Como o termo deve ser o terceiro, k = 2, logo: 
= 2 y( 1).5-4m — 
T=Car O = Dilguvto 


Este termo deve ser independente de x, entãom +5=0 => m=-5. 


No desenvolvimento de (x + y)" sabe-se que T, = 240, T, = 720e T, = 1080. 
Calcular x, y e n. 


Solução: 
Ciyx"'! =240 nyx"-!=240 (1) 
Cv x *=720 = n(n— 1) y2x"-2 = 1440 (2) 
Cê yº x"-3 = 1080 n(n-1) (n-2) yêx"-* = 6480 (3) 
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Fazendo as divisões: 


a DO as Es pas t= 6 


9) 
(3) + (2) uti = 7 
Dividindo novamente: 122 -2 »n=5 
46 
Temos, então: | x — >x=2ey-3. 
5yx* = 240 


m-2n 


6 
3) Determinar os valores de m e n no desenvolvimento de xmon 4 + 
x 


m 


de modo que se tenha - o x*, qualquer que seja x. 


Solução: 


de = x 4m+ 8n+2m— dn + 4m-2n- 8m+ dn = xen-6m 

T, 
6n-6m =-—6 

Então: m j > me? e wúsl 
2 


2 
4) Calcular o termo de maior coeficiente do desenvolvimento de [2x + a] : 


Solução: 


Suponhamos que o termo de maior coeficiente seja T, ,,. Temos: 


1 k+2 13 


JIZA 
[eb j=nanssnoT, ++. +T 
3 + 


Como admitimos que T, ,, é o termo de maior coeficiente, podemos escrever: 


+1 
coeliciente 1 = coeficiente 1 = cocliciente 


coeltiir = icoshal 


cochiR E lcocao 


ou ainda: | 
Calculemos esses coeficientes: 


ES iB= 
Ta=Ch (8) (em)" teh Eyes 


à VA: 166 
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EE 13-k 
K = 5 E . pra = . dem us a 


y tis 2 plil= 5 
k+1 lis k+1 essi pllil= 
li =C, É E (2x) =C,, V DAS 


i 381 Xá 


Substituindo os coeficientes no sistema: 


fas e 
12 ga 381 
212 -k A QN -k 

[Ch 3% =, à PEER 


Wi. 12! 
k(12-k)  (k-1)(13-k)! fe 


| 
| Ia 12! 6(k+1)=12-k 
| K(12=K)! (K+1)I(11=K)! 


Observe que o único inteiro entre e e = é - = 1, logo o termo de 


maior coeficiente é T, = Cl, - = * (2x) = 8192 yx!!. 
5) Calcular a soma dos coeficientes dos termos do desenvolvimento de: 
a) (2x + y)!º 


b) (x2+4 3x) 


(e) 
X 


Solução: 


Se num monômio Mx“y” quisermos obter o coeficiente M, basta fazer 
u= leme ll Gois Mio do (= Mb). 
ap (2 Da = 


b) (12+3.1)5=4=20=1024 


14 
o) ES =(1-D4=04=0 
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z 


1 LARES 4 
6) A soma dos coeficientes de po o é 4096. Calcular o termo inde- 


pendente de x do desenvolvimento. 


Solução: 
x=1 (3-1)”-"=4096 


n=4 
qu uspã= Po melden DE) d 
n=-3 


12 
O binômio fica: [8 = a) 
x 


1 bes xº=>para ser independente de x 
o i Reis = (OU El db 2a Dk 
a = Cia x * (3x2) =C5," Ex 8) ae 


To Cars qe = Dá Bk=0)=s k=8 


12 -11-:19.9 
le 


T,=C8,-(-1)8.3*.xº=C4, 81 = -81=11:5-9.81=40095 


à VA: 168 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM (FEI-SP) Desenvolva, usando a fórmula do binômio de 
Newton (x — 1 (x + 1). 


6 6 
[2º Calcule o valor de [15 +5) [5 = 3) ; 
3 


8 
[3º Calcule o termo em x* no desenvolvimento de 2% - 1] ; 


8 
PA (FEI-SP) No desenvolvimento do binômio [x sal ; 
x 


dê o termo independente de x. 


E5 | Dado o binômio (x + a)” com m > 0, determine m, 
para que no desenvolvimento do binômio o coeficien- 
te do 3º termo seja igual a 5. 


[6 Calcule o termo central do desenvolvimento de (2x + 1). 


[7 Calcule o termo independente no desenvolvimento de 


X 


2 


10 
x 
"8 No desenvolvimento de [s — y) , determine o coe- 


ficiente numérico do termo que contém o fator y*. 


20 
"9" Considere o binômio de Newton [2º = 2] e calcule: 
x 


a) o termo do 5º grau; 


b) a soma dos coeficientes. 
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É MB) No binômio (+54) 
: x 


: MO! Ache o valor de a, de modo que o coeficiente de xé seja 


10 
a 
igual ao de x!º no desenvolvimento de [2x + 5) ; 
x 


: MT Qual à soma dos coeficientes numéricos no desenvol- 


vimento de (3x — 2y)%? 


; [92] Calcule o termo do 5º grau do desenvolvimento de 


n2-5 
[* + 2) , Sabendo que ele tem 21 termos. 
x 


n?-2n 


a soma dos coeficientes é 


256. Calcule o termo do 4º grau. 


: [MN A razão entre a soma dos coeficientes de (x + y)"+2 e de 


(x+ y)!º é 8. Calcule a soma dos coeficientes de (x + y)"->. 


: [15º Qual o termo racional do desenvolvimento de (v2 + 35) ? 


É 8 
| [6] Calcule dC ( O) 
: p=0 


BIZ A soma dos coeficientes de (5x + 4)" — (4x — y” é 


6480. Calcule o termo central do desenvolvimento de 


(x+ da) 


: 78] Determine o termo máximo do desenvolvimento de 


50 
asa . 
10 
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Apêndice 


Números figurados 


A 3º coluna e a 4º coluna no triângulo de Pascal têm particular importância 
porque dão os totais de elementos de uma pilha com formas geométricas. 


No triângulo de Pascal: 


o 1 2 3 4.5 6 
0 1 
7 1 1 ;——— números triangulares 
2 1 2 1 ;————— números triangulares-piramidais 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 1 
5 1 5 | 10 10 5 1 
6 1 6 |15 20 15 6 1 


Os números da 3º coluna são chamados números triangulares e os da 4º co- 
luna são chamados triângulo-piramidais. 

Os números da 3º coluna são 
assim chamados porque dão o total 
de objetos dispostos em forma de 
triângulo como indica a figura. 

Os números da 42 coluna são 
assim chamados porque dão o 
total de objetos dispostos em 
forma de pirâmide de base, 
triangular. São pirâmides for- 
madas por camadas sucessivas 
de triângulos superpostos. 

Assim, se tivermos uma pilha triangular com n elementos na aresta da base o 
total de objetos da pilha será o n-ésimo elemento da 3º coluna. 

Como a pilha triangular tem 1 objeto no vértice superior, 2 na 2º camada, 
3 na 3º camada etc., então o total será: 


ntn+1 
1+2+5 + +tn=0 +C,+4+Cru dC = Cs dad 


que é a expressão geral dos números da 3º coluna. 


Sendo os números da 3º coluna, números triangulares, os números da 4º co- 
luna são somas de números triangulares, logo, representam números de camadas 
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triangulares tendo 1 objeto no vértice, 3 na segunda camada, 6 na terceira camada 
e assim por diante. 

O número de objetos da pilha piramidal triangular será o n-ésimo elemento 
da 4º coluna. 


n(n+1)(n+2) 
1454641045 +0.+40.,=C + totl=Lu Sã 


na O 6 


que é a expressão geral dos elementos da 4º coluna onde n é o número de camadas. 


Exemplos: 


id) Considere uma pilha triangular com 5 esfe- 
ras sobre cada lado. Quantas esferas há na 
pilha? 


O número de esferas na aresta é: n= 5 


O número total será: 
“65 


C2 


A = 15 esferas 


ii) Considerando, agora, uma pilha piramidal 
com 5 esferas sobre a aresta, o total de esfe- 


ras será: 
Ci= pn fira 35 esferas 
1.2.3 


Basta ver que a pirâmide é a soma dos nú- 
meros triangulares desde o 1º até o 5º. São 
camadas sucessivas de triângulos. 


iii) Os números quadrangulares são assim 
chamados porque dão o total de elemen- 
tos dispostos em forma de quadrado, 
como indica a figura ao lado. 


Os quadrângulos-piramidais são assim 
chamados porque dão o total de objetos 
dispostos em forma de pirâmide de base 
quadrada, formada por camadas sucessivas 
de quadrados como os quadrados ao lado. 
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Assim, se tivermos uma pilha quadrangular com n elementos na base, o 
total de elementos da pilha será o n-ésimo número natural ao quadra- 
do, nº. 


O que já era de se esperar, pois um quadrado com n elementos sobre o 


lado, contém nº elementos. 


Analogamente, o número de elementos de uma pilha piramidal qua- 
drangular com n elementos sobre a aresta será a soma dos quadrados dos 
n primeiros números naturais então: 


n(n+1)(2n+1) 
6 


12+2+2+..4+nº= esferas 


ou simbolicamente: 


> mi = en(n+D(2n+1) 


à VA: 172 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (UFRN) No desenvolvimento de (3 + 2x)*, o coeficiente 
de xº é igual a: 


(A) 60 
(B) 120 


(C) 240 
(D) 720 


(E) 1440 


FZ" 0 coeficiente de x no polinômio P(x) = (x + 2)º é: 
(A) 64 (C) 12 (E) 24 
(B) 60 (D) 4 


EB" (Mack-SP) No desenvolvimento de (2x + b), b£ 0,0 


coeficiente numérico do termo x“ é oito vezes aquele ; 


do termo em xº. Então, b vale: 
1 


1 
is Cs (E) 16 
1 
di (D) 32 


P4 (Cescem-SP) Assinale a resposta certa. 
(A (X+DIO=87 4x8 +... 4X +4x+1 
(B) (x + 1º = xº + 5x! + 10x) + 10x2 + 5x + 1 
(O) (X2-1)!=x8-1 
(D) (x* — 1)(x — 1) é divisível por (x + 1) 
te) e = DE = ==) 


E5 O valor do polinômio: x! — 4x?y + 6x2y2 — 4xy3 + y! 


quando: x = L pe ey= ia é igual a: 
2 dg 2-6 
tus (E) a 
3 42 
B) — D) = 
(5 D) E 


6 (FGV-RJ) A expressão 99º + 5(99)* + 10(99) + 
+ 10(99)2 + 5(99) + 1 é igual a: 


(A) 99 (C) 991º 
(B) 10º (D) 101º 


(E) 99º 


1 TÁ 
FZ (PUC-R]) O coeficiente de x na expansão de É E 1 é: 


(A) O 
(B) 7 


(C) 28 
(D) 35 


(E) 49 
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il 
; [8º (Unificado-R]) O valor de n na igualdade ba [7 ] =254 é: 


(A) 6 (D) 9 
(B) 7 (E) 10 
(C) 8 


* [BD (Cescea-SP) Sabendo que 


qu feto E es + 


5 
3 


aba: aj +b*=1024 


pode-se dizer que (a + b)? é igual a: 
(A) 144 (C) 36 
(B) 4 (D) 64 


(E) 16 


[10 (FEI-SP) Sendo 


20 2 2 2 2 
S= JE o DE ã Meca nt 0 pia A 2º 
0 1 Zu 19 20 


tem-se: 

(A)S =2ºº (D) S = 20! 

(ss (E) nenhuma das anteriores 
(GS =20% 


[11 (Cescea-SP) Simplificando-se (1 = 5) = (1 E 5), ob- 


tém-se: 
(A) 160 (C) 160 4/5 (E) -360 4/5 
(B) -160 4/5 (D) -50/5 


E Jo 
Ê si DA 
: 2º Desenvolvendo-se o binômio [e 2] , segundo as 


2 


potências decrescentes de x, o 6º termo será: 


(A) eu (C) 252% (E) 252x1º 
(B) um (D) 210x'5 


é: [39 Um dos termos do desenvolvimento de (x + 3a)º é 


360xº. Sabendo que a não depende de x, o valor de a 


Z 


e: 
(A) £1 (C) 3 (E) £5 
(B) +2 (D) +4 


tw” 
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6 
[14 O termo independente de x em IE E 1) [x = 3) é: 


X X 
(A) 20 (D) 15 
(B) -15 (E) 200 
(C) -20 


[15º (Ucsal-BA) O 5º termo do desenvolvimento do binô- 


a ip Astned 
mio [2º +— |, de acordo com as potências decres- 
x 


centes de x, é 1120x?. O número natural n é: 
(A) primo. (D) quadrado perfeito. 
(B) divisível por 3. 


(C) múltiplo de 5. 


(E) cubo perfeito. 


8 
a ; 1, 
[16º O coeficiente de xº no desenvolvimento de [e -— |é: 
' 


(A) 22 (C) 26 (E) 30 


(B) 24 (D) 28 


[17º O coeficiente de x! no desenvolvimento de (x? + x3)'S é: 


(A) 455 (C) 555 (E) 600 


(B) 500 (D) 643 


[18 (Cescea-SP) O coeficiente numérico do termo de 
4º grau do desenvolvimento do binômio de Newton 


(x- 27 é: 
71 8! 2! 
ET en es 
8! 71 
e Um 


[19 (FGV-RJ) Ache a soma dos coeficientes do polinômio 
(1-2x+ 3x). 


[20' (Unirio-RJ) Calcule o valor de: 
n n n n n n 
— + — +..+ — 
0 1 2 3 n-1 n 
em que n é impar, justificando sua resposta. 


!21 Determine o coeficiente x) no desenvolvimento de 
(3x) —- x + 232. 


[22 Determine o coeficiente de x! no desenvolvimento de 
(3 — 3x2 + 3x— 13. 


“e 


: 123º (UFV-MG) Ao elevarmos o binômio (ax + b) a uma 


determinada potência inteira e positiva, uma das par- 
celas do desenvolvimento é 5145x2b?. O valor de 
a (a > 0) no referido binômio é um número: 


(A) par maior que 5. 

(B) par menor que 5. 
(C) ímpar maior que 5. 
(D) ímpar menor que 5. 


(E) primo menor ou igual a 5. 


[24º (Fuvest-SP) O valor numérico da expressão 


n (3) n-1 (3) n-2,,2 n 
x" + 1 xD y+ 3 xy + y”, 


parax=y=1 é: 


(A) pri (C) 2n+1 (E) 22n-1 


(B) 2” (D) 22 


[25º (Uerj) [x = =| 


Na potência acima, n é um número natural menor que 
100. Determine o maior valor de n, de modo que o 
desenvolvimento dessa potência tenha um termo in- 
dependente de x. 


=) 


É 26" (FGV-R)) O valor de Sa (2)"(3)” é: 


(A) 6" 
(B) 5" 
(C)1 

(D) 2" 


(E) impossível de se calcular por vias elementares. 


É EZZN (ITA-SP) Sejam ne +, p E N onde N = (0,1,2,..); 


Nº=(1,2,3,..). 
Então Die) ep) vale: 


(A) 
(B) O 
(C)1 
(D) 2 


(E) nenhuma das respostas anteriores. 
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[28º (UFU-MG) Se n é o número de termos do desenvol- 
vimento (x +17) que não contenham radicais, 


então n é: 
(A) 8 (C) 6 (E) 4 
(B) 5 (D) 7 


[29 (Mack-SP) O número de termos racionais no desenvol- ; 


o (11 
* BHO somatório HE ] é igual a: 
É k=0 


vimento de (2,3 + 5) é: 
(A) 8 (C) 4 
(B) 6 (D) 2 


(E) O 


1307 (Mack-SP) Abaixo estão 5 aproximações do número : 


20 inda É f Ei 
(1,003)?º. Usando o binômio de Newton é possível de É 186) (FMABC-SP) O número das raízes da equação CX = Cy é: 


terminar a melhor delas, que é: 
(A) 1 (C) 1,03 
(B) 1,01 (D) 1,06 


(E) 1,0003 


[37 (FGV-R)) A soma dos coeficientes dos termos de or- 


dem ímpar de (x — y)" é 256. Então, o valor de n é: 
(A) 9 
(B) 8 
(0) 7 
(D) 4 


(E) nenhuma das alternativas anteriores. 


positivos. O conjunto de todos os ne IN, n>2 e para 


. nm (n-1 n=1. . 
os quais |, |=| 3 E 2 é o conjunto: 


(A) (3) (D) (ne N|n>3) 
(B) 3,5) (E) (3, 4,5) 
(C) (3, 4) 


[33º Uma pessoa possui um certo número m de objetos 
distintos. Agrupando-os 3 a 3, de modo que cada gru- : spot a 
po difira do outro por possuir pelo menos um objeto ; a SD » e 


diferente, obteve o mesmo número de grupos se os : 


juntasse 5 a 5, do mesmo modo. 


m z 
Então [2] é: 


(A) 35 
(B) 84 


(C) 120 
(D) 56 


(E) 10 
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: B4' Um estádio tem 10 portões. De quantas maneiras 


diferentes o estádio estará aberto? 


(A) 1200 (D) Co, . Co 
(B) 1023 (E) não sei. 
(O € 


10,1 


(A) 34572 (D) 2047 
(B) 34571 (E) nada disso. 
(C) 2048 


(A) O (D) 3 
(B) 1 (E) maior que 3. 
(€)2 


| 
: [BZ (FGV-Eaesp) Sabendo que (7) =xe E =y, 


m- m 2. | 
então e] é igual a: 


(A) x+y 
(B)x—y 


(O y-x 
(D)x-p 


(By-p 


[32' (FGV-Eaesp) Seja IN o conjunto dos números inteiros '38º (UFPR) Sejam n e p números inteiros positivos, tais que 


n-1>p. Então: 


n-1 n-1 n ps 
pl p ER é igual a: 

n-1 n+1 n+1 
(2) e(z) ef) 
É n 5 n+1 
o (5) ( Ra 


n+2 
(E) psi 


sempre: 


p+1 

(A) 2º o[ p ] 
(D) p+2 
p-1 


(8) P(lp+1) 
Za 


tw, 
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10 
140" (FMABC-SP) Assinale a verdadeira. : FABIO valor de y= 5 E Wa 0 sARiDN E: 
Ê k=0 


(B) p!AL=C? 


(Opl=glep=q 


(Sl sa 
n! 
(E) (2m)! = 2!n! 


[47 (UFC-CE) O valor da expressão: 


(1 + sen2)º — 5(1 + sen 2)! + 10(1 + sen 2) — 
—10(1 +sen2)2+5(1 +sen2)-1 


é igual a: 

(A) (sen 2) (D) O 

(B) (1 +sen2) — 1 (E) (sen 2)* + 1 
(O 1 


18 18 
[42' (Uece) A soma das soluções da equação : k E i 
é: 


(A) 8 (B) 5 (O) 6 (D) 7 
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(A) 5º (C) 61º (E) 310 
(B) 510 (D) 6º 


[44 (ITA-SP) Escreva o desenvolvimento do binômio 


(tg* x — cosecé x)”, em que m é um número inteiro 
maior que zero, em termos de potências inteiras de 
sen xe cos x. Para determinados valores do expoente, 
este desenvolvimento possuirá uma parcela P, que não 


conterá a função sen x. Seja m o menor valor para o 


: E -64 ; 
qual isto ocorre. Então P = a quando x for igual a: 


(A) x= Ss +2kr, k inteiro. 
(B) x- e + kz, k inteiro. 
(G)Ex= = + kr, k inteiro. 


(D) x= so +2kr, k inteiro. 


(E) Não existe x satisfazendo a igualdade desejada. 
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PROBABILIDADE 


1 
50063 860 


p(acertar a Sena) 


).C. Ruzza 


08! [09] [40] 
[18] [19] [20] 
[28] Li (30) 
38] [40] 
50) 
60 
td) 


[08] [09] [10] 
19 


mo 8 e 
O PELO TERMINAL, E 
CONFIRA O BILHETE IMPRESS! e e é 


4º Loferia: e 


Preencha toda q área dos números escolhidos co. 


- 
Lro, %o 


Incerteza é um fato inevitável não somente em jogos, mas em vários aspectos de nossas vidas, e 
probabilidade é o modelo matemático para lidar com incerteza. Neste capítulo, examinaremos os 
fundamentos básicos da probabilidade e das probabilidades condicionais. 


OBSERVAÇÃO 
Experiência, realização 
e resultado são conceitos 
não definidos, embora se 
tenha perfeita noção do 
que significam. 


DV: = 


5 —- PROBABILIDADE 
5.1 - Introdução 


A Ciência, ao estudar determinados tipos de fenômenos, estabelece modelos 
matemáticos que permitem prever, a qualquer tempo, seus resultados. Esses fenô- 
menos são chamados determinísticos. 

Por outro lado, existem fenômenos cujos resultados não se podem prever, pois 
são fortuitos, imprevisíveis. Esses fenômenos são chamados aleatórios ou proba- 
bilísticos. 

O estudo de probabilidade é o estudo desses fenômenos casuais ou eventuais. 

Como toda ciência, seu estudo pressupõe o conhecimento de conceitos funda- 
mentais de experiência ou experimento, assim como sua realização e, finalmente, 
seu resultado. Esses são seus conceitos primitivos. 


Exemplos: 


São experiências: 

i) O lançamento de um dado. 

ii) A extração de um número da loteria. 
iii) O giro de uma roleta. 

iv) A observação de peças defeituosas. 
v) O lançamento de uma moeda. 

vi) O disparo de um tiro num alvo. 


vii) A retirada de uma carta de um baralho. 


Cada realização de uma experiência é chamada de prova ou ensaio para essa 
experiência. Em geral, as provas são ligeiramente diferentes umas das outras, 
ainda que se procure reproduzir a experiência identicamente. Os resultados não são 
iguais, só os sendo casualmente. 


Exemplos: 
i) Na experiência de lançar um dado, uma prova é o seu lançamento e o 
resultado é a face que fica voltada para cima. 


ii) Na extração de um número da loteria, uma prova é a retirada do número 
e o resultado é o número premiado. 


iii) No giro de uma roleta, uma prova é a sua movimentação e o resultado é o 
número apontado. 


iv) No controle de qualidade, uma prova é o exame da produção diária, por 
exemplo, e o resultado é a detecção de peças defeituosas. 
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5.2 - Espaço amostral e eventos 


DEFINIÇÃO 
Espaço amostral. 


Como cada resultado é um elemento do conjunto possível, podemos represen- 
tar esses resultados por pontos de um conjunto. O universo será o espaço amostral. 
Usamos a notação da teoria dos conjuntos, que se presta para representá-los. 


Temos: [E | 
Q NOTA 
. 92 (ômega maiúscula) é a 
O, = conjunto de todos os última letra do alfabeto 
resultados possíveis ou espaço grego 
amostral 


x = um resultado possível 


Cada resultado x é um elemento do universo O. 


Exemplo: 


i) No lançamento de um dado o conjunto possível é O = (1,2,3,4,5,6). 


ii) Na extração de um número de loteria com 20 números o universo é 
EINS 20) 


iii) No giro de uma roleta o espaço amostral é o conjunto O = (00, 01, 02, ..., 35, 36). 


iv) No lançamento de uma moeda o conjunto possível é O) = (cara, coroa). 


Note que a cada prova de uma experiência corresponde um único valor para x. 
Um evento é um conjunto de resultados possíveis. Em geral, ele é definido por 
uma proposição p que determina seus elementos. 


Q 


Evento complementar 
Temos: 


E 
ij ECO 
ii) E=(x|x satisfaz p) 


DEFINIÇÃO 
Evento. 
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Exemplos: 


i) No lançamento de um dado comum, onde 0=(1,2,3,4,5,6),0s 


eventos: 
EE = (x | x é um resultado par) = (2, 4, E 
= (x | x é um resultado primo) = (2, 3,5) 


E E 


Observe que os dois resultados 
acima tem um resultado em comum: 


= 2, 
1 
EEE 
NGTá ii) No lançamento de 2 moedas: 
Estamos usando c para O = (cc), (c, k, (k o), (k k)) 
coroa e k para cara. E, = ((x, y) | apenas um dos resultados é cara) = ((c, k), (k, c)) 


= ((x, y) | os resultados são iguais) = [(c, c), (k, k)) 


1 2 
Observe que os eventos E, e E, são dis- 
juntos. São ditos mutuamente exclu- 
dentes. 


iii) Na extração de 3 bolas numeradas de 1 a 3 de uma urna, uma a uma, sem 
reposição: 
= Me Se e) 
E = (1 está na 1º posição) = ((1, 2, 3); (1, 3, 2)] 
E, = (2 está na 2º posição) = ((1, 2, 3); (3, 2, 1)) 
= (os 3 números extraídos estão em ordem crescente) = ((1, 2, 3)) 


iv) No lançamento de 2 dados: 


Esta tabela 
é o espaço 
amostral OQ. 


a A soma dos pontos das faces superiores dos dados é 3. 

E =x) e0|x+y=3)=[(1,2); (2, 1) 
E,: A soma dos pontos das faces superiores dos dados é menor que 3. 
p= (47) E O|x+y<3)=10, D) 
a 
3 


NOTA E,: A soma dos pontos das faces superiores dos dados é 7. 


Parece ser mais fácil obter a 
soma 7 do que a soma 3. 


=((xg,)eO|x+y=7)=10,6);(2, 5); (3, 4); (4, 3); (5, 2); (6, 1) 
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v) 


vi) 


vii) 


Lançar uma moeda e extrair uma carta de um baralho de 52 cartas. 

O espaço amostral (()) é o conjunto de resultados que se obtém associan- 
do-se cada face da moeda a todas as cartas do baralho (104 casos). 

Um evento poderia ser, por exemplo, obter uma face cara juntamente 
com um rei (4 casos). 

Outro evento poderia ser a obtenção de uma face coroa com uma carta 
de ouros (13 casos). 


Formar uma comissão com 4 pessoas dispondo-se de 10 pessoas, entre 
elas Maria. 
O espaço amostral (1) tem Ci, elementos. 


E : Formar comissões em que Maria é um membro. 
Este evento tem Cj; elementos. 


E,:Formar comissões em que Maria não é um membro. 
Este evento tem C$ elementos. 


Uma partida de tênis é disputada por dois jogadores A e B em melhor de 
3 sets, isto é, a partida termina assim que um jogador vencer 2 sets. Ob- 
servamos a sequência de vencedores dos sets. 

E» (A 48) 


= (A, B, À) 


= (A, B, B) 
= (B, A, À) 


= (B, A, B) 


= (B, B) 

O espaço amostral é: 

O=(AA, ABA, ABB, BAA, BAB, BB) 
A vence a partida. 
(AA, ABA, BAA! 
À vence o segundo set. 
(AA, BAA, BAB) 
: A partida termina com 2 sets. 
= (AA, BB) 


E 
E, 
E 
E 
E, 
E, 
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DEFINIÇÃO 
Evento complementar. 


Exemplos: 


i) Seo evento é produzido pela obtenção de uma face par de um dado, o seu 
complementar será a obtenção de uma face ímpar. 


ii) Se o evento for “extrair um rei de um baralho de 52 cartas”, seu comple- 


mentar será “extrair uma carta que não seja rei”. 


E=(x|xtema propriedade p) então, C(E) = (x |x não tem a propriedade p) 
O 


O evento complementar C(E) é constituído 


C(E) dos resultados que não pertencem ao conjunto E. 


Usam-se as notações C(E) = E'=E. 


DEFINIÇÃO 
Evento certo. 


Exemplos: 


i) Obtenção de uma face numerada de 1 a 6 no lançamento de um dado comum. 


ii) Obtenção de resultado “cara” ou “coroa” no lançamento de uma moeda. 


DEFINIÇÃO 
Evento nulo ou impossível. 


Exemplos: 


i) Obtenção de um resultado igual a 7 no lançamento de um dado nu- 
merado de 1 a 6. 


ii) Obtenção de 5 resultados “cara” no lançamento de 4 moedas. 


O evento impossível equivale ao conjunto vazio: 2 
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5.2.1 Inclusão de eventos 


Um evento A está incluído em B ou contido em B se todo resultado do evento 
A for também resultado do evento B. Representa-se À C B. 
Assim, se A ocorre então B também ocorre. 
9 


Exemplo: 


Uma urna contém quatro bolas numeradas de 1 a 4. 


Retiram-se, sem reposição, duas bolas sucessivamente, isto é, uma após a 


outra. 
= Enc cCircena,, 
(42 (45) 


Seja o evento A que consiste em retirar duas bolas em que a primeira 
é par. 


A=1Q2, D, (2, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3) 


Seja o evento B que consiste em retirar duas bolas em que a primeira é 2 
e a segunda não é um número primo. 


B = ((2, 1), (2, 4)) 


Obviamente BC A. 


5.2.2 União ou reunião de eventos 


Se A e B são dois eventos de um mesmo espaço amostral, dizemos que ocorre 
o evento união quando ocorre pelo menos um dos dois eventos A ou B. 


Representa-se por A U B. 
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NOTA 

O evento impossível está 
contido em qualquer 
evento. Qualquer evento 
está contido no espaço 
amostral. 


NOTA 
SeACBeBCAentãoA=B. 


NOTA 

A noção de união se 
estende a mais de dois 
eventos. 


A B 
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Exemplos: 


NOTA 
A noção de intersecção 


se estende a mais de dois 


eventos. 


Q 


LV: = 


i) 


ii) 


iii) 


Seja a experiência de atirar flechas num alvo. Seja A o seguinte evento: 
acertar o alvo na primeira flechada. Seja B o seguinte evento: acertar o alvo 
na segunda flechada. 

O evento A U B é aquele que se acerta o alvo na primeira flechada ou na 
segunda flechada (ou nas duas flechadas). 


Se no lançamento de um dado: 

A for o evento: obter um 6; 

B for o evento: obter um número ímpar; 

o evento À U B será o evento: obter um 6 ou um número ímpar, isto é, 
Mude (il 3 5 Ol 


Numa oficina com duas máquinas I e II: 

se À for o evento: a máquina I apresenta defeito; 

se B for o evento: a máquina II apresenta defeito; 

o evento A U B será o evento: a máquina I ou a máquina II apresenta de- 
feito (ou as duas máquinas apresentam defeito). 


5.2.3 Intersecção de eventos 


Se A e B são dois eventos de um mesmo espaço amostral, dizemos que ocorre 
a intersecção de A e B quando A e B ocorrem simultaneamente. Representa-se sim- 
bolicamente por A NB. 


Q 


Exemplos: 


i) 


ii) 


A — Extração de um rei de um baralho. 
B — Extração de uma carta de ouros. 
O evento A N B equivale à extração de um rei de ouros de um baralho. 


Atiram-se 3 flechas num alvo: 

A -— Errar a primeira flechada. 

B — Errar a segunda flechada. 

C — Errar a terceira flechada. 

O evento A NB N C equivale a errar as três flechas, isto é, não acertar o 
alvo em nenhuma das três flechadas. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Em uma geladeira temos picolé de uva, coco, limão, 
manga e chocolate. Uma pessoa escolhe, aleatoria- 
mente, um picolé. Qual é o espaço amostral desse 
experimento? 


[2º É realizado um sorteio para definir em que mês do ano 
será promovida a Olimpíada Brasileira de Matemática. 
Construa o espaço amostral desse experimento. 


[3 Uma urna contém quatro etiquetas numeradas de 1 a 
4. Serão extraídas, sucessivamente, sem reposição, duas 
etiquetas. Anotando os números das etiquetas sorteadas, 
na ordem dos sorteios, obtém-se um par ordenado. 


Determine: 
a) o espaço amostral desse experimento; 


b) o evento formado pelos pares de números cuja 
soma é 3; 


c) o evento formado pelos pares em que o primeiro 
número é menor que o segundo; 


d) o evento formado pelos pares de número iguais; 


e) o evento formado pelos pares ordenados de produ- 
to par; 


f) o evento formado pelos pares ordenados cuja soma 
é maior que 8. 
F4 Um dado honesto é lançado e observa-se o número da 
face voltada para cima. Determine: 
a) o espaço amostral; 
b) o evento em que ocorre um número maior do que 4; 
c) o evento em que ocorre um número ímpar; 
d) o evento em que ocorre um número primo; 
e) o evento em que não ocorre o número 3; 


f) o evento em que ocorre um número maior ou 
iguala 1; 


9) o evento em que ocorre um número par ou primo; 


h) o evento em que ocorre um número maior que 6. 
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De Em uma turma há 50 alunos com a numeração de 1 a 
50. Um deles é escolhido pela sua numeração ao aca- 
so. Determine os seguintes eventos: 


a) ocorre um aluno cujo número é um divisor de 30; 
b) ocorre um aluno cujo número é um múltiplo de 4; 


c) ocorre um aluno cujo número é um quadrado 
perfeito; 


d) ocorre um aluno cujo número é um quadrado per- 
feito e múltiplo de 5; 


e) ocorre um aluno cujo número é múltiplo de 7, qua- 
drado perfeito e par. 


' ES Um dado justo é lançado duas vezes, sucessivamente, 
e é anotada a sequência de números assim obtidos. 
Determine: 


a) o espaço amostral (O); 
b) o evento de ocorrerem faces iguais; 


c) o evento de ocorrer a soma dos pontos menor ou 
igual a 3; 


d) o evento de ocorrer a soma dos pontos obtidos 
igual a 6; 


e) o evento de ocorrer produto maior que 36; 


f) o evento de ocorrer produto menor ou igual a 36. 


' Em uma urna há 4 bolas, sendo duas verdes (V), uma 
amarela (A) e uma preta (P). Serão retiradas, sucessiva- 
mente, sem reposição, duas bolas e serão anotadas as 
suas cores, formando-se um par ordenado, na ordem 
das retiradas. Determine: 


a) o espaço amostral; 


b) o evento E formado pelos pares de bolas da mesma 
cor; 


c) o evento formado pelos pares de cores diferentes, 
isto é, o evento “não E”; 


d) o evento formado nos quais a primeira bola é 
verde. 
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5.3 - Probabilidade 
5.3.1 - Conceito 


Desejamos classificar eventos de modo que possamos ter uma noção da sua 
tendência a ocorrer, isto é, se um evento está mais próximo da certeza, da dúvida 
ou da impossibilidade. 

Para isso, procuraremos associar a cada evento um número que permita orde- 
nar sua tendência a ocorrer, entre o impossível e a certeza. 

Probabilizar um evento é o procedimento de definir uma escala de valores 
para os eventos de um mesmo universo, de tal modo que tenhamos uma relativa 
segurança no que tange à possibilidade de ocorrência desse evento. 

O número associado a esse evento é denominado probabilidade de ocorrên- 
cia desse evento. 

Quando se repete um mesmo ensaio um número grande de vezes em condi- 
ções aproximadamente iguais, os resultados obtidos apresentam diferenças, mesmo 
que pequenas. 

Observe que alguns eventos têm mais facilidade de ocorrer que outros e, nes- 
ses casos, dizemos que têm maior probabilidade de ocorrer. 


Exemplos: 


i) Parece ser mais fácil extrair uma carta vermelha de um baralho bem mis- 
turado do que um rei. 


ii) No lançamento de um dado equilibrado, parece ser mais fácil sair um nú- 
mero par do que sair o número 1. 


iii) Se numa urna existem 5 bolas vermelhas e 2 pretas, parece ser mais fácil 
extrair uma bola vermelha do que uma preta. 


Em certos casos, parece haver equilíbrio entre os eventos: 


Exemplos: 


i) É mais fácil extrair uma carta vermelha ou uma preta de um baralho bem 
misturado? 


ii) É mais fácil obter um resultado par ou ímpar no lançamento de um dado 
equilibrado? 


iii) É mais fácil retirar uma bola vermelha ou uma bola preta de uma urna que 
contém 3 bolas vermelhas e 3 bolas pretas? 


iv) O que é mais provável: lançar 3 dados e obter a soma 8 ou obter a soma 13? 
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A probabilidade permitirá avaliar quantitativamente a possibilidade de reali- 
zação de um evento e será tanto maior quanto maior for sua tendência a ocorrer. 

Quando se repete um ensaio certo número de vezes, o número de vezes em 
que ocorre um dado evento é chamado frequência do evento. A razão entre a fre- 
quência do evento e o número de ensaios para obtê-la é chamada de frequência 
relativa desse evento. 

Assim, se, ao lançarmos uma moeda 10 vezes, obtivermos 4 resultados “cara”, 


a frequência desse resultado será 4 e sua frequência relativa e ou 40%. Note que se 


lançarmos a mesma moeda 100 vezes, não é garantido obter 40 resultados “cara”. 
Assim, poderíamos obter 30 resultados “cara” ou poderíamos obter 45. Tal é o que 
se dá num evento aleatório. 

A aleatoriedade está associada à incerteza. 

Quando numa experiência se realiza um grande número de ensaios, os valores 
das frequências relativas do evento vão se tornar cada vez mais próximos, quanto 
maior for o número de ensaios. Se n(E) é a frequência do evento e n o número 


n(E) 


de ensaios, a frequência relativa será f(E) = , à qual tende a estabilizar-se à 


medida que n aumenta. Toma-se então essa frequência relativa como a probabilidade 
p(E) de ocorrência desse evento. 


| ng) = 4 


n 


A frequência relativa de um evento 
tende para sua probabilidade quando 
p(B) a o número de observações ou ensaios 
tende para infinito, isto é, torna-se 

” aii cada vez maior. 


Exemplos: 


id) Ao lançar uma moeda muitas vezes, o número de resultados cara é apro- 
ximadamente a metade do número de tentativas, tendendo a frequência 


relativa para a probabilidade que será S = SOMA: 


ii) Ao lançar um dado equilibrado muitas vezes, a frequência relativa da 
e Z : ; EI : 
ocorrência do número 1 vai se aproximando da fração E que é a proba- 


bilidade de sua ocorrência. 


iii) Se de uma urna, onde há 5 bolas brancas e 3 pretas, se extrai ao acaso uma 
bola, com reposição, verifica-se que as frequências relativas de extração de 


DRA 5 
uma bola branca ficam cada vez mais próximas de 8' que é o valor que se 
assume para sua probabilidade de ocorrer. 
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NOTA 

Este fato pode ser descrito 
assim: 


lim f(E) = lim ato = p(B) 
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Observações: 


1) 


2) 


Quando se diz que a probabilidade de ocorrência da face 1 no lançamento 
de um dado honesto é de - isto não quer dizer que ao lançarmos esse dado 


6 vezes, sairá a face 1 uma vez, nem que se lançarmos 60 vezes sairá a face 
1 dez vezes. Essa probabilidade significa que se lançarmos o dado 6000, 
60000, 6000000, ... de vezes, obteremos, aproximadamente, 1000, 10000, 
1000000, ... resultados iguais a 1, e a cada vez o número de ocorrências de 1 


será mais próximo de - do total. 


A probabilidade de um evento é sempre um número positivo compreendido en- 
tre O e 1 inclusive. A probabilidade será O (zero) quando o evento for impossível 
de ocorrer. A probabilidade será 1 (um) quando o evento sempre ocorrer. 

Para medir a probabilidade de um evento, tomamos como unidade de medida 
a probabilidade do evento do qual se tem certeza de sua ocorrência, isto é, do 
evento que obrigatoriamente ocorre na experiência. É a probabilidade do uni- 
verso igual a 1 ou 100%. 


Exemplos: 


São eventos com probabilidade igual a 1: 


) 


ii) 


sair cara ou sair coroa no lançamento de uma moeda; 


sair um número do conjunto (1, 2, 3, 4, 5, 6] no lançamento de um dado 
comum; 


iii) sair uma bola preta ou uma bola branca quando se extrai uma bola de 


uma urna onde há apenas bolas pretas e brancas. 


A probabilidade de ocorrência do evento complementar ao evento certo, isto 


é, do evento impossível, será O (zero). 


Exemplos: 


São eventos de probabilidade O: 


i) 


ii) 


sair um resultado diferente de “cara” ou “coroa” no lançamento de uma 
moeda que tem numa face “cara” e na outra “coroa”; 


sair um resultado 7 num dado que só tenha os números 1, 2,3,4,5e6em 
suas faces. 


A probabilidade de um evento compreendido entre o certo e o impossível será 


um número entre 0 e 1. 


Com isso, fica estabelecido um intervalo [0, 1] ao qual pertencerá a probabili- 


dade de um evento numa experiência aleatória. 


“e 
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Para o estudo quantitativo de qualquer ciência são necessários: 


a) a definição da grandeza; 
b) anoção da soma de duas grandezas; 


c) a unidade de medida. 


Assim, tomamos como postulados as seguintes proposições: 


DEFINIÇÃO 
Eventos elementares. 


Como os eventos e,, e,, ..., e, são disjuntos dois a dois, os postulados acima “gs 
permitem escrever: OBSERVAÇÃO 


pleVeU.. Ve)= (MD=1=> Os eventos elementares 
formam uma partição do 


= — Pe)+ple)+.+pe=1 pRESR ne 


Formalmente, a probabilidade é então uma função do conjunto das partes 
do universo 9 em IR* (notação: P(Q)) para conjunto das partes de (), tal que a cada 
evento se associa um número real positivo ou nulo, desde que: 


[EEE | 
Do p: MO 50,1] ss 
E ro ptE) O postulado p(A U B) = 
= p(A) + p(B) quando 
i) ABCOsANB=9>p(AUB)=p(A)+ p(B) ANB=é chamado 


de princípio das 
ala probabilidades totais. 
ii) p(0)=1 


P(O) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET No lançamento de uma moeda equilibrada, qual é a 
probabilidade de ocorrência cara? 


[2º Em uma urna temos bolas numeradas de 1 a 30. No 
sorteio de uma bola, calcule as probabilidades: 
a) de ocorrer um número par; 
b) de ocorrer um número primo; 
c) de ocorrer um múltiplo de 5; 
d) de ocorrer um divisor de 30; 
e) de ocorrer um número par e primo. 
[3º No lançamento de um dado honesto, qual é a proba- 


bilidade de se obter, na face voltada para cima, um 
número de pontos menor que 3? 


F4 Duas moedas justas são lançadas. Qual é a probabili- 
dade de se obter, nas faces voltadas para cima, pelo 
menos uma coroa? 


[5 Lançando dois dados honestos, qual é a probabilidade 


de se obter, nas faces voltadas para cima, a soma dos 
pontos igual a 5? 


“e 


: [6 Escolhem-se ao acaso dois números naturais distintos, 


de 1 a 10. Qual é a probabilidade de que o produto 
dos números escolhidos seja ímpar? 


é [70 Em uma amostra de quinhentas peças, existem exa- 


tamente quatro defeituosas. Retirando-se, ao acaso, 
uma peça dessa amostra, qual a probabilidade de ela 
ser perfeita? 


[8 Lançam-se dois dados honestos. Qual a probabilidade 


de que a diferença (em módulo) das faces seja menor 
que 2? 


: [9 De um baralho de 52 cartas, uma é extraída ao acaso. 


Qual a probabilidade da carta extraída ser um 7? 


: [MOS Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Uma 


bola é extraída ao acaso da urna. Qual a probabilidade 
de ser sorteada uma bola com número maior ou igual 
a 16? 


190 


PROBABILIDADE CAPÍTULO V 


5.3.2 - Eventos equiprováveis 


Eventos equiprováveis são aqueles que têm a mesma probabilidade de ocorrer. 


EEE EEE 
DEFINIÇÃO 


A hipótese de equiprobabilidade é muito útil para determinar a probabilidade dos Eventos equiprováveis. 
eventos de um espaço amostral. 


Exemplos: 


i) 


iii) 


O lançamento de uma moeda justa pressupõe que a moeda é não ten- 
denciosa. 
Os resultados “cara” ou “coroa” são equiprováveis, isto é, cada um tem 


probabilidade igual a - : 


O lançamento de um dado honesto pressupõe que os resultados 1, 2, 3, 4, 


5 ou 6 são equiprováveis, isto é, cada um tem probabilidade - : 


A retirada aleatória de uma carta de baralho pressupõe que todas as 
cartas são equiprováveis, isto é, cada uma tem = de probabilidade 


de ser retirada. 


Essa equiprobabilidade nos permite supor que, para um grande número de 
tentativas de realização de um evento, cada resultado deva sair, aproximadamente, 
um mesmo número de vezes. 


Se uma experiência pode ter n resultados diferentes equiprováveis, cada resul- 


tado terá probabilidade de ocorrer igual a —. Nenhum resultado é mais provável 
n 


que o outro. 

A hipótese de eventos igualmente prováveis é fundamental e muitas vezes 
não é simples de se constatar. Ela é, em geral, a causa principal de erro em racio- 
cínios de probabilidade. 


Exemplos: 


|) 


ii) 


Quando se tem 8 bolas brancas e 2 pretas numa urna, não se pode dizer 
que sair uma bola branca numa extração de uma bola tem a mesma chan- 
ce que sair uma bola preta. 


Num sorteio de loteria com 90000 números, não se pode dizer que com 
apenas 1 bilhete a chance de ganhar é a mesma que a de perder. Esse ra- 
ciocínio só seria verdadeiro se comprássemos 45 000 bilhetes e o sorteio 
fosse justo. 
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iii) Ao retirar, aleatoriamente, uma carta de um baralho de 52 cartas, a chan- 
ce de tirar um ás não é a mesma de tirar uma carta de ouros. 
Não são eventos equiprováveis. Enquanto existem 4 ases, existem 13 car- 
tas de ouros. 


iv) Quando se lançam dois dados honestos cúbicos, a soma dos pontos obti- 
dos poderá ser 2, 3, 4, ..., 12. 
É um erro grave supor que esses 11 resultados sejam igualmente prová- 
veis. Como cada dado pode apresentar separadamente os resultados 1, 2, 
3,4,5, 6, haverá na realidade 6 - 6 = 36 casos que são igualmente possíveis 
porque cada resultado de um dos dados pode ser associado a todos os 
resultados do outro. 
Dentre as 36 chances elementares possíveis, uma só dá 2 ((1, 1) para cada 
dado); duas dão 3 ((1, 2) e (2, 1)); três dão 4 ((1, 3) e (2, 2) e (3, 1)) e assim 
sucessivamente. Observe que enquanto, por exemplo, só há uma possibi- 
lidade de dar 12, haverá seis possibilidades de dar 7. 


v) Seo segredo de um cofre for um número de 4 algarismos, a probabilida- 
de desse segredo ser formado de 4 algarismos iguais é menor que de ser 
formado de 4 algarismos diferentes, se formarmos esse segredo aleatoria- 
mente. 


Quando os casos são equiprováveis, a probabilidade de um evento numa certa 
experiência pode ser calculada como a razão do número m de casos favoráveis e o 
número n de casos possíveis. 
RR Como o número de casos favoráveis é um número entre O e n (O para o evento 


OBSERVAÇÃO impossível e n para o evento certo) a probabilidade de um evento E será: 
Esta fórmula só se aplica 


para casos equiprováveis. 


p(B) = número de casos favoráveis . m 
número de casos possíveis n 


Como 0 <m<n, a probabilidade do evento E será um número O < p(E) < 1. 


De fato: 

temente? spepmsi 
nn n 

Exemplos: 


ii Quala probabilidade de tirar 3 no lançamento de um dado honesto? 
Temos que o número de casos favoráveis é 1 e o total de casos é 6, logo a 


probabilidade é igual a E ; 


ii) Um dado perfeito tem 2 faces numeradas com o número 3. Qual a proba- 
bilidade de, lançando-o ao acaso, obter-se 3? 
nº de casos favoráveis = 2 
nº total de casos = 6 


probabilidade = - = 
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iii) Lançam-se ao acaso 2 moedas honestas. Qual a probabilidade de se obter 


iv) 


v) 


ao menos uma cara? 
Note que, para que se tenha ao menos uma face cara, temos: ((k, k); (c, K); 
(k, c)) onde k representa o resultado “cara” e c o resultado “coroa”. 

nº casos favoráveis = 3 


- probabilidade = > 
nº total de casos = 4 4 


Lançam-se 2 dados comuns honestos. Qual a probabilidade de se obter a 


soma 5? 

Temos: 

Soma SM dos, 2) AA 
=> probabilidade = — = — 

Total: 6 - 6 = 36 casos 36 9 


Note que, embora as somas possíveis sejam 2, 3, 4,5, 6, 7,8,9, 10, 11,12,ou 
seja, 11 casos, o número total de casos é 36. As somas não são equiprováveis. 
As probabilidades das somas são: 


Soma 3 Ss A 9 il 
RE 2 4 6 4 2, 
Probabilidade 36 36 36 O rs 


Observe que a soma das probabilidades é igual a 1. 


Lança-se uma moeda 10 vezes. Qual a probabilidade de obter-se exata- 
mente 3 caras? 


nº de casos favoráveis: (o rs 120 120 IS 


1 FReo PD 02 128 
nº total de casos: 21º 


Exercícios resolvidos: 


|) 


Numa turma de 20 alunos, sendo 12 homens e 8 mulheres, formam-se, 
ao acaso, grupos de 5 alunos. Qual a probabilidade de se obter um grupo 
com 3 homens e 2 mulheres? 


Solução: 
nº de casos favoráveis: Ci, - Cí Eua cs, o; Ê 38s 
o os es 969 
nº total de casos: CS, 20 
p=39,73% 
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2) Cinco casais sentam-se aleatoriamente em 10 lugares, lado a lado. Qual a 
probabilidade de se obter uma fila com homens e mulheres alternados? 


Solução: 
o áveis: 2. Z =D. Dz 
nº de casos favoráveis: 2. P,.P,=2-(5!) 251? 
vm 
nº total de casos: P,, = 10! | 


p=-1 =0,794% 
12 


5.4 - Propriedades das probabilidades 


5.4.1 — União de eventos disjuntos 


Probabilidade do evento complementar 

Se À é o evento complementar de A, então p(A) = 1 — p(A). 
Com efeito, AU A=NDeANÃ=( então: 
PAUVUD=MD=>p(A+p(A)=1=> p(A)=1-p(A) 


Corolários 
EE 2 
Probabilidade do evento impossível 
NOTA 
Corolário é uma p(D) 0 


consequência imediata de 


um resultado previamente — 
demonstrado. Basta ver que 9 = O, logo: 


PO) =p(0)=1-p(0)=1-1=0 


Probabilidades totais 


| 

NOTA Ses ZAC Se Bic gientão: 
Nesse caso, dizemos que A, p(A UBU C) = P(A) + p(B) ae p(C) 

BeC são eventos disjuntos 

dois a dois. 


Basta ver que: (AUB)NC=(ANC)U(BNC)=G 
Logo pI(A UB) UC] =p(A UB) + p(C) = p(A) + p(B) + p(C). 
Esta é a probabilidade de que ocorra pelo menos um dos vários eventos disjuntos. 


Exemplos: 


i) Uma questão de múltipla escolha tem 5 opções em que apenas uma é correta. 
Marcando, ao acaso, uma opção, qual é a probabilidade de: 


a) acertar a questão? 


P(A) - 520% 
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ii) 


iii) 


iv) 


b) errar a questão? 
OE nc Pcs 
SS 
Lançam-se dois dados perfeitos. Qual a probabilidade de não obter um 
resultado duplo, ou seja, um par de números iguais? 


A probabilidade de obter um par de resultados iguais é = = pois há 6 


resultados duplos (1, 1), (2, 2), (3, 3), ..., (6, 6), logo, não obter um duplo 
5 


sie se, 
6 6 


Qual a probabilidade de se obter uma soma menor que 5 no lançamento 
de dois dados? 


Probabilidade de dar soma 2 = = 


Probabilidade de dar soma 3= — 


Probabilidade de dar soma 4 = — 
o 8) 6 1 


Probabilidadetotal ==. +— +— =— = 
30 6 36 36 6 


Tem-se 6 homens e 4 mulheres. Formam-se, ao acaso, grupos de 5 pes- 
soas. Qual a probabilidade de se obter um grupo com pelo menos 


duas mulheres? 


Po; E 
Grupos com 2 mulheres: C7-C; > p, = Ci Co Re 
GER 
| Ee 
Grupos com 3 mulheres: C/C; > p,=!-1 = -— 
Co 
Ee o 
Grupos com 4 mulheres: C/.C, > p,=+"2= — 
E Sp 


120+60+6 186 31 


Probabilidade total: p, + p,+ Pp, = o SG 


Poderíamos também retirar os casos com uma ou nenhuma mulher: 


Grupos com O'mulheres CCD - CC 6 
p 5 (Os > Po= E, 2 
lo 4 
Grupos com 1 mulher; Ci-C; =p = id = E 
p=1-( a ei 186.31 
250 252) Psp 
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5.4.2 - Probabilidade de ocorrência simultânea de eventos 


independentes 
EE 
DEFINIÇÃO Dois eventos são ditos independentes quando a ocorrência de um deles 
Eventos independentes. não afeta a probabilidade de ocorrência do outro. 


A probabilidade de um evento resultante da realização sucessiva de dois even- 
tos independentes é o produto das probabilidades desses dois eventos isoladamente. 


Exemplos: 


i) Uma urna contém 4 bolas brancas e 2 pretas. Outra urna contém 5 bolas 
brancas e 4 pretas. Retira-se aleatoriamente uma bola de cada urna. Qual 
a probabilidade de se obter 2 bolas brancas? 

Sejam B, o evento "retirar uma bola branca da urna 1" e B, o evento "reti- 
rar uma bola branca da urna 2". 
Como há 6 bolas na urna 1 e9 bolas na urna 2, pelo princípio multiplicativo, 
há 6-9 = 54 possibilidades de retirada de um par ordenado de bolas. 
Como há 4 bolas brancas na urna 1 e 5 bolas brancas na urna 2, apenas 
4 - 5 = 20 dessas possibilidades nos darão 2 bolas brancas. 
Portanto, a probabilidade de se retirar 2 bolas brancas será: 

4.5 20 10 
PB 0B)==5a "27 5 704% 
Observe que: 


PB, NB,) =. >=P(B) -P(B,) 


ii) Retiram-se de um baralho de 52 cartas, 2 cartas ao acaso e lançam-se dois 
dados justos. Qual a probabilidade de se obter 2 figuras e um duplo? 


Como são 12 figuras num baralho, há Cf, pares de cartas com 2 figuras. 


z 


(e, 
A probabilidade de obtê-las é, então; - Por outro lado, dois dados 
32) 


apresentam 6 duplos, logo a probabilidade de sair um duplo é e ; 
Como os eventos são independentes, 36 
Ec ee 
E 36 52:51 BG) 1826 
iii) Lançam-se dois dados perfeitos. Qual a probabilidade de: 


= 0,83% 


a) obter-se um duplo 1? 
Em um dado, como são 6 resultados possíveis, a probabilidade de 


se obter um 1 é e Como cada dado é independente do outro, a 


di 
36. 


probabilidade será 


am 
om 
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b) obter 1 em somente um deles? 


A probabilidade de obter 1 em um deles é - ; 


A probabilidade de não obter 1 no outro é E : 


Analogamente com o outro dado, temos 2. E ai : 
o 6 Jo 18 
c) obter pelo menos um 1? 
t E e Ro 
a soma dos casos anteriores SAR o 


d) obter ao menos uma vez 1 ou 2? 
Basta obter a probabilidade do evento contrário, isto é, subtrair da 
unidade a probabilidade de não ter 1 nem 2. 
A probabilidade de não ocorrer 1 nem 2, isto é, apenas 3, 4, 5 ou 6 é 


: em cada dado. 


Logo, a probabilidade solicitada será 1 -— ao = Eu Es 


6 6 36 9' 
e) obter pelo menos um duplo 6 em 24 lances? 


A probabilidade de não obter o duplo 6 é o , logo para obter ao me- 


35 24 
nos um duplo 6 será [6] = 49,14%. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Ao se lançar um dado honesto, qual é a probabilidade 
de se obter, na face voltada para cima, um número 
maior ou igual a 3? 


[2] Uma moeda justa é lançada três vezes, sucessivamen- 
te. Qual é a probabilidade de termos: 


a) exatamente uma coroa? 


b) no máximo duas coroas? 


[30 professor Felipe quer sortear uma caixa de bombons 
entre os alunos de uma classe. Nessa classe, há 40 alu- 
nos e o número de moças excede o de rapazes em 12. 
Qual é a probabilidade de que a caixa de bombons 
seja sorteada para: 


a) um rapaz? 
b) uma moça? 

F4" O grêmio da FGV tem entre seus inscritos 20 rapazes e 
25 moças. Deseja-se formar, por meio de sorteio, uma 
comissão de 5 alunos para compor a direção provisó- 


ria. Qual é a probabilidade de essa diretoria vir a ser 
formada, exclusivamente, por moças? 


15! De um baralho de 52 cartas, constituído de 13 cartas 
de cada naipe, uma é escolhida ao acaso. Qual é a 
probabilidade de ser: 


a) o 3 de espadas? 
b) o número 3? 
c) um número diferente de 3? 
6 Joga-se um dado três vezes consecutivas. Qual é a pro- 


babilidade de se obter os resultados abaixo, em qual- ; 
quer ordem? 


FZ Oito pessoas, sendo 5 homens e 3 mulheres, serão or- 
ganizadas em uma fila. Qual é a probabilidade de as 
pessoas do mesmo sexo ficarem juntas? 


[8 Para acessar o sistema de computador da empresa, 
cada funcionário digita sua senha pessoal, formada 
por 4 letras distintas do nosso alfabeto (que possui 26 
letras), numa ordem preestabelecida. Certa vez, um 
funcionário esqueceu a respectiva senha, lembrando 
apenas que ela começava com X e terminava com F. 


“e 


Qual a probabilidade de ele acertar a senha ao acaso, 
numa única tentativa? 


E (Unesp-SP) Numa cidade com 30000 domicílios, 
10000 domicílios recebem regularmente o jornal da 
loja de eletrodomésticos X, 8000 recebem regularmen- 
te o jornal do supermercado Y e metade do número de 
domicílios não recebe nenhum dos dois jornais. 
Determine: 


a) o número de domicílios que recebem os dois jornais; 


b) a probabilidade de um domicílio da cidade, escolhido 
ao acaso, receber o jornal da loja de eletrodomésticos 
X e não receber o jornal do supermercado Y. 


[10 (Unicamp-SP) Um dado é jogado três vezes, uma após 


a outra. Pergunta-se: 


a) quantos são os resultados possíveis em que os três 
números obtidos são diferentes? 


b) qual a probabilidade de a soma dos resultados ser 
maior ou igual a 16? 


MO (UERN) Um jogo consiste em um prisma triangular 


reto com uma lâmpada em cada vértice e um quadro 
de interruptores para acender essas lâmpadas. Saben- 
do que quaisquer três lâmpadas podem ser acesas por 
um único interruptor e cada interruptor acende preci- 
samente três lâmpadas, calcule: 


a) quantos interruptores existem nesse quadro; 


b) a probabilidade de, ao se escolher um interruptor 
aleatoriamente, este acender três lâmpadas numa 
mesma face. 


| UFG. GO) A figura a seguir representa uma bandeira 
com 4 listras. Dispondo-se de 4 cores distintas, deseja-se 
pintar todas as listras, de forma que listras vizinhas te- 
nham cores diferentes. 


a) De quantas maneiras distintas a bandeira pode ser 
pintada? Justifique. 


b) Escolhendo-se aleatoriamente uma das formas pos- 
síveis de pintar a bandeira, qual é a probabilidade 
de que a forma escolhida seja uma que contenha as 
4 cores? 
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[13º (UFF-RJ) Em um jogo de bingo são sorteadas, sem re- ; [4] (Vunesp-SP) Escolhem-se aleatoriamente três dos seis 


posição, bolas numeradas de 1 até 75 e um participan- ; vértices de um hexágono regular. Qual a probabilidade 
te concorre com a cartela reproduzida abaixo. : de que os vértices escolhidos formem um triângulo 
Qual é a probabilidade de que os 3 primeiros números equilátero? 


sorteados estejam nesta cartela? 
: 15) (FGV-SP) Uma urna contém 15 bolinhas numeradas de 
É 1a1s. 


a) Se uma bolinha for sorteada, qual a probabilidade 
de que o número observado seja divisível por 3? 


b) Se duas bolinhas forem sorteadas sucessivamente, 
sem reposição (a ordem dos números não é levada 
em consideração), qual a probabilidade de que os 
números observados sejam consecutivos? 
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NOTA 

Esta fórmula é mais geral 
do que a da seção 5.4.1, 
pois inclui a possibilidade 
deanBzg. 


NOTA 

Esta maneira é uma outra 
solução para o item d do 
exemplo da seção anterior. 


“e 


5.4.3 - União de eventos 


Se A e B são dois eventos quaisquer, temos: 


P(A U B) = p(A) + p(B) — p(A NB) 


A B 


De fato, como A - B, AN Be B- A são mutuamente exclusivos, temos: 
AUB=(A-BJU(ANB)U(B-A) 
PAUB)=P(A-B)+P(ANB)+p(B-A) 

Por outro lado, (A-B) U(ANB)=Ae(B-A)JU(ANB)=B, logo: 
P(A-B) + p(A NB) =p(A) e p(B-A) + p(A MN B) = p(B) 

Substituindo p(A — B) e p(B-— A), vem: 

PA UB)=p(A)-p(ANB)+p(B)-p(ANB)+p(A NB) 


Então: p(A U B) = p(A) + p(B) - p(A N B) 


Exemplos: 


i) Lançam-se dois dados perfeitos. Qual a probabilidade de obter-se ao me- 
nos uma face 1 ou uma face 2? 


p(A): probabilidade de se obter ao menos uma face 1: da (ver exemplo da 


seção anterior) 


p(B): probabilidade de se obter ao menos uma face 2: 
p(A NB): o evento A N B significa obter 1 e 2 em ambos os dados, isto é, 
(1, 2) ou (2, 1), logo essa probabilidade é = : 


Assim: 
qu 11 2 > 
= fi ( = = 
POB A nba mo» 


ii) Numa pesquisa de opinião com 200 estudantes (sendo 80 rapazes e 120 
moças) 50 rapazes e 100 moças foram a favor da colocação da matéria Fi- 
losofia no exame vestibular (“SIM”) e os restantes foram contra (“NÃO”). 
Retira-se, ao acaso, um dentre os 200 votos. Qual a probabilidade do voto ser: 


a) SIM de um rapaz? 


b) SIM de uma moça? 


200 


PROBABILIDADE CAPÍTULO V 


c) NÃO de um rapaz? 


d) NÃO de uma moça? 


e) de uma pessoa que votou SIM ou de um rapaz? 


f) de uma pessoa que votou NÃO ou de uma moça? 


Fazendo uma tabela de respostas: 


SIM (S) | NÃO (N) | Total 


Rapaz (R) 


iii) 


Total 
EE SO = 0, 
a)  MRMD)= 200 =25% 
MOO emo 
b) PMN =ao = 50% 
30 
RiQIN) = = 15% 
co pl ) 200 O 
20 
MAN)= = 10% 
ab ) 200 0% 


Note que todas as probabilidades acima têm soma 1, pois são disjuntas 


duas a duas e são os únicos eventos possíveis. 


eo) pRUS)=p(R)+p(S)-p(RNS) 


p(R) = 80. = 40% 
P(M) = o = 60% 
p(S) = o = lia 


pa) =-20 =25% 


pRUS)--8BO , 150 50 180 99% 


200 do 200 200 
D  p(MUN=pÊp(M)+p(N)-p(MNN) 


pMuUN=10, 50. 20 150 25% 


200 200 200 200 


Dois atiradores têm probabilidades de acertar um alvo de 70% e 60%. Ati- 
rando independentemente um do outro no alvo, qual a probabilidade de: 


a) ambos acertarem? 
b) nenhum acertar? 
c) ao menos um acertar? 


d) somente um acertar? 
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Solução: 


a) Como são independentes os eventos de acertar no alvo, temos o produto: 


70 . 60 42 
A REA DR DDS pad ADO 
POR o DO 0 


SO O bi 
100 100 100 


b) P(A NA)=p(A) -p(A,) = 


c) P(A, U A,) =p(A,) +p(A,) =jubas N A,) 


70 60 42 88 

A PAN = — = = XK 
dd ro To Ro Dara O 
SERNGAD RENA 
100 100 100 


d) P(A, LIA) =p(A, NA, = 
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ET Um dado justo é lançado e observa-se a face voltada 
para cima. Determine a probabilidade de: 


a) não obter 5 pontos; 
b) obter 5 pontos ou 3 pontos. 

F2º Uma urna contém cinco bolas brancas, três bolas ver- 
melhas e quatro bolas pretas. Retira-se, ao acaso, uma 


bola da urna. Qual é a probabilidade de sair uma bola 
branca ou uma bola vermelha? 
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: 13) Uma caixa contém exatamente 20 etiquetas, nume- 


radas de 1 a 20. Retira-se, ao acaso, uma etiqueta da 
caixa. Qual é a probabilidade de se obter uma etiqueta 
com um número múltiplo de 2 ou de 5? 


F4" Lançando-se, simultaneamente, um dado justo e uma 


moeda honesta, qual é a probabilidade de se obter a 
face cara da moeda ou a face 6 do dado? 


[5 Num dado viciado, a probabilidade de obter 3 ou mais 


num lançamento é 95% e a probabilidade de obter 3 
ou menos é 18%. Qual a probabilidade de obter 3? 
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5.5 - 


ESMP 
DEFINIÇÃO 


Probabilidade condicional 


É a probabilidade resultante da realização sucessiva de dois eventos, não 


Probabilidade condicional. necessariamente independentes, levando em conta que o primeiro se realizou. 


Sejam dois eventos A e B, dos quais sabemos que A já se realizou. O fato do 
evento A já ter se produzido pode ou não alterar a probabilidade de B. Usaremos a 
notação p(B | A) para a probabilidade de B dado que A ocorreu, ou, simplesmente, 
probabilidade de B dado A. 


Exemplo: 


Lança-se um dado justo de 6 faces. 


i) 


ii) 


iii) 


Qual a probabilidade de obter um número primo? 
O universo (espaço amostral) é O = (1,2,3,4,5, 6). 
Obter um número primo é o evento P = (2,3, 5). 
Como o dado é justo, p(P) = = = = = 50%. 

Qual a probabilidade de obter um número ímpar? 
Agora o evento é 1 = (1,3, 5). 

Assim: 


5 = dl 
D=D =D = K 
PD = 5 == 50% 


Sabendo-se que o resultado obtido foi ímpar, qual a probabilidade de ele 
ser primo? 


O novo universo é I = (1, 3, 5). Dentro desse universo, os primos são 


PnI=(3,5) Assim: p(PND= = 66,67%. 
2 
Rec a 
Note que p(P ne = So 
que p(P|1) PD 13 
2 


Para calcular a probabilidade condicional p(B | A), basta considerar o 


evento A como um universo reduzido para o evento B. 


= 
[0.| 


Assim: p(B | A) =-LANB (A) 40 


“e 


P(A) 
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Exercícios resolvidos: 


1) Numa escola há 40 rapazes e 60 moças. Sabe-se que 30 rapazes e 15 moças 
estudam inglês e os demais estudam francês. Escolhe-se um(a) aluno(a) 
ao acaso. 


i) Qual a probabilidade desse aluno ser um rapaz que estuda francês? 


ii) Sabendo que esse aluno estuda francês, qual a probabilidade de ser um 
rapaz? 


iii) Sabendo que esse aluno é um rapaz, qual a probabilidade de ele 
estudar francês? 


iv) Qual a probabilidade de o estudante ser uma moça que estuda 
inglês? 


v) Qual a probabilidade de uma moça estudar inglês? 

vi) Qual a probabilidade de um estudante de inglês ser uma moça? 
Solução: 

Podemos resumir as informações do enunciado na seguinte tabela: 


Rapaz (R) | Moça (M) | Total 
Inglês (1) 


Total 


D p(RQ P)= 610% 


BEN, e a 


ii) PRI= om) 55% 


Isso é o mesmo que considerar F (os 55 estudantes de francês) como o 
espaço amostral reduzido e considerar a probabilidade de escolher um 
dos 10 rapazes ali disponíveis. Assim, 10 dos 55 estudantes de francês 
são rapazes. 
de (Ni IR 9 
P(E OR) E 006 do 25% 
p(R) 40% 4 
Ou seja, 10 dos 40 rapazes estudam francês (o que não é o mesmo que 
"10 dos 55 estudantes de francês são rapazes"). 


iii) p(E | R) = 
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: IS 
iv) p(Mn 1)=>=15% 
ali 
Ou seja, 15% dos estudantes são moças que estudam inglês. 


v) Agora, a questão se restringe ao universo das moças. 


Sabe-se que o estudante é uma moça, pergunta-se a probabilidade dela 
estudar inglês. Assim: 


EO EA 
InM) 15% 1 

NOTA p(rimj=*! ). Sua db ai 
Os itens d, e e ftratam do p(M) 60% 4 
mesmo grupo de pessoas E ) A 
(mulheres que estudam Ou seja, 25% das moças estudam inglês. 
inglês). As probabilidades : : ; a : À = 
são diferentes pois os vi) O universo reduzido é o dos estudantes de inglês. Então: 
universos em questão são 

A INM) 15% 1 
diferentes. p(M | 1) = el PAi = 33,3% 


p(I) 45% 3 
1 
Ou seja, 3 dos estudantes de inglês são moças. 


2) Retiram-se, ao acaso, duas cartas de um baralho de 32 cartas (de 7 a ás). 
Qual a probabilidade de serem dois reis, sabendo que: 


i) são figuras (valetes, damas ou reis)? 


ii) são cartas vermelhas? 


Solução: 

i) en) P(R) C; ES 
P pp puci cm 

ii) pe dee E 


p(v) ci 120 


Casos particulares: 
1) 


ACB=>p(B|A)=1=100% 


S B-A 


De fato, neste caso tem-se: 
p(B|4)= LBNA P(A q 
P(A) P(A) 
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Em outras palavras, A C B significa “se A se realizou, então, certamente, B 
também se realizou”. 


2) 
ANB=9=>p(B|A)=0 
A B 

De fato: 

BNA D 
PRA) =P (2) 

P(A) P(A) 
Em outras palavras, se A e B são mutuamente excludentes, a ocorrência de A 
impede (exclui) a ocorrência de B. 

Exemplos: 


id) Com segmentos de comprimentos 2, 3 e 4 constroem-se todos os triângu- 
los não congruentes possíveis (tendo lados iguais ou não). Sorteia-se um 
desses triângulos ao acaso. Qual a probabilidade do triângulo: 


a) ser escaleno? 
b) ser isósceles? 
c) ser equilátero? 
d) ser isósceles dado que é equilátero? 
e) ser isósceles dado que é escaleno? 
f) ser equilátero dado que é isósceles? 
5. 


O número total de ternos não ordenados é (eo, SG Qi — =10, a saber: 


(2, 2, 2); (3,3, 3); (4, 4, 9; (2,2, 3); (3,3, 2); (3,3, 4); (4, 4, 2); (4, 4, 3); (2, 3, 4)) 
Note que o terno (2, 2, 4) não define um triângulo, pois 2 + 2 = 4 (os 
segmentos ficariam alinhados), então o espaço amostral tem apenas 9 
triângulos. 


a) Há apenas 1 triângulo escaleno dentre 9 supostamente equiprováveis. 
Assim: 


p(Es) = 5 = 11,11% 
b) Ser isósceles equivale a não ser escaleno. 


p(D =p(Es)=1- 5 = 5 = 88,89% 
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c) Há3 equiláteros: [(2, 2, 2); (3,3, 3); (4, 4, 4)] 


plg-5 = : = 33,33% 
Note que p(Eg) = p(I), pois Eq C I. 
d) Como Eg C I: 
p(L| Eg) = 1 = 100% 
e) Como IN Es=Z: 
p(L | Es)=0 
f) Temos: 


o(a | = PE0 OD. pet) 


p() p(D 


37,5% 


o | oo] 10] vw 


ii) Numa pesquisa de opinião, foram consultadas 1000 pessoas definidas 
em 3 grupos, À, Be C. As respostas com relação ao desempenho de um 
presidente foram: SATISFEITO, DESCONTENTE e INDIFERENTE. Os re- 
sultados apresentados pela amostra de 1000 pessoas foram colocados no 
quadro de respostas: 


Seja x uma pessoa escolhida, ao acaso, dentre as 1000 pessoas da amos- 
tra. Calcule a probabilidade de: 


2) vEMy 


Como A tem 300 elementos, a probabilidade de x pertencer a A será: 
A 


b) x estar satisfeito; 


Como o número de respostas S é 500 em 1000 de amostra, então: 
500 


p= == 50% 
PCS) TDT 0 
c) x€E Be não estar satisfeito; 


100+50 150 
1000 1000 


=15% 


pBnS= 
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d) x E B sabendo que está descontente; 
100 


p(BND) 1000 1 
BifiDi= - = 
ie p(D) 300 3 
1000 
e) x estar descontente, sabendo que não está satisfeito e que não pertence 
ao grupo A; 
- 200 
q pjp n(SnaA | aa 
p(DISNA)= | = 1.100 20 4 
p(s a A) 350 Ea 
1000 


f) x€ A ou não estar indiferente. 


PA UD=p(A) +p(D-p(AND = 
- 300 | p(1) 250 Do 
1000 1000 
Eta tt 
1000 1000 1000 
850 17 


UI qe 
PAU D=To0 20 E 
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ET Considere dois eventos Q e R, tais que p(Q) = 0,70, 
p(R) = 0,40 e p(Q MN R) = 0,10. Calcule: 


a) p(QIR) 
b) p(R|Q) 


E2 Uma urna contém três bolas azuis e duas bolas ver- 
melhas. Retirando sucessivamente duas bolas, sem 
reposição, qual é a probabilidade de saírem as duas 
vermelhas? 


[3 Em dois lançamentos sucessivos de uma moeda ho- 
nesta, sabe-se que pelo menos numa das vezes deu 
cara. Qual é a probabilidade de ter dado cara em am- 
bas as vezes? 


4 Em um plebiscito, a respeito da forma de governo en- 
tre presidencialismo e parlamentarismo em uma em- 
presa com 80 empregados, colheram-se as seguintes 
informações: 


Homens Mulheres | Total 


Presidencialismo 


Total 


Escolhe-se, ao acaso, um empregado. Sabendo que a 
pessoa escolhida é homem, qual a probabilidade de 
que tenha decidido pelo presidencialismo? 


“e 


| CEGV-SP) Uma companhia de seguros coletou uma 


amostra de 2000 motoristas de uma cidade a fim de 
determinar a relação entre o número de acidentes (y) 
em certo período e a idade em anos (x) dos motoris- 
tas. Os resultados estão na tabela abaixo: 


x<20 


30<x<40 


x240 


Adotando a frequência relativa observada como pro- 
babilidade de cada evento, obtenha: 


a) a probabilidade de um motorista escolhido ao aca- 
so ter exatamente um acidente no período consi- 
derado; 


b) a probabilidade de um motorista ter exatamente 
2 acidentes no período considerado, dado que ele 
tem menos de 20 anos. 


Tem (FGV-SP) Num certo país, 10% das declarações de im- 


posto de renda suspeitas são submetidas a uma análise 
detalhada; entre estas verificou-se que 20% são frau- 
dulentas. 

Entre as não suspeitas, 2% são fraudulentas. 


a) Se uma declaração é escolhida ao acaso, qual a pro- 
babilidade de ela ser suspeita e fraudulenta? 


b) Se uma declaração é fraudulenta, qual a probabili- 
dade de ela ter sido suspeita? 


210 


PROBABILIDADE CAPÍTULO V 


5.6 - Lei do produto e árvore de probabilidades 


A fórmula da probabilidade condicional nos leva a uma consequência 
importante: 


p(BNA) 
p(BIAj=""0 > p(ANB=pBNA)=p(B|A)-p(A) 
P(A) 
Analogamente: 


P(A NB) =p(A | B) - p(B) 


Para três eventos sucessivos, A, Be C teríamos: 
pANBNC)=p(CN(ANB)=p(C|ANB)-p(ANB)= 
=p(C|IANB)-p(BIA)-p(A) 


p(ANBNC =p(A)- p(B|A)-p(C|ANB) 


e assim sucessivamente. 


Observe que o universo € restringe-se a A, em seguida A N B, e desejamos a 
probabilidade de C dado que ocorreram A e B. 


OQ 
Ê ss ANB 
Da Rd 
A en ! = / C dado que Ae B 
ocorreu 1 aqi ocorreram 
2! RN N 
PODERES cá ' x N 
B dado 4 ' 
que A ocorreu Ea a 
>---7 € 


Uma maneira gráfica de representar a lei do produto e calcular as probabilida- 
des é esboçar a árvore de probabilidades. 


pa 8 


P(A =1-P(A) A 


O processo consiste em esboçar um diagrama, registrando nele as probabili- 
dades dos eventos. Assim, o diagrama mostra, no ramo que chega a A, sua proba- 
bilidade p(A) e no ramo que chega a A, o evento complementar de A, registramos 
P(A) = 1 — p(A). O diagrama pode ser prolongado, a partir de A, com novos ramos 


A pBIA) B 
levando a novos eventos. Registramos no ramo ad a probabilidade p(B | A). 
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NOTA 

Em outras palavras, a 
probabilidade de ocorrência 
sucessiva de dois eventos é 
o produto da probabilidade 
do primeiro pela 
probabilidade do segundo 
sabendo que o primeiro 
ocorreu. 


NOTA 

A probabilidade de 
ocorrência de A, BeCé o 
produto da probabilidade 
do primeiro (A), pela 
probabilidade do segundo 
(B) dado que o primeiro (A) 
ocorreu, pela probabilidade 
do terceiro (C) dado que já 


ocorreram A e B (A MN B). 


Es 


CAPÍTULO V 


PROBABILIDADE 


NOTA 

Se um evento dado pode 
ser obtido por meio de 
várias ramificações, a 
probabilidade do mesmo 
será a soma de todas as 
probabilidades que chegam 
até ele, a partir do ramo 
inicial. 


“we 


B 
PBIA) » 
PA) 


Se, a partir de B, tivermos outra derivação devemos nela registrar 
p(C| AMB), uma vez que em B temos p(A NB) =p(A) - p(B|A) 


Pp(C|ANB) 


PIA) 


P(A) A 

Assim, em € teremos p(ANBNC), poisp(ANBNC)=p(ANB)-p(C|ANB) => 
> p(ANBN C)=p(A)-p(B|A)-p(C|AN B)e assim sucessivamente. 

A probabilidade no ponto € é o produto das probabilidades registradas nos 
ramos que chegam em €. 


Se um evento A é a reunião dos eventos A, A,, A,, ..., disjuntos dois a dois, a 
probabilidade de B será, levando em conta que BN A, BNA, BNA,,... são disjun- 
tos, pP(B)=p(BNA)+p(BNA)+pMBNAD+... 


A A 


À 2 


BNA |IBNA, |BNA 


Il 2 


p(B) =p(A) - p(B IA) +p(A,) - p(B | As) +p(A,) -p(B | A) +. 


Na árvore de probabilidades teremos: 


PBIA) B 


> pBNA) 


> pBNA) 
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Exemplo: 


Um urna contém 4 bolas pretas e 2 brancas. Retira-se sucessivamente, ao 
acaso, 2 bolas da urna, sem reposição. 

Para a primeira extração, há 2 possíveis ramos (bola preta (P) ou bola 
branca (B)) com as respectivas probabilidades: 


Para a segunda extração, as probabilidades mudam dependendo da bola 
que já foi extraída. 


PRIMEIRA SEGUNDA 
EXTRAÇÃO EXTRAÇÃO 


I 
I 
I 
| 
3 
I 
I 
I 
I 
I 


Caso a primeira bola tenha sido preta, a probabilidade da segunda bola 


ser preta é se a probabilidade da segunda bola ser branca é e 


Caso a primeira bola tenha sido branca, a probabilidade da segunda bola 


ser preta será - e a probabilidade da segunda bola ser branca será L. 
5 


Observe que as probabilidades escritas nas derivações são probabilida- 
des sabendo quais foram os resultados da primeira extração, logo, são 
as probabilidades condicionais da segunda extração levando em conta o 
resultado da primeira extração. 
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NOTA 

Num diagrama em árvore, 
o ramo que chega até um 
evento dado representa 

a intersecção dos eventos 
parciais desde o primeiro até 
o evento dado. 


NOTA 
Em outras palavras, temos 


probabilidade do de obter 
2 bolas pretas, mas apenas 


2 de obter 2 brancas. 
30 


“e 


Como sabemos que p(A NB) =p(A) -p(B| A) ou p(A N B) = p(B) - p(A | B), 
temos: 


o 
ld. pop, nP)=pe)-pte, |P)= 4. 3-2 
O 9 9 
B>p(B,NP)=p(P)-p(B,|P)=5" 5 =a9 
P>p(P, NB) =p(B) pl, IB)= >. 5-5 
2 o 
PB, [B) — B=>P(B,NB)=P(B)-p(B, |B)=5-5=50 


Observe que: 


ma a 
30 30 30 3! 


e a probabilidade da segunda bola ser preta é: 


BU PR ORI 
ao do Cs 


e a probabilidade da segunda bola ser branca é: 


+ 


e a soma de todas as probabilidades finais é: 


IR o ES 2 SO 
+—+—+— =" =1 
SORRS ORRS OBESOS O 


Exercícios resolvidos: 


1) Num grupo de turismo, 50 são brasileiros, 30 são ingleses e 20 são fran- 
ceses. Dos brasileiros, 20% são gordos e o restante, magros. Dos ingleses, 
50% são gordos e o restante magros e dos franceses, 30% são gordos e o 
restante magros. Escolhido um elemento desse grupo: 


i) qual a probabilidade que seja magro? 


ii) sabendo que ele é gordo, qual a probabilidade que seja francês? 


214 


PROBABILIDADE CAPÍTULO V 


Solução: 
Probabilidades Pelo tipo 
pelas físico 
nacionalidades 


G=> p(GnB)-5 


M > p(M nB)-5 


G > p(G nn 


M > p(M nH-5 


G> p(enn- 


M > p(M = 


D pM=pMaB+pmnn+pmnn= 2.242 -8 


+ = = 69% 
10 50 20 100 


End) 3 3 3 

i pn 50 50 50.6 

ii EE = = E (UE 

“OC EO CO A 
100 100 


Outra solução: 
Com o quadro abaixo, teríamos: 


a) p(M) = To = 69% b) p(EIG)=5 


2) Numa urna existem 4 bolas brancas e algumas pretas. Em outra urna 
existem 2 bolas brancas e 3 pretas. Extrai-se uma bola da primeira ur- 
na e coloca-se na segunda e, em seguida, extrai-se uma bola da segunda 
urna. A probabilidade desta bola ser branca é 40%. Quantas bolas pretas 
há na primeira urna? 
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Solução: 
Suponhamos que, na primeira urna, existam x bolas pretas. 


A probabilidade de extrair-se uma bola branca da primeira urna será 
4 


4+x 
Suponhamos que a bola extraída seja branca. Quando a colocamos na se- 


gunda urna, a probabilidade de extrair-se da mesma uma bola branca será 


Pça RS 
5+1 6 2 

4 1 
Então, a probabilidade de termos (branca, branca) será: Le 


Suponhamos agora que a bola extraída da primeira urna seja preta. Sua 
probabilidade será o . Colocada na segunda urna, a probabilidade de 
2 1 

extrair-se uma bola branca será = 3º Então, a probabilidade total 
nos dá: 

GARRA na DS O 
4+x 2 4+x 3 100 

2, % 40 


+ 
4+x 3(4+x) 100 


60 + 10x=48+12x=>2x=12=>x=6 


Na primeira urna há 6 bolas pretas. 


Esquematicamente: 
Z 
> PIB me =] 
P(B,) 
X 
PB; )= — 
= p(P, 2) 3(4+%) 


RR O] 
4+x 6 4+x 6 100 


p(B,)=p(BNB,)+p(PRNB,)= 


à VA: 216 


PROBABILIDADE CAPÍTULO V 


Curiosidade: 
Se invertêssemos a ordem das urnas, teríamos: 


Z S 
B> p(B, Qi are — 
E P(B,) 
3 4 
Bt = 


2, 5 3 4 40 
+ 


= e - = = nx= (6 
3d dm 5 DR o 10O 


p(B,) 


5.6.1 - Eventos independentes 


Como visto na seção 5.4.2, dois eventos são ditos independentes quando a 
realização de um não influi na probabilidade do outro. Usando a linguagem da 
probabilidade condicional, temos: 


p(BI|A)=p(B) e p(A |B)=p(A) 
Por outro lado, sabemos que: 


P(A NB) 


B[A)= 
TO 


Logo, A e B são independentes quando: 


P(A NB) 
P(A) 


Assim, demonstramos a afirmação da seção 5.4.2: 


= p(B), isto é, p(ANB) = p(A) - p(B) 


Na prática, pressupõe-se que dois eventos são independentes apenas se houver 
razão física muito forte para admitir que um não pode influir no outro. Caso con- 
trário, é comum descobrir p(A N B), p(A) e p(B) de outra forma e verificar, então, se 
Ae B são independentes, isto é, se p(A MN B) = p(A) - p(B). 
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NOTA 

Se p(A MN B) z p(A) - p(B), os 
eventos não são 
independentes. 


Es 
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Exemplos: 


São eventos independentes: 


i) quando se lançam dois dados honestos, é razoável supor que o resultado 
de um deles não interfere no resultado do outro; 


ii) quando se lança uma moeda e se retira uma carta de um baralho; 


iii) quando se repetem ensaios em condições iguais, cada resultado indepen- 
de dos demais; 


iv) quando se fazem extrações com reposição dos elementos de um sorteio. 


Exercícios resolvidos: 


1) Segundo uma pesquisa de opinião do IBOPE de 2003, 2% dos brasileiros 
torciam para o Botafogo, 15% torciam para o Flamengo, 2% para o Flumi- 
nense e 5% para o Vasco. Restringindo a população a apenas brasileiros 
que tivessem grau superior (que eram apenas 8% do total), as porcenta- 
gens mudavam para 4%, 10%, 2% e 8%, respectivamente. Escolha um 
brasileiro da amostra total do IBOPE ao acaso. 


i) Quala probabilidade de ele não torcer para nenhum dos quatro gran- 
des clubes cariocas? 


ii) Qual a probabilidade de ele ser flamenguista com grau superior? 


iii) Que porcentagem dos torcedores do Fluminense tem grau superior? E 
do Botafogo? 


iv) Se um brasileiro não tem grau superior, qual a probabilidade de ele ser 
flamenguista? 


v) De acordo com esses dados, os eventos “torcer para o Fluminense” e 
“ter grau superior” são independentes? Mutuamente excludentes? 


FONTE: http://www.ibope.com.br 


Solução: 

Montamos uma tabela novamente; para facilitar, supomos um total fic- 
tício de 2000 brasileiros na amostra entrevistada. Com os dados do pro- 
blema, já temos: 


Vasco | Outros | Total 


Com grau 
| superior — 


Sem grau 8% 
| superior | 


Total 
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2) 


Agora, é só completar a tabela usando somas e subtrações: 


Bota | Fla Flu | Vasco | Outros | Total 


Com grau superior 


Total 
: E ã : a USO 
i) A probabilidade de ele não torcer pelos grandes cariocas é de TT 76% 
ii) A probabilidade de ele ser um flamenguista com grau superior é de 
O apa 
2000 
su 6,4 


iii) am o dos tricolores têm grau superior; A = 16% dos botafo- 


guenses têm grau superior. 


iv) Ce e dos brasileiros sem grau superior torcem para o 
840 


flamengo. 


v) De acordo com esses dados, “ser tricolor” e “ter grau superior” são sur- 
preendentemente independentes. Direto do enunciado, p(Flu) = 2% 
e p(Flu | Superior) = 2% também! Mutuamente excludentes eles não 
são — há tricolores com grau superior. 


O assassino é um dos 100 mil habitantes adultos de uma cidade, então, 
na falta de qualquer outra evidência, é razoável supor que o Sr. Simpson, 


morador dessa cidade, tenha probabilidade = de ser o assassino. 
No entanto, há um teste de DNA com as seguintes propriedades: 


e se Simpson é o assassino, o teste afirmará que os DNAs de ambos são 
iguais com certeza; 

e se Simpson é o assassino, há uma pequena probabilidade de 1 em 10 mil 
testes afirmar que os DNAs de ambos são compatíveis mesmo assim. 

O resultado acaba de voltar do laboratório: o teste afirma que os DNAs 
de Simpson e do assassino são compatíveis. Baseando-se apenas nesta 
evidência, qual a probabilidade de Simpson ser o assassino? 


Solução: 


Sejam A = “Simpson é o assassino” e +/- = “Teste afirma que Simpson e 
o assassino têm/não têm DNAs compatíveis”. Os dados do problema são: 


e Na falta de outra evidência, a probabilidade de Simpson ser assassino é: 


1 
Mi 
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NOTA 

A pesquisa do IBOPE 
entrevistou 2000 brasileiros 
e as porcentagens 
apresentadas estão 
levemente arredondadas. 
As porcentagens gerais têm 
uma “margem de erro de 
2,2 pontos percentuais” — 
razoável para determinar 

a maior torcida do Brasil, 
mas não razoável para 
determinar se Botafogo 

ou Fluminense têm mais 
torcedores. Dentre os de 
grau superior, eram apenas 
160 entrevistados, e os 
erros possíveis ao tentar 
Usar esta amostra como 
uma representação do 
Brasil aumentam muito (ali 
a margem de erro é de 15 
pontos percentuais!). 


NOTA 

Testes de DNA consideram 
apenas uma pequena parte 
do DNA do indivíduo e, 
portanto, podem acusar 
DNAs compatíveis para 
pessoas distintas. Isso dito, 
os testes mais precisos atuais 
têm uma probabilidade de 
“erro” muito menor que o 


qe, deste enunciado. 
10º 


tw, 
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PROBABILIDADE 


NOTA 

Note que, para resolver 
este problema, as células 
em branco da tabela não 
precisam ser calculadas 


“we 


e Se Simpson for o assassino, o teste certamente indica DNAs compatíveis: 
os 


e Se Simpson não for o assassino, o teste pode afirmar que os DNAs são 
— il 

compatíveis com probabilidade: p(+ | A) = TOT 

Baseando-se nesses dados, a tabela de probabilidades para o Sr. Simpson é: 


que foi preenchida na seguinte ordem: 


1 
e Em primeiro lugar, preenchemos a última linha com p(A) = e 
100 000 

a. SOS) 

KA = 700000 ' 
1 

A ir, h NA)= A) - p(A)= AN>5=0. 

e À seguir, preenchemos p (+ )=pAI|A)-p(A) OT e p( ) 
Ea Es a 1 99999 

Agora, p(+ N À) = A) -p(A) = 
* Agora p(+ NA) =p( ID PA =D 100000 
SA : 1 il 290999 1 SIS) 

seguir, p(+) = + - = E 
100000 10000 100000 100000 10000 


Enfim, a pergunta é: “dado que o teste é +, qual a probabilidade de Simp- 
son ser O assassino? Ou seja, o que se pede é: 


1 
100000 10000 
o E =9,091% 
PONTE i 99999) 109999 À 
100000 |" * 10000 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Em dois lançamentos de um dado equilibrado, qual é a 
probabilidade de se obter um número par no primeiro 
e um número ímpar no segundo lançamento? 


[2º Em uma caixa estão guardadas 20 fotografias distintas, 
sendo 12 de moças e 8 de rapazes. Duas dessas fotos são 
retiradas sucessivamente e sem reposição. Qual é a pro- 
babilidade de termos escolhidas duas fotos de moças? 


[3º (UFRJ) Fernando e Cláudio foram pescar num lago 
onde só existem trutas e carpas. Fernando pescou, 
no total, o triplo da quantidade pescada por Cláudio. 
Fernando pescou duas vezes mais trutas do que car- 
pas, enquanto Cláudio pescou quantidades iguais de 
carpas e trutas. Os peixes foram todos jogados num 
balaio e uma truta foi escolhida ao acaso desse balaio. 
Determine a probabilidade de que essa truta tenha 
sido pescada por Fernando. 


4” (Fuvest-SP) Um dado, cujas faces estão numeradas de 
um a seis, é dito perfeito se cada uma das seis faces 


tem probabilidade de é de ocorrer em um lançamen- 


to. Considere o experimento que consiste em três 
lançamentos independentes de um dado perfeito. 
Calcule a probabilidade de que o produto desses três 
números seja: 


a) par; b) múltiplo de 10. 


ES" (Unesp-SP) Um estudo de grupos sanguíneos huma- 
nos realizado com 1000 pessoas (sendo 600 homens 
e 400 mulheres) constatou que 470 pessoas tinham o 
antígeno A, 230 tinham o antígeno B e 450 pessoas 
não tinham nenhum dos dois. Determine: 


a) o número de pessoas que têm antígenos A e B si- 
multaneamente; 


b) supondo independência entre sexo e grupo san- 
guíneo, a probabilidade de que uma pessoa do 
grupo, escolhida ao acaso, seja homem e tenha os 
antígenos A e B simultaneamente. 
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06 (FGVv-sP) 


a) Se um dado for lançado duas vezes, qual a proba- 
bilidade de que a soma dos números observados 
seja 4? 


b) Se um dado é lançado n vezes, para que valores de 
na probabilidade de que o número 6 apareça ao 


; E 1 
menos uma vez seja superior à 2 ? 


: [ZM Em três lançamentos sucessivos de uma moeda hones- 


ta, qual é a probabilidade de serem obtidas: 
a) exatamente duas caras? 


b) pelo menos duas caras? 


: 18 Uma urna contém três bolas azuis e duas verme- 


lhas. Retirando sucessivamente duas bolas, sem re- 
posição, qual a probabilidade de sair uma bola de 
cada cor? 


:* 97 Uma experiência consiste em observar as peças de 


uma linha de fabricação e constatar se são defeituo- 
sas (D) ou perfeitas (P). O controle termina quando 
são produzidas duas peças defeituosas consecutivas 
(reprovando o lote) ou quando são fabricadas quatro 
peças. 


a) Construa uma árvore que indique todas as hipóte- 
ses possíveis. 


b) Suponha que 10% das peças de um lote são de- 
feituosas, e peças distintas são independentes 
entre si. Qual a probabilidade do lote ser repro- 
vado? 


c) Com os dados do item anterior, se a primeira 
peça é defeituosa, qual a chance do lote ser re- 
provado? 


Bar 


CAPÍTULO V 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Fama-SP) Considere dois pequenos tetraedros regulares 
com suas faces numeradas de 1 a 4. Lançando aleatoria- 
mente os dois tetraedros sobre uma mesa, qual a proba- 
bilidade de que nas faces em contato com a mesa: 


a) tenhamos números iguais? 
b) tenhamos soma 4? 


[2 (Fama-SP) Uma caixa contém 11 bolas numeradas de 
1a 11. Retirando-se uma delas, ao acaso, observa-se 
que a mesma traz um número ímpar. Determinar a 
probabilidade de que esse número seja menor que 5. 


[3 (FCMSC-SP) Numa gaveta, há 10 pares distintos de 
meias, mas ambos os pés de um dos pares estão 
rasgados. Tirando-se da gaveta um pé de meia por 
vez, ao acaso, calcule a probabilidade de saírem dois 
pés de meia do mesmo par, não rasgados, fazendo 
duas retiradas. 


Com base no texto abaixo, responda às questões 4 e 5. 


(Enem) Um apostador tem três opções para participar 
de certa modalidade de jogo, que consiste no sorteio 
aleatório de um número dentre dez. 

12 opção: comprar três números para um único sor- 
teio. 

2º opção: comprar dois números para um sorteio e um 
número para o segundo sorteio. 

32 opção: comprar um número para cada sorteio, 
num total de três sorteios. 


P4" Se X,Y e Z representam as probabilidades de o aposta- 
dor ganhar algum prêmio, escolhendo, respectivamen- 
te, a 12, a 22ou a 3º opção, é correto afirmar que: 


(A) X<Y<Z (D)X=EY>Z 
(BXEVSZ (E) X>Y>2Z 
(C) XEy=Z 


[5 Escolhendo a 2: opção, a probabilidade de o apostador 
não ganhar em qualquer um dos sorteios é igual a: 


(A) 90% (C) 72% (E) 65% 
(B) 81% (D) 70% 


A: 


O enunciado abaixo serve para responder às questões 
Ole 


(Enem) Em um concurso de televisão, apresentam-se 
ao participante 3 fichas voltadas para baixo, estando 
representada em cada uma delas as letras T, Ve E. As 
fichas encontram-se alinhadas em uma ordem qual- 
quer. O participante deve ordenar as fichas ao seu 
gosto, mantendo as letras voltadas para baixo, tentan- 
do obter a sigla TVE. Ao desvirá-las, para cada letra 
que esteja na posição correta ganhará um prêmio de 
R$ 200,00. 


6 A probabilidade de o participante não ganhar qual- 


quer prêmio é igual a: 


(A) O (O) O 5 


WIN Na 


1 
(B) E (D) 


FEZ A probabilidade de o concorrente ganhar exatamente 


o valor de R$ 400,00 é igual a: 


1 1 

(80 (O 5 O 5 
1 2 
(B) 5 (D) 5 


E8' (Uerj) Um instituto de pesquisa colheu informações 


para saber as intenções de voto no segundo turno das 
eleições para governador de um determinado estado. 
Os dados estão indicados no quadro abaixo: 


Intenção de voto | Percentual 


Votos brancos 20% 


Escolhendo aleatoriamente um dos entrevistados, ve- 
rificou-se que ele não vota no candidato B. A probabi- 
lidade de que esse eleitor vote em branco é: 


(A) 


2 
(C) (E) E 


alm 
pI 


(6) — (D) 


w|a 
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E9 (UFRJ) O setor de controle de qualidade de uma pe- 
quena confecção fez um levantamento de peças pro- 
duzidas, classificando-as como aproveitáveis ou não 
aproveitáveis. As porcentagens de peças aproveitáveis 
estão na tabela abaixo. 

Um segundo levantamento verificou que 75% das ca- 
misetas aproveitáveis, 90% das bermudas aproveitáveis 
e 85% das calças aproveitáveis são de 12 qualidade. 


Peça | Aproveitável 


Escolhendo-se aleatoriamente uma calça e uma cami- 
seta dessa confecção, calcule a probabilidade p de que 
as condições a seguir sejam ambas satisfeitas: 

A camiseta ser de 1º qualidade e a calça não ser apro- 
veitável. 


MO (UFRJ) Duzentas bolas pretas e duzentas bolas bran- 
cas são distribuídas em duas urnas, de modo que cada 
uma delas contenha cem bolas pretas e cem bolas 
brancas. Uma pessoa retira, ao acaso, uma bola de 
cada urna. 

Determine a probabilidade de que as duas bolas retira- 
das sejam de cores distintas. 


[117 Uma gaveta tem 2 moedas de ouro e 3 de prata, outra 
tem 2 de ouro e 1 de prata. Passa-se uma moeda da 
primeira para a segunda gaveta e depois retira-se uma 
moeda da segunda. 

Qual a probabilidade de sair uma moeda de ouro na 
retirada da segunda gaveta? 


[12º (Fuvest-SP) Duas pessoas A e B arremessam moedas. Se 
A faz dois arremessos e B faz um, qual a probabilidade 
de A obter o mesmo número de “coroas” que B? 


[13º (Cesgranrio-R]) Uma turma tem 25 alunos, dos quais 
40% são meninas. 
Escolhendo-se, ao acaso, um dentre todos os grupos 
de 2 alunos que se pode formar com os alunos dessa 
turma, a probabilidade de que este seja composto por 
uma menina e um menino é de: 


(A) = (C) 


i 
6 (6) E 


w|a pj 


1 
(B) 5 (D) 


HMA4' (Unificado-R)) As retas t e s são paralelas. Sobre t são 
marcados quatro pontos distintos, enquanto sobre s 
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são marcados n pontos distintos. Escolhendo-se alea- 
toriamente um dentre todos os triângulos que podem 
ser formados com três desses pontos, a probabilidade 
de que este tenha um de seus lados contido em s é de 
40%. O total de pontos marcados sobre essas retas é: 


(A) 15 (e) (E) 7 
(B) 12 (D) 8 


se (Cesgranrio-RJ) O dispositivo que aciona a abertura de 


um cofre de uma joalheria apresenta um teclado com 
nove teclas, sendo cinco algarismos (0, 1, 2,3, 4) e 
quatro letras (x, y, Z, w). O segredo do cofre é uma 
sequência de três algarismos seguidos de duas letras. 
Qual é a probabilidade de uma pessoa, numa única 
tentativa, ao acaso, Rn o cofre? 


1 

(A) E (C) sto (E) = 
1 

(B) O (Dm 5 


H16' (Unirio-RJ) As probabilidades de três jogadores marca- 


rem um gol cobrando um pênalti são, respectivamen- 


te, 5 : e - Se cada um bater um único pênalti, a 
probabilidade de todos errarem é igual a: 

(A) 3% (C) 17% (E) 25% 

(B) 5% (D) 20% 


o (Enem) Um município de 628 km? é atendido por duas 


emissoras de rádio cujas antenas A e B alcançam um raio 
de 10 km do município, conforme mostra a figura: 
10km A 


Município 


10km B 
Para orçar um contrato publicitário, uma agência pre- 
cisa avaliar a probabilidade que um morador tem de, 
circulando livremente pelo município, encontrar-se na 
área de alcance de pelo menos uma das emissoras. 
Essa probabilidade é de, aproximadamente: 


(A) 20% (C) 30% (E) 40% 
(B) 25% (D) 35% 


: [78 Ao se tentar abrir uma porta com um chaveiro contendo 


várias chaves parecidas, das quais apenas uma destranca 
a referida porta, muitas pessoas acreditam que é mínima a 


Ber 
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probalidade de se encontrar a chave certa na 1º tentativa, 

e chegam mesmo a dizer que essa chave só vai aparecer 

na última tentativa. Para esclarecer essa questão, calcule, 

no caso de um chaveiro contendo 5 chaves, 

a) a probabilidade de se encontrar a chave certa de- 
pois da 1º tentativa; 


b) a probabilidade de se acertar na 1º tentativa; 


c) a probabilidade de se acertar somente na última 
tentativa. 


[19 (Cesgranrio-RJ) Sete lâmpadas de néon são dispostas : 
formando “oito”, como no mostrador de uma calcula- 
dora (figura |) e podem ser acesas independentemen- 
te umas das outras. Estando todas as sete apagadas, 
acendem-se quatro delas ao mesmo tempo, ao acaso. 
A probabilidade de ser formado o algarismo 4, como 
aparece na figura II, é: 


r e a 


E: DC) 


calculadora calculadora 
(D) (11) 
(A) 55 D) 5 
65 O 
(O 5 


[Z0' (UFSCar-SP) Os resultados de 1200 lançamentos de 
um dado estão dispostos na listagem abaixo. 


nº da face 6 


frequência 300 


Admitindo-se para dois novos lançamentos desse 
dado as mesmas condições experimentais anteriores, 
tem-se: 


(A) pelo menos uma ocorrência de face de nº 4 
(B) a ocorrência de uma face de nº 4 ou nº 6. 


“e 


(C) que a probabilidade da ocorrência de pelo menos 


uma face de nº 6 é Em 


16 


(D) a ocorrência de uma face de nº par. 


(E) que a probabilidade de ocorrência de uma face de 


nº par é = 


Im UC. SP) Gira-se o ponteiro (veja figura) e anota-se 


o número que ele aponta ao parar; repete-se a ope- 
ração. Qual a probabilidade de que a soma dos dois 
números seja 5? 


35 
(E) E 


8 24 
B) == D) — 
(8) 36 (D) 36 
' (Unirio-R]) Considerando-se um hexágono regular e 
tomando-se ao acaso uma de suas diagonais, a probabi- 
lidade de que ela passe pelo centro do hexágono é de: 


hj 1 2 
(A) q (Cc) a (E) E 
| 2 
(B) A (D) 9 


é 123) (Unirio-RJ) Um armário tem 8 repartições, em 4 níveis, 


como mostra a figura abaixo. Ocupando-se metade 
das repartições, a probabilidade de que se tenha uma 
repartição ocupada em cada nível é de: 


2 6 2 

(A) — (C) 35 (E) : 
4 8 

(B) E (D) 35 


[24 (PUC-RJ) De sua turma de 30 alunos, é escolhida uma 


comissão de 3 representantes. Qual a probabilidade 
de você fazer parte da comissão? 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO V 


1 5) 
(A) EA Em (E) 5 


(Bjos (D) 1 
1172 3 


[25º (PUC-RJ) Uma prova de múltipla escolha tem 10 ques- 
tões, com 3 respostas em cada questão. Um aluno que 
nada sabe da matéria vai responder a todas as ques- 
tões ao acaso, e a probabilidade que ele tem de não 
tirar zero é: 


(A) maior do que 96%. 
(B) entre 94% e 96%. 
(C) entre 922% e 94%. 
(D) entre 90% e 92%. 
(E) menor do que 90%. 


[26 (PUC-RJ) Quantas vezes, no mínimo, devemos lançar 


uma moeda não viciada para que a probabilidade de 
obtermos, pelo menos, uma cara seja maior que 99%? 


[27 (PUC-SP) O jogo da loto consiste em sortear 5 dezenas 


em 100 dezenas possíveis. Alguém, querendo jogar 


nessa loteria, pode escolher de 5 até 10 dezenas. Se 


alguém que escolhe 5 dezenas tem probabilidade x 
de ganhar, então quem escolhe 7 dezenas tem que : 


probabilidade de ganhar? 
(A) 7x (CG) 2x 
(B) 14x (D) 28x 


(E) 35x 


[28º (PUC-SP) Numa caixa há 100 bolas, numeradas de 1 
a 100. Retiram-se, simultaneamente, 2 bolas. Qual a 
probabilidade de se obterem números consecutivos? 


1 9 99 
A) — pes E 
(A) 5 o SE: 
1 1 
(B) 50 (Dor 


[29 (UFSCar-SP) Um dado, não viciado, é lançado duas ve- 
zes. Consideremos os eventos: 
A,: obtenção do número 6 no 1º lançamento; 
B,: obtenção do número 6 no 2º lançamento; 
C,: obtenção de um número ímpar no 1º lançamento. 


Assinale a alternativa correta. 
(A) A eC, são independentes. 
(B) Be C, não são independentes. 


(C) A, e B, são independentes. 
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(D) O evento A, nunca ocorrerá. 


(E) A probabilidade de ocorrência de C, é menor que 
a probabilidade de ocorrência de A. 


: BON (FGV-SP) Um grupo de 6 amigos (A, B, C, D, E e F) 


pretende realizar um passeio em um barco onde só há 
3 lugares. É feito um sorteio para serem escolhidos os 
3 amigos que ocuparão o barco. 

A probabilidade de que A seja escolhido e B não seja, é: 


(A) E (O) 


[o RS 


4 
(E) 5 


(8) x (D) 


Na 


é BT) (Fuvest-SP) Numa urna são depositadas n etiquetas 


numeradas de 1 a n. Três etiquetas são sorteadas (sem 
reposição). Qual a probabilidade de que os números 
sorteados sejam consecutivos? 


(A) ea (D) Ea 
m n 
(B) REA (E) 6(n-2)(n-1) 
nt 
(n-2)! 
ASdRETT 


[32' (PUC-SP) Uma moeda é viciada de modo que a proba- 


bilidade de ocorrer cara numa jogada é 30% a mais do 
que a de ocorrer coroa. Se essa moeda for jogada duas 
vezes, consecutivamente, a probabilidade de ocorrên- 
cia de cara nas duas jogadas, é: 


(A) 49% (C) 64% 
(B) 42,25% (D) 64,25% 


(E) 15% 


é [B3) (Fuvest-SP) Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 


9. Sorteiam-se, com reposição, duas bolas. A probabi- 
lidade de que o número da segunda bola seja estrita- 
mente maior do que o da primeira é: 


2 36 45 
a e (E 37 
1 30 
Cs (O 


: 134º (Fuvest-SP) Sorteiam-se dois números naturais ao aca- 


so entre 101 e 1000, inclusive, com reposição. Calcule 
a probabilidade de que o algarismo das unidades do 
produto dos números sorteados não seja zero. 


tw” 
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[35 (Fuvest-SP) Considerando um polígono regular de n 
lados, n > 4 e tomando-se ao acaso uma das diagonais 
do polígono, a probabilidade de que ela passe pelo 
centro é: (A) — 


n=n,+n,sen>n,en=n+1,sen,2n, 
Então, n = 7 ocorre com probabilidade: 


(B) menor que a de n=8. 


1 
(A) O se n é par. (D) = se n é ímpar. 


1 1 (9) ã 
(B) — se n é ímpar. (E) —— sen é par. 
2 ns (D) maior que a de n = 6. 
(C) 1 se né par. (E) ' 
[36 (Fuvest-SP) Duas pessoas A e B jogam dado alternada- 
mente, começando com A, até que uma delas obtenha um (UFR-RJ]) Um grupo de dez pessoas da turma de Psico- 
um “6”; a primeira que obtiver o “6” ganha o jogo. : logia de Cris resolveu formar uma comissão de forma- 
tura escolhendo um presidente, um secretário e um 
tesoureiro. Sabendo que a filha Cris integrava o grupo 
e preocupada com um possível cargo que a mesma 
pudesse ocupar, Salete conversou com o marido: — 
Pierre, eu não gostaria que a Cris fosse tesoureira. 
— Fique tranquila, disse Pierre! A probabilidade de 
Cris ser tesoureira é muito pequena! 
Qual seria essa probabilidade? 


a) Qual a probabilidade de A ganhar na 1º jogada? 
b) Qual a probabilidade de B ganhar na 22 jogada? 
c) Calcule a probabilidade de A ganhar o jogo. 


[37º (PUC-R])) No jogo denominado “zerinho-ou-um”, 
cada uma de três pessoas indica ao mesmo tempo 
com a mão uma escolha de O (mão fechada) ou 1 (o 
indicador apontando), e ganha a pessoa que escolher 


: A il 
a opção que diverge da maioria. Se as três pessoas |; (A) Ta (C) g (E) T5 
escolheram a mesma opção, faz-se, então, uma nova 
tentativa. 1 1 
Qual a probabilidade de não haver um ganhador defi- (B) 3 (D) = 


nido depois de três rodadas? 


38) (Fuvest-SP) Seis pessoas, A, B, C, D, E e F, vão atraves- 42º (UFF-RJ) No jogo “Bola Maluca”, um jogador recebe 


“e 


sar um rio em 3 barcos. Distribuindo-se, ao acaso, as 
pessoas de modo que fiquem duas em cada barco, a 
probabilidade de A atravessar junto com B, C junto 
com D e E junto com F, é: 


1 il 1 
E us, Ea 
Ci E dE 


1 
By [D) 
(B) a 


[39' (Cesgranrio-R]) Num jogo com um dado, o jogador 


X ganha se tirar, no seu lance, um número de pontos 
maior ou igual ao do lance do jogador Y. A probabili- 
dade de X ganhar é: 


1 7 19 
o a o 


2 13 
B) — D)p== 
E 3 a 


140! (UFSCar-SP) Um dado honesto é lançado duas vezes 


e os números obtidos, n, e n, respectivamente do 
primeiro e do segundo lançamentos, são usados para 
definir n como segue: 
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seis bolas que são lançadas sucessivamente sobre um 
grande tabuleiro inclinado com canaletas numeradas 
de 1 a 6, conforme figura abaixo. 


[ZA Do dO 


A cada lançamento, o jogador recebe a pontuação 
referente ao número da canaleta que a bola parar. 
Ao final de todos os lançamentos os pontos recebi- 
dos são somados, representando a pontuação total 
do jogador. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO V 


Após lançar quatro bolas, um jogador obteve sub- 
total de 15 pontos. Determine a probabilidade de, 
com as duas jogadas restantes, esse jogador totali- 
zar 19 pontos. 


43" (Unirio-RJ) A Organização Mundial de Saúde — OMS 
— pesquisou e concluiu que um casal sadio, em que os 
dois não sejam parentes consanguíneos (parentes em 
primeiro grau), ao gerar uma criança, pode apresentar 
o seguinte quadro probabilístico em relação a proble- 
mas congênitos: sexo masculino tem 2% de risco e 
sexo feminino, 3%. A probabilidade de um casal gerar 
um menino com doença congênita ou uma menina 
sadia é, em %, expressa por: 


(A) 0,485 (C) 49,5 (E) 99 
(B) 2,5 (D) 97,5 


144" (Unesp) Jogando 3 dados de tamanhos diferentes, a 
probabilidade de dar números que correspondam, em 
grandeza, ao tamanho de dados, ou seja, o número 
maior que ocorre deve estar no dado maior, o médio 
no médio e o menor no menor, é: 


25 1 
(A) 6 (D) g 

5 1 
(B) 7] (E) 3 
(e Rea 
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145" (FEI-SP) Numa moeda viciada, a probabilidade de 
ocorrer a face cara num lançamento é igual a quatro 
vezes a probabilidade de ocorrer coroa. A probabilida- 
de de ocorrer cara num lançamento desta moeda é: 


(A) 40% (C) 25% (E) 50% 
(B) 80% (D) 20% 

146 (PUC-RJ) As cartas de um baralho são amontoadas 
aleatoriamente. Qual é a probabilidade de a carta de 


cima ser de copas e a de baixo também? O baralho é 
formado por 52 cartas de 4 naipes diferentes (13 de 


cada naipe). 
1 1 
(A) E) (D) JE 
1 1 
(B) 35 (E) 75 
1 
(O 57 
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: uz (UFRJ) Dispomos de quatro urnas, cada uma contendo 


dez bolas numeradas de O a 9. Sorteando ao acaso 
uma bola de cada urna, formamos um número entre O 
e 9999. 

Lembrando que zero é múltiplo de qualquer número in- 
teiro, determine a probabilidade de o número sorteado 
ser múltiplo de 8. 


[48º (Unicamp-SP) Um dado é jogado três vezes, uma após 


a outra. Pergunta-se: 


a) quantos são os resultados possíveis em que os três 
primeiros números obtidos são diferentes? 


b) qual a probabilidade da soma dos resultados ser 
maior ou igual a 16? 


: 49) (Cesgranrio-RJ) Numa caixa são colocados vários car- 


tões, alguns amarelos, alguns verdes e os restantes 
pretos. Sabe-se que 50% dos cartões são pretos, e 
que, para cada 3 cartões verdes, há 5 cartões pretos. 
Retirando-se ao acaso um desses cartões, a probabi- 
lidade de que este seja amarelo é de: 


(A) 10% (C) 20% (E) 40% 
(B) 15% (D) 25% 


150" (Unicamp-SP) Uma urna contém 50 bolas que se dis- 


tinguem apenas pelas seguintes características: 


|) X delas são brancas e numeradas sequencialmente 
com os números naturais de 1 a X. 


Il) X + 1 delas são azuis e numeradas sequencialmente 
com os números naturais de 1a X + 1. 


HI) X + 2 delas são amarelas e numeradas sequencial- 
mente com os números naturais de 1a X+2. 


IV) X + 3 delas são verdes e numeradas sequencial- 
mente com os números naturais de 1a X+3. 


a) Qual é o valor numérico de X? 


b) Qual a probabilidade de ser retirada, ao acaso, uma 
bola azul ou uma bola com o número 12? 


SIN (Unicamp SP) Em uma festa para calouros estão pre- 


sentes 250 calouros e 350 calouras. Para dançar, cada 
calouro escolhe uma caloura ao acaso formando um 
par. Pergunta-se: 


a) Quantos pares podem ser formados? 


b) Qual a probabilidade de que uma determinada ca- 
loura não esteja dançando no momento em que 
todos os 250 calouros estão dançando? 


Ba.” 
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152" (Osec-SP) Se um certo casal tem 3 filhos, então, a pro- 
babilidade de os 3 serem do mesmo sexo, dado que o 
primeiro filho é homem, vale: 

(A) 


1 
(C) (E) E 


Ww|a 


(B) (D) 


NI 
pja ua 


153" (Uerj) Cinco casais formados, cada um, por marido e 
mulher, são aleatoriamente dispostos em grupos de 
duas pessoas cada um. 

Calcule a probabilidade de que todos os grupos sejam 
formados por: 


a) um marido e sua mulher; 


b) pessoas de sexos diferentes. 


[54º (UFRJ) Um alvo é formado por três círculos concêntricos. 


Uma flecha, ao ser lançada, pode atingir regiões |, II, 
Ill ou não acertar o alvo; as probabilidades de um ar- 


queiro atingir as regiões |, II, III são iguais a as em 


respectivamente. 1010" 2º 
Um arqueiro lança três flechas. Determine a probabi- 
lidade de ele acertar somente duas flechas no alvo, 
ambas na região III. 


[55 (UFRJ) Um estudante caminha diariamente de casa 
para o colégio, onde não é permitido ingressar após 
7h30min. No trajeto ele é obrigado a cruzar três ruas. 
Em cada rua, a travessia de pedestres é controlada por 
sinais de trânsito não sincronizados. A probabilidade de 


cada sinal estar aberto para o pedestre é igual a E ea 
probabilidade de estar fechado é igual a 3: 


Cada sinal aberto não atrasa o estudante, porém cada 
sinal fechado o retém por 1 minuto. O estudante ca- 
minha sempre com a mesma velocidade. 

Quando os três sinais estão abertos, o estudante gasta 
exatamente 20 minutos para fazer o trajeto. 

Em um certo dia, o estudante saiu de casa às 7h09min. 
Determine a probabilidade de o estudante, nesse dia, 


“e 


chegar atrasado ao colégio, ou seja, chegar após as 
7h30min. 


[56 (UFF-RJ) Em uma bandeja há dez pastéis dos quais três 


são de carne, três são de queijo e quatro de camarão. 
Se Fabiana retirar, aleatoriamente e sem reposição, 
dois pastéis desta bandeja, a probabilidade de os dois 
pastéis retirados serem de camarão é: 


4 


(E) + 


Es 2 
(A) 55 (C) E 5 


4 2 
B) DE 
6) + D) 5 


157) (UFRJ) Um saco de veludo azul contém 13 bolinhas 


amarelas, numeradas de 1 a 13; 17 bolinhas cor-de- 
-rosa, numeradas de 1 a 17; e 19 bolinhas roxas, nu- 
meradas de 1 a 19. Uma pessoa, de olhos vendados, 
retirará do saco 3 bolinhas de uma só vez. 
Sabendo-se que todas as bolinhas têm a mesma chan- 
ce de serem retiradas, qual a probabilidade de que as 
3 bolinhas retiradas sejam de cores diferentes e te- 
nham números iguais? 


[58 (UFRJ) Para testar a eficácia de uma campanha de 


anúncio do lançamento de um novo sabão S, uma 
agência de propaganda realizou uma pesquisa com 
2000 pessoas. Por falha da equipe, a agência omitiu 
dados dos campos x, y, Ze w no seu relatório sobre a 
pesquisa, conforme mostra a tabela a seguir: 
Nº de pessoas |adquiriram não 
A Total 
que: S adquiriram $ 


1500 


viram o anúncio y 


não viram o 
anúncio 


a) Indique os valores dos campos x, y ze w. 


b) Suponha que uma dessas 2000 pessoas entrevista- 
das seja escolhida ao acaso e que todas as pessoas 
tenham a mesma probabilidade de serem escolhidas. 
Determine a probabilidade de que esta pessoa tenha 
visto o anúncio da campanha e adquirido o sabão S. 


o (UFRJ) Dois jogadores disputam uma série de rodadas 
de cara ou coroa. No início, cada jogador dispõe de 
2 fichas. A cada rodada o vencedor ganha uma ficha 
do perdedor. O jogo termina quando um dos jogado- 
res fica sem fichas. 
Determine a probabilidade de haver, ao menos, 
100 rodadas. 
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CAPÍTULO VI 


MATRIZES 


FE: 

“|131 
136 
135 
134 
133 
132 
131 


130 Er 136 145 140 
E + 1 SEDEC ES 


127 
126 
125 
124 
123 
122 
121 43 14 
120 123 16 132 [1466] 
119 [145 137 117 119 129 


is [RED] os | 185 | 77 | 185 | 205 | 204 [279 JE 
EE 


Matrizes são simplesmente tabelas de números, e são usadas em modelos de Computação Gráfica, 
na resolução de sistemas lineares, para guardar encadeamentos em grupos de relacionamento, 
e em inúmeras outras aplicações. Por exemplo, uma imagem digital em níveis de cinza é 
simplesmente uma grande matriz, onde cada entrada representa quão claro é cada pixel. 


6 - MATRIZES 


6.1 - Noções básicas 


EEE 
DEFINIÇÃO 
Matrizes. 
M: Ix)J5R 
(1, j) [nd A = RIA j) 
+R 
4, = fa, 1) 
4, = fa, 2) 
a;= Ri j) 
Am fum, n) 
O conjunto das imagens da função f: Ix] > Réo conjunto: 
. M=( Do A, ER 
E comum dispor os elementos a, = f(i, j) segundo uma tabela retangular em 
que o primeiro índice (i) indica o número da linha na tabela e o segundo índice 
(j) indica o número da coluna. Essa tabela é, em geral, colocada entre colchetes, 
parênteses ou dois pares de traços paralelos verticais. 
A A e dj Ay, A Md A, dy Mp e Mj 4, 
4 dy 2 Ion 21 Voo No Ri di o Dj Ugo Ui; es 
Ra à A a E ne 
dy A a, a A a a, Ea is a, .. Am 
4 Ap Lui º Am Am Ama Am . Am Am A Rad Ami e A an 
O elemento a; fica situado na linha i e na coluna j, isto é, no cruzamento da 
linha i com a coluna j. 
[= : 
jº coluna 
NOTA 
A matriz M,..,= M(m, n) : 
se lê: matriz de ordem m [e : “A 
. n 
por n. 
Diz-se também matriz de 
dimensão m x n, em que m = : 
é a altura da matriz e na 7 linha DR DERA A ERR O 
largura. : 
Am An 
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Representa-se abreviadamente assim: 
M=[alemqueie(l,2,..,mbeje(1,2,...,n) 


ij 


Como essa tabela é constituída de mn elementos distribuídos em m linhas e 
n colunas, dizemos que essa matriz é de ordem m xn ou do tipo (m, n). Indica-se a 


matriz por M, ou M(m, n). 


mxn 


Exemplos: 
lo 2 si 0 
) Amanzis|o Ti 


o Z O 


é uma matriz de ordem 3 x 4. 


Temos a,,=-1,4,,=2,4,,=0 etc. 


ii) Escrever a matriz A = [a,] de ordem 2 x 3 sabendo que a, = i? + 2j. 


Temos quel<i<=2el<j<3. Assim: 
q,=1+2:1=3,4,=12+2.2=5,4,,=12+2-3=7 


q,=22+2-1=6,4,,=22+2-2=8,4,,=22+2-3=10 


do 


A matriz será então A = ! 
8 10 


6.1.1 —- Matriz-linha e matriz-coluna 


A matriz pode ter apenas uma linha ou apenas uma coluna e nesses casos 
são chamadas matrizes-linha ou matrizes-coluna, respectivamente. 


A=la,a,..a,J=(a,a,.. a,) é uma matriz-linha de ordem 1 x n. 


a a, |, : 
A=| 2 |=| 2! |é uma matriz-coluna de ordem m x 1. 
Am Am 
x 
e Pd E 
As notações (x), (x, Y), (x, Y, Z) ou [x], | y |serão usadas de acordo com 
a conveniência. y E 
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NOTA 

A ordem de uma matriz 

é representada por um 
produto indicado m x n, 
não se efetuando a 
multiplicação. 

As matrizes de ordem 

mx n podem ser 
interpretadas como: 
formando um espaço de 
mn dimensões em que seus 
elementos são sequências 
cujos elementos são 
tomados da matriz com a 
seguinte convenção: 

“da esquerda para a direita 
e de cima para baixo”. 

A matriz de ordem 2 x 3 


a b 
d e 


(a, b, Cc, d, e, h. 


E 
p | se escreveria 


DEFINIÇÃO 
Matriz-linha e matriz- 
-coluna. 


NOTA 

Matrizes-coluna são 
utilizadas para representar 
as coordenadas de pontos 
e setores nos espaços R, R2, 
R3, ..., a serem estudados 
no volume 3. 


Bar 
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Exemplos: 


DD A=(2,-1),B=(1,3,1),C=[2,0,4,3], D = [-1] são matrizes-linha. 


il 
3 
É 2 ' 
ti) ds O js Cos , D = (2) são matrizes-coluna. 
= - 
4 


As matrizes de uma única linha ou coluna, contendo apenas um elemento, 
podem ser postas em correspondência bijetiva com os números reais, havendo por- 
tanto uma identificação entre seus conjuntos. Assim, as matrizes se comportam 
como uma generalização do espaço dos números reais. 


6.1.2 - Submatriz 


DEFINIÇÃO 
Submatriz. 


Exemplos: E 
2º coluna —, = 3º coluna 
a tia é e 
: as E" 
i) Comamatriz A= de ordem 4 x 5 podemos 
O | Dm Ea 
a ros Ria! 


formar com os elementos da 2º e 3º colunas C? matrizes de ordem 3 x 2. 


São elas: 

b E b c bl E go lê 
os a es e 
RR r S r s f s 


ii) Quantas são as submatrizes de ordem 2 x 2 que se podem obter da matriz 
A de ordem 4x 5? 


Fixando 2 linhas quaisquer podemos, escolhendo as colunas, formar C? 
submatrizes. Como podemos escolher C7 pares de linhas, o número de 
submatrizes de ordem 2 x 2 será CZ. C? = 6 - 10 = 60 submatrizes de ordem 
Zi SA Pd 
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6.1.3 - Igualdade de matrizes 


====Ô)!Í IB SR 
Duas matrizes de mesma ordem são iguais se, e somente se, todos os DEFINIÇÃO 
elementos forem iguais: Igualdade de matrizes. 


led= [b,] Sa, = b, pena todo dE É, 2; «o Ml ejs 2, co 


ij 
Matrizes de ordens diferentes nunca são iguais. 


Exemplos: 


DES 
nm) |2 0 | a ] 
a ep So Qual 


iv) Calcular x, y a e b, sabendo qe) VA H| - | 
ar+b a 


x+y=1 a+b=3 x=2,y=-1 
x=2 lhes RjirEA De A 


Propriedades 


1) reflexiva: A=A 
2)  gimánicasÃ=s Ii IbsA 


3) transitiva a A=BAB=C=>A=C 


6.1.4 — Matrizes quadradas 


EEE= PE. 
Matrizes quadradas são aquelas em que o número de linhas é igual ao DEFINIÇÃO 
número de colunas. Sua ordem n x n é dita, simplesmente, ordem n. Matrizes quadradas. 


a a, pr As 
a a nata UE 
21 22 2n ee 
M=|. = la,), com E fl; 2, co 0) 
A ) a 
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DEFINIÇÃO 
Diagonal de uma matriz 
quadrada. 


NOTA Exemplos: 
A soma de todos os 
elementos da diagonal 


principal de uma matriz . a Rb) 
quadrada é chamada i) Na matriz Ra ; 
de traço da matriz e ed 
representa-se por tr M. diagonal "- diagonal 
Estudaremos esse assunto secundária principal 
adiante. 
(a, d) é a diagonal principal e (b, c) a diagonal secundária. 
im 4, Ne 
ii) Namatriz| a, Gp dal» 
CO 
diagonal RD diagonal 
secundária “ principal 
a diagonal (a,, a,,, a,) é a principal e a diagonal (a, a, à) à 
secundária. 
6.1.5 — Matriz nula 
E 
DEFINIÇÃO 
Matriz nula. 


Exemplos: 
; O O O (0) (0) o 
RS mr o o mA 
O O O 
FE ii) Calcular x, y, z e t sabendo que: 
NOTA 
Algumas vezes convém x+y-2 Z4 SEE =[0]= 0 


indicar a ordem da matriz 
nula por meio do índice 

que informa o tipo da 
matriz. Quando a ordem é 
irrelevante não se põe índice. 


x-y+4 z-t-6 


O 0 0 


o 00 
o o 0[1x3=0 
o 00 
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Devemos ter: 


x+y-2=0 z+t=0 ZE ZE S) 
e = 
x-y+4=0 Z-L-=6=0 y=3,t=-3 


iii) Sendo a, = 0 e [a,] = -a,] = A, calcular A, sabendo que ordem (A) = 3. 
Devemos ter: 


O tb E -a —d —sg 
RR; 
Rodo -c fi 


a=-a>2a=0>a=0 
b=-d=>b+d=0=b=d=0,poisb>20ed>0. 


Logo, A = [0] = 0. 


6.1.6 - Matriz identidade 


[E 
Matriz identidade é a matriz quadrada em que todos os elementos da DEFINIÇÃO 
diagonal principal são iguais a 1 e os demais iguais a O. Usa-se a notação I. Matriz identidade. 
1,sei=j 
I=[a,], em que E 
; O, seizj 
1 0 0 (à) 
1 0 0 0 1 0 0 
1 0 
Lo q [h=/0 1 L=|0 0 1 0 
oO 01 : : 
oO 0 0 1 


Exercícios resolvidos: 


1) (EGV-RJ) A organização econômica Merco é formada pelos países 1, 2 e 3. 
O volume anual de negócios realizados entre os três parceiros é represen- 
tado em uma matriz À, com 3 linhas e com 3 colunas, na qual o elemento 
da linha i e coluna j informa quanto o país i exportou para o país j, em 
bilhões de dólares. 


Ora a 
SeA=|21 0 2,5]: 
0903200 
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i) quanto o país 2 exportou para o país 3? 


Solução: 


Deseja-se o elemento a,, que é a exportação do país 2 para o país 3, logo 
4,, = 2,5 bilhões de dólares. 


ii) qualo país que mais exportou? 


Solução: 


As exportações se encontram nas linhas í, logo basta verificar qual a li- 
nha em que é maior a soma de suas exportações. 

o ao 

4, +4,, + A, = 4,6 

A + A + da = 4,1 

Como 4,6 é a maior soma, relativa à linha í = 2, o país que mais exportou 
foi o país 2. 


iii) qual o país que importou menos? 


Solução: 

Basta ver qual a coluna que tem a menor soma, uma vez que a coluna 
informa que país importou de qual. 

A+, +4,=3,0;4,+4,,+0,=44eA,+0,+0,,;=5,6 

Logo o país que menos importou foi o país 1. 


iv) qual o saldo comercial do país 3, isto é, a diferença entre as exporta- 
ções e as importações? 


Solução: 

Exportações do país 3:4, +4,,+4,,= 4,1 bilhões 
Importações do país 3: a,,+a,, + a, = 5,6 bilhões 
O saldo comercial é 4,1 — 5,6 = -1,5 bilhão. 


2) (EGV-R]) Três ônibus levaram alunos de uma escola para uma excursão. 
Em uma parada, todos os alunos saíram dos ônibus. Todos prosseguiram 
a viagem, mas não necessariamente no ônibus de onde tinham saído. Na 
matriz abaixo, a, representa o número de pessoas que saíram do ônibus i 
e subiram no ônibus j após a parada. 


SO 3º 7 
2» 23 & 
> 6 2) 
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3) 


Determine: 


i) quantos alunos participaram da excursão; 


Solução: 

Basta contar quantos alunos saíram dos ônibus já que todos saíram. 
Saíram do ônibus 1:30 +5+7=42 

Saíram do ônibus 2:2 +25 +8=35 

Saíram do ônibus 3: 3 + 6 + 20 = 29 

O total de alunos foi 42 + 35 + 29 = 106 alunos. 

Poderíamos também contar quantos alunos subiram em todos os ôni- 
bus. 


ii) qual o ônibus que ganhou mais passageiros; 


Solução: 
À tabela mostra a variação de passageiros: 


Ônibus Saíram Subiram 
il 42, 35 perdeu 7 
2 BS) 36 ganhou 1 
3 29) SS) ganhou 6 


O ônibus que ganhou mais passageiros foi o ônibus 3. Ganhou 6 passa- 
geiros. 


iii) qual o ônibus que perdeu passageiros. 


Solução: 
À tabela mostra que foi o ônibus 1. Perdeu 7 passageiros. 


iv) Se algum ônibus voltou com o mesmo número de passageiros. 


Solução: 
À tabela mostra que não. 


Um laboratório farmacêutico fabrica três tipos de remédios utilizando 
diferentes compostos. Considere a matriz A = (a,) dada a seguir, onde a, 
representa quantas unidades do composto j serão utilizadas para fabricar 
uma unidade do remédio do tipo í. 


o as 
Me=l2 5 8 
0 1 4 


Quantas unidades do composto 2 serão necessárias para fabricar 3 remé- 
dios do tipo 1; 2 remédios do tipo 2 e 5 remédios do tipo 3? 
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Solução: 

Devemos raciocinar com a coluna 2 porque nela estão as quantidades do 
composto 2 para fabricar os diferentes tipos de remédios. 

Assim sendo, para fabricar: 

3 remédios do tipo 1 devemos ter 3a,, = 3 - 2 = 6 unidades do composto 2; 
2 remédios do tipo 2 devemos ter 2a,, = 2 - 5 = 10 unidades do composto 2; 
S remédios do tipo 3 devemos ter 5a,, = 5 - 1 = 5 unidades do composto 2. 


Assim, o total de unidades do composto 2 para produzir os três remé- 
dios será: 
6 + 10 + 5 = 21 unidades 


4) João foi comprar discos de seus artistas favoritos 1, 2 e 3 e escolheu três 
músicas 1, 2 e 3 todas gravadas pelos três artistas. Na matriz, cada a, é o 
preço do disco do artista i com a gravação da música j. 


to 42 lil 
10 15 13 
16 14 17 


i) Se João comprasse todas as músicas gravadas pelo artista 2, quanto 
gastaria? 


ii) Escreva todas as hipóteses de compra de 3 músicas diferentes gravadas 
por artistas diferentes. 


iii) Desejando gastar o menor valor possível para a compra de 3 músicas 
diferentes, gravadas por artistas diferentes, quanto gastará João? 


Solução: 


i) Basta somar todos os valores da 2º linha, logo: 
a a ba = ORE ISSE IS = 8: 


EE) 

NOTA ii) Basta tomar um elemento de cada linha e de cada coluna, assim: 

O item ii servirá para a Com o elemento a,,, teremos a,, e a,, ou a,, e A,,, logo (a,,, 4,,, A,,) OU 
definição de determinante. (e ce 


As 3! = 6 hipóteses darão os 
termos do determinante de 
terceira ordem, desde que Cm Aa a: 


com sinais convenientes. Com o elemento a 
(Agr Doy A). 


Como elemento a, teremosa ea oua ea, logola a a Jou 


teremosa, ea, oua, ea 


13? 31º 


logola a na ou 
iii) Temos então as somas possíveis: 
(45, 40, 39, 41, 35, 42). Note que temos 3! = 6 hipóteses quando se 
escolhe um elemento de cada linha e de cada coluna. A menor soma 
é 35. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Obtenha a matriz A, em cada caso abaixo: 
a) A=(a,),,, definida por a, = 2ij- 1 


b) A= (a,);x3 definida por Ij= : é E = 


I,sei=j 


i O, seizj 


c) A=(a,,,; definida por a, = | 


FZ (Ufal) Qual é o elemento localizado na segunda li- 


nha e terceira coluna da matriz A = (aj): ; definida 
por: 
Vi, sei<j 
4;= jlogj sei=j 
i,sei>j 
E i+j sei>j 
BB Seja A = (a),,, em que a, = 158 1$) | calcule a 
O, sei<j 


diferença entre o produto dos elementos da diagonal 
principal e o da diagonal secundária. 


P4 (Vunesp-SP) Imagine os números inteiros não negati- 
vos formando a seguinte tabela: 


0 É) 6 9 12 
1 4 7 10 13 
2 5 8 1 14 
a) Em que linha da tabela se encontra o número 319? 


b) Em que coluna se encontra esse número? 


ES (UFRJ]) Uma confecção vai fabricar 3 tipos de roupas 


utilizando materiais diferentes. Considere a matriz : 


A = (a), em que a, representa quantas unidades do 
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material | serão empregadas para fabricar uma roupa 
do tipo i. 


a) Quantas unidades do material 3 serão empregadas 
na confecção de uma roupa do tipo 2? 


b) Calcule o total de unidades do material 1 que será 
empregado para fabricar cinco roupas do tipo 1, 
quatro roupas do tipo 2 e duas roupas do tipo 3. 


:* 6) Determine a, b, x, y, sabendo que: 


x+y  2a+b) [3 1 
di-y g-b) JO 2 
EZ Determine x e y, valores que tornam verdadeira a 
igualdade: 
Xx+y x-y “(oo 
w Eis 4 
y 


: 8 Calcule x, y, ze w para que a igualdade seja verdadeira: 


3x y+1 | ]6 5 
Z+W Z-w 2 (0) 


: 9 Determine x, y e z para que: 


n dk : 25 
log,32 |Z) vo 


Bar 
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6.2 — Matriz transposta 


No conjunto das matrizes define-se como transposição uma operação que 
consiste em transformar as linhas de uma matriz em colunas e as colunas em li- 
nhas, ordenadamente. 


DEFINIÇÃO 
Matriz transposta. 


A=[a,]& A'= [a;] onde aj=a, 


Exemplos: 
il 200 ; 
Do As | hm i | = AÚ=s) 2 
o 3 + 
il 
= no 
NOTA 3 
A tansposta da matriz 
transposta de A é a própria 4 
matriz A. 
(A =A 
ZM il 2 1 
mw) C=|3 0 aslj=>Cs=| 1 0 
il Po) lo sil S 
6.2.1 —- Matriz triangular 
[EEE =——=—:| 
DEFINIÇÃO 


Matriz triangular. 


O asa 


t,=0Osei<jout,=0Osei>j 


A transposta de uma matriz triangular é uma matriz triangular. 
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Exemplo: 


6.2.2 - Matriz simétrica 


DEFINIÇÃO 
Matriz simétrica. 


a lb| c 
S=|lbl d el= Is, Sy=Sp Vi j 
e f 


Uma matriz simétrica é igual à sua transposta e reciprocamente. 


S=S'eS é simétrica 


Exemplos: 
2 1 3 6 
i 
SR io s= 3 
3 4 1.2 O 
O 2 & 0 


6.2.3 —- Matriz antissimétrica 


DEFINIÇÃO 
Matriz antissimétrica. 


O |l-a) -b — 

Agp 9 A A. [a] a=-a, ou a +a,=0, Vi j 
b d 0 =f Vl) UI) n y 1 
clel f O 
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Uma matriz antissimétrica é oposta à sua transposta e reciprocamente. 
A=-A'S A é antissimétrica 


Exemplos: 
O 2 3 O Bo Ss 
d) As|2 O ils |D Om = 
3 1 0 -3 1 0 


6.2.4 — Matriz diagonal 


DEFINIÇÃO 
Matriz diagonal. 


NOTA 
Toda matriz identidade é 
diagonal. 


Exemplo: 
Wo 00 
Dons 
O 0 5 


6.2.5 — Matriz de uma relação 


Sejam dois conjuntos A = (a, a, .,aJ)eB=[(b,b,,..., b) e uma relação R 


definida entre os elementos a, de A e b de B. Se a, e b, estão relacionados por R, isto 
é,a,R b, ou (a, b) E R, podemos definir uma matriz M tomando: 
M = 1, se (a, b) ER 

* l[0,se(a, b) É R 


A matriz M é dita matriz da relação R. 
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Exemplos: 


|) 


ii) 


Seja P um polígono regular convexo com n vértices numerados de 1 a 1, con- 
secutivamente; façamos p, = 1 se ij é lado do polígono e p, = O caso contrário. 
Escrever a matriz P=[p,] paran=3 en=4. 


a) mes 


Db ay 
Do=Pa=Ps=Pa=Pa=Po=l1 


1 O 1 dq 
P=|1 0 1 
: a JP EO) 


b) n=4 
bs Da buy 
DPp=Po=Do=Po=Pa=Ps=Py=Pu= Il 
o a 


4 = OR Ra 
o 

no sb a a 

4 3 1 (0) 1 (0) 


Sejam poliedros regulares convexos com vértices numerados conforme as 
figuras abaixo. Seja p, = 1 se ij é aresta e p, = O caso contrário. 
Escrever as matrizes correspondentes. 


a) p=4 1 
O dl il il 
pel lo oo p,=0sei=j 
E é l EO by=1seixj 
q O 
3 
DD) p= 
1 o AD Sina o 
do(a IG TO a 
PO se t=Hou 
RD ixj=7 
ê ERRO E O Ta 
q 1 0 1/1 0 1 |?j=1cas contrário 
6 Qdo o 
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EFE 

iii) Sinais são emitidos das torres T,, T,, T,e T,. AmatrizS=[s Jétalques = 1 
NOTA RR Ea E 
Portais de pesquisa na se a torre T, emite sinais para a torre Te s, = O caso contrário. O diagrama 
Internet usam matrizes indica o sentido de transmissão dos sinais emitidos pelas diversas torres. 
como estas para registrar E 
os “links” entre diferentes ç 
páginas. 
Tais matrizes são enormes 
contendo milhões de linhas Ig, di 
e colunas. 

T 


3) 


Escrever a matriz que representa a relação R tal que “T, R T, « T, emite sinal 
” 

para T/. 

Temos: 

s, = porque T, não emite sinal para si mesmo. 


S, = 1 porque T, emite sinal para T,. 


S5=1,8,=1,5,,=0,5,,=0, Qua o o 
Sis 054 05700, S = Oo A o 

O O Ol 
53 =0,8,=0,8,,=1,8,=0, 0 1 (0) (0) 


iv) Considere agora a matriz que indica o número de maneiras de emitir um 
sinal de T, para T, passando por uma torre repetidora de sinais, isto é, por 
meio de dois sinais sucessivos. 
c;=n se existe T, tal que T, > T, > T onde n é o número de modos de fazer 
a conexão entre T, e T,. 


(0) il 1 il dal! Massi 

O 001 Ca=1 =>, 

E el T>TST, 
O Lo O 

Cg4=1 1 = 1,5 a 

oo =1 Ra 

Cp = 3 Ae 2) 

Cg=1 Ta =, 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine a transposta das matrizes: seguinte: “Se A é uma matriz quadrada, então 
1 2 3 á A+ AT é uma matriz simétrica e A — AT é uma matriz 
antissimétrica.” 
5 6 7 8 


9 10 11/12 5 (UEL-PR) Uma matriz quadrada A se diz antissimétrica 
13 14 15 16 : se At=-—A. Nessas condições, se a matriz A a seguir é 
uma matriz antissimétrica, então x + y + Z é igual a: 


a) A= 


b) A = (a,) quadrada de ordem 2 com a, = i! + 2. 


BZ" Sejam T,, T, e T, três triângulos equiláteros. A é uma 
matriz de ordem 3, onde cada elemento a, é igual à —1 3 0 
soma das áreas de T, T. : 


(A) 3 (C) O (E) -3 
ic Bi (D) 1 
A=|2N3 3/3 443 
343 443 543 6 (PUC-SP) O quadrado abaixo chama-se Quadrado Má- 
: N gico, pois a soma de cada linha, de cada coluna e de 
Determine os lados do triângulo. cada diagonal é constante. 
[3º Forma-se um quadrilátero P,P,P,P, de modo que, se ie 2/9|4 
j pertencem ao conjunto (1, 2, 3, 4), a distância entre; 
z : 7/53 
P,e P é o elemento a, da matriz: 
6/11|8 
0 1 x 1 
1 0 1 1 O quadrado seguinte é mágico. SejjaS=a+b+c+ d+ 
+e+f+g+h+ieseja Ka soma de cada linha, de cada 
y 1 0 1 À 
coluna e de cada diagonal. 
1 1 1 0 
: a|b|c 
Calcule o valor numérico do elemento a,, da matriz A. dlelf 
P4 (PUC-GO) Uma matriz quadrada A é dita simétrica se E 


A=Afe é dita antissimétrica se A! = —-A, em que 


É . , À 5 a) Obtenha K em função de S. 
A! é a matriz transposta de A. Analise a afirmação 


b) Calcule e em função de S. 
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DEFINIÇÃO 


Adicão (subtração) de 


matrizes. 


ds 


6.3 —- Operações elementares com matrizes 


6.3.1 — Adição e subtração de matrizes 


Exemplos: 


Propriedades 


Exercício resolvido: 


Ricardo, Sérgio e Tiago saíram para tomar chope, de bar em bar, tanto no sába- 
do quanto no domingo. 

As matrizes a seguir resumem quantos chopes cada um consumiu e como a 
despesa foi dividida: 


A A Sm Uso 
S=)0 2 oleD=|o0 3 0 
st Fis Eita RR! 


S refere-se às despesas de sábado e D às de domingo. 
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Cada elemento a, nos dá o número de chopes que i pagou para j, sendo Ricardo 
o número 1, Sérgio o número 2 e Tiago o número 3 (a, representa o elemento 
da linha i, coluna j de cada matriz). 

Assim, no sábado Ricardo pagou 4 chopes que ele próprio bebeu, 1 chope de 
Sérgio e 4 de Tiago (primeira linha da matriz S). 


i) Quem bebeu mais chope no fim de semana? 
ii) Quantos chopes Tiago ficou devendo para Ricardo? 
iii) Qual a matriz que resume o consumo no fim de semana? 


Solução: 


i) Ricardo bebeu (7 + 7) = 14 chopes, Sérgio (4 + 9) = 13 e Tiago, com 
(9 + 6) = 15 chopes, foi quem mais bebeu no fim de semana. 


ii) Ricardo pagou para Tiago: 4 + 3 = 7 chopes, 
Tiago pagou para Ricardo: 3 + 2 = 5 chopes. 
Logo, Tiago ficou devendo 7 — 5 = 2 chopes para Ricardo. 


iii) A matriz que resume o consumo no fim de semana será a soma 


4 1 4 SBES DAS 2 6 7 
S+D=|0 2 0|+/0 3 0 |=/0 5 0 
RIR ANN >» 2 E 


6.3.2 - Produto de uma matriz por um número 


[E 
O produto de uma matriz por um número é à matriz que se obtém — periniçÃo 
multiplicando todos os seus elementos por esse número. Produto de matriz por um 
k- la,] = lka,), W bj número. 


Exemplos: 
» 3 mo ia es DSi 
3 0 -1 9 0 3 
o 1 0 1 
mM) 9)2 O LZlséopO dd ils 
Lo SE NA lo (dO) = 
à & 9 2» M 2 lo ill 


(9%) 
(9%) 
(9%) 
19 
O 
9) 
ma 
(9%) 
a 
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Propriedades 
OBSERVAÇÃO 1) Comutativa: mA = Am 
Observe que o produto 
de um número por uma 2) Associativa: m(nA) = (mn)A 
matriz não é um número, é 
uma matriz. Os zeros entre 3) Distributiva: (m + n)Ã = mA + nÃ 
colchetes são matrizes nulas. m(A + B) =mA + mB 
4) Elemento absorvente: m - [0] = [0] 
0-A=[0] 
5) (mA)! = mA! 
6.3.3 - Matriz oposta 
DEFINIÇÃO Matriz oposta é o produto da matriz por 1. 
Matriz oposta. A-(-D=(-1)-A=-A 
Exemplo: 
tl 2 -1 2 
Asi ão Ol=-=Ae|-5 O 
-2 3 2 3 
Propriedades 


1) Lei do cancelamento: A + (-A) = O 
2) Dupla oposição: — (-A) = A 

3) — [0] = [0] 

4) (A+ B) = (A) + (-B) 

5) (-A)t= A! 


Exercícios resolvidos: 


1) Uma loja de departamentos controla suas vendas por meio de matrizes, 
sendo uma para cada departamento. 


Produto 
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2) 


Nas posições (i, j) são registradas as quantidades a, dos produtos j da marca i. 
No início do dia primeiro, esse departamento abre com a matriz de esto- 
que A e fecha com a matriz F. 

io O dO) 10 So Bo é 
M=spis ds ds ds R=[ il 2 3 

Mo) 20) 20) 20 ARS ES 


Sendo R a matriz de reposição de estoque, isto é, das quantidades que 
devem ser solicitadas ao almoxarifado para repor o estoque para o dia 
seguinte: 


a) Calcule R. 


b) Se esse departamento planeja duplicar suas vendas, qual a matriz de 
estoque de abertura para atender a essa demanda? 


Solução: 


a) A matriz das vendas do dia primeiro será: 


io dO) dO áiO) o “Loto 7 3 6 0 
R=A=l=pis ds ds dlSf=[fit 2 3 4la=ji ts d2 dll 
2) Ho) 2) 20 RS RS to 17 ds 419 


Essa é a matriz de reposição. 


10 10 10 10 20 20 20 20 
bj A=25/5 8 15 1S|=]80) 50 SO 30 
20 20 20 20 40 40 40 40 
Uma cadeia de lojas tem três filiais: Santo André (A), São Bernardo (B) e 


São Caetano (C). A matriz de estoque M registra quantas unidades de cada 
um dos produtos P,, P,, P, e P, se encontram em cada filial: 


10 8 4 6 A 
M=|12 6 0 4 |ouseja [7] 
ES O RR 


Os preços desses produtos são registrados pela matriz-coluna ; cada 


linha i tem o preço do produto P, em milhares de reais. 


OH wON 


a) Se as filiais venderem seus estoques completamente, qual é a receita de 
cada filial? 


b) Ea receita total? 
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NOTA Solução: 
Mais adiante, definiremos o 


ias di ara a) R(=10:2+8.3+4.1+6-3=66 (66 mil reais) 


E da f R,5=12.2+6-3+0.1+4.3=54 (54 mil reais) 
Rç=15:2+8:3+7-:1+3-3=70 (70 mil reais) 


x 4x1 


b) R=R,+R,+R, 
R, = 66 + 54 + 70 = 190 (190 mil reais) 


Propriedade 


Suponhamos que M = S + A. Transpondo M, vem: 
M'=(S+A)'=S'+ A! mas A'=-AeS'=S,logo, M=S-A. 


Temos então o sistema: 


M=S+A M+M' M-M' 
+32 CÃ= 5 - 
M'=S-A 
Exemplo: 
IRS IDEs M+4M' |1 4 
M= M' = Ss = 
4 0 -1 Il = Mo |O = 
= — A= = 
M=S+A | E º É 2 | 0 


6.3.4 — Combinação linear de matrizes 


DEFINIÇÃO 
Combinação linear. 


à VA: 250 


MATRIZES CAPÍTULO VI 


Exercícios resolvidos: 


1) sema =|? -d à ese 2 


2) 


3 0 1 


[| 
i) Calcule a combinação linear 34 — 2B. 
NOTA 
Sendo A e B matrizes de 
3A-2B=3 a = tod do mesma ordem e mz0, 
ES dO 21 esto NE oa TE A=B e mA= mB. 


Jo 3 9||2 4 6 
E 


ja an] pas SA j 


11 2 —7 
a ER: EEEDOos RO 
ii) Resolva a equação 2 (X+A)=2[3X + (X — 2B)] NOTA 
Sendo A, Be C matrizes de 
Solução: mesma ordem, 


1 1 A=BSA+C=B+4C. 
>X+5A=6X+2(X —2B) 
Z, 2 


X+A=12X+4X-8B 


A+8B= 15X=>X = (A + 8B) 


O =1 -5 8. 15 NOTA 


16 
Operam-se com matrizes 
de mesma ordem como se 
operam com números. 


= EEE BP R 
eso) À 1 NE 16 A 15 a 


-5 8 15 


mo rwu|NO O 


EA 


É 1 

E pomadas 

as E 8 
Sa IS 

Determine duas matrizes X e Y de segunda ordem tais que 


3X+4Y= e e2X-3Y= = | 
12 09 9 6 


Temos o sistema: 


3X +4Y = re 
-12 
Multiplicando a primeira equação por 3 e a 
EQUN 7 segunda por 4, vem: 
2X —-3Y = 9 
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9X + tov- [1 ç | 
-36 27 


Somando membro a membro: 


8X - 12Y= mo 
36 24 


-17 34 | 1/-17 34 =| 2 
O Sl ip O Si 03 


Substituindo na equação 3X + 4Y = 5.2 | vem: 
=12 9 


O ama 8 [aa So aos 
Eua nino -12 0 2 0 
3) Considere as matrizes A | 2. m 0 | RE | So Md E 
Foge A] 
8 7/3 
Calcule os valores de m e n de modo que C dependa linearmente de A e de B. 
Solução: 


Para que C dependa linearmente de A e B é preciso que existam números 
a e b tais que C = aA + bB. Devemos ter então: 


2 mo ER O 
Bo a er E qdo | o e OU seja; 


Ze À -a+nh=8 
ma=2bi==1 e 4a +b=7 
Oa+b=3 3a -—-2b=-3 


Vamos escolher duas equações para calcular a e b e submeter esses valores 
às outras equações. 


2a-b=-1 = l 
Escolhendo , temos: 

Oa+b=3 = 
E | Verificando se estes satisfazem as outras equações: 
Esta verificação é necessária. 3a-2b=3:1-2.3=-3(V) 
Caro asiqualgane: não Com isso, podemos calcular os valores de m e n. 
ocorressem, o problema 
seria impossível. m-6=-11=>m=-s 


-1+3n=8>n=3 
A relação de dependência é A + 3B=C. 
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6.3.5 — Traço de uma matriz quadrada 


DEFINIÇÃO 
Traço de uma matriz. 


Exemplo: 
lo 2 8 
pla Ss gl=il454+9=15 
FA a 
Propriedades 


Exercício resolvido: 


Considere a matriz A = [a,) de ordem 10, onde a, = 2) + 3/+ (i -j)ºº. Calcule tr A. 
Solução: 
Só interessam os elementos do tipo a, = 2't'+3'+(i-D)8=22+1 


onde i = 1, 2, ..., 10. O traço é a soma de todos eles: 


10 

trÃ=5 QU+D=02+D+(0+D+.+00+D=(22+2 +... +22) + 
il 

+(1+1+...+1) 

A primeira parcela é a soma dos termos de uma progressão geométrica de razão 


4 com 10 termos; a segunda é a soma de 10 termos iguais a 1: 


10 
E A=22.5 2 +10-1=5-(2º-1)+10=1398110 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


3 2 1 3 : 18º (Ufam) Sendo as matrizes: 
7 Considere as matrizes A = ,B= E 


10º 4 2 2 10 -4 8 2 1 6 -8 7 
A= ,B= eC= A 
3 -6 1 0 4 10 -4-2 6 
0 2 jd É 
E = eD= . Calcule, se : : 1 3 usa 
5 8 0 3 1 amatiz=2n+B= Griglala: 
existir: 
a) A+B e D=G h) (A+B) ” =[1 133 ' “1718 -3 
b) B+C tj BE ij Ci-A O 17 +& 1211 -6 
O C-A 9) A'+ B' Pp (C-A) 
dBab -17 18 19 7 11 6 
RO (O) 
: 0 17 -12 18 O -12 
-1 0 : 
BZ" Dada a matriz T=|2 3 4 |, determine a 
1113 19 
1211 -6 


matriz T + T'. É 
: 9) (UCPel-RS) Seja a matriz: 
[3º Determine o valor de x, que torna verdadeira a igual- ; ( na] 


dade: Osei=j 
2 5 8 10 A=(a),,y ha qual a,= Isei>j 
2: = —Isei<j 
1 — 2 x : 
então A — A'+ |, resulta na matriz: 
A 1.3 
P4" Encontre a matriz T, sabendo que—--T'=| 8 5 
4 o 0 122 
—2 7 
Alo 10 D|2 0 
21 0 O 01 0 12 
ES sejam asmatrizesA=|-1 2 2 |eB=(b),,, em : 
O 5 4 0 2 2 1 0 0 
(B)| 2 =? (Bjo 1 0 
que b, = i— j. Determine a matriz 3h + 4B. 2 0 O 0 —1 
11 2 a 
6 (Uece-CE) Sejam as matrizesP = R= 1 =2 =2 
4 RE (0)|2 12 


D 

H 
TT 
[a 
- oO 
NO— 
No 
9) 
ml 


Se(2-n)-I+n-P =P, (ne IN), quanto vale nº — 2n+ 7? 


FEZ Determine o traço de: 


pe de 4 
o 4º ] b) B=|V3 3 —7 
e M = 23 
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6.4 - Produto de matrizes 


Antes de definirmos o produto de duas matrizes, consideremos o seguinte 
problema. 

Um laboratório produz os remédios R,, R,e R, que são fabricados com os com- 
ponentes A e B. 

Por outro lado, os componentes A e B são fabricados com as matérias-primas 
m,n,peq. 


Tabela I 


A tabela I indica as quantidades necessárias de A e B para a produção de uma 
unidade dos remédios R, R,e R.. 


Tabela II 


pop 
A 1 1 3 2 m+n+3p+2q 
2, 1 2m+2n+2p+q 


A tabela II dá as quantidades necessárias de m, n, p e q para a produção de uma 
unidade dos componentes A e B. 

Determinar as quantidades das matérias-primas m, n, p e q necessárias para 
produzir uma unidade de cada remédio R, R,e R.. 


Assim: 
R=2A+B 

A=m+n+3p+2q 
R,=A+2B e 

B=2m+2n+2p+q 
R,=A+B 


Basta expressar R,, R, e R, em função de m, n, pe q. 

Para isso, é suficiente substituir Ae Bem R, R,e R,. Temos: 
R,=2A+B=2m+n+3p+29)+(2m+2n+2p+q)=4m+4n+8p+5q 
R,=A+2B=(m+n+3p+29)+22m+2n+2p+q)=Sm+5Sn+7p+ 4q 
R,=A+B=(m+n+3p+29)+(Qm+2n+2p+q)=3m+3n+5Sp+3q 


Tabela IN 
po po Do a 
R, 4 4 8 ) 4m + 4n+8p+5q 
R, 5 5) A 4 Sm + Sn + 7p + 4q 
R, 3) 3 ) é) 3m+3n+5p+3q 


À tabela III indica as quantidades das matérias-primas m, n, p e q necessárias 
para produzir uma unidade dos remédios R, R,e R,. 
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Esse resultado pode ser obtido utilizando as matrizes: 


“e 


7d 
E q 


remédios 


1 1/13 
2 2 |I2 


componentes 


1 
5 7 
3 5 


O elemento c,, da matriz da tabela II se obtém efetuando a soma dos produtos 


i) separa-sealinha2:| 1 2 


ii) separa-se a coluna 3: 


iii) multiplica-se o primeiro elemento da linha 2, a 


coluna 3, b 


13” 


aii 


é Ra 


segundo elemento da coluna 3, b,.,: 


C=4'Da+t4,'D,=1:3+2:2=3+4=7 


3 
2 


dos elementos da linha 2 da tabela I pelos elementos correspondentes da coluna 3 
da tabela II, ou seja: 


1 S+2-D=/ = 


21 
e soma-se ao produto do segundo elemento da linha 2, a 


pelo primeiro elemento da 


pelo 


22! 


Esse procedimento deve ser realizado, ordenadamente, com todas as linhas 
da tabela I pelas colunas da tabela II: 


o 

1 

Lda 
LIZ q 

[o 

-1 

[2 
12 

Cc, 

1 

[2 
AEE 

C, 

1 

Led? 
AEE 

C, 

1 

[2 
L[1 2 


>A -D 
>Cn=4'D, 
>Cn=4' by 
>€C,=0y:D, 
> Cp =4" b,, 
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+d 


+d 


22º 


32 


12º 


"b,=2: 
b,=1 
b,=1 
b,=2 

.bo=1 


-1+2. 


-1+1- 


-1+1 


-1+2. 


1+1. 


2=4> 
2=5> 
2 =3=> 
2=4> 
2=5> 


| 


| 
| 


4. 
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c 
E 4 4 
Zi, >Cpo=44:bo+4,:b,=1:1+1:2=3>]5 5 
“E 
Ba 
Lia 
C; 
3 448 
xa, >c,=4,-b,+4,:b,,=2:341:2=8>]5 5 
o 33 
ME 
C, 
a 4 4 
ar >C,=4,:b,+4,:b,=1:3+2:2=7>]5 5 
e E 
ARE 


E assim, sucessivamente. 
Observe que o número de colunas da primeira matriz é igual ao número de 
linhas da segunda. 


DEFINIÇÃO 
Produto de matrizes. 


O esquema abaixo ilustra essa definição. 
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jº coluna 
jell,2,...,n) 

iº linha 

ie (2, 2. BA m) A, Gs E PA =a, b, +], b,, E GER q ApD,; 


Cada elemento c, da matriz produto €C = AB é a soma dos produtos dos elemen- 
tos da iz linha de A pelos elementos correspondentes da ji coluna de B. 

O produto de duas matrizes só pode ser realizado quando o número de colu- 
nas da primeira for igual ao número de linhas da segunda. 

A matriz A é de ordem m x p e a matriz B é de ordem p x n, então a matriz AB 
será de ordem m x n. 

O esquema ilustra esse resultado. 


A B 
(mxp) - (pxn) = mxn 


Ea 


iguais 


resultado 


Quando esse fato não acontecer, não existirá o produto das matrizes. 


Assim: 
i) Mia Dai mxn 
possível 


) Ao Bv PEGSIA-B 


Ed 


impossível 


Exemplos: 


) Sejam as matrizes A, ., B,,, C,,,, Calcular os produtos: 


3x1? Diem. 


A) MS o | = AB 


2x3 FS Rx 2x1 


b A: C > não existe 
PAES Pol 
Lo] 

O Co A = CA 
DI 2X3 DS 
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ii) Dadas as matrizes A = 1 2 3 eB=| O 3 | calcular ABe BA. 
2» O dl 
il 2 
a) AB 

po a 

na DA 
VE el 

se Sat. À Z, 
O a 
RR 


1º coluna do produto 
go = 1242 045-1=5 
E = 2" 28000 6101=5 


2º coluna do produto 
a = tao SS a 
o 2 ic Osso 


resultado 


| 
Ordem do produto (2x3) -(3x2)=2x2 
E] 


iguais 
b) BA (BE DER ED EE RR 
OBSERVAÇÃO 
2001 O 4 5 A ordem dos fatores altera 
0 3 | 1 2 3 = 6 0 3 o produto. O produto AB é 
0) 1 diferente de BA. 
NR > é Ss 
SEO 
iii) DadasÃ=| 0 OleB | RO | calcular AB e BA. 
l 2 
-1 0 EO PP Es 
OBSERVAÇÃO 
3 E = 2 Duas matrizes não nulas 
a) AB: (3x2)-(2x2)=3x2 > existe AB. odeia terra pro dito 
3 0 0 0 nulo. 
Ade) (O (O) | g F O (0) 
-1 0 o 0 


b) BA:(2x 2) - (3x2) > não existe BA, porque o número de colunas de 


x 
B é diferente do número de linhas de A. 
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lo O O 
iv) Dadas A = | L 5 | el=| 0 1 O | calcular AI 

0 o ai 
OBSERVAÇÃO ne o io E O 
O produto de uma matriz E 3 41 = 2 o ti 
pela matriz identidade 0 0 1 
reproduz a matriz inicial, 
ie, (2x3) -(3x3)=>2x3 

= | 


O produto de uma matriz por uma matriz diagonal à esquerda reduz-se a 
uma matriz em cujas linhas estão os produtos dos elementos correspondentes da 
matriz dada pelos elementos da diagonal. 

Por exemplo: 


1 0 0 a boaêe a boace 
O 2 Olld e fli=|2d 2 2f 
O 0 3 Ss hi 3g 3h 3i 


Se o produto for pela matriz diagonal à direita, o mesmo acontece com as 
colunas. 


(0) a 2b 3 
de fl'|IO 2 0|-|d 2Ze 3f 
3 8 


2h 3i 


DEFINIÇÃO 
Potência de matrizes. 


Exemplo: 


Dada a matriz A = | : É | calcular A2, Aº e A. 
Ra 0 -1 | o 1 » Sil (0) a! lo (0) = 
to O to O) 0 -1 O dl 
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seesfo HE GAS ola op 
sega o) olio E 


AS=A!.A=T. A=Aeassim, sucessivamente. 


Lopo, Asp Mi = A, PSA ASA, MS, e 
AGE FAGURS=DAS AS, Atr+s = A, Vn e IN. 


Exercícios resolvidos: 


1) (UFRJ) Seja A = | E | Se A” denota o produto de A por A, n vezes, 


determine o valor do número natural k tal que A“ — AS& + AS=, onde Té a 


matriz identidade. 


Solução: 
Calculemos: 


1 
Podemos induzir que: A” | ' tg | 


Completando a indução: 


ArMI=DAN.A= ! e . l “ = E Lord 
O dl O dl 0 1 


Como a propriedade se transmite de n a n + 1, então ela é verdadeira para 
qualquer n. 
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OBSERVAÇÃO 

Não teria sentido calcular 
a raiz quadrada da matriz 
|, pois teríamos uma 
infinidade de soluções do 
tipo A. 


LV: = 


Devemos então ter: 


e e a A a 
o por po mod 


2 
E k E, | [et-steo=os to 2ontoa 


O) 1 O a 
O x 
2) Seja x 0 um número real. Se A=|1 0 , Calcule A?. 
é 
Solução: 
ee a x Ro 
E “o E alo E 
x sé 
Propriedades 


Os produtos notáveis da álgebra clássica não se aplicam na álgebra das matrizes. 


Em geral: 

(A + B)2%A?+2AB + Bº (A + B)(A + B) = A? + AB + BA + Bº 
(A+B)(A-B)ZA2-B2 pois (A+B)(A-B)=A?-AB+BA-B? 
(A-B)2 2 A? -2AB+B? (A-B)(A -B) = A2- AB-BA+B? 


Já que AB z BA. A igualdade pode eventualmente ocorrer. 
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Exemplos: 


i) Sejam A= ne bij= Ss EC= : E 
2 dl SEO -1 1 


a) Calcular (AB)C e A(BC). 


a(s HE Ho 


o É li a q 
Ro De 


Temos que (AB)C = A(BC). Note que a ordem deve ser observada. 
b) Calcular A(B + C) e AB+ AC. 


fg AEE 
mofo MM 


Apunopo po o 
9 3 5 5 
c) Calcular AB e BA. 


fans 
[5 alo APS 


Note que AB x BA. 
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Ra AE E 
td) SopmÃ=|-=1 2 o lebelo a sf pealenarADe IA 
(A ga SS pa ne 
RC DT Lopo as 
AB qo ops carris |= 0 es 
Or Co ST 4 4 SD 
oi E no OM ES 
BA A cp O Ql=lEmaçoss 
o ARA Qu o 26 ER pod 


Este é um exemplo em que AB = BA. 


iii) Seja A matriz quadrada. Valem os produtos notáveis. 
a) (A+D2=(A+-D(A+D=AZ+AI+IA+P=A24+2A1+P 


[| 
OEA b) (A-D=(A-D(A-D=A2-AL-IA+P=A2-2AI+ TP 
Aqui podemos aplicar os co) (A+D(A-D=AZ-AI+IA-P=A2-[P 


produtos notáveis clássicos, 


pois Al= IA = A. Também, dy AE=T=(A=I(AS a A) 
(2A + 312 = 44º + 12Al + e) AS+I=(A+D(A-A+]) 
+92=442+ 124+9I 

(A-22=A2-4A1+4P= 

= A-4A+4], Observação: 


A fórmula do binômio de Newton se aplica aos binômios do tipo (A + D”. 
(A+ =5 Cir Amt=53 ci Ar 
k=0 k=0 
Assim: 
(A + Dº=AS+ 5A!+ 104º + 1042 + 5A+1 


O desenvolvimento é análogo ao de (x + 1)” substituindo-se o número 1 pela 
matriz unidade 1. 


6.4.2 - Matriz idempotente 


DEFINIÇÃO Matriz idempotente é a matriz A tal que A2= A. 
Matriz idempotente. 


Exemplos: 
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| pre | a do 
o Bio 2 cebola o jpilstoo a jo n|-B 
RED DS, Sp O o RA 


6.4.3 - Matriz nilpotente de ordem p 


DEFINIÇÃO 


Exemplos: 
 A= ea pe 
a e AR aa 0 0 
do iso ES Teseu O sn 2 RT 
Boo cs qj=> Bolo a qo cs quAjs oa 
3. ES) E OREiSa o; E SRA Pp IS 
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Es 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Sejam as matrizes A, ,e B 
tipo das seguintes matrizes: 


1x4 Verifique, se existir, O 


aJA-B d) B2 
b) B-A e) A-A! 
c) A? 


[2º Calcule o produto indicado, em cada caso: 


a) [3 10]. 
b) [4 2]- 1 3 — 
2 2 
3 1 7 
)|2 2/5 
— 1 


: (FGV-SP) Em uma instituição financeira, um investidor 


pode aplicar parte de seu capital numa aplicação A, 
cuja taxa de ganho esperado é 15% ao ano; a outra 
parte, ele pode aplicar numa aplicação B, com taxa 
de ganho esperado de 30% ao ano. Todavia, quan- 
to maior o ganho esperado, maior o risco. Alocando 
parte de seus recursos em A e parte em B, seu ganho 
esperado ficará entre 15% e 30% ao ano. 


a) Se um investidor tiver um perfil de risco tal que seu 
ganho esperado seja 18% ao ano e seu capital for igual 
a R$ 40.000,00, quanto deverá aplicar em A e em B? 


b) Seja C o capital do investidor, R a sua taxa de ga- 
nho anual esperado, x e y os valores aplicados em 
Ae em B, respectivamente. Escreva as relações que 
devem ser satisfeitas por x e y, usando a forma de 
equação matricial. 


148 
: [MO (Ufes) Considere a matriz A = E )] . Determine A!ºº, 
3 


É IME (Unirio- Ence-RJ) Um proprietário de dois restaurantes 


[3 Efetue: 


No 
— 
(a) 

I 
(08) 
No 
LL 


DAM (UFSC) Sejam A = (a,),,,€e B = (b)),,q duas matrizes 
definidas por a, = i+ je b,= 2i+ j, respectivamente. Se 
A-B=cC, então qual é o elemento c,, da matriz C? 


E5" (Vunesp) Seja A = (a;) a matriz 2 x 2 real definida por 
aj=1sei<xjea,=-| sei> j. 
Calcule AZ. 


1 
16” (UFJF-MG) Considere a matriz A = [o Ê ) 


3 2 
Determine a e b reais, tais que A? + 2A = é ) 


FZ) (Vunesp) Determine os valores de x, y e z na igualda- 
de abaixo, envolvendo matrizes reais 2 x 2: 


O O |O x| |Ix-y O| |z-4 O 


. = + ; 
x 0 |0 O x o z| |y-z 0 


0 
8 (FGV-SP) Considere a matriz A=| 1 
2 


Obtenha as matrizes: 


a) A2+ A 
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deseja contabilizar o consumo dos seguintes produ- 
tos: arroz, carne, cerveja e feijão. No 1º restaurante 
são consumidos, por semana, 25 kg de arroz, 50 kg 
de carne, 200 garrafas de cerveja e 20 kg de feijão. 
No 2º restaurante são consumidos, semanalmente, 28 kg 
de arroz, 60 kg de carne, 150 garrafas de cerveja e 
22 kg de feijão. Existem dois fornecedores, cujos pre- 
ços, em reais, desses produtos são: 


Fornecedor 2 


Fornecedor 1 


1 kg de arroz 1,00 1,00 
1 kg de carne 8,00 10,00 
1 garrafa de cerveja 0,90 0,80 
1 kg de feijão 1,50 1,00 


A partir dessas informações, obtenha: 


a) uma matriz 2 x 4, que descreva o consumo desses 
produtos pelo proprietário no 1º e no 2º restauran- 
tes, e uma outra matriz 4 x 2 que descreva os pre- 
ços dos produtos nos dois fornecedores; 


b) o produto das duas matrizes obtidas no item A, 
que represente o gasto semanal de cada restauran- 
te junto a cada fornecedor e o lucro semanal que o 
proprietário terá nos dois restaurantes comprando 
no fornecedor mais barato. 
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6.5 - Matriz inversa 


DEFINIÇÃO 
Matriz inversa. 


NOTA 
São válidas as seguintes 


O método direto para calcular A! consiste em supor A! como uma matriz in- 
cógnita e obrigar que A! . A = I. Em geral, o processo é trabalhoso porque recai em 


vários sistemas de equações. propriedades: 
AMADA ATE] 
AP =(AP 
Exemplos: (AT) = (A 


i) Calcular a inversa de A = | 3 Ss | 


sea? | 
y t 


Temos: 


HW Eav Zea plo y 
3x +4y 32+4L O dl 
Temos os dois sistemas de equações: 


x+2y=1 aa 2t=0 que resolvidos darão: 
3x+4y=0 32+4t=1 


Xx=-2, y=>2=1e => 


e a matriz inversa fica: 


21 


NIw 


b 
ii) Calcular a matriz inversa da matriz A = | É 4 | 
c 


sas 
Suponhamos que a inversa de A seja a matriz A! = | | Forcemos 
agora a condição: as 


mofo ablo cho 1] 
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OBSERVAÇÃO 
Esta regra só se aplica a 
matrizes de 2º ordem. 


NOTA 
Matriz singular é aquela 
que não tem inversa. 


“we 


Temos então: 


ax by ar De O 
cx+dy cz+ dt O dl 
Igualando, temos dois sistemas de equações: 


E É e 


cx+dy=0 cz+ dt=1 


Resolvendo os dois sistemas, vem: 

d —C —b a 

——— Já >—>—— Z= (= É 
ad — bc ad — bc ad — bc 


A matriz inversa será: 


X 


| 
ad be ad ho sa d -b 
| ad-bc |-c a 


Al = 
| a 
col=lhe qmil=le 


À condição para que A! exista é que ad — bc O. 


Uma regra prática para se obter a inversa de uma matriz A de 2º ordem é: 
Multiplicar o inverso do número ad — bc + O pela matriz que se obtém da matriz A. 


i) Trocando-se os elementos da diagonal principal, um com o outro. 


ii) Multiplicando-se os elementos da diagonal secundária por (-1). 


Assim: 
x (-1) 
as E 1 d -b 
A | AY | ad — bc ne a 
Se ad — bc = 0, não existe A-!. Neste caso, diz-se que A é uma matriz singular. 
Exemplos: 
RO a 1 it 0) it (O) 
i) À = E A — . = 
it dl 1.1-0.1 |11 = 
) B É Spa E [º - Ê 
ii = E = 
4 5] 2:5-3.4 |-4 2 2 q 
Es Piva ds) : 
ti) Es a => ÁCI, pois ad - bc=-12+ 12=0 
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Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


Chama-se autovalor de uma matriz À ao número real x tal que a matriz 
(A — xl) não tenha inversa. 


a) Calcule os autovalores da matriz A = | ; | 


Solução: 


Calculemos: A - xl = rs =X o U 
-1 4 (0) 1 


=== 
À condição para que não exista a inversa (A — x)” é que ad — bc = 0, logo: OBSERVAÇÃO 
1-3)(4-3)-2:(D)=0=>x2-5x+6=0 As matrizes de ordem 
x=2 oux=3 são autovalores de A maior que 2 conduzem à 
equação de grau superior 
ao segundo. 


2 
b) Sendo -1 e 8 os autovalores da matriz A | : | calcule a e b. 


a 


Solução: 


Calculemos: 


ad-bc=(-3-x) (b-x)-2a=0=>x+(3-b)x+(-3b-2a)=0 
Como -1 e 8 devem ser raízes dessa equação: 


1+8=-(3-b)  [b=10 
(-1)-8=-3b-2a a=-11 


Calcule a inversa da matriz: 


Ron 
A=|0 1 4 
o O) 
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Solução: 


X m 
Seja A = y u n | 
Z p 


V 
tl O & x É tú io (O dO 

EEE É 

DevemosterA-AJ=1=>/0 1 =1-=|)v uu n|=|/0 10 
NOTA 
O cálculo da matriz inversa do 20 z p 0 0 1 
é muito trabalhoso. 
Veremos mais à frente ma Das il ita Dr) m + 2p = (0) 
processos melhores para 
determinar A”. y-z=0 u-v=1 n-p=0 


-x+2y=0 -t+2u=0 -m+2n=1 


Temos 3 sistemas, de 3 equações, com 3 incógnitas. Observe que os pti- 
meiros membros têm os mesmos coeficientes. Logo, as suas soluções são 
análogas. Resolvidos os sistemas, temos: 


Z=e= red = dl USE mo ns p== 
RO Seca GR AU RU DIC es 
À matriz inversa será: 
1 sad 
i 1 1 a 
Asp ce == q 
4 2 4 “a 24 
Cabos É 
4 2 4 
6.6 - Matriz ortogonal 
RESTE==== 
DEFINIÇÃO Matriz ortogonal é a matriz A em que À - A'=1, ou seja, A! = A. 


Matriz ortogonal. 


Exemplos: 
Eta Ng 
ip se | 6 do amp 2 É 
ERR do as 
2 2 2) E) 
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lo mo E » 2 9 O 0 
ii) B=5|2 1 = > =5? 1 2 >B-B'=5)0 9 (0) 
2 2 1 do 2 dl ORE 
lo O 0 
Beolf=]0 dl (0) 
oO 01 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


se 2 
E1 Encontre a matriz inversa de 
4 


0 
3 | 
P2' Determine a matriz inversa de: 


a? 4 o a 
DA JA=|0 0 


-5 —3 
3º (Unirio-R)) Dada a matriz A | x 3 | determine o 


valor de A! + At-1. 


PA (UFBA) Dadas as matrizes: 


a b 2 1 2/3 
À= |, B= € c = , 

c d 1 3 4/1 
verifique quais das afirmações são verdadeiras. 


D SeA!=B,entãob+c=0. 


li Gin cGa| O 2 
tê 7 


III) A matriz B é uma matriz simétrica. 


IV) O produto da matriz B por sua transposta só é pos- 
sível porque B é uma matriz quadrada. 


-3 
V) A soma dos termos da matriz X, tal que BX | ] 


é igual a zero. 


E5 (FGv-sP) A, Be C são matrizes de mesma ordem. 
Sabendo-se que o sistema de equações a seguir (cuja 
incógnita é a matriz X) tem solução única, obtenha o 
valor da matriz X. 


a) AX+B=C b) XA-X+B=C 


16 (UFC-CE) Dadas as matrizes 


1 2 1/1 
A= eP= ; 

3 2 3 2 
determine os seguintes produtos matriciais: 
a) PeA pá b) P.AS.P- 


EZ) (Fuvest-SP) Dada a matriz A = | ; 


3 
, calcule a sua 
2 


inversa A”. 


“we 


1 
: BH (Unifor-CE) se x | 5 


A relação especial, que você deve ter observado entre 
A e A”, seria também encontrada se calculássemos as 
matrizes inversas de: 


Generalize e demonstre o resultado observado. 


[8º (IME-RJ) Determine uma matriz não singular P que sa- 


6 0 
tisfaça a equação matricial P1. A = | 0 | onde 


54] 


0 | então a matriz X!'. X1 é 


igual a: 
3 
E cs 
(A) (D) 1 
0 —1 0 -— 
2 
1 
* «3 5 
(B) o 1 (E) 3 
O = 
2 
2 Ê 
(C) 1 
0 Es 
2 
El 
É [MON (Unirio-R)) O valor de a tal que Ê 3 seja a ma- 
2 2 


Do dido 
triz inversa de é: 
a 11 


(A) 1 (D)2 

(B) 3 (E) 5 
1 

(O 5 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


a b 
ET) (Unitau-SP) A matriz resultante da soma de uma ma- ; [4 (Unirio-R]) O produto das matrizes A = | e 
triz identidade de ordem n com a sua oposta é: : ba 


(A) outra matriz identidade de ordem n. (80 No, 
: B= é tal que: 
(B) uma matriz singular de ordem n. d 


(C) a matriz de ordem n que tem todos os termos 


iguais a zero. (NA-B= ac bd (OB.A- ac + bd 
E as É bd ac bd + ac 
(D) a matriz que tem todos os elementos iguais a n. 


(E) a matriz que tem todos os elementos iguais a 2n. das DE a sb 
É (BJA-B= (D)B-A= 
2 (PUC-SP) A soma das matrizes: : bd ac abcd  abcd 
in 2 0 (DA-B=B-A, para quaisquer valores de a, b, c, d. 
3 Bj o 2 
4 3 » 5 : [5 (UFF-RJ) Toda matriz de ordem 2 x 2, que é igual a sua 


transposta, possui: 


Entao, (A) pelo menos dois elementos iguais. 
(A) não tem sentido a soma. . RC a + ni 
(B) os elementos da diagonal principal iguais a zero. 


Sã do 46 
(B) | | (C) determinante nulo. 


Er BM (D) linhas proporcionais. 


3 2 (E) todos os elementos iguais a zero. 
ue DGM (PUC-RS) 
6 1 É 
: XxX o y xe va -6 2 
: Se — = | 
a VAO x aa -8 —3 
ne é | então xy é igual a: 
Gps 
(A) -6 31 (E) 6 
(E) nenhuma das respostas anteriores. 
(B) -5 (D) 1 
2 8 
E3o (PUC-SP) SeA=| 3 1 2) amatriz-a será: : 7 Se A é matriz do tipo 2 x 3 e AB é matriz do tipo 
Í : 2x5, então B é do tipo: 
3 4 2 
(A) 2x2 (D) 3x3 
12 3 1 2 3 (BSB (E) nenhuma das respostas anteriores. 
(M|2 1/2 (0)|2 1 2 (C) 3x5 
3 4 2 43 4 72 
:* 18º (PUC-SP) O produto de uma matriz do tipo m x n por 
E E e Tc SS outra matriz do tipo p x q resulta em: 
(B)|-2 1 2 (D)|=2º SM = (A) nada se pode afirmar. 
-13 4 2 -53 4 2 (B) uma matriz do tipo n x q. 
(E) nenhuma das respostas anteriores. | (C) uma matriz do tipo mx q. 
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(D) uma matriz do tipo m x p. 
(E) nenhuma das respostas anteriores. 
[9 (Fatec-SP) Sabe-se que as ordens das matrizes A, Be € 


são, respectivamente, 3 x 1,3 x se 2 xt. Se a matriz 
(A-B)- C é de ordem 3 x 4, então r+ s + t é igual a: 


(A) 6 (D) 12 

(B) 8 (E) 14 

(C) 10 

PIO! (Fafi-MT) 

7: 2 les 52 

SeA=|4 5 6l|eB=|2 1 |entãoo maior 
7» apo q 

elemento de A - B é: 

(A) 19 (B) 20 (C) 30 (D) 31 

SRS) 


EM1 (Unirio-R)) Considere as matrizes A=| 2 1 


esfiee[2 15] 


A adição da transposta de A com o produto de B por 


[MAS (PUC-MG) 


Cé: 


(A) impossível de se efetuar, pois não existe o produto 
de B por C. 


(B) impossível de se efetuar, pois as matrizes são todas 
de tipos diferentes. 


(C) impossível de se efetuar, pois não existe a soma da 
transposta de A com o produto de B por C. 


(D) possível de se efetuar e o seu resultado é do tipo 
21x 3, 


(E) possível de se efetuar e o seu resultado é do tipo 
Sp 


[12' (Cesgranrio-RJ) Na área de informática, as operações 
com matrizes aparecem com grande frequência. Um 
programador, fazendo levantamento dos dados de 
uma pesquisa, utilizou as matrizes: 


1 Ba! 2 
5d» 240] 
Au BRST 1 2 EG TAB: 
So 4 4 
1 1 1 


O elemento c,, da matriz C é igual a: 


(A) 18 (D) 12 
(B) 15 (E) 9 
(C) 14 


É [BN (PUC-SP) Se 


o produto das matrizes A e B será: 


(A) em nada resultará. 


17) 8 2 4 
(B)|122 2 9 11 10 
14 27 12 14 10 


do 8 JN 20 
(6) 
22. 8 10:28 


iz 8 2 4 
(D) 
26 29 21 2 


(E) nenhuma das respostas anteriores. 


Se A= : e eme bl 
a b -8 17 

o valor do produto ab é: 

(A) -4 (D) -12 

(B) -6 (E) 17 

(C) —8 


[75 (Cesgranrio-R]) Resolvendo-se a equação matricial 


1 2 x s 
: = encontramos para x e y 


valores respectivamente iguais a: 


(A) -2e1 (D)1e2 
(B) -1e2 (E) 2e-1 
(0) 1e-2 
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1/1 1 é igual à matriz: 
M6' (UFRN) DadasasmatrizesA=| 0 1 1 ê 20 20 e 40 40 
Gi ls à Moo Do 40 40 
B e e Ro Pis € | O (o) pp 
=|. eC= , determine a 
É o 20 40 O 
1 1 0 1 1 1 : 
matriz X que satisfaz a equação matricial: AX + B=C. FZ0" (UFRJ) As faculdades A e B oferecem somente cursos 
: de Medicina e Engenharia. A tabela a seguir apresen- 
: 1 3 j ta as percentagens dos alunos que concluíram seus 
FRN) D A= : 
NE CU Diblanlg o nalnies | 2) 4 | : cursos em 1995, distribuídos segundo sua faculdade 
e seu curso. 
4.3 , ' 
B= ql qual é o resultado de AB — BA? Medicina | Engenharia 


00 20 48 Fac. E 
(A) (D) 

0 0 8 20 : Sabe-se que esses alunos estão atualmente empre- 

gados ou desempregados, de acordo com os índices 

o -18 20 -18 abaixo: 
(B) 

12 0 12 20 

empregado | desempregado 


E 20 12 
1 32 20 


118" (USP) Consideremos o conjunto S de todas matrizes A tabela abaixo deve apresentar as percentagens dos 
quadradas 2 x 2 que podem ser escritas sob a seguinte |: alunos que concluíram seus cursos em 1995, porém 
forma: distribuídos por faculdade e situação ocupacional 

cos6 sen 0 ] (empregado / desempregado). 
SErve cos empregado | desempregado 


(0 real qualquer). Qual das afirmações abaixo é ver- | 
dadeira? 


(A) A soma de 2 matrizes quaisquer que pertençam a S 
ainda pertence a S. 


Determine o valor de W. 


(B) O produto de qualquer matriz por si mesma per- EZ1) Dadas as matrizes A = (a), com i j = 1, 2 sendo 


tenceas. 
2i-3j IPO 
(C) A inversa de qualquer matriz de S existe e está emS. : Cao é B= “a! determine a matriz X, tal 
(D) E: pertence a S queB2+X=2A. 
oO 0 

(E) Nenhuma das respostas anteriores. 22" (Uerj) Cada par ordenado (x, y) do plano pode ser es- 
[19º (Funrei-MG) Sendo A uma matriz quadrada, definimos crito como uma matriz | * |. Para fazer uma rotação 

Ar= A-A-.A. : y 


e de 90º do ponto de coordenadas (x, y) em torno da 


. 0 1 ! ) origem, no sentido anti-horário, basta multiplicar a 
No caso de A ser a matriz 1 o | é correto afir- 


: (0 1 x 
mar que a soma À + AZ + At + At+.. + A? 4 A? mari 1 0 br y | 
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—2 


Aplicando-se esse método para fazer a rotação do 
ponto médio do segmento AB da figura acima, suas 
novas coordenadas serão: 


(A) (5,1) (CO) (55, -1) 


[25' (Puccamp-SP) Sejam A, B e C matrizes quadradas de 


ordem n e os números reais a e 8, não nulos. Das sen- 
tenças seguintes, a falsa é: 


(A) a-A+B-A=(a+B)-A 
(B) (A-B)-C=A-(B-C) 
(O) (A+B)-C=C.(A+B) 
(D)1-A=A-1=A 

(E) (A+B)+C=A-+(B+C) 


(B) (1,5) (D) (1, -5) Ê mas cumcsea=[ É ! | s=[ ! E ) Calcule 


[23º (Cesgranrio-RJ) Cláudio anotou suas médias bimestrais 
de Matemática, Português, Ciências e Estudos Sociais 


a matriz X tal que A-X=1,. 


em uma tabela com quatro linhas e quatro colunas, rm (uRRGS- RS) A matriz C fornece, em reais, o custo das por- 


formando uma matriz, como mostra a figura: 
Sib 25 ba sb As 
Matemática 50 045 262059 
Português 84 6,5 7,1 8,6 
Ciências 9,0 7,8 68 6,2 
Estudos Sociais | 7,7 59 5,6 6,2 


Sabe-se que as notas de todos os bimestres têm o 
mesmo peso, isto é, para calcular a média anual do 
aluno em cada matéria, basta fazer a média aritmé- 
tica de suas médias bimestrais. Para gerar uma nova 
matriz cujos elementos representem as médias anuais 
de Cláudio, na mesma ordem da matriz apresentada, 
bastará multiplicar essa matriz por: 


1 1 1 
bs 2 4 
1 

E | 2 4 

e [4 4 4 a] Dl] a 
2 4 

1 EE 1 

(e) 1 2 4 


[24º (Vunesp-SP) Considere as matrizes 2 x 2 do tipo 


cosx senx 
A(x) = ! 
senx COosx 


a) Calcule o produto A(x) - A (x). 


b) Determine todos os valores de x E [0, 27] para os 
quais A(x) - A(x) = A(x). 
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ções de arroz, carne e salada usadas em um restaurante: 


1 arroz 
(= 5) carne 
2 salada 


A matriz P fornece o número de porções de arroz, car- 
ne e salada usadas na composição dos pratos tipo P, 
P,e P, desse restaurante: 
arroz carne salada 
rato P 
dedo did) Pa 


P= 1 2 1 prato P, 
2 5) 0 prato P, 


A matriz que fornece o custo de produção, em reais, 
dos pratos P, P,e P, é: 


7 9 2 

(A) | 9 (6) 1 (| 2 

4 4 
4 2 
(B)| 4 (D)| 6 
8 


2BN(UNEMG) Considere A, B e | matrizes quadradas, 


de mesma ordem e com elementos arbitrários. Se 
| é a matriz identidade e B é a inversa de A, então 
(ZA + 3B)- (A-B) é igual a: 

(A) 24º + 21 — 3B? 


(B) 242 + |- 3B? 
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(C) 242 |- 3B2 
(D) 242 - 21 - 3B? 
(E) 2A2 + 31 - 3B? 


[29' (UFRJ) Marlos Charada, o matemático espião, conce- : 
beu um código para transformar uma palavra P de três 
letras em um vetor Y de Rê como descrito a seguir. : 
A partir da correspondência: 

CDEFGHIJ]LMNOPQRSTUVXZ 


A B 
TITITILIÍITTI)LITITITITITIITIT IL 
1234567891 011121314151617181920212223 


a palavra P é transformada em um vetor X de Rê. 


Zoo 2 O) 


Em seguida, usando a matriz código A=| 3 
oi 


o vetor Y é obtido pela equação Y = A -X. 


Por exemplo, a palavra MAR corresponde ao vetor 


II 26 
X=| 1 |eé codificada como Y=AX=|56 |. 
ZA 29 
64 


Usando o processo acima, decodifique Y = [107]. 


2x+5 
3 1 | é B3iseamatriz 


7 
| B4 Sendo A= 5 eB= 


: a E 
É 132º (Unirio-Ence-RJ) O valor de a tal que É E sela 
2 2 


3 7 
matriz inversa de é: 
epi 


(A) (D) 2 

(B) 3 (E) 5 
1 

(e: 


— 
não é invertível, então o valor 


de x é: 

(A) 5 (D) -10 
(B) 10 (E) O 
(C) -5 


, resolva a equação: 


29 [35 (UFRJ) Considere as matrizes 


30" (Covest-PE) Assinale a proposição verdadeira. 


2) | x y 
pela matriz 
1 O 1]: 


1 
O produto da ma] õ 


é comutativo se: 
(A) x=1ey=0. 
(B) x=2ey=0. 
(C) x=1 e paratodo y E R. 
(D) x=5e paratodo y E R. 
(E) x=10ey=10. 


[37 (Uece) Sejam as matrizes 


3 

no EB 6 6 
Se M- M'=pP sendo M'a matriz transposta de M, então 
r+n-qéigual a: 
(A) 6 (C) 12 
(B) 9 (D) 18 
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| 19941994 


19941994 E 1 1 
19941994 19941995 Side CT dj 
Seja A2=A-AeB2=-B.B. 


Determine a matriz C=A?.B2-(A+BJ(A-B). 


12 
: 136) (FEI-SP) Se B é a matriz inversa de A = É | então: 


B) 1 
E B= 1 
(E) 1 =? 


Ba.” 
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1 
3 p 
[37º (UEPI) Se i é a matriz inversa da matriz 
0 
4 
30 1] 
o q! então p + q é igual a: 
(a) 8 0) É 
12 6 
1 47 
Bj Db — 
(B) E (E) 12 
15 
UE 
(Cc) j 


2 
[38 Dadas as matrizes A = | 


a) determine M7. 


b) determine o traço da matriz M! . A - M, sabendo 


que o traço de uma matriz é a soma dos elementos 


da diagonal principal. 


Mona 
[39 (UFPB) AinversadamatrzA=|0 1 0 
2 3 4 


4 x — 
é a matriz A! = d O 2 01. 
23 1 


Então, o valor de x é: 


(A) —1 (D)3 
(B) O (E) 2 
(0) 1 


a 
140" (Unirio-R)) Seja B = 
O b 
l ; OURO 
triz que satisfaz a equação B! . A + 3A = 5 ; 


0 —3 
em que A = | 5» 0 | A soma dos elementos da 


diagonal principal de B é: 


“e 


0 
fecasco uma ma- 
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1 13 
(A 5 (D) 5 
19 
(8) 1 (one 
1 
O 


F4T' (Funrei-MG) Uma matriz n x n é chamada de quadrado 


mágico quando a soma dos elementos de cada linha, 
de cada coluna, da diagonal principal e da outra dia- 


gonal é igual. 
1 2 dB 
, 4.5 6 bl, 
Se a matriz 4 x 4 dada por é um 
7 8 c d 
Ip s t u 
au = crt+d+u J. 
quadrado mágico, então Asa É igual a: 
3 2) 
A)-— Ore 
(A) E (O) 3 
7 5 
B)-— D) -— 
(B) B2 (D) 16 
É 2 
[42 (UFSE) A matriz A=|3 3 3 | pode ser descrita 
B 7 4 


como a matriz A = (a,), ., tal que a, é igual a: 


I+isei<; TI +isei<2 
(A) (D) 


2 -jsei>j isiliseli=3 


I+isei<j 
(6) |x(i+ psei>j Esses 


I+jsei<2 
(E) 


T+risei<2 
(C) g ; 
4(i-Dsei=3 


CAPÍTULO VII 


DETERMINANTE DE UMA 
MATRIZ QUADRADA 


Misto Quente 


Neste capítulo, estudaremos as propriedades dos determinantes, que são uma ferramenta útil na 
classificação e solução de vários sistemas lineares. 


7 — Determinante de uma matriz quadrada 
7.1 - Determinante de 2º ordem 


Quando se resolve um sistema de duas equações com duas incógnitas e com 
coeficientes racionais, reais ou complexos do tipo: 


AX+d,y = b, A s 
EE , somos levados à solução: 
NOTA AX+,,) = b, 
Um determinante de 12 ia di hd na 
aa x= Ed ey= DU (comaa,-a,0,*0) 
é A, — A, A, — 4,4 
P= la,l =4, 
Observe que o denominador comum determina a natureza do sistema (se pos- 

sível determinado ou não). Ele é chamado determinante do sistema. Esse fato leva 

à definição de determinante de uma matriz quadrada. 
EEE 
DEFINIÇÃO 


Determinante de uma 
matriz de 2º ordem. 


4 o) 


Usa-se a notação det S = 


dy (6) 


Uma forma de obter o determinante de 2º ordem é subtrair do produto dos ele- 
mentos da diagonal principal, o produto dos elementos da diagonal secundária. 


“nz 
detS = Pd =4,4,," 4,4 
21 EA 
a,a +a, a 


“sai 11722 
Exemplos: 
DEP Ea 
3 4 


ii) sen=[5 é calcular x de modo que det (A — x1) = 0. 
RR 3 +12 Ee 0 E 3-x + 
(RR (0) 5 0)  Z=s 
det(A-xD)D=(3-x)(2-x)=0>x=20ux=3 


à VA: 280 


DETERMINANTE DE UMA MATRIZ QUADRADA 


CAPÍTULO VII 


Propriedades 


A = [o “e =» At = [o a 
o) (o) um) (6) 


E tis no 
detÃ=a, 4,4, detA'=a,a,,-qa, a, = det A 
a, a 
= n 12] — 
det A = =4,40,," 4,4, 
dy 1) 


Seja A" a matriz em que se permuta a 1º linha com a 2º: 


dd 
A'= | E | > A'=a,4,-4,4,=-det À 
ds sl 


1 12 


Exemplos: 


) =|) 2) odea=1.4-2.3-02 
3 4 


| 
=|) à| => detA'=1.4-3.2=-2 


| 
tb) As E | 
Permutemos as linhas dessa matriz: 


AV = RR > detA'=3-2-4.1=2 
il 2 


det A'=—det A 


7.2 - Determinante de 3º ordem 


Considere agora o sistema de 3 equações e 3 incógnitas: 
AX+a,y+az=b, 
AX + A) + AZ =D, 


AX+A,Y+AgZ=D, 


E ES) 
NOTA 

“Filas” significam “linhas” 
ou “colunas”. 
EEE 
NOTA 


A demonstração referente 
às colunas é análoga. 
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Resolvendo esse sistema, somos levados à solução: 


(Ap; = Ao3039 Db, + (0,303 Ex Ass DD, + (4,4; E EL» Db, 


Xx= 
MG,2033 + 0,30 + dg ,0oo — MM, — Do; — A Aad, 
y= (A,303 — Als Db, + (A Oss HE MM), + (A,3,4 — Aos Db; 
A G,03 + A,0,305, + Ad, 0, — A30,,03, — A, 0; — Add, 
z= (A, 105» = A,,4,,)D, + (AA, AA Db, E (Ay, o AG), 


A Q9033 fi 24,303 + 30,403, o 34,203 o M,,033 = A A303 


Novamente, o denominador determina se o sistema é possível determinado ou 
não. Ele é chamado determinante do sistema. 


DEFINIÇÃO 
Determinante de uma 
matriz de 3º ordem. 


Mnemônico para esta fórmula 
É conhecido com o nome de Regra de Sarrus: 


“Repetem-se as duas primeiras linhas (ou colunas) a partir da terceira. 
Somam-se os produtos dos três elementos situados sobre a diagonal principal 
e suas paralelas, e subtraem-se os produtos dos três elementos sobre a diagonal 
secundária e suas paralelas”. 


1 22733 


Za 
31 3 3 
-q,,4,4 Esaf sa q, 


= 430,4 +43, 4,,0,3 
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ou [E | 
NOTA 
Bi Mo Mis Pi a 
ú 7 Ms pd “4 Os produtos de três 
21 va Ae EM 22 elementos sobre as 
á Ei no paralelas à diagonal 
a a ra ES Es principal estão nos vértices 
ie Cds de um triângulo isósceles 


. Ee de base paralela à diagonal 
ou Termos com sinal positivo principal. ; 

Os termos negativos se 
obtêm analogamente com 
. . + . E . a diagonal secundária. 


[ET 
e e e e e e NOTA 
— |o |) = o = o Esta regra só se aplica a 
ss é 5 E determinantes de 3º ordem. 
Exemplo: 
123 
| 15300 = 
234 
dg da a 
DaBaB il de RD 
Ei 210) AS 00 7+4:2.3 
EO da 2.2.0 
=1:.3.1+4.2.3+2-2.0-2.3.3-1.2.0-4.2.1=1 
io PA 
sao =1.3.1+4.2.3+2.2.0 (termos com sinal positivo) 
Bo RS | 
a 
285So =-2:3:3-1-2.0-4.2.1 (termos com sinal negativo) 
NR 
Propriedades 
CumMaaa EFE 
NOTA 
A do A Todas as operações 
“a realizadas com linhas de 
Note que det À = A, Paz Mas = um determinante podem 
a? Dal da também ser realizadas com 
31,3 3 
a colunas que o determinante 
= dy My hs; de não se altera. 
E a a a MA Os teoremas relativos às 
o Fa al 22 EA E linhas são também válidos 
= e para as colunas. 
=0,,0,,0;3+ 4,,0,,0,,40,,0,,0,;— 0,50,,05— d,305,0,,— 03,04,,0,, 
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t= ão: 
Por outro lado A'=|a, a, as, | então: 


a a 1 
det A'= 1, >a Do E Se 22 = 
2. 


= 1,,0,3 043 + 0,5103904; + 03, 050,3 — A Doo; — A 98 


12 23 31 22 13 1132 237 4, 01,033 


é a mesma expressão. 


De fato, seja A” a matriz obtida de A trocando a 2º linha com a 3º linha. 
Então: 


Ig im dy 


E o Es x, . 
det A'= Pdo ça ne 22 = 
sea 


=, Ag 4, a 2+ o) das dy + a, 1132 d,3— djs ds, dy o 4 Ass E) o A, As dos 


Note que os termos são os mesmos de det A, mas com o sinal trocado. Então, 


det A'=-det A. 
Os demais casos (1º com 2? linha, 1º com 3º linha e trocas de colunas) são 
análogos. 
Exemplos: 
ns 
) A=|4 3 0O|/=>detAÃ=1 
pão Rodas | 
ERR 
A'=|2 3 2/>detA'=1 
o (0) dl 


= 
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ii) 


iii) 


iv) 


Trocando-se a 1º coluna com a 32 coluna de A: 


5d & dl 
B=|0 3 4|=>detB=-1 
DR 


Trocando-se a 1º coluna com a 22 coluna de B: 


RS RI: 
C=lã O) dj=-"daiCsi 
a in 
OR 
deti= o 10) =dcndici 
(0) il 
a 00 
det|O b O|=abc 
O O é 


Trocando-se a 1º coluna com a 3º coluna: 


lo O a 
det|O b O|=-abc 
e 000 
Em geral: 
la 0 0| 
detlm b O|=abc 
Ne pie 
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E s?| 
NOTA 

O determinante de uma 
matriz triangular é o 
produto dos termos da 
diagonal principal. 
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[7 Calcule o valor dos determinantes: 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


: 6 Calcule os determinantes: 


Eca do i 3a 13 4 
9/46] b [5 | jo 7/4 b)|3 15 
3-=] 9 4 5 = 
[2 (Vunesp) Dadas as matrizes 0292 
13 —1 2 ; . : EZO Sejam os determinantesA=|2 0 2le 
A = eB= , O determinante da matriz 
2 4 3] 220 
A-B é: 1 — — 
(A) (D) 12 B=|1 1 1], determine o quociente de as 
11 /1 
(B) 6 (E) 14 
(C) 10 


[3º (Faap-SP) Resolva a inequação, sendo x E R. 


x 3x 
4 2x 


<14 


PA Resolva as equações: 


ES (Unitau-SP) Dadas as matrizes 


-1 2 2 + 
A= eB= | 
(o |] [2 o] 


calcular o determinante da matriz C=A - B. 


“rs 


:* 18) Resolva as equações: 


* [9 Encontre os valores de x para que o determinante da 


> mi 


1 x 
matriz | 1 3 |seja nulo. 
5 5 


| HO! Calcule o valor de k para que seja verdadeira a igualda- 


1 k 2 
de|0o 1 3/=111. 
2 k 4 
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7.3 - Desenvolvimento de um determinante por filas 


Outra forma de obter o determinante de uma matriz quadrada é pelo desen- 
volvimento segundo os elementos de uma dada fila. 

No caso dos determinantes de ordem 3, o desenvolvimento conforme a pri- 
meira linha é: 


a a a 
E! 12 13 E a a já 
1 dy ds => 4 a — 4 + dy 


Ay e) Tss 


ou seja: 


a a a a a a 
ads a E Ens E (= Cê 
2 dg dy ds dy dy 


(1) dp — dy; 
Real do tos pr A, do) 
Big > (=) = A (A,,053 — 3035) 


23 


32 33 
43 e) dos 


4 E a a 
1+2 [o 23). 
he dy by G;|> dp (=1) nê = (As; — 4,341) 
a 


aa a az 
J 1+3 |21 2) 
A= dy do da|=> Ay: (-1) = O; (A e 1,54) 


ú a al, 31 32 


31 32 


O determinante é a soma de todos os 6 produtos de 3 termos cada. 


det A= a, 12 dz — q, 1453 ds, + A, doa dg- A, dj ds a 3+ As do, ds ds, -4, 34,» ds 


EEEFEEEUUTTRE 
Em outras palavras, o determinante é a soma a stbdiitos dos elementos da NOTA 
primeira linha pelos determinantes que se obtêm suprimindo-se a linha e a coluna (; j significa que o 
do elemento considerado, dotados do sinal (-1)!:* em que (1, j) é a posição do ele- elemento está na linha ie 


mento em questão da 1º linha. spt 


Exemplos: 


il 2 8 
i) 43 CER doa CE E ME a 
o 2 1 2 À 2 2 
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is 
boo es ao UR 25 E; a|F1CB-2:69+3 cano 
8 9 79 ha: 
789 
Rd 3 0 io sê) 
Bio p es p= | Í 0º); afr0:; RAE 
PRE qa o a 


DEFINIÇÃO 

Menor complementar 
de um elemento de uma 
matriz. 


O determinante da 3º ordem é, então, a soma alternada dos produtos dos 


elementos da primeira linha por seus respectivos menores complementares. 


Se chamarmos os complementares dos elementos a,, à,, e a,,, respectivamen- 


11º 137 


te; de Cp Cy têmos: 


13” 


detA=ac-a,c;+a 


mai 12 "12 13 63 ou, ainda, 


de= (IP a ra Corto GI E, 


DEFINIÇÃO 
Cofatores dos elementos de 
uma matriz. 


Exemplo: 
lo Zo s 
Na matriz A =|4 5 6| o menor complementar do elemento a, = 1 é 
PRB. 
5 6 a Md) A 
C= e —3. O cofator correspondente é A, = (-1)!*!.c, =-3 também. 
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Por outro lado, o menor complementar do elemento a, = 2 é 
4 6 4 1+2 
Pi -6 e o cofator correspondente é A,, = (-1)!*2 c,, = 6. 
Enfim, o menor complementar de a, = 8 é c,, = | ; ; | =-6 e seu cofator 
A oa 
é A,=(-1).- =6. 
32 4 6 


Assim, os cofatores dos elementos da 1º linha são: 


a a 
A, e du +1, EE (=1)1+1 22 23 
ds Ass 

a a 
A, = (=1)!*2 , Ea (=1)!+2 21 23 
dy ds 

a a 
A, = (=1)! +38, Ea = (=1)! +3 = a 
31 32 


A definição do determinante toma então, a forma detA=a, A ,+a,A,+4, A, 

Todo o determinante é a soma dos produtos dos elementos da 1º linha pelos 
respectivos cofatores. 

De fato, um determinante pode ser desenvolvido por qualquer linha (ou qual- 
quer coluna): 


a bc ã ã 
T=d e f T=al 1-» apo á 
g hi l Re 8 
ou 
b b 
T=-d Ie? A ff 
hi gi gh 
ou 
b c acl lab 
T=g — +i 
e f d f de 
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NOTA 

O menor complementar e o 
cofator correspondente são 
sempre iguais, exceto pelo 
sinal que varia em função 
da posição do elemento. 


Ed 
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Temos, então, os sinais dos cofatores reunidos na matriz relativa aos sinais 
correspondentes às posições dos elementos: 


(=1)! +1 (=1)! +2 (=1)! +3 Er e 
(=1) +1 (= 1) +2 (=1y +3 => oo 
(1)? +1 (1) +2 (1) +3 fo 


Todo determinante é a soma dos produtos dos elementos de qualquer fila pe- 
los respectivos cofatores. Os cofatores são os complementares com os sinais dados 


na matriz. 


Exemplos: 
314 
d) Calyiar AsjO 2 0: 
2 s 


Vamos desenvolver pela 2º linha, pois tem zeros, o que simplifica o 


cálculo. 
Re ai 0) po ops oo 
2a ins ia 
d= = 
9 b 
PS Op e =0 Ora = a(0 — bd) = -abd 
(é 
(line f 
Rae =] 2 4 
np us o E : al Hh [stcjeat 
EO 
E 12 SA Sao: 
ip Sep [5 1) a +0 : ij-u 
-2 3 0 


Observe que no exemplo iv, o determinante foi desenvolvido pela a ter- 


ceira coluna. 
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Corolários 


Basta fazer o desenvolvimento do determinante usando aquela fila. Por exemplo: 


A, ds O 
1 12 
a a a a a 
cm Hs 0|=0- 21 22 =O nm 12 O qm 12 =0 
0 ay e) Ay Ay ) 
Ay o) 


Novamente, basta fazer o desenvolvimento segundo os elementos daquela 
fila. Por exemplo, se a 1º linha fosse multiplicada por k: 


A GM FÊ a 
=» 22 23 21 23 2 22 
det A = A, dy d|=Ay -— 4 + ds 
dy das Ay dy Ay dy 
Ay dy dy 
ka, ka, ka, 
a a a a 
j o 22 23 2 23 21 22 
det A'= 4 1) 4,3 |= ka, = ka, a a * ka, a 
32 33 3 33 31 32 


Colocando k em evidência nessa soma: 
det A'=k- det A 


Exemplos: 
o  Saps 
a 2 dl 
2) 
o a 
3 
ZEBRA 6 


Multiplicando a 1º linha por 2 (21), a 2º linha por -3 (-31,) e colocando 2 
em evidência na 3º linha, temos: 


o 14 
s-1 [Ez 0 1=-5P 01 
123 123 
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DV: = 


ii) 


iii) 


Esse último determinante contém apenas números inteiros, portanto fica 
mais fácil de calcular. 


Tornar todos os elementos da 1º linha do determinante 


à é 
pejil 2 & | ianaisa ll 
3 0 


a E 
o Ned 
» 3 5 
Ea 
E) 3 


Se desejarmos um determinante apenas com números inteiros, multipli- 
camos a 2º linha por mmc(2, 3, 5) = 30 e a 3º linha por 10 (dividindo a 
expressão de A para compensar): 


a va 
a 15 20) 19 -— 15 20 -18 
15 0 2 ESA 


Demonstrar (sem resolver) a identidade: 


x 
VE 220) 
Z 


Seja: 


Multipliquemos a 1º linha por x, a 2º linha por y, a 3º linha por z e com- 
pensemos dividindo o determinante por xyz: 


XVZ Co é DE ae 
D = = -|XYZ v vê = Eua o fil y y 
XVZ ; XVZ ) 
X xyz zo z X. a z* 
292 


CAPÍTULO VII 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


3 4 5 
ET Calcule o valor do determinante de |1 2 3|, 
6 1 2 


desenvolvendo em relação aos elementos da 1º linha. 


3 1.6 

[2º Desenvolva o determinante |2 1 7 | em relação aos 
512 

elementos da 1º coluna. E, em seguida, pelos ele- 


mentos da 22 linha. Verifique se ambos os resultados 
são iguais. 


432 
E3 Calcule o determinante | 6 6 8] desenvolvendo 
10 9 4 


em relação aos elementos da 2º linha. 


6 1.5 
87 2 
4.5 0 


elementos da 1º coluna à unidade. 


F4 Dado o determinante , reduza todos os 
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: B9B Dê o valor do determinante 


: O x x 
[5 Verifique a identidade |x O x|=2x 
x x 0 
: 1 x —y 
6) verifique a igualdade |-x 1 Zz|=1+xX+y)+2 
y —-z 1 
-x x 
| BZ Verifique a igualdade | x —x =4%, 
X EX 
x ao da 
: [8 Resolva a equação |2x a+x 2a |=0, segundo os 
1 1 1 
elementos da 3º linha. 
1 1 1 


sena senb senc 
cosa cosb cosc 


em relação aos elementos da 1º linha. 


ds “9 
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ds 


7.4 —- Teorema de Jacobi 


Analisemos, a seguir, algumas propriedades que serão utilizadas na demons- 
tração do teorema de Jacobi. 


a, 4 


12 djs 
Seja T=|a b ic 
a bao > 


Permutando entre si a 2ºe a 3º linhas (l, < L,), o determinante muda de sinal, 
logo: 


4, a, [ 
-T=|a b Cc |=T 
a b 


-T=T5>5T+T=052T=05T=0 


Exemplo: 


Basta pôr em evidência o fator de proporcionalidade, que o novo determinan- 
te passa a ter duas filas paralelas iguais, logo o determinante se reduz ao produto 
de uma constante por zero. 


4 o) 3 
Seja: T=|ka kb kc 


a bc 
Então 
4 a, a, 
T=kla b cl=k-0=0 
a bc 
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Exemplos: 
2 4 6 

) 3 0 -1/=0, poisl=-2L. 
=1 2 3 
4 10 0 

li) |-6 -15 3]=0,poisc, = > ic 
LOM ZSs 


4 * Di o) + Bia 4 + b, 
y o) dos - 
4 Ay, Ass 
A, da a a a a 
= 22, 23 21 23 21 22 
Er (a, + bj) o (a, E Djs) + (a, + D,;) = 
32 33 31 33 31 Ag 
Aa, da a 
= a, 22 23 = a, 21 23 +a 21 22 SE b, 22, 23 o Db, 21 23 4 
32 Aya 4 33 Ig 32 Ay, Ass Ay Aya 
4 A, As 1 12 13 
+b dy dy o Ea 
13 a a no 4 (6) 23 4 (o) Ga 
31 32 
Ag A, um um A Ass 
Exemplo: 
740 7 4 
Calcular, sem desenvolver, o valor do determinante D=1530 5 31. 
Zito 2 dl 
Note que: 
C Cc, d, d, 


na a OQurAQri a 700: 7) 4 140) 7 14 
D=|530 5 3/=|/500+30 5 3|=|'500''5! 3|+]30' 5 3! 
Po 2 ops PM 200; 20 bos 20 
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A primeira parcela é nula, pois c, = 100c, e a segunda também é nula, pois 


d, = 10d.. 
Então: 
D=0+0=0 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcule o valor do determinante em que seus elementos são termos con- 
secutivos de uma progressão geométrica. 


Solução: 


a aq aq 
G=jag” aq” aq 
aq" ag” agº 


Colocando em evidência a na 1º linha, ag? na 2º linha e ag” na 3º linha, 
temos: 


2) Mostre que é nulo todo determinante em que uma fila é constituída de 
combinações lineares de filas paralelas. 


Solução: 


Seja o determinante em que a 3º coluna é constituída de combinações 
lineares da 1º e 2º colunas. 


abmalla b nb 
cd mcend|=|c d mc+cadnd|=0+0=0 
ei mel le pf mf 


Esses determinantes são nulos porque têm duas colunas de elementos 
proporcionais. 


Os casos envolvendo outras filas são análogos. 
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Teorema de Jacobi 


dy o) djs 
Seja A=|4, 4, 
da E) Ass 


Somaremos aos elementos da 1º coluna os elementos da 2º coluna multiplica- . zEEEEEEIIIIIIIINaS 


dos por a e os da 3º coluna multiplicados por b. NOTA 
Indicamos esta operação 
ataa,+ba, ad, A; por: cc, + ac, + bc, 


Do 
A'=|a tada, +ba,, A, dy 
A; + aa, + ba,; As, Ass 


Este determinante se desenvolve na soma: 


a ) A; aa,» 7) dj; ba,, ) A; 

Pas 
A - 4 ) dos Es a,» Us) dos + ba,; o) dos 
A Tso Tss As, (o) Ass ba,; E) Ass 


A primeira parcela é igual a A. 


A segunda parcela é nula porque a 1º e a 2º colunas são proporcionais. 
(c=ac,). 
E Z a 2 H 3 a == 
A terceira parcela é nula porque a 1º coluna é proporcional à 3º. (c = bc,). 


Então: A'=A+0O+0=SA'-=A. 


Exercícios resolvidos: 


1) Sabendo que os números 451, 792 e 385 são múltiplos de 11, mostre que o 


451 
determinante A=|7 9 2] é múltiplo de 11. 

DERS ES 
Solução: 
Somando à 3º coluna a 1º multiplicada por 100 e a 2º multiplicada por 
10, temos: 

EE 
4 5 400+50+1 4 5 451 NOTA 
As O 700-00==2|=|7 O 702 Esta operação é denotada: 


c, — 100c, + 10c, +, 


> O MMdOrS| |5 & SS 
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Colocando o fator 11 em evidência na terceira coluna, vem: 


4 5 41 
esy 9 7% 
5 O 59 


Como o determinante é constituído de números inteiros, seu valor será 
um inteiro k, logo A = 11k. 


a, a, a; 
2) Mostre que é nulo o determinante A=|a, a, a,|emque(a,a, ....a,) 


q, qg ag 

é uma progressão aritmética. 
Solução: 
Multipliquemos a 1º linha por 1 e somemos à 2º linha (l, — 1) e também 
à 3º linha (L, - L): 

q, q, q; q, q, a; 
s—4, aç-a,|=|3r 3r 3r|=0 (réa razão da PA) 
= Uh O 6r 6r 6r 


A=|a,-a, a-a, a 


pois são proporcionais a 2º e a 3º linhas. 


Mia! 
[E a) 
OBSERVAÇÃO A Calculenvi= Rope 
Determinantes onde cada e if e 
coluna é uma PG do tipo 
(1,9, 9P,... 7) são Solução: 
conhecidos como mto 
determinantes de Somemos à 2º linha a 1º multiplicada por (-a), e somemos à 3º linha a 
Negaermande: 2º multiplicada por (-a) (denotados, respectivamente, (, - aí e (,-a(,). 
1 1 1 
V=0 b-a c—a 
OD E peito 
Desenvolvendo segundo os elementos da 1º coluna: 
DR c-da 
b(b-a) c(c—-a) 
Colocando b — a em evidência na 1º coluna e c — a na 2º coluna: 
EE 
NOTA dl 
A vantagem desta solução é V=(b-alc-a) b | = (b — a(c — a)(c — Db) 
que a resposta se apresenta c 


na forma fatorada. 
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o bb E 
Calcule T=|-1 x O). 
O -1 x 
Solução: 
Desenvolvendo segundo os elementos da 1º coluna: 
MESA den é “atsbr+c 
-1 x —1 
Xe q ak 
Caleule B=|2 11 
it O dl 
Solução: 


Somando à 1º coluna a 3º coluna multiplicada por (-1), vem: 
q a 
B=| x-a 1 a|, colocando (x - a) em evidência na 1º coluna: 
(0) 0 dl 
ua de 
Bei dl 
O— 


Desenvolvendo conforme os elementos da 3º linha: 


E 
B=(x-a =(x-a) 
(x—a) E (x-a) 
l+x 1 1 
Calle =) dd dl&g dl 
1 1 14x 
Solução: 
Somando todas as linhas (ou colunas) à primeira linha: 
3+x 3+x 34x 
D=| 1 1+x 1 |,colocando (3 + x) em evidência: 
1 il l+x 
lo dl 1 
D=|1 14x 1 (342) 
Lo do ix 


Somando a 1º linha multiplicada por (-1) às demais (2º e 3º linhas): 
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Lil dl 
= [O OB (3) 
0) (0) 


aaa 
7) CalculeN=|a b bl. 
O Il) (E 


Solução: 
Somando às 2º e 3º colunas a 1º multiplicada por (-1), temos: 
a O (0) : b 
Nela be bala procedendo analogamente, 
b-a c-a 
a b-a c-a 
pr 
N=d dao [ab-axe-a 
b-a c-a 
E lo) lb a 
8) Provequela c b|l=(a+b+c)1l c Db 
O O E il am E 


e conclua que (aº + bº + cê — 3abc) é divisível por (a + b + 0). 


Solução: 
Tomemos: 
e ba 
E=|a c b| esomemos a 2º e a 3º colunas à 1º coluna: 
o) (NE 
a+b+c b a lb 
E=la+b+c c bl=(a+b+c)1 c b 
a+b+c a c tl a é 


E=(a+b+o(a2+b2+c2-ac-bc- ab) 


Por outro lado, desenvolvendo o determinante inicial E: 
a 

b|=aº+bº+ cê - 3abc, logo: 

[o 


a+b+c-3abc=(a+b+o(a+b+c2-ab-ac- bc) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1 1 1 
EM Calcule o valor do determinante [1 1+x 1 
To ty 
-5 7 6 
PRA partir do determinante | 2 3 4|, obtenha um 
6 118 


outro determinante no qual a segunda linha só tenha 
o algarismo 1, e os demais elementos sejam números 
inteiros. 


73 Calcule o valor do determinante: 
a-b b-c c-a 

a-b 

c-a a-b b-c 


b-c c-a 


b+c a-b a 
PAM Mostre que |c+a b-c b|=3abc-&-b-c. 
a+b c-a c 


[57 Os números 891, 374 e 462 são múltiplos de 11. Mostre, 
sem desenvolver, que o valor do determinante 


8 9 1 


3 7 4| é também, múltiplo de 11. 
462 


1 2 
06" Seja a matriz D=| 3 4 |. Calcule o valor do de- 
6 5 


terminante de k . D. 
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: [ZO Seja a matriz A= 214 


125 

. Obtenha a matriz T so- 
-3 0 1 

mando à 3º coluna de A aos elementos da 12 multipli- 


cados pelo número real 2. Agora, obtenha o valor dos 
determinantes A e T. 


xy c 
E8'seja b cl|=A, determine em função de A os valo- 
111 


res dos seguintes determinantes: 


y c 
a)la b c 
5 5 


b) b 1 


co)|2a 2b 2c 


E Cá 
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7.5 - Determinantes de ordem n 


7.5.1 - Desenvolvimento segundo uma fila 


As propriedades vistas para os determinantes de 2º ou 3º ordem permitem ge- 
neralizar as definições para uma ordem qualquer. 


DEFINIÇÃO 
Determinante de uma 
matriz de ordem n. 


a a, 
E = i ) Ton 4, Ton 
A Ea 22 2n (A a is : + + 
) fia An 4 An 
a a, An 1 1 
q o) 
dy, nd 
+(D'*"a, o a 
An nda a, n-1 
“Ol 
Ca 
Exemplos: 
2 on 
ZM dd 
1 = = 
Va -12 10 
il 2% & dl 
Lo dd 2 o dm é 2 
OP to 2 to vo 1200 no 
Z ZM 1 2 dl lo 2 À il 2% Z 


ii) 


R = -ab(0 — cd) = abcd 
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ii) P= 


Propriedades 


As propriedades, a seguir, para determinantes de qualquer ordem podem ser 
demonstradas por indução (vide volume 3). 


Além disso, temos: 


Basta, por uma conveniente troca de filas sucessivas, levar a fila em questão 
para o primeiro lugar. Sendo c,, c,, ... c, as colunas do determinante: 


e 
A = 66... GoG GG = 
NH 
=—c,. C, 26, Cala Cil= 
1 
— 
=[ec,... CC 2€ Cia cd= 
ND) 
= e SSD 66, 0e 64604043, 6] 


Desenvolvendo pela 1º coluna deste último determinante: 


4; 4, a, te Mia Misa no A, 
all, da a so Bs a, “o 
— il 2i 21 22, 2,i-1 2,i+1 2n) 
A=(9[2 ad | “|= 
Ai 4 e) q a,, i-1 a,, i+1 pre An 
= i-1 i+n 
= (1) (a,;6,; — AoCo + eee + (-1) A Ci) 
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que é o desenvolvimento pela coluna i, atribuindo a cada termo o sinal correspon- 
dente na matriz: 


+ — + — 
— + — + 
a um Go SS que O sinal relativo à posição (i, j) é (-1)'+. 
— + — + 

Exemplo: 


Desenvolver pelos elementos da 2º linha 


eo e] 
Ejs 
Ene RE 
SE E 


3 tl 2 dl o 2% 8 
D==3-1 1 +14 11-10 19 19:20 11 
il 2 1 dl Z 4 dl 


DESSAS TC) DE O=So BA LiS=r 


Todas as propriedades demonstradas para os determinantes de 3º ordem são 
válidas para um determinante qualquer e se deduzem analogamente àquelas. 
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Teorema de Jacobi 


Exemplos: 


i) | Transformar todos os elementos da 1º linha do determinante na unidade. 


log ce» TE 
ne o O) = 2 
Za Il il 
QUEST, 
[E 
Calculemos o mmc (1,2,3,6)=6. 
NOTA 


Multipliquemos: 


Utilizamos o mmc para 
evitar trabalhar com frações. 


a 1º coluna por - = (65 


NI 
ll 
ss 


a 2º coluna por 
a 6 
a 3º coluna por E 2 


a 4º coluna por — = 1; 


e compensemos dividindo o determinante por 6.3.2.1. 


6 6 6 1 Sea A 

te Il 18) 0) =2 2, 6:2 O (O ld 
Gordo bellm & m il Gedamlfly 6 2% dl 

O -3 4 2 O -3 4 2 
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ii) Calcular o valor do determinante: 


IR 2o Ss 400 
O dd Oy O =7 
Ss0 92 2 02 
o O 5 5 di 
3 5 9 1 il 
EEE Como a 1º coluna já tem três zeros, vamos transformar o número 3 da 
NOTA 5º linha em zero fazendo 1, — 31, na 5º linha. 
A linha substituída |, 
a 2—=3 40 
alterar o determinante. 1 O 0) =7 
Ns 2 O 2 = 
= os dll 
=| O O 


Desenvolvendo pelos elementos da 3º coluna porque ela tem 3 zeros: 


es; 
Ne Sole po oo 
=p ooo dl 

1 ni 

NS o 2 


Desenvolvendo pela 2º coluna: 


MES Dr, 


A=10-(-6)=-60 


Exercícios resolvidos: 


to di il 1 

1 14x 1 1 
1) Resolva o determinante A = 

1 il l+x 1 


al 1 14x 
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2) 


3) 


Solução: 
Multiplicando a 1º coluna por (-1) e somando às demais, temos: 


> 
I 

HR 

Se Re 


se 2 Es 
ES ee 
| 
[96 


pois todos os elementos de um mesmo lado da diagonal são zeros. 


Resolva o determinante: 


Solução: 
Observe que se somarmos todas as linhas à primeira temos: 


d4+x 4+x 4+x 44x lo dl 1 il 
lo dáse dl 1 il dl o dl 
= =(4+2) =(4+2x)xº 
1 lo o idéx 1 o do ilgx 
1 1 io dlapa tod o las 
pois recaímos no exercício anterior. 
RR NS 
Calcule os valores de x na equação e = 
SRS do 
Hom MK % 


Solução: 
Multiplicando a 1º coluna por -1 e somando às demais, temos: 
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Desenvolvendo o determinante segundo os elementos da última linha: 


BRO ES o RD 
seo ES o | (oo Read ads eU O => —x(x, -x)(x,-x)(x,—-x) = O 
(0) (O RE 


6 


X=0,X=X,X=x,0UXx=X, 


4) Numa matriz quadrada, de 6º ordem, os elementos da diagonal principal 
são iguais a a, os da diagonal secundária são iguais a b e os demais iguais 
a zero. Calcule o determinante dessa matriz. 


Solução: 


A, =a- (=1)' ari dE b , (=p O 


Resolvendo o primeiro e o segundo determinante pela 5º linha, temos: 


mn O O bh o O Ob 
O a bo O ab O 
Ms as (Ep Dali (AD e =(a-b)A 
É 2) (O e O fd) Ob q 0 As 
o O O a w O O a 


Observe que 4, é um determinante do mesmo tipo que 4,. Resolvendo A, 
do mesmo modo como 4,, temos: 
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A=(2-DA, A =(2-DA, A =|, Arte) 


2, 


Multiplicando membro a membro essas igualdades, temos: 


A, =(a2-b?) 


5) Mostre que o determinante é um polinômio do 5º grau em x. 


Es 5) & do 
6680) 
a O Ol 
-1 x 0 0 
O 1 x 0 
O 0 1 x 


Solução: 


Desenvolvendo pela primeira coluna, temos: 


x COMO OO a a aaa 
io Dodo IG ooo 
Nou e Qu ono Ro on o 
RR ONREI o pos or o 
oo Foto oo 


Observe que o primeiro determinante é de uma matriz triangular e o se- 
gundo é o À, (análogo ao A,, que se resolve do mesmo modo). Então: 
ASMA, 
A =axX+A, 
A NS, 
AS GNR, 


Somando membro a membro essas igualdades, 
temos: 


= 5 4 3 2 
RARE S tod O e soda 


que é a expressão geral de um polinômio do 5º grau em x. 
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————===] 

6) 
NOTA 
Por exemplo: 


2a 2b 2 a bc 
2d 2e 2f=2Id e Ff 


29 2h 2i g hi 


7) 
EB 
NOTA 
O determinante de uma 
matriz antissimétrica 
de ordem par não é 
necessariamente 
zero. Por exemplo: 


a 


=1 
- 0 


“e 


Mostre que quando se multiplica uma matriz quadrada de ordem n por 
um número p, seu determinante fica multiplicado por p”. 


Solução: 
1 12 In 
Seja M = 21 22, 2n 
4 ) An 
Pa, Pas, Pa, 
a a a a 
Então, pM S p a p aa p em 
pb An pb ( p An 


Assim, extraindo um p de cada linha: 


a, a, . dg, 
a a oo a 
det (PM) = j) E Pao, io Pb gen => 
ba, Pa,» Pa, 
A A, Rs An 4 A, ni: A, 
=> det (PM) = ji x p E 4 (1) po Ton = E po 44 1) 2n => 
PA, PA,» PA, um um) ii 


= det (PM) = p” det M. 


Um determinante é hemissimétrico ou antissimétrico quando a, = -a, 
para todos i e j. 
Mostre que: 


i) a diagonal principal é de zeros; 


ii) o seu valor é O quando for de ordem ímpar. 


Solução: 


i) Comoa,= -A;, então a, =-a, > 2a,=0a,=0. 
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(0) a, 
= (0) 
ii) det A =|-a, -—a,; 
—h on 
(0) a, —a 


det (As) =|Mp do; 0 


A, 
2n 
A) > 
(O) 
4, 
Gon 
—G,,| = det A, 
0 


porque todo determinante é igual ao de sua matriz transposta. 


Por outro lado, podemos obter A' multiplicando todas as linhas de A, 


por (-1). Então: 


det (-A,) = (-I)"det A, = 


Como n é ímpar: 


(-1)" det A, =-det A =detA > detA =0 


u) um 
Oy; 4, 
(O) -a, 
An (O) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


1240 | 5 Demonstre a identidade: 
2343 
ET Dê valor do determinante dd qm x 100 
1 1 
2 2 47 DO ddr 
0 1x1 
12 3 4 
[2º Calcule o valor do determinante a gel 
1827 64 Xx+2 x+7 x+6 
[3 Resolva a equação em R. | 6 Resolva a equação | x+9 x+5 x+1]|=0. 
O dA Xx+4 x+3 x+8 
3 2 x + 
2 =0 É 
» e A * EBZM Calcule o valor do determinante: 
27 8 x E 
1. =2 é 4 
PAM Calcule o valor do determinante aplicando as proprie- ; 3 0 5/15 
dades. 
2 
0240 E 
O 5 3 0 1 1 2/3 
a) 
O -—1 6 O 
O 0 2 0 : R . denis 
: 78" Dê o valor do determinante na forma mais simples: 
2 413 0111 
919 123 10 pn 
12 2 d 1p Om 
3 0 4 4 Tn mo 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


cosa -sena O 
ET Ovalorde |sena cosa 0|é: 
0 0 2 
(A) 4(cos a+ sen a) (DEZ 
GBJA (E) O 


(C) 2(cos? a- sen a) 


[2º (UFSC) Considere as matrizes: 


1 0 
O Ia2 
nes Ss e8-| |en= cercas) 
3 4 5 
1/1 
Calcule 7". 


202 
E3" (Mack-SP) A matriz | er | é igual à sua trans- 


posta. Então, o det (k? . A) é igual a: 


(A) 64 (C) 16 (E)4 
(B) 32 (D)8 
Rosi AV Z 
F4 Asoma dos determinantes |x y Zzlelr st 
Za IRZDo 
vale: 
CA) 2:(r=M(s=yt=2) (D)12 
(B) (r+s+D(x+y+2) (E)O 
(C) 6 


[5 (FEI-SP) As faces de um cubo foram numeradas de 
1a 6; depois, em cada face foi registrada uma ma- 
triz de ordem 2, com elementos definidos por: 

—J2i+f,sei=j 

psd) 


ij 


em que fé o valor associado à face correspondente. 
Qual o valor do determinante da matriz registrada 
na face 5? 


5 log,5 log, 5 
067 O determinante | 5 l09,125 log,25 | tem 
8 log,27 log,243 


por valor: 
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(A) O (C) 90 (EDRIZ2 
(B) 1 (D) 80 
1111 
EZ' (Fuvest-SP) Calcule: na j 
: o Ss 
1234 
[8 (UFRN) Sendo Es a eles + , O determi- 
o feio sa 
nante da matriz é igual a: 
ba 
1 
Ag C)1 
(A) á (C) 
1 
B) 4 D) — 
(B) (D) 5 


P9 (PUC-MG) O valor do determinante da matriz 


0 27800 
qapi RR 
“l142 04 é igual a: 
3 04 1 
CANESA (D) 2 
(B) -3 (E) 3 
do) a 
: x—1 0 0 z 
X=? O 0 
E O polinômio P(x) = 
E HO" O polinômio P(x) EE Re 


0 0 00 xs] 


(A) é identicamente nulo. 
(B) tem grau 5. 

(C) é divisível por x2— 1. 

(D) temraízes 0,-1,-2,-3. 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


dE 


É MO (Unilins-SP) O determinante a b cl|é positivo, 


GR bi cÃ 
quaisquer que sejam os valores de a, b, c satisfazendo 
as relações: 
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A) b>aec>b : 
Ro) : (A) x= abc (DD) x= tis 
(B) b>aec>a a+b+c 
(C) b<aec<b CBjadE abc LEJE O 
(D) nenhuma das respostas anteriores : ab+ac+bc 
UG) x 1tb+c 
[12º (Ufal) Seja D o determinante da matriz: ah 
x+1,sei<;j [76 (UFF-RJ) Assinale o valor do determinante: 
A=(a,,,y talquea,= 4 0,sei=;j É A n á 
seis] is Ri p cos2p 
cos p sen p 1 
O menor número real x, de modo que D = 0, é: 3 = 1 
CANA (D) 1 (A) (D) cos 2p 
((183)) =) (E) O (B) sen 2p (E) O 
(C) =? (C) 1 
0100 : [IZO Calcule xe y: 
pede TIE 
173) (Fafi-MG) O valor de E O é: 101 34& 
TE Sie 2 4 3/=6e|2 y —1|=47 
XV 5 Qu 
(A) + (091 
A = 1, = k. =4, =4 
KEnd a (A) x=1,y (C) x=4,y 
(B) x=3,y=2 (D) x=4,y=3 


[14 (Poli-SP) Acrescentando-se a unidade a cada um dos ele- — REDES CM IL anta 


| an Do | : tisfaz A? = 2A, então o determinante de A será: 
1 1 1 j 
| b. 
mentos da matriz | do da | o determinante: | (A) O (D) 3 
Es CB (E) 4 
la, be E 
4 4 €4 (Cc) 2 


(A) não se altera. : . ” . ! 
: 9) (Ufop-MG) O conjunto solução da inequação 
(B) aumenta de 1. E 


(C) aumenta de 4. : : : E e ; Z 
i X SS | XxX e 
(D) fica multiplicado por 2. SE ES 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


(A) S=(KXER|-4<x=<1) 

ta (B) S=(XE R|x=<-4oux=jl) 
[15 (Ufam) Resolvendo a equação á ; : À =0, É (O) S=KER|-4<x=<-) 
x 0 0 c (D) S=(KXER|-1<x=<4) 

com a, b e c sendo números reais positivos, obtemos: (E) S=xER|x=<-40ux=-1) 
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[20 (Faap-SP) Considere os determinantes : (A) 4 (E) -4 
0110 (B) 2 (D) 6 
120 
PM PA ERR a DO RO (0) 0 
io dao dO 
o Sp sd q : EZ4) (Furg-RS) Os valores reais de x que satisfazem a 
E 1 De pa Ra 8 
então > A + 28º - 2C vale: equação | 1 1 1 |=0 são números: 
Sp ga 
ORE (D) -130 
(B) 120 (E) 128 (A) racionais não inteiros. 
(C) -100 (B) irracionais. 
0 2 1 (C) pares. 
[27º (UFU-MG) Considere a matriz A = x—-1 2x 4x-1 | (D) inteiros negativos. 
8 6 3 (E) inteiros consecutivos. 


e que os números x — 1, 2x e 4x — 1 são, nessa ordem, 
termos consecutivos de uma progressão geométrica. 


É 2" 1.0 E 
a) Encontre o valor de x. BH (UFSE)Se D=|1 27” 2|eD,= Sa E 
: E is 
b) Utilizando o valor obtido para x no item a, calcule ; 22 0 1 


o determinante A'— |, onde A' é a matriz transposta 


de Ae | é a matriz identidade de ordem 3. E . Dia 
com nz 0, então o quociente Dé igual a: 


[22º (Facs-BA) O gráfico da função real 


E 1 
A aan (D) 
(e a E 
g(x) = det E 5 + | i 2 
: (B) 1+20+ (E) 
os 2101 
(A) intercepta o eixo OX no ponto de abscissa x -— (c) 251 
2" +41 
(B) intercepta o eixo OY no ponto de ordenada 
y=. : 
é) ci dia erasha : 126º (Unifor-CE) Seja D o valor do determinante da matriz 
passa pela origem do sistema de coordenadas. He 
xsei=) 
assa - E A=(a, em que qa. = 
(D) não intercepta o eixo OX. (a); «3 em que a; | = asi 


(E) intercepta os eixos coordenados em três pontos. ; ) 
Obter-se-á D < 1 se, e somente se, x for um número 


[23' (UPE) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, de eaianoue: 
elementos reais, À é um número real e |, a matriz iden- 
tidade de ordem n, chama-se “valor próprio” de A a (A) aa e e] (D) x< alli E 
uma raiz da equação det (A — À. - 1) = 0, em que “det”; 2 2 
significa determinante. É 1 1 
Dessa forma, a soma dos valores próprios da matriz : (B) | =x= 2 CE a 
A, abaixo, é: : 
MoRQUa (CO) 1 <xx<xex£- 
A=0 [0 
011 
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127º (Unesp-SP) Determine os valores de O < 0 < 2, ; (A) 3abcd (D) -3abc 
| Cn O (B) 2Zabcd (E) -2abd 
de maneira que o determinante | sen 6 1 cos 6 | 

(C) 3abc 


cos 6 sen60 sen6 
seja nulo. É 
é BZ) (Unilins-SP) Estando a, b, c, em P.A. de razão r, o 
[28 (Unisinos-RS) A matriz B, de 22 ordem, é definida por 


b, = log, (i- j). O determinante da matriz -3B é: IN 
(A) 3 (D) -9 determinante | a b c 
(B) -3 CEJO q bc 
Eejro Ê a 
(A) é sempre positivo. 
29" (USP) Sendo a, b, c, d quatro números diferentes e não (B) dada a razão r, depende de a. 
nulos, o número de menores de 2º ordem, não nulos : 
que podem ser extraídos da matriz (C) depende só de r, qualquer que seja a. 
Em A (D) éa-r. 


(E) nenhuma das respostas anteriores. 


(0) cr do e qr || E 

O al bi e aê 

O ad bd ' (Fepam-MG) A é uma matriz quadrada de ordem 4 e 

EE bi ai : det (A) = -6. O valor de x, tal que det (24) = x — 97, é: 
(A) 60 (D) 100 97 
A) -12 (D) 
(B) 76 (E) nenhuma das respostas anteriores. ( 2 
(C) 84 (B) O (E) 194 
130" (EESC-SP) A única proposição correta é: (C)1 


(A) para se multiplicar um determinante por um nú- 
mero, multiplicam-se todos os seus elementos : [34 (USP) Sejam os determinantes 
por esse número. : 


Zed y 111 12 14 

(B) todo determinante é igual à soma dos produtos 

dos elementos de uma fila pelos complementos |: [Ne SE OR eB= Sa então: 

algébricos dos elementos correspondentes de ou- 4 22 (E20 24 

tra fila paralela. É 42 11 cio a] 
(C) um determinante não se altera se aos elementos 

de uma fila se adicionam os elementos corres- (A) A=B 

pondentes de uma outra fila paralela multiplica- : o 

Ear ts (B) A=-B 

dos por um mesmo fator arbitrário. 
(D) todo determinante é igual à soma dos produtos : (C)A>B 

dos elementos da diagonal principal pelos res- (D) A<B 

pectivos complementos algébricos. 
(E) quando se trocam as linhas de uma matriz ; (E) nenhuma das respostas anteriores. 


com as colunas da mesma ordem, o determi- 

nante da matriz transposta é o oposto do de- : 2 

ant de ae ad: [35' (EESC-SP) Um determinante é nulo somente quando: 
(A) todos os seus elementos são nulos. 


137! (Unilins-SP) O valor do determinante abaixo é: (B) todos os elementos de uma linha são nulos. 


ab 0 0 

a Et (C) todos os elementos de uma coluna são nulos. 
ao0od (D) duas colunas são iguais. 

O bc ad (E) nenhuma das respostas anteriores. 
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SISTEMAS LINEARES 


Kopioto/Dreamstime.com 


Neste capítulo, aprenderemos a resolver sistemas lineares de vários formatos distintos (mesmo 
que eles tenham infinitas soluções ou até mesmo nenhuma solução). 


8 —- SISTEMAS LINEARES 


8.1 - Noções básicas 


Equação linear 


DEFINIÇÃO 
Equação linear. 


NOTA Exemplo: 
Em geral, o termo 
independente de uma 


equação linear é escrito no Na equação 2x + y — 32 = 7, os número 2, 1 e -3 são os coeficientes e 7 é o termo 
2º membro da igualdade. 


independente. 


Equação linear homogênea 


DEFINIÇÃO 
Equação linear homogênea. 


Exemplo: 


À equação x + 2y — 5z = O é homogênea. 


Dizemos que o conjunto ordenado de números reais x, =1,X,=1, «, X, =", 


é solução da equação a x +a,x,+...+a x, = b quando a igualdade se torna verda- 
deira para esses valores das incógnitas, isto é: 


ar, +ar,+ ...+ar =bé uma proposição verdadeira. 


ds 
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Sistema de equações lineares 


DEFINIÇÃO 
Sistema de equações 
lineares. 


NOTA 

A chave colocada à 
esquerda das equações 
significa que elas são 
simultâneas. Logicamente, 
a chave representa o 


conectivo E. 
Exemplos: 
D) [2x+y+2=2 ii) Pade es 
Ara ed 3x-y-2=2 x-y=2 
x+)/+27=6 2 equações e 2 equações e 
x+y+2=3 3incógnitas 2 incógnitas 
4 equações e 
3 incógnitas 
Dizemos que um conjunto ordenado de valores reais r,, r,, ..., 1, é solução de 
um sistema e representamos por (r,, r,, ..., r,) quando é solução de todas as equações 
do sistema. 
Exemplos: 
i) -Oterno ordenado (-1, 1,3), isto é, x=-1,y= 1ez=3, é solução do sistema 
(i) acima; o terno (x, 3 — 4x, —5 + 7x) para qualquer x é solução do sistema 
(ii) e o par ordenado (3, 1), ou seja, x= 3 e y = 1, é solução do sistema (iii). 
EE E a [E 
ii) O sistema homogêneo: 
NOTA 


x+y+z+2t=0 Um sistema é homogêneo 
quando todos os termos 
independentes das 


equações são nulos. 


x+)+22+2=0 — tema solução (0,0,0, 0), istoé, x=y=z=t=0. 
SUS e oa PiE =D) 


2x+v+2z+t=0 


Aliás, todo sistema homogêneo tem pelo menos a solução (0, O, ..., 0), que 
é chamada solução trivial ou natural. 


Ed 
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DEFINIÇÃO 
Matriz incompleta e matriz 
completa. 


= 


Um sistema é possível quando tem pelo menos uma solução. Se um sistema 
possível tem apenas uma solução ele é dito determinado e se tem mais de uma 
solução é dito indeterminado. 

Um sistema é impossível quando não tem solução. Dois sistemas são equiva- 
lentes quando têm as mesmas soluções, isto é, quando as soluções de um deles são 
soluções do outro e vice-versa. 


Matriz incompleta e matriz completa 


Assim, no sistema: 


AX HAX, He + =D, 
MA A ara, A=D, 
Dt Att AD, 


As matrizes incompleta e completa são respectivamente: 


I 
iz e no Tal b, 
| 
a Ass ur Ad 
a a o É 2 22 2n1 2 
= 21 22 2 cs 
m : á ú e M=| : a: 
E (lana 
I 
Am Im An Am Am Am ; b,, 
incompleta completa ou ampliada 


Destacamos com uma barra tracejada vertical os termos independentes. 


Exemplos: 
incompleta completa 
Dara [ tail E 1 a] 
] Po Vs Lacta= 2) to 2 1 bl =» 112 
i) m= = I 
RARE E q | co ep RE, 
I 
[x+0y+27=0 ARG Ro o 
y 2x+y+2=0 exi pa O 
ii) = M= 
x+y-32=0 Ria nao 
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lx+3y+27=4 IS dE ie: 
ip o por 0 me pot ME -2:0 
x-y+z=1 1-1 1 elo dal 


Propriedade fundamental 


Consideremos o sistema: 


AXyt.. gi coa AXyt. Eae b=0 
ou 
Thy ++ AanXy — b, mk ++ A nXn— b,, = 0 
Formemos uma nova equação multiplicando a 1º por a, a 2º pora,,..., am 


por «, e somemos: 
a(4,X 1+ + Aka” b) ++ ar (AX; ++ Ann o Da) Ee 0 


Se o conjunto E RR alto do sistema, suas equações são satisfeitas 
r, e a soma acima ficará: 
a 040,0 + ra, 0=0 


Logo, a solução do sistema é solução desta nova equação, chamada combina- 


para os valores r,, F,, ..., 


ção linear das equações, com coeficientes a, q, ..., q. 
Com isso, podemos substituir, num sistema, qualquer equação por uma com- 
binação linear dela com as demais equações (desde que a equação substituída seja 


utilizada com coeficiente diferente de zero). 


Exemplos: 
2x+y-2z2=1 
) Sejaosistema | x-2y+z=0 cuja solução é (1, 1, 1). 
Sar vb Zi = (6 
Multipliquemos a 12 equação por 3, a 22 por -2 e somemos à 3º equação. 
Temos: 
3(20x+y-27)-2(x-2y+0)+(3x+7+27)=3:1-2.0+6 
Efetuando: 


7x+ 8y- 62=09, que também tem a solução (1, 1, 1). 
A solução do sistema é também solução de qualquer combinação linear 
de suas equações. 
Portanto, o sistema acima é equivalente a: 
2x+y-22=1 
x-2y+2z=0 
7x+8y —-672=9 
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NOTA 

A equação substituída 
poderia ser qualquer uma 
das equações do sistema. 


ds “7 
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ii) Novamente, considere o sistema: 


2x+y-2z2=1 
x-2y+z=0 
[3x+7+27=6 


Se substituirmos a 3º equação pela soma das duas primeiras, obtemos o 
novo sistema: 


2x+y-2z2=1 
x-2y+z=0 
3x-y-z=1 


Que não é equivalente ao sistema anterior. 

De fato, (-2, -3, —4) é solução deste, mas não é do anterior. Essa não 
equivalência ocorre porque a equação substituída não foi obtida a partir 
de uma combinação linear. 


Observações: 


1) Podemos trocar qualquer equação de lugar num sistema. 

2) Podemos trocar qualquer incógnita de lugar, desde que em todas as 
equações. 

3) Se um sistema apresentar uma equação com todos os coeficientes nulos, tal 
como 0x, + 0x, +... + 0x, = 0, essa equação pode ser abandonada, pois aceita 
como solução qualquer conjunto de valores. 

4) Se um sistema apresentar uma equação com todos os coeficientes nulos 


com exceção do termo independente, tal como Ox, + 0x, +... + 0x =b 
(bz 0), o sistema será impossível. 


ES WB Resolver um sistema possível determinado é transformá-lo num sistema equi- 
NOTA valente: 
Um sistema é possível = = 

Pp AX FA + e ra,ã =D, lx + 0x,+... + 0x, = n 


determinado quando 

possui uma única solução AX tApã, +... +, =D, 
e impossível quando não : É é : 
possui nenhuma solução. 


II 
ss 


0x, + Ix,+ ... + Ox, 


A HA +. AX =D 0x, + 0x,+... + 1x, = + 


mn“n m n n 


por meio da propriedade fundamental e suas consequências. 


Exemplo: 


Resolver o sistema: 


Ix+ 2y+z= 8 


: , Ts 

cuja matriz ! 
2x+y-z = 1 Mi =p aa 
3x-y+22=7 completa é ERR a, 
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Vamos transformar o sistema por meio das propriedades fundamentais 
(que são também chamadas operações elementares). Como essas operações 
são realizadas com as equações, elas serão realizadas paralelamente sobre as 
linhas da matriz completa. 

Multiplicando a 1º equação por (-2) e somando à 2º equação, faz-se nela 
desaparecer o termo em x. 

Analogamente, multiplicando a 1º equação por (-3) e somando à 32, faz-se 
nela desaparecer também o termo em x. 

O sistema se transforma num sistema equivalente, e a matriz completa se 
torna mais simples. Temos: 

[x+27+z2=8 LE Rs RD 


E I 
asa esa Ci ue Is 


a I 
pese ra oe er 


Dividindo a 2º equação por (-3) e multiplicando a 3º equação por (-1), 
temos: 


X+H2Vkz=8 Ezra 
E I 

Ox+y+2=5 ESA  L+(D|0 1115 

De completa fica: L,- (DIO 7 1117 


Como já fizemos desaparecer a incógnita x, façamos, agora, desaparecer a 
incógnita y, ficando a mesma em apenas uma equação. 

Para isso, vamos trabalhar com a 2º equação, que só tem as incógnitas y 
EM 

Multiplicando a 2º equação por (-2) e somando à 1º equação, e multipli- 
cando a 2º equação por (-7) e somando à 3º equação, temos: 


Rr Oy= 2 = E-€2) a 0 -1/-2 | 
Ox+y+z=5 a E CORRE 
0x+0y-6z = -18 completa fica: E en NE cf | 
Dividindo a 3º equação por (-6), vem: 

x+0y-z=-2 Es ti (0) -1,-2 
Ox+y+z=5 matrio To FORROS 
0x+07+2=3 completa fica: ce) RO) Ee 


Observe que somente na primeira coluna da matriz existe a incógnita 
x e que, agora, somente na segunda coluna existe y. Vamos então fazer desa- 
parecer a incógnita z na primeira e na segunda equações. Para isso, vamos 
operar com a 3º equação. 
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OBSERVAÇÃO 

As operações elementares 
com linhas devem ser 
feitas uma de cada vez. 
Neste caso, indicamos 
duas simultaneamente 
porque a 1º linha não se 
alterou entre a primeira e a 
segunda operação. 
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“e 


Somando a 3º equação à 1º e multiplicando a 3º equação por (-1) e soman- 
do à 2º equação, temos: 


|x+0y+0z2=1 Li oo 

0x+y+02=2 A matriz EC qo nio 
completa fica: L 112 

[0x+07+2=3 3 


Note que o sistema inicial se transformou: 


X+2/+2=8 x+0y+0z2=1 


x 
2x+)-2=10 <& 40x+7+02=2 <& y 
3x-vy+22=7 0x+0y+z=3 Z 


Paralelamente, a matriz completa se transformou, por meio de operações 
elementares, em uma matriz cuja matriz incompleta é a matriz identidade. 


E B) e] na 
DSI RO POR? 
EE 215] om 


Observações: 


1) O processo de eliminação é sistemático, operando inicialmente com a 1º equa- 
ção, eliminando a 1º incógnita. Para que isso seja possível, devemos ter a, O. 
Em seguida, opera-se com a 2º equação (devemos ter a,, 4 0) eliminado a 2º in- 
cógnita, e assim sucessivamente. A matriz completa vai se transformando até a 
matriz incompleta se tornar a matriz identidade. 

2) Quando algum dos elementos que produzem a eliminação (a,, à,,, 4, «-.) for 
nulo, basta trocar de posição alguma equação que tenha o elemento necessá- 
rio diferente de zero. 

3) Um sistema linear pode ser escrito como mx = b, onde m é a matriz incompleta 
do sistema e b é a matriz dos termos independentes. O processo consiste em 
transformar a matriz [m | b] na matriz [1 | X]. 

A matriz X é a solução. 

O processo pode ser ligeiramente mais rápido transformando a matriz incom- 
pleta numa matriz triangular. Esse processo é chamado de escalonamento e será 
estudado a seguir. 


Exemplo: 
|x+ 27+72=8 


Reconsideremos o sistema inicial:4 2x + -z=1 
3x-y +22 =7 
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Multiplicando a 1º equação por (-2) e somando à 2º equação, e multipli- 
cando a 1º equação por (-3) e somando à 3º equação, temos: 


Xx+2y+7=8 NR So 
cansei = O) 5 COLAS PL (Cape 
a o) ego el lp E tes pal, 


Dividindo a 2º equação por (-3) e multiplicando a 3º equação por (-1): 


Xx+2y+7=8 il 2 ii 8|L, 
Vizi=50 0 QU SE =(3 
7y+2=17 ORA Anis) 


Multiplicando a 22 equação por (-7) e somando à 3º equação, vem: 


Xx+2y+7=8 il 2 E 0 NO 
v+z=5 > 601 Wi SL, 
-6z =-18 non sa 


Resolvendo o sistema de baixo para cima, a última equação dá: 
—-62=-18 => 2=3 


Substituindo na 2º temos: y+3=5=>y=2 
Substituindo y=2ez=3nalzx+44+3=8>x=1 
Temos a solução (1, 2, 3). 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Destaque em cada equação linear os coeficientes e o 
termo independente. 


a) -2x+3y-62=3 
b) 4x+3y-62=0 


E2º verifique se o terno (-2, 1, 1) é solução da equação 
x+y+2Z=0. 


[3 Verifique se o terno (-2, 1, 1) é solução do sistema: 


x+y+2z=0 
2x+3y+z=0 
x+y4+2z=-—1 


[4 Verifique se o terno (2, —1, -1) é solução do sistema: 


x+y+z=0 
2x+3y+z=0 
x+y+2z2=-1 


[5 Nos sistemas abaixo destaque a matriz completa e a 
matriz incompleta. 


a 3x+y=10 
2x-3y=-8 
2x-y+2Z2=3 

D) ix+y+72=6 
x-y+22=3 


x+y=2 3x+2y=5 
[6 Verifique se os sistemas É eg | á 


— y=0 5x+y=6 
são equivalentes. 


x+y=4 x+y=4 
[7 verifique se os sistemas á e á 

2x-y=8 x+y =8 
são equivalentes. 


[8 Resolva os seguintes sistemas lineares: 


a) x+y=4 
2x-y =2 
3x+y=10 

pal A 
2x-3y =-8 


“we 
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x+2y+42=0 
e) 43x+y+22=0 


Xx-yY-2=5 


2x-y+2Z2=3 
Xx+y+2Z2=6 
x-y+22=3 


x+y=9 
x+2z=8 
y+z=5 


Dix+2y+27=8 


2Xx+y+2Z=7 


x+4y +32=1 
2x+5y +42=4 
x-3y-22=5 


3x+5y+2=1 
2x+2y +2z2=0 
4x+7y +32=-1 


x+y+2Z2=4 


k) x+2y+2=1 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


x-y-z=0 


x-seno-—y-coso=-cos 24 
X- Cosac +y- sena =senZa 


5x-2y +22=2 
m)4 3x+y+47=-1 
4x-3y+2Z=3 
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8.2 - Escalonamento 


É um método de transformação de sistemas operando sobre suas matrizes, 
constituindo um processo poderoso de resolução de sistemas. 

Escalonar uma matriz é transformá-la, por meio de operações elementares com 
linhas, em outra matriz em que o número de zeros iniciais de cada linha é menor 
do que o número de zeros iniciais da linha seguinte (linhas constituídas somente 
de zeros devem ser as últimas linhas da matriz). 


Exemplos: 


As matrizes A, Be C estão escalonadas. 


E fo a Des o | 
E B=||0 0|3 CSjo1 2 2 
(OL dO] o 0 0/1 

Do Ol 2 


O método de escalonamento consiste em escalonar a matriz incompleta e re- 
solver o sistema a partir dessa matriz escalonada, como nos exemplos, da seção 
anterior. Um sistema é escalonado quando sua matriz incompleta está escalonada. 


Exercícios resolvidos: 


2x+y+z2=4 
1) Resolva ; x+2y+7z=08. 
db Vamo = (8) 


Solução: 
Matriz completa 


2 4 2 tica 
12 118|>L(D+L(2))0 3 11-20 /> 
ae DS ENE (2) OR Si 

2a ni ei 


4 2x+y+2=4 
Doo do eb p= pri) 
E + Lo 6300 =8156 —-8z=-56 


que resultaemz=7,y=-9,ex=3 ou (3,-9, 7). 
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OBSERVAÇÃO 
Procure no dicionário o 
significado da palavra 
escalonamento. 


NOTA 

Numa matriz escalonada o 
primeiro elemento não nulo 
de cada linha (chamado 

de pivô dessa linha) está à 
esquerda do pivô da linha 
seguinte. 


NOTA 

Embora tenhamos indicado 
duas operações de linha 
simultaneamente, elas 
foram realizadas uma após 
a outra. 
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Como só há uma solução, o sistema é possível determinado. 


2x E2yz =9 
2) Resolva jx-3y/-22=-7. 
3x-y-2=2 


Solução: 
RENA = jp ESP E pe Duo 
Trocamos de posição L, I I 
(primeira linha) com L, > ll lb 2 > sil =0 2 
(segunda) apenas para 
simplificar as operações 
(quando a, = 1). 32 Does Ja als, 
I I 
Teo) E 8 5! Si (Ei, o o | a | nie 
L, (-3)+L,[/0 8 5123] Doni] 


. : , |X-3y-22 =—7 
O sistema equivalente é: 
8y + 52 = 23 


Transpondo a incógnita z para o 2º membro, vem: 


x-3y = da o 
8» = 23-52 8 


Substituindo na 1º equação: x=22- 7 +3y=27-7+3. ESSA e 


8 
-[13+z 23-5z 
A solução é E Z | , qualquer que seja z. 
Com isso, há mais de uma solução (infinitas), o sistema é possível indeter- 
minado. 
3X=2y+2=6 
3) Resolva 4 2x-vy+2z=9. 
5x-4y-z=1 
Solução: 
E rp E 
3 —2 6 
% = 9 
SE] 


Permutando a incógnita z com a incógnita x, o sistema fica: 
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ZA VAR Zoo DR né8 
[RS o] [be Spas ca 
k a RA 3 E 
-1-4 511 LL, O 6 8! 
Va 
1-2 3/6 
O 3 413 


Dei OR ROM ori 


Z = 2/-3x=6 
O sistema equivalente é: 3y-4x = 3 
Opr= dl 


A 3º equação do sistema indica um absurdo, logo o sistema não admite 
nenhuma solução, isto é, é impossível. 


8.2.1 — Classificação de sistemas lineares 


A) Seo sistema equivalente escalonado tiver uma equação do tipo Ox = b com 
bzo0, o sistema será impossível (S.I.). 
Caso contrário, o sistema será possível. Então, após a eliminação das linhas 
formadas por zeros: 


B) Se o sistema tiver o número de equações igual ao número de incógnitas, o 
sistema será possível determinado (S.P.D.). 


B,) Seo sistema tiver o número de equações menor do que o número de incógni- 
tas, o sistema será possível inderterminado (S.P.I.). 


Exercícios resolvidos: 
1) Discuta o sistema abaixo conforme valores de a. 


[2x+y+2=1 
X+y-Z=2 
3x-y +az=-6 
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NOTA 

“Discutir” ou “classificar” 
um sistema é descobrir 
quantas soluções ele tem, 
sem necessariamente 
resolvê-lo. 
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Solução: 
Escalonando a matriz completa do sistema: 
2 1 dl 1 % 1 Íl 
ps ni nr oo a Goa e 
Se ans 2 poros a quais 
TESE 
NOTA 2 dl RR] 
Observe que a colocação rs ir 
do parâmetro na Ei U ' é | S 
posição a,; simplifica Lo Sala pio (0 iló=2Za 1 (0) 


o escalonamento. É 
conveniente que os 


parâmetros fiquem na 2x+y+72=1 
última equação. 


O sistema escalonado é: IPPS = =) 
(US = 20) = 0 


À natureza do sistema depende do coeficiente de z na 3º equação. Veja- 
mos as hipóteses: 


1º hipótese 
18-24 0 5 a %9. Então, z=0,y=3ex=-1.O sistema será possível 
determinado, cuja solução será (x, y, Z) = (1,3, 0). 
2º hipótese 
18-2a=064=9 
Z Xv Rzi= 1 


O sistema fica:, -y+32=>3 
0z=0 


A última equação pode ser abandonada, pois qualquer valor de z a satis- 
faz. O sistema passa a ter 2 equações com 3 incógnitas. Transpondo os 
termos em z para o 2º membro, vem: 


2x+y=1-z 
v=3+32 


Substituindo y = 3 + 3z na 1º equação, temos 2x + 3 + 32=1-7= 
>x=-1-22. 


O sistema será possível indeterminado, cujas soluções são (x, y, Z) = 
=(-1-22,3 + 3z, z), vz (porque z pode ser qualquer, tomando uma infi- 
nidade de valores). 
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Xx+2y+az=2 
2) Discuta osistema: ;x+y-z=1 
[2x+7+22=b 


Solução: 


Passemos a 1º equação para o 3º lugar. Obviamente, o sistema não se alte- 
ra e o parâmetro a passa a estar numa posição que torna mais simples as 
operações elementares. A matriz completa fica: 


x+y-z=1 E 1 ai, 
2x+p+2z=b>|2 1 2 b|> 
XV az =2 E 2 (O a 
RR To siso 
= IL Zi dl —4 RD = 01 —4 RD 
DR O EI No Ro 
x+y-z=1 
O sistema escalonado fica: ;y.47=2-b 
(-5-a)z=1-b 


Devemos fazer as hipóteses cabíveis na 3º equação (-5 -a)z=1 —b. 
12 hipótese 


b 
Z= e existirão y e x. 
Vb -5-da 


Ena Te 
= 


O sistema é possível determinado para a + —5 e Yb. 


22 hipótese 


-5-a=0 a=-5 
> 
1-b=0 = il 


[EE | 
xyz = 
à E NOTA 
Oise má tica: As Ri Na 2: hipótese, temos, 
(07 = (0) então, o sistema 
+y=1 

x+y=1+2z teca 
y=1+4z 

O sistema será possível indeterminado. logo, a solução será 


(x, y D=(32,1+42z, 2), Vz. 
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32 hipótese 
-S>0=10 m==5 
=> 
1-b0 b+1 


O sistema escalonado fica:,; y-42=2-b 
02=1-b(%0) 


X+V=7=] 


Esse sistema é impossível, pois uma de suas equações (a 3º) é impossível. 


l =7 3% —4 
3) Discuta e resolva o sistema matricial: | 5 -6 7 ||y |=| -8 
O O ez 15) 


Solução: 

Efetuando o produto e igualando ao 2º membro: 
x-2y+32=-4 
9x-6V+7z=-8 
6x+8y+az=b 


A matriz completa é: 


em lcd ME O RO e 
5 -6 7!-8|5L,.5-L,|0 -4 8 112 |5 
o Bal b| io Lo Do as qa 
1-2 3 (4 x-2y+372=-4 
0 —4 Bo =(4) >14y-27=3 
L,.5-L5/0 O 22+a!-36+b (22+a)z=-36+b 


1º hipótese: 
22+0£0 6a %-22e Yb. O sistema será possível determinado com 


ma 6 hD. — —-6+34+2bD, RE 8+b+2a 
Pies Es 22+a 


2º hipótese 


22 +a=0 so =, 
-36+b=0 b=36 
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x-2y+32=-—4 
O sistema escalonado fica: ba) 
(07 =(0) 


Abandona-se a 3º equação e resolve-se o sistema de 2 equações com 3 
incógnitas: 


x-2y+32=-4 
p= Za O SA 


v-22=3 
O sistema será indeterminado com a solução (x, y 7) =(2+27,3+ 2z, 2), 
vz. 
32 hipótese: 
e Es 


> 
-36+b 0 b+36 
Xx-2y+32=-4 
O sistema fica impossível, pois reduz-se a: Y-2z=3 , impossível. 
0z 0 
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CAPÍTULO VIII 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Discuta o sistema conforme o valor de a. 


x+2y=3 
x+ay=1 


FZ" Resolva e discuta os sistemas a seguir aplicando o méto- 
do de escalonamento à matriz completa de cada um. 


x+y=3 
a) 4 5x-2y=14 
2x-y=5 


5x+37y=22 
x+6y=3 


6x+5y=44 
2x-y=4 
-x+3y=8 


3x+2y=7 
x-3y=-5 
8x-3y=3 


2x-y+32=5 
3x—-4y+122=7 
x+2y-62=3 


2x+7y-52=2 
-X+y+2=2 
x+2y-2z2=0 
x-4y+102=6 


ax+y=1 
x+ay=-—1 


“rs 


: 6) Calcule os valores de k para que o sistema | 


| BZ (Fuvest-SP) 


2 1) (x 10 
à E Resol ão matricial: = 
esolva a equação matricia E :) 5] N 


| 2 3 x 21 
: AM Resolva a equação matricial: 7 4 | Eq 


: [5 Resolva a equação matricial: 


É Tsi x 4 
2 el 8 y |=|-3 
124 z 1 


3x+2y=1 
kx-6y=0 
seja possível determinado. 


2x-y=-3 


em que xe y são 
-Xx+y=2 q á 


a) Resolva o sistema | 


números reais. 


b) Usando a resposta do item anterior, resolva o sistema: 
2(a22-D)-(b-12=-3 
-(a2-D+(b-1)2=2 


2y+x=b 
: 8) (Fuvest-SP) Dado o sistema S 4 22-y=b, resolva-o 
É az+x=b 

para: 

a) a=0eb=1 

b)a=4eb=0 
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8.3 - Matriz inversa por escalonamento 


Resolver um sistema linear do tipo: 


ax+aX,+.ta x =b 


111 1272 Inn 1 
MA Arara =D, 
TX Es 2X» ++ nn ae b, 


é transformá-lo por meio de operações elementares com linhas num sistema equi- 


valente do tipo: 
h 


X, = 
X, = 


em que (r, r,, ..., 7,) é a solução do sistema. 


Vamos escrever matricialmente o sistema: 


dy do so a [4 Ds Ba 

dy E») Ton E x, — 1 O) E Db, 

4 ui) An x, 0 0 1 b, 
fas pan 

A XxX I B 


ouseja: A-X=I.B, em que A é a matriz incompleta do sistema, X é a matriz das 


incógnitas, I é a matriz identidade e B é a matriz dos termos independentes. EE 
NOTA 
Temos então: Como sabemos, a matriz 
inversa de uma matriz 
A-X=I.B quadrada A é outra matriz 


drada A”! tal AA = 
Multiplicando à esquerda por A!, vem A! . A. X=A!.1I.B. Como A!.A=I Ee ra l. en 


eA!.[=A! temosl- X=A!.B que é o sistema equivalente. 


[Ow EEE] 
Observe as igualdades AX = IB e IX = A! B. Pode-se concluir que, ao transfor- OBSERVAÇÃO 
. no : Lo . o . A justificativa rigorosa 
mar a matriz A em matriz identidade no primeiro membro, a matriz identidade no desta afirmação escapa ao 
segundo membro se transforma em matriz inversa. objetivo deste livro. 


Esquematicamente: A”! [ AI | = [ A A AI [ I| A” ] 
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Utiliza-se, então, o seguinte algoritmo: 


Esquematicamente: 
Basta ver que [A | I] se transforma em [I | A”!] por meio das operações elemen- 
tares com linhas, ou seja: 


A dp «e A, 10... 0 Õ j o 
operações 
sé Md a O Rad 
Am Pa Zan o 4 : elementares =>)... : ss 
o com linhas = a 
Am An Hat 0 O 1 o A 
Exemplos: 


it 2 
i) Calcular a inversa da matriz C = | A | : 


O 
Formemos a matriz | sá | DR | e por meio de operações elementares 


com linhas vamos transformar a matriz da esquerda na matriz identidade. 


ooo qo 
=> = 
BRA OIE Ss Ong 


ELO 2 qi) a sa. 
= = Dc) 1 
0208 CI? O 1: — 
ao: z, 
—2 1 
A matriz inversa é, então: Cl! = |3 il 
2, Z, 


L 2 
ii) Calcular a inversa de | E | : 
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iii) 


Lo a do a) 
=p E ZE o Quo 


Esta matriz não admite inversa, pois o 1º membro tem uma linha de ze- 
ros, o que impossibilita a obtenção da matriz identidade à esquerda. 


Eee 
Calcular ainversadeA=|2 1 2 
o 2 1 


Formando a matriz inversa com a matriz A à esquerda (1º membro) e a 
matriz identidade à direita (2º membro): 


poi o O 


[AlI|=|/2 1 2/0 10 
So Zoo NO 


Para começar, queremos obter zeros na 1º coluna com exceção de a. Para 
tanto operamos com a 1º linha L. 
po oo 
Ez Los do 
Esso a As qua 
Agora, queremos obter zeros na 2º coluna exceto pelo elemento a,,. Para 
tanto operamos agora com a linha L,. 
Lobos 0 sa o =0 
0 3 —+4 2 = 0 
LER Co [pop 


Em seguida, zeramos os elementos da 3º coluna exceto a,,, operando fi- 
nalmente com a linha L,. 
L;-(-59)+L,-4) 12 0 O 9 1 =s 
eso so 
|O O -41-1 -4 3] 
Como a matriz do 1º membro se transformou numa matriz diagonal, 
dividindo as linhas L, L, e L, respectivamente por (-12), -3 e —4, ela se 
transforma na matriz identidade, dando: 


e 5 
Ee ae 
E (Es) |o som 
Edo) (O (0) E E il no 
14 4 
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Como o primeiro membro é a matriz identidade, o segundo membro é a 
inversa A! de A. 


[1 AM] 
e 
4 4 
Al = il 1 -1 
Cn a 
4 4 
1 2% 
iv) Achara matriz inversadamatriz A=| 2 1 1 
9 BD il 
Procedendo como acima, temos: 
RD RS ONO => operando com a linha L, 


2a oO Tom (2, 


Sd 2o NO O LL SEL; 


2 ti O QI as 


| 


=) 


=D => operando com a linha L, 


Beco as SO io (EB) 


Como a terceira linha L, não pode se transformar em (0, O, 1), torna-se 
impossível anular os elementos da terceira coluna, uma vez que a,,= O. Assim, 
a matriz A não possui inversa. 


Resumindo 

O escalonamento é realizado por etapas, operando inicialmente com a linha 
L/ obtendo zeros na coluna €,, exceto a, * 0. 

Em seguida, opera-se com a linha L, obtendo-se zeros na segunda coluna C, 
exceto o elemento a,, + O. 

Finalmente, opera-se com a terceira linha L, obtendo-se zeros na terceira colu- 
na C,, exceto o elemento a,.. 

Com isso, chega-se a uma matriz diagonal em que todos os elementos da dia- 
gonal principal devem ser diferentes de zero. A divisão das linhas L,, L, e L,, respec- 
tivamente, pelos elementos não nulos a,,, a,, e a,, obtém a matriz identidade. 

Quando na matriz diagonal um dos elementos a,,, a,, ou a,, for nulo, não exis- 
tirá matriz inversa 4"!. Pode-se mostrar que isto ocorre exatamente quando o deter- 
minante da matriz original for nulo, isto é, dada uma matriz quadrada A, temos: 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[ET Calcule a matriz inversa de cada matriz a seguir: 


13 
o A=[ 1 é) 


a tz 
As o 
dd A=|0 12 


[2º Para que valor(es) real(is) de x a matriz 


1 x-3 4 
3 O —-x | éinvertível? 
-2x 4 8 


ai 
EB Obtenha a inversa de a : i ) 


: PAM Dê, quando possível, a matriz inversa em cada caso a 
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seguir: 


a) A= 


o o ow 


[a RR, 


Ww 
Na BN 


w ON w 
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SISTEMAS LINEARES 


EQç.€Õõ2.lTX£<JDZDÃZPJZRE 
NOTA 

Se a, = 0, podemos trocar 
as posições das equações 
ou das incógnitas para que 
o novo a,, seja diferente 

de zero. 


“e 


8.4 - Algoritmo dos retângulos 
Seja o sistema linear: 
AX HA, HA + +Ha,x,=b 


Inn il 


AX, + AX, +AX + ta, X =D, 


2n“n 


3n“n 


DEM E ra Sh, 


AH + AX» + A3X3 + + AnHa = bh 
Suponhamos que a,, + 0. 
Multiplicando cada equação a partir da 2º por a,, o sistema não se altera e 
fica: 


DMA E MAs Fo ra =D, 


Inn 


AMX, HAI, HAI, ++ Aa, X, =D, 


2n“n 


IgA, + TIA, + Ty As3Xs ++ TO, n =D, 


Aa x Es Aya x, E TA n3%3 ++ Tm =D, 


ml m2 


Multiplicando a 1º equação por (-a, ) e somando à 2º equação, por (-a,,) e so- 
mando à 3º equação, ..., por (-a,) e somando à m? equação, vem: 


AX + AX, + AjsÃs Des AX,=D, 


qn“ n 


x 
0x, + (ditos — 4,4 ) X, + (dia — 434» ) X ++ (A, — dy ) Xy = AD, E ba, 


0x, e (Ads — 4,4 )x+ (Aa; - 301) Xs +. +40, — Ay es = AD, o ba, 


0x, + (00 = Aa DO Eu (AA, —4,34,m ) A ++ (AA — 44 ) Xy = AD, = ba, 


Observe que eliminamos a incógnita x, de todas as equações a partir da segun- 
da. Se separarmos temporariamente a primeira equação, ficaremos com um sistema 
de (m — 1) equações com (n — 1) incógnitas (x,, X,, ..., X,). 


(As, o 42451) X, + (Aos — Ud) X ++ (ao, = 0,451) Xy = AD, o bias; 
(Ads — 443) X + (Als — 4343) X3 ++ (GO — 44,453)) x, = GD; — bas 
(A 0 = 454,1) X, + (QiOaá — 444,1) X Fu + (Gia — 0,1) x, = GD, — bi, 


As diferenças indicadas nos coeficientes das incógnitas x,, X,, ..., X, e nos ter- 
mos independentes podem ser escritas como determinantes de 2: ordem. 


340 


SISTEMAS LINEARES CAPÍTULO VIII 


a a a b 
q 12 1 13 q 4 1 1 
a o ba RP “IX = 
a 2 3 n b 
21 22 21 23 21 2n 21 2 
a a a b 
oi 12 1 13 1 In q 1 
As Ma sasa SE = 
a 2 3 n b 
31 32 31 33 31 3n 31 3 
a a a, b 
1 12 1 13 1 In q 1 
Ao E Ra E ado SF x 
a 2 3 a n 
ml m2 ml m3 ml mn ml m 


Observe que: 
i) Eliminamos temporariamente a 1º equação do sistema inicial. 


ii) Todos os determinantes de 2º ordem possuem o elemento a, na primeira 
posição e um dos elementos (a,,, à,,, ..., 4,, D,) na segunda posição. Ou seja, 
as primeiras linhas são (a, a,,), (4,,4,) «. (Ap a,), (4,4 D). 


iii) As segundas linhas desses determinantes são formadas de modo análogo 
tomando os coeficientes correspondentes da 2º linha, 3º linha, até a 
mº linha. 


EESTI A 
E = ati 2: 
Assim os coeficientes da iº linha são: NOTA 
A , A Ms; sa A 4 . A b, Esses coeficientes são os 
a a a a ds a a ' a b determinantes de ordem 
n iz [ai i3 [ai in it i 


2 da matriz completa que 
se obtém com a 1º e iº 


Seja o sistema obtido acima, de (m — 1) equações com (n — 1) incógnitas: Ina dadas conieddoia 


= elemento a... 
Cut PE dE AA n 


CX, + CoX3 ++ G 144 d, Ay a, j+1 


em que c = 


n-— 
4a A ,j4 


Ç, AFC to FC, n145 4, 


m-1,1 m-1 


Cada elemento a, será substituído pelo determinante de 2º ordem formado 
pelo elemento a,, (que estará em todos os determinantes), pelas projeções do ele- 
mento a, na primeira linha (a,) e na primeira coluna (a,), completando-o com o 
próprio elemento a. Fica formado então um retângulo que chamaremos de “retân- 
gulo relativo ao elemento a, ”. 


e MM; o D dades A, | b, 


Mi a; =>| O Ge do di. 
a E 
- + 
Am Da 0 Cm- 1j-1 d,, -1 
= 4 4, x 
em que a,,à,- 4,4, = E = Cao 
(a! ij 
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A figura ilustra as operações que devem ser realizadas para obter a nova ma- 
triz, de ordem (m — 1) x (n — 1). 


41 Cs) A 3 A in A b, 
Cn Cm .. Cinco d, 

do o) do dos o Ton DT] b, 

4 es) A 3 A in as b, 
Cs 6) "e Coin d, 

Aa E) Aa Gas Aa An As b; 
a, dj a dis A um 4 b, 
a E ' E Am E 
Am 1 a m2 E Am 3 Um 1 Am a ml Db, 


Repetindo-se o procedimento vão-se eliminando incógnitas até chegar-se a 
uma equação do primeiro grau do tipo | x, =p. 
Visualmente: 


Projeta-se a, sobre a 12 linha e sobre a 1º coluna e forma-se o determinante de 
2* ordem do elemento a,. 
As flechas indicam como se formam os determinantes c,. 


4, A, As Ena A, b; 
q E) Ay; Ao 2 
As As Ass Tam 3 
Za Ao An Am m 
Ca Es Cn ld, Procedendo ana- 
logamente nesta ma- 
Ca é DR 2 triz reduzida passare- 
à : Ê É mos para a seguinte. 
Cn-1,1 Cn-1,2 nes Can das 
Cn h 
O sistema vai baixando : 
de ordem até que se obte- Ra dra 
nha uma equação com uma , j di dE 
incógnita. h P | > % 
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Db, 


A última linha do algoritmo nos dá o valor de x, = Re Voltando a qualquer 
1 
equação da matriz anterior tira-se o valor de x, , comx ex, , volta-se à matriz 
anterior e obtém-se x, ,, e assim sucessivamente. 
EEE 
Exercícios resolvidos: NOTA 
ss Os retângulos, como 
| 2x+ y-22=1 são determinantes de 2? 
1) Resolva o sistema: 4 X+ 3y gas ordem, podem ser feitos 
mentalmente. 
3X+V+22=6 
Solução: 
Usando o método dos retângulos, temos: 
Bo RP EB 
2 or vor 
ES | 5 2x+1-2-.1=1>x=1 
e pl a 
Duo vo uno 
“1 oo 
54/54] >542=54>2=1 


(6% o 2) = (1, 11, 11) 
2y+32=7 
2) Resolva o sistema: 42x -y-27=2 
3x+2y+2z2=14 
Solução: 


Trocando a 1º equação de lugar com a 2º para que o elemento a, seja di- 
ferente de zero, vem: 


Dot p= =, 
OZ E VAI 
Sx+2y+2=14 
Ava s 
2 [1,22 lb 
opa E; 
Sea a |, 
de 
dae E 
=10 =10) L, 
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De L,: -10z = -10 


Z= )l 

z=lemL,: 4y+ 62= 14 

p= 
v=2ez=lemL:2x-y-2z=2 
x=3 


(x, Y, Z) = Ko, 2, 1) 


3) Resolva o sistema: 


Solução: 

2x+y-z+2t=2 2x+y=2+2t=2) 
x+z-3t=4 Complementando |x+0y+z-3t=4 
y-2t+z=4 O sistema, vem: Ox+y+z-2t=4 
X+y+t=2 x+y+0z+t=2 

Mo Pp Z t 

am ps es 

o o A 

Qui io e 

Lj O dl VR OA EE | 
Si PEDRRR 
à [EDS 
qn BB o > y+27+0t=2=>y=2 


ERES 
-4 8i-8|2-4 


1]-2)2|517-2t=2>2=0 
Mpeg a 


(x, X» Z, t) — (1, 2, 0, E) 


Situações particulares: 


1) Quando ocorrer uma linha inteira de zeros, ela deve ser simplesmente abando- 
nada, pois qualquer solução a satisfaz. 
Exemplo: 
x+y+z-t=4 
2x-2y+z+2t=4 
3x-y+2z+t=8 
x+2y+z+t=8 
2x+y+z+t=9 


à Vs 344 


SISTEMAS LINEARES CAPÍTULO VIII 


>x+/+Z2-t=45x=3 


NAO N|m 
I 
Ha 


28 28 | >28t=28=>t=1 


(x, y, 2, t) = (3, 2, 0, 1) 


2) Quando o número de equações for maior que o número de incógnitas, usamos 
o algoritmo, e as soluções encontradas devem servir para todas as equações. 


Exemplo: 
X+y+Z2=2 
2X+3y-Z=2 
3x+7+22=6 
3x+2/+2=6 
X+2y+22=5 
ENT 45 
dis Sida 
Sa Dig 
a ql 
LIS mos 

o |=5,=0 
=» | ei O 
al-zio 
1 [8 
na 
Es | E) 
as 


>-S2-2+2- 5 


Bju 


> 42=5>2= 


DS um : E E ; 
Como E + ã não existe valor para z, o que torna o sistema impossível. 
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ERREEE=====——s 
NOTA 

Observe que o parâmetro 

a na posição Em simplifica 

o algoritmo. E sempre 
possível colocá-lo naquela 
posição com troca de 
ordem de equações ou de 
incógnitas. 


“e 


3) Quando uma coluna é constituída de zeros, continua-se o algoritmo sem uti- 
lizá-la. A coluna de zeros caracteriza uma variável livre, isto é, uma incógnita 
que pode assumir qualquer valor. Essa é chamada incógnita secundária. 

No final do processo, essa incógnita deverá ser isolada no segundo membro 
das equações. 


Exemplo: 
x+y+z+t=8 


3x+3y-z-t=4 
2x+2y+3z2-t=13 


xy z Í 
1/1 1 1)8|5x+y+2+t=85x+)=352x=3-) 
2 po a, aii 
EI Sia 
0 4|-4:20|-(49)>2z+t=5>27=3 
Do fes eê 
16/32] > 16t=32>t=2 


A solução será (3 — y, y, 3, 2), Yy. 


Exercícios resolvidos: 
2x-y+Zz=1 
1) Discutao sistema: : x-2y-z=0 


XAVRaz=2 


Solução: 
ppl poda 
Mp o — 247 
| RARO ED) 
IR mo ii 2 
asno a-s 


EO a is 


3 24-13 


-64+12 -6 | - (6)>(a-2)27=1>7=|5 
ro o PR dm O sistema será 
Su 2) 3(a-2). 


possível determinado com a solução 
(542) =[5eaz a-5 1 
dv = 


1 
1) SEM E2, ligamos 4==- /= 
a-2 


Z > h Da 
SED GD E sa 


ii) Se a = 2, essa equação fica Oz = 1, o que é impossível. 
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x+2y-z=1 
2) Discuta sistema: | 2x+y+z=b 


x-y+az=2 


Solução: 
de 
RR 
Ipe Ba RR 
GORRO 


E a 


-30+6:3b-9| >(-34+6)2=3b-9 


Essa equação pode ser dividida por (-3), dando: 
(a-2)2=3-b 


= 
1º hipótese: a 2 permitirá calcular Z= E 


pendendo de b, logo o sistema será possível determinado para a x 2, Yb. 


assim como x e y, não de- 


2º hipótese: a = 2. A equação fica: Oz = 3 — b. Neste caso a conclusão de- 


pende do valor de b. 


2.1) Suponhamos a=2ebxz3. 
À equação se reduz a Oz = 0 ou 0% O o que é um absurdo. O sistema 
será então impossível paraa=2ebz3. 

2.2) Suponhamos a=2eb=3. 


À equação se reduz a O = 0. Isso significa que essa equação deve ser 
abandonada e o sistema se reduz ao equivalente: 


NR = dá — 32-1 5-3z 
EEE e e (A 3 


O sistema será possível indeterminado com a solução 


E) l 
xy z2)=|>—-Zz,2->,2 |NVZ. 
(XY, 2) [5 3 ] 
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| kxyaz=1 
3) Discuta o sistema: 4 xt+ky+Z=k 
x+y+kz=k 
Solução: 
Troquemos a 1: equação de lugar com a 22 para que possamos garantir 
a, *£0. 
X+ky+2Z =k 
kx+y+z=1 


x+y+kz=k 


TR Rd E qe 
6 REI CERs 


Como vamos dividir essas duas equações por 1 — k, estamos supondo que 
k 1. Vejamos então o que acontece quando k = 1. 

[x+p+z=1 
Se k = 1, o sistema fica 4 x+y+z = 1 que é equivalenteax+y+z=1. 

x+y+z=1 
Daí temos x= 1 —y — z, o que mostra que o sistema será indeterminado 
com a solução (x,y Z)=(1-y-z,y, 2), Vy Vz. 
Suposto então k 4 1, o algoritmo se simplifica. Com a divisão por (1 — k) 
efetuada e trocando a ordem das linhas, temos: 
1 SRA Ro: 

1+k il Ok 
2+4k K+I2]=>(2+kz=(k+ 1)? 


(nan 
lºhipótese:2+kz0=>2="54k (k&-2) 


O sistema será possível determinado. 
22 hipótese: 2+k=0= k=-2 

À equação fica Oz = 1; impossível. 
Resumo da discussão: 

k+-2 = sistema possível determinado. 


k = -2 = sistema impossível. 
k = 1 = sistema possível indeterminado. 
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CAPÍTULO VIII 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Resolva os seguintes sistemas lineares usando o méto- 


á x+ky+z=k 
do dos retângulos. o) alas ih 
E x-ky+2z=k 
x+4y=2 : 
: PAM Determine o valor do parâmetro m que torna possível 
b) | 5x+y=10 o sistema: 
6x+7y=12 x+y-32+6=0 
—4x+6y=8 5x+y-42+5=0 
c) o 
neo x+y-z2=0 
x+5y+mz+1=0 
x+2y=-—1 
d) 4 -2x+y=-3 é E5D (Uerj) Em um restaurante há 12 mesas, todas ocupa- 
5x+10y=10 das. Algumas, por 4 pessoas; outras, por apenas 2, 
num total de 38 fregueses. Qual o número de mesas 
2x-y+52=6 ocupadas por apenas 2 pessoas? 
e) 4 x-3y+472=2 : 
x+2y+32=6 ; 6 (UFRRJ) Uma loja de departamentos, para vender um 
: televisor, um videocassete e um aparelho de som, 
x+y+z=6 propôs a seguinte oferta: o televisor e o videocassete 
f) 3x+2y-2=4 custam juntos R$ 1.200,00; o videocassete e o apare- 
5x-4y+37=6 lho de som custam juntos R$ 1.100,00; o televisor e o 
aparelho de som custam juntos R$ 1.500,00. 
3x-4y+z2=-2 Quanto pagará um cliente que comprar os três pro- 
9) 4 2x+5y+47=2 dutos anunciados? 
e dá BZ (UnB-DF) Na França, três turistas trocaram por fran- 
x+y-2+w=2 cos franceses (F), no mesmo dia, as quantias que 
ea -0 lhes restavam em dólares, libras e marcos, da seguin- 
h) É PR te forma: 
—x+y+22-2w=0 . , , 
1º turista: 50 dólares, 20 libras e 10 marcos por 502,90 F; 
x+y+3Ww=5 


x+y+z+w+t=1 
x+z+w+t=2 
D 4 x+y+w+t=3 


Xx+y+Z+W=5 


FZ Discuta o sistema: a dg 
2x+ay =3a+1 


EB Discuta os seguintes sistemas: 


x+y+mz=1 6x-8y+kz=-—12 
a) 4x+2y+32=2 b) ;jx-2y+32=-4 
2x-y+z=m 5x-6y+7z7=-8 
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2º turista: 40 dólares, 30 libras e 10 marcos por 533,40 F; 
3º turista: 30 dólares, 20 libras e 30 marcos por 450,70 F. 
Calcule o valor de 1 libra, em francos franceses, no dia 
em que os turistas efetuaram a transação. 


x+y+z+t=4 : 89 (Ufes) Examinando os anúncios abaixo, conclua o pre- 


ço de cada faca, garfo e colher. 


Lo 
toi 
| | 


PN 


DR RNRR! 
R$ 23,50 R$ 50,00 
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P9 (UFSC) Determine o valor de a para que o sistema 


x+3y+42=1 
x+y+az=2 seja impossível. 
x+y+22=3 


MO! (UCG-GO) Determine a e b para que o sistema 


x+2y+2z=a 
3x+6y -4z=4 seja indeterminado. 
2x+by -62=1 


EMT! (FGV-SP) Considere o seguinte sistema de equações 
lineares nas incógnitas x, y e z: 


Xx+2y-Z2=7 
y+3z2=n 
3y-mz=1 


a) Resolva o sistema param =1 en=2. 


b) Para que valores de m e no sistema é indetermi- 
nado? 


x+2y-z=0 
BIZN (Fuvest-SP) Seja o sistema !x-my -37=0 .- 
x+3y+mz=m 


a) Determine todos os valores de m para os quais o 
sistema admite solução. 


b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 


“e 


: 013) (UFMG) Determine todos os valores de x, y e z que 


satisfazem o sistema: 


3.3/.3:=1 
o 

27.2? 

4 16 4º=) 


(Unicamp-SP) Uma empresa deve enlatar uma mistura 
de amendoim, castanha de caju e castanha-do-pará. 
Sabe-se que o quilo do amendoim custa R$ 5,00, o 
quilo da castanha de caju, R$ 20,00, e o quilo da cas- 
tanha-do-pará, R$ 16,00. Cada lata deve conter meio 
quilo da mistura e o custo total dos ingredientes de 
cada lata deve ser de R$ 5,75. Além disso, a quantida- 
de de castanha de caju em cada lata deve ser igual a 
um terço da soma das outras duas. 


a) Escreva o sistema linear que representa a situação 
descrita acima. 


b) Resolva o referido sistema, determinando as quan- 
tidades, em gramas, de cada ingrediente por lata. 


à MSN Tem- -se três números reais e sabe-se que a soma do 


primeiro com o terceiro é um certo número p; a soma 
do segundo com o terceiro é 100; e subtraindo m ve- 
zes o primeiro do terceiro obtém-se 80. 

Determine os valores de m e p de modo que o 
problema: 


a) tenha uma só solução; 
b) tenha uma infinidade de soluções; 


c) não tenha solução. 
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SISTEMAS LINEARES CAPÍTULO VIII 


8.5 - Sistemas homogêneos 


EEE SW SR 
DEFINIÇÃO 
Sistemas homogêneos. 


Observe que o conjunto (x, x,, ..., x,) = (0,0, ... 0) é sempre solução do sistema, 
então, um sistema homogêneo é sempre possível. 

A solução de zeros é comumente chamada de solução natural ou solução tri- 
vial. Quando o sistema tem soluções diferentes da solução de zeros, essas soluções 
são chamadas de soluções próprias. 


Exemplo: 


Determinar o valor de a de modo que o sistema tenha uma solução diferente 
da solução x=y =z=0. 


Star Mapia = O) 

RA 

3x-v+22=0 
2) 1 a | (O) 
2 Ei O 
gpRaçe Bos o 
3 2-a i0 
-5 4-3 10 
2=149 1 0 


Temos, então, a equação (2 — 144)z = O. Para que o sistema seja possível inde- 
terminado, devemos ter: 


2-lãG-0= Ma-2S a=5 


Quando o sistema é constituído de n equações com n incógnitas, o tipo de 
solução dependerá do determinante do sistema. 


Qu +t...ta,ã, =0 
De fato, dado o sistema : : 


AX tta,x, =0 
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se o determinante d=| : * | for diferente de zero, a única solução é a so- 
n1 Gus nn 


lução trivial. 


Se o determinante A for igual a zero, sendo o sistema possível, ele só poderá 
ser indeterminado. 


e A+0 sistema possível determinado. 


e A=0 sistema possível indeterminado. 


Exemplos: 
2x+3y+2=0 RS 

i) 4x+v+2z=0 > A=4 1 2=0 
2x-2y+7=0 2» dl 


Como A = 0, o sistema é possível indeterminado. De fato, resolvendo o 


sistema, nota-se que qualquer tripla (x, y, z) = (x, O, 2x) é solução (onde 
XE 5; 


ii) Refazendo o primeiro exemplo desta seção usando o determinante, 


temos: 
[2x+y+az=0 2 lo a 
x+2vy-2=0 => A=|l 2 1=1-7a 
3x-y+27=0 SR DO 


Para que o sistema tenha uma solução diferente da de zeros, ele deve ser 


indeterminado, logo A=0=>1-74=0> a= -. 
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CAPÍTULO VIII 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Resolva os seguintes sistemas homogêneos: 


—x+2y+5z2=0 


x+y+2z=0 
x+4y=0 


x-y+z=0 
O) 4 2x+y+z2=0 


x-y-32=0 


3x+y=0 


2) Para que valores de k o sistema | kx+2y=0 


minado? 


[3º Dê a solução geral para o sistema: 
kx+3y-z=0 
x-y+4z2=0 
6x+ (k-3)y+152=0 


4” (Unicamp-SP) Seja A a matriz formada pelos coeficien- 


tes do sistema linear abaixo: 
Ax+y +2=1+2 
x+Ay +z2=1+2 
x+y+Az=1+2 
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é deter. ; 


a) Ache as raízes da equação det A = 0. 


b) Ache a solução geral desse sistema para À = —2. 


:* 5) Determine o valor de a de modo que o sistema li- 


near homogêneo tenha solução diferente da solu- 


ção trivial. 
| x-2y=0 
a) 
2x+ay=0 
x+ay+z=0 
b)4 x-y-az=0 
2x-3y=0 


: 16 Discuta o sistema linear homogêneo: 


x+y+z=0 
x+ay+az=0 
x+ay+2az=0 


BZ) (Fuvest-SP) Considere o sistema linear S: 


x+y-z=0 
x+y+z=0 
x+y=0 


a) Prove que S é possível e indeterminado. 


b) Encontre a solução geral de S. 


E Cá 


CAPÍTULO VIII 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Cesgranrio-RJ) Para que valores de k existe uma única 


mae (É | tatque (EU TE) (CT ) 


(A) kz-1 

(B) k=-2 

(C) k=-20uk=1 
(D) kz-2ekz1 
(E) kz2ekz- 


FZ" (Cesgranrio-RJ) O sistema, com as incógnitas x, y e z, 


Xx+Z=p 
y+z=100 tem uma infinidade de soluções. Sobre 
z-mx=80 

os valores dos parâmetros m e p, concluímos: 

(A) m=-1 e pé arbitrário 

(B)m=1epé arbitrário 

(C) m=80ep=100 

(D)m=-1ep=80 

(E)m=1epz80 

3" (Mack-SP) A equação (x + ky- 3)2 + (4y-x+2p)2=0, 


nas incógnitas x e y, com k e p números reais, admite 
inúmeras soluções. Então, k - p vale: 


(A)-6 (C)-10 
CBj-8 (D) 12 


(E)-14 


[4 (Fuvest-SP) Sabendo que x, y e z são números reais e 
Qx+y-D+(x-y2+(2-3)2=0, entãox+y+z é 


igual a: 
(A)3 (€)5 GE) 
(B)4 (D) 6 


5" 0 conjunto solução do sistema 


x+2y+2=1 
2x-y-32=7 no Rés. 
3x+y-272=8 


Qual a figura que representa graficamente o con- 
junto S? 


A: 


[8 (Esal-MG) Dado o sistema 


* 9) Acheosvalores de ae b para que o sistema | 


16" Determine quatro números reais de modo que suas 
somas, três a três, sejam 10, 11, 42, 87. 


IRS RR 
GAS 
É E Resova o si di d 
esolva o sistema 3,207 empregando 
x ya ES 
determinantes. 
x-y+22=1 


3x+y-z=m 

x+3y+nz=2m-n 

a) determine m e n, sabendo que o sistema admite 
infinitas soluções; 


b) encontre a solução particular em que x = 0. 


2x+3y=6 


ax+5y=b 
tenha mais do que uma solução. 


HO! (PUC-RJ) Para que valores a e b o sistema abaixo não 


tem solução? 


2x+4y=5 
ax+5y =b 
(A) a= (E) asso 
cs 2 
25 25 
pis p= 
b j 4 
3 5 
B E D se = 
(B)a=5 (D) 0+5 
Ee pr 2 
4 4 


(E) Nenhuma das respostas acima. 


EMT! (UFRJ) Na pirâmide a seguir, para as camadas acima da 


base, o número colocado em cada tijolo é a soma dos 
números dos dois tijolos nos quais ele se apoia e que 
estão imediatamente abaixo dele. 


Determine o número 
do tijolo situado na 
base da pirâmide e 
apontado pela seta. 
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[12º (Unicamp-SP) Considere o sistema: [16 (USP) O sistema de equações 
DE x+y+z2=—1 
aa x +y)42)=1: 

1 É x +yz+27x=2 
ves(n+2) =p 

1 (A) é determinado. 
o LIS (B) é indeterminado. 


(C) é impossível. 
a) Mostre que se tal sistema tem solução (x, y, 7) com a 
x, y e z inteiros, então o parâmetro p é múltiplo : (D) é linear. 
inteiro de 17. : 


A é MZ Se tivermos: 
b) Reciprocamente, mostre que se o parâmetro p for 


TRA 1 j E 
múltiplo inteiro de 17, então este sistema tem solu- : pn 


ção (x, y, Z) com x, y e z inteiros. Vaz e ti 
x+z+t=5 
[13º (PUC-RJ) Seja a um número real. Para que valores de a x+y+t=4 
(I+a)x+(1-0)y=1 Í = xa . 
o sistema linear g tem solução? : então, x+ y + z+ té igual a: 
(1-0)x+(1+0)y =1 : 
CAs] 
Para quais desses valores a solução é única? (B)7 
[4 (EESC-USP) O sistema linear (e) s 
(D) 4 
2x+3y+42=9 : 
Keys? E E (E ) Nenhuma das respostas anteriores. 
x+4y+22=7 ; 
: [87 Os sistemas 
(A) admite solução única. S | x+y=0 A E | 3x+2y=1. 
H 1 = 2 ER 
(B) admite infinitas soluções. 2x+2y=0 6x+4y=2 
(C) admite apenas duas soluções. (A) são equivalentes. 
(D) não admite solução. (B) são determinados. 
(E ) Nenhuma das respostas anteriores. (C) admitem uma única solução comum. 
Des (D) só admitem em comum a solução (0, 0). 
x+7y+47= ) 
[150 sistema 4 14x+12y+97=13: (E ) Nenhuma das respostas anteriores. 
3x+y-27=2 : 


* 95 O número de submatrizes de ordem 3, distintas, que 
(A) não admite solução. Ê 


; Eb , 1111 
(B) admite uma única solução. ; | Doo 
(C) admite somente 3 soluções. se pode extrair de M= 3333/€ 
(D) admite infinitas soluções. l 45 67 | 
(E ) Nenhuma das afirmações acima é correta. 

CRT (C)8 

(B) 16 (D)13 
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20" (Unesp) Considere as matrizes reais 3 x 3: 
ao bi mnp 
Zwzle(m yz 
sda! Mai 
ds Ne 


Se indicarmos por A e B, respectivamente, os deter- 
minantes dessas matrizes, o determinante da matriz 


a+m+1 b+n+1 c+p+1 


1 1 1 é igual a: 
2x 2y 27 
(A) -2A- 2B (D) -2A-2B-1 
(B) 2A+2B-1 (E) 2A-2B-1 
(C) 2A+2B 


a 1 
[21º Considere o sistema ] aj H ) ] ; 
3 1 Ay Zu 


Os valores de x e y pertencem ao intervalo: 


(A) [=7, 3] (D) [2,7] 
GBDRISAS] (E) [6,9] 
(C) [0, 6] 
, ax+y=a . 
[22º O sistema Ra é 


(A) sempre possível, se ab = 1. 
(B) só é possível sea =b=1. 
(C) é impossível para todo a z b. 


(D) Nenhuma das respostas anteriores. 


[23º (Mack-SP) O sistema ] Roi. 

[| 2x+5y=1 

(A) é impossível se a=12e bz-30. 

(B) é possível e determinado se a = 12e b=-30. 
(C) é impossível sea 12e bz-30. 

(D) é determinado se a = 12 e b=-30. 


(E) é indeterminado se a = 12 e b=-30. 


!24' Dado o sistema linear 


ox+2y=5 
3x-2y=b 


tem-se: 


P: se a=-3, o sistema é sempre incompatível. 


“e 


Q: se a -3, o sistema é sempre determinado. 
R: se b=-5, o sistema é sempre compatível. 
Assinale: 

(A) se Pe Q verdadeiras. 

(B) se todas forem verdadeiras. 

(C)se Pe R verdadeiras. 

(D) se Q e R verdadeiras. 


(E ) se todas forem falsas. 


; 125" (Faap-SP) O sistema de equações 


x+0y=1 
3x-y=0 
é impossível para: 
2 
(A) a=-5 (D)a=3 
1 
(B) == (E)a=-1 
3 
(C)a=0 


[26 (UEL-PR) Se os sistemas 


x+y=1 : ax-by =5 

x-2y=-5 ay —bx =-—1 
são equivalentes, então a? + b? é igual a: 
(A)1 (cs (E) 10 
(B)4 (D)9 


[27 (Unifor-CE) Sabe-se que o sistema 


3x-2y=-2 
x+y=6 , nas incógnitas x e y, admite 
(m-Dx+2my =105 


uma única solução. 


Nessas condições, o número real m satisfaz a sen- 
tença: 


(A)-5<m<o0 
(B)0<m<s5 
(C)5<m<10 
(D)10<m<15 
(E)15<m<20 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO VIII 


[28' (Ufam) O(s) valor(es) de k, para que o sistema 
ky+32=0 
kx+2y+z=0 
x-22=0 
tenha solução não trivial, é(são): 


3 


(A)k£0 (D) k=5 


(B)k=-20ou k=5 (E)kz-20u Kas 


5) 
(C)kz0ou a 


[29 (USP) É dado o sistema de equações lineares em x e y 


x+y=1 
V3x+5y=m. 


3x+5y=m? 


Qual das desigualdades abaixo deve ser satisfeita para 
m de tal forma que o sistema admita solução? 


(A)-2<m<1 (D)m<-3 
(B)-1I<m<3 (CEDImÃaS 
(C)m>3 


ax+5y+az=0 


130" (UFRGS) O sistema !x+ay =0 tem coeficientes 
y+az=0 
reais e mais de uma solução. O conjunto de todos os 


valores que o coeficiente a pode assumir é: 
(A) 1-2) 
(B)t0) 
(C)12) 
(D) (-2, 2) 
(E) (-2,0,2) 
[BT (UFU-MG) Determine a + b + c + d, sabendo que o 


sistema abaixo tem infinitas soluções e que (1, 1, —1) é 
uma dessas soluções. 


ax+y+z=d 

x+y+cz=-1 

x+by-z=1 
(A)-2 (D)1 
(B)-1 (E)2 
(€)0 
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: [32º (ITA-SP) Para que valores reais de a e b o seguinte sis- 


tema não admite solução? 
[3x+ay+47=0 
x+y+32=-5 
[2x-3y+2=b 
(A)a=-2eb=5 
(B)a>-2ebz4 
(C)a=-Z2ebz5 


133" (Fuvest-SP) Sendo (x, y,)) e (x, Y,) as soluções do 


. x +4+3x=0 a . 
sistema , então y, + y, é igual a: 
x-y=2 
5 5 
A) -> DJ) 
(A) E ( E 
(8) -5 RE) 
des fo 
2 


[34º (UFSM-RS) Dado o sistema de equações lineares 


x+y+z=B 
x-y+az=1, coma, BE RR, então: 
x-y-Z2=—1 


(A)sea 1, o sistema é possível e determinado. 
(B)sea=-1 e B 1, o sistema é possível e determinado. 
(C)sea 1, o sistema é impossível. 


(D)seaz-1eB=1,o sistema é possível e 
indeterminado. 


(E)sea=-1 eB=1, o sistema é possível e determinado. 


: 135) Para que o sistema 


| ax+(a-1)y=1 
(a+D)x-ay=1 


seja impossível, devemos ter: 


J2 


(A) ass 


dejgesE 


(B)a=0 (D)a=1 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 
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x+ay+diz=a" 
[36] O sistema 4 x+by+b'z=b”: 


x+0y+ciz=c 
(A) é sempre determinado. 
(B) é determinado para a x b, bz c. 


(C) é determinado paraaz bz cx a. 


137) (UFG-GO) Classifique em V ou F: 


Seja k um número real. Considerando-se o sistema lIi- 
4kx+(k=Dy=1. 


near nas variáveis x e y, dado por | ExeteaDy=? : 
x+(k+Dy = 


(A) uma solução para o sistema é x=0e y=3. 
(B) se k = —2, o sistema não tem solução. 
(C) se k = 2, o sistema tem infinitas soluções. 


(D) existem infinitos valores de k, para os quais o siste- 
ma possui solução única. 


[38 (UFSE) Dois grupos de turistas, um de argentinos e 
outro de paulistas, fizeram passeios de trem turístico, 
ao preço de R$ 12,00 cada pessoa, e de catamarã, ao 
preço de R$ 10,00 cada pessoa. No sábado, os argen- 
tinos passearam de trem e os paulistas de catamarã, 
gastando um total de R$ 156,00. No domingo, os 
argentinos passearam de catamarã e os paulistas de 
trem, com gasto total de R$ 152,00. Nessas condições, 
o número de pessoas do grupo de turistas: 


(A) argentinos era 9. 
(B) argentinos era 8. 
(C) argentinos era 7. 
(D) paulistas era 7. 
(E) paulistas era 5. 

139" (Unirio-RJ) Três amigos foram assistir a uma partida de 
basquetebol no Maracanãzinho. No intervalo fizeram 
um lanche e juntos gastaram R$ 13,90. O primeiro 
comprou 2 cachorros-quentes, 1 saco de batatas fritas 
e 1 refrigerante, gastando R$ 4,40. O segundo gastou 


R$ 5,80 na compra de 1 cachorro-quente, 2 refrige- 
rantes e 2 sacos de batatas fritas. 


a) Determine o preço do refrigerante sabendo que o 
terceiro dos três amigos comprou 1 refrigerante e 2 
sacos de batatas fritas. 


b) Quanto seria gasto na compra de 4 cachorros-quen- 
tes, 6 refrigerantes e 6 sacos de batatas fritas? 


“e 


É 40) (Uerj) Observe a tabela de compras realizadas por Ma- 


riana: 


a Preço unitário Despesa 

Loja | Produto (R$) (R$) 
caneta 3,00 

A 50,00 
lapiseira 5,00 
caderno 4,00 

B 44,00 
corretor 2,00 


Sabendo que ela adquiriu a mesma quantidade de 
canetas e cadernos, além do maior número possível 
de lapiseiras, o número de corretores comprados foi 


igual a: 
(A)N GeNIB 
(B)12 (D) 14 


am (Unirio-RJ) Num escritório de advocacia trabalham 
apenas dois advogados e uma secretária. Como o Dr. 
André e o Dr. Carlos sempre advogam em causas dife- 
rentes, a secretária, Cláudia, coloca 1 grampo em cada 
processo do Dr. André e 2 grampos em cada processo 
do Dr. Carlos, para diferenciá-los facilmente no arqui- 
vo. Sabendo-se que, ao todo, são 78 processos nos 
quais foram usados 110 grampos, podemos concluir 
que o número de processos do Dr. Carlos é igual a: 


(A) 64 (D) 32 
(B) 46 (E) 28 
(C) 40 


* VAZ Vunesp- -SP) Um negociante trabalha com as merca- 
dorias A, Be C, de cada uma das quais tem um peque- 
no estoque não nulo. Se vender cada unidade de A por 
R$ 2.000,00, cada uma de B por R$ 3.000,00 e cada 
uma de €C por R$ 4.000,00, obtém uma receita de 
R$ 50.000,00. Mas se vender cada unidade respecti- 
vamente por R$ 2.000,00, R$ 6.000,00 e R$ 3.000,00, 
a receita será de R$ 60.000,00. Calcular o número de 
unidades que possui de cada uma das mercadorias. 


E asa (urr- RJ) Na perfumaria XEROBOM, o xampu, o con- 
dicionador e a loção de sua fabricação estão sendo 
apresentados aos clientes em três tipos de conjuntos: 


Conjunto 
2 loções e 3 xampus R$ 38,00 
4 xampus e 2 condicionadores R$ 26,00 
2 loções e 1 condicionador R$ 31,00 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Determine o preço de cada um desses produtos, 
considerando que o preço individual de cada pro- 
duto é o mesmo, independentemente do conjunto 
ao qual pertence. 


144 (UFTM-MG) Em três mesas de uma lanchonete o con- 
sumo ocorreu da seguinte forma: 


Porção de 


nica fritas 


Hambúrger 


Refrigerante 


A conta da 1º mesa foi R$ 18,00 e da 22 mesa R$ 30,00. 
Com esses dados: 


(A) é possível calcular a conta da 3º mesa e apenas o 
preço unitário do refrigerante. 


(B) é possível calcular a conta da 3º mesa, mas ne- 
nhum dos preços unitários dos três componen- 
tes do lanche. 


(C) é possível calcular a conta da 3º mesa e, além dis- 
so, saber exatamente os preços unitários de todos 
os componentes do lanche. 


(D) não é possível calcular a conta da 32 mesa, pois 
deveriam ser fornecidos os preços unitários dos 
componentes do lanche. 


( E) é impossível calcular a conta da 3º mesa e os preços 
unitários dos componentes do lanche, pois deve 
ter havido um erro na conta da 12 ou da 22 mesa. 


145" (UFMA) Em um restaurante são servidos três tipos de 
salada: A, Be C. Num dia de movimento, observaram- 
-se os clientes X, Y, Z. O cliente X serviu-se de 200 g 
da salada A, 300 g da Be 100 g da Ce pagou R$ 5,50 
pelo seu prato. O cliente Y fez seu prato com 150 g da 
salada A, 250 g da Be 200 g da Ce pagou R$ 5,85. Já 
o cliente Z serviu-se de 120 g da salada A, 200 g da B 
e 250 g da C e pagou R$ 5,76. Qual o preço do quilo ; 
das saladas A, Be C, respectivamente? 


(A) R$ 7,00; R$ 8,00 e R$ 10,00 
(B) R$ 9,00; R$ 8,00 e R$ 12,00 
(C) R$ 8,00; R$ 9,00 e R$ 12,00 
(D) R$ 12,00; R$ 9,00 e R$ 8,00 
(E) R$ 6,00; R$ 10,00 e R$ 12,00 


146" (UFRR]) João é um rapaz muito consciente e organizado. 
Com a questão do racionamento de energia, as lâmpa- 
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| as (UFMG) Num cinema, 


das incandescentes de sua casa foram substituídas por 
outras fluorescentes. Ao substituir as lâmpadas, João 
teve o cuidado de selecioná-las em caixas, por potência. 
Infelizmente, as etiquetas das caixas se perderam. Para 
tentar resolver este problema, João fez alguns testes. 
No primeiro teste ele ligou 1 lâmpada da caixa A, 2 da 
caixa Be 2 da caixa C num total de 520 W. No segundo 
teste ele ligou 2 lâmpadas da caixa A, 1 da caixa Be 2 
da caixa C num total de 560 W. Finalmente, ligou 2 da 
caixa A, 2 da caixa Be 1 da caixa C, totalizando 470 W. 
Com isso ele conseguiu resolver seu problema. 
Responda agora: qual a potência de cada lâmpada das 
caixas A, Be C? 


É VAO (Vunesp- -SP) Um orfanato recebeu uma certa quan- 


tidade x de brinquedos para ser distribuída entre as 
crianças. Se cada criança receber três brinquedos, so- 
brarão 70 brinquedos para serem distribuídos; mas, 
para que cada criança possa receber cinco brinque- 
dos, serão necessários mais 40 brinquedos. O número 
de crianças do orfanato e a quantidade x de bringque- 
dos que o orfanato recebeu são, respectivamente: 


(A) 50 e 290 (D) 60 e 250 
(B)55e 235 (E) 65 e 265 
(C)55 e 220 


ingressos são vendidos a 
R$ 10,00 para adultos e a R$ 5,00 para crianças. 
Num domingo, na sessão da tarde, o número de in- 
gressos vendidos para crianças foi o dobro do número 
vendido para crianças na sessão da noite. A renda da 
sessão da tarde foi R$ 300,00 a menos que a da noite 
e, em ambas as sessões, foi vendido o mesmo número 
de ingressos. Nesse domingo, o número de ingressos 
vendidos para crianças, na sessão da noite, foi: 


(A) 50 (C) 60 
(B)55 (D) 65 


: PA9' (UFRJ) Dois produtos P, e P, são fabricados com os 


componentes Ae B.P é composto de 20% de A e 80% 
de B, enquanto P, E composto por 10% de A e 
90% de B. 

A fábrica tem estocados 2 litros de A e 13 litros de B. 
Quantos litros de P, e de P, ela pode fabricar usando 
todo o seu estoque? 


son (urr- RJ) Em um restaurante existem mesas de 3,4 e 6 


cadeiras, num total de 16 mesas. 

Ocupando todos os lugares nas mesas de 3 e 4 ca- 
deiras, 36 pessoas ficam perfeitamente acomodadas. 
Sabendo-se que o restaurante acomoda, no máximo, 
72 pessoas, quantas mesas de cada tipo existem? 
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[57 (Fuvest-SP) Um casal tem filhos e filhas. Cada filho 
tem o número de irmãos igual ao numero de irmãs. 
Cada filha tem o número de irmãos igual ao dobro do 
número de irmãs. Qual é o total de filhos e filhas 


do casal? 

(A)3 (D) 6 
(B)4 (E)7 
(C)5 


[52 (UFRN) No alvo representado pela figura abaixo, uma 
certa pontuação é dada para a flecha que cai na região 
sombreada S e outra para a flecha que cai no círculo 
central R. 


Diana obteve 17 pontos, lançando três flechas, das 
quais uma caiu em R e duas em S. Guilherme obteve 
22 pontos, lançando o mesmo número de flechas, das 
quais uma caiu em S e duas em R. Considerando-se 
o desempenho dos dois arremessadores, pode-se afir- 
mar que o número de pontos atribuídos a cada flecha 
que cai na região S é: 


(A)2 
(B)3 
(C)4 
(D)5 


153" (Uerj) Uma indústria produz três tipos de correntes. 
A tabela abaixo indica os preços praticados para uma 
produção total de 100 m. 


Preço por metro 
(R$) 


Produção 


Tipo (metros) 


T y 4,00 5,00 
WI z 5,00 p 
Total 100 320,00 460,00 


A quantidade z de metros produzidos da corrente do 
tipo III é um número inteiro. 


Se5<P<10, calcule os possíveis valores inteiros de P. 


[54º (UFF-RJ]) Um jogador de basquete fez o seguinte acor- 
do com o seu clube: cada vez que ele convertesse um 
arremesso, receberia R$ 10,00 do clube e cada vez que 
ele errasse, pagaria R$ 5,00 ao clube. Ao final de uma 
partida em que arremessou 20 vezes, ele recebeu 
R$ 50,00. 


“e 


Pode-se afirmar que o número de arremessos conver- 
tidos pelo jogador nesta partida foi: 


(A)O (D) 15 
(B)5 (E) 20 
(C)10 


E (Unirio-RJ) No Censo 2000, uma equipe era formada 
por um supervisor e três recenseadores, João, Maria 
e Paulo, cada um destes com uma produção horária 
média diferente (número de formulários preenchidos, 
em média, por hora). 
O supervisor observou que: 


D se João, Maria e Paulo trabalhassem por dia, 
respectivamente, 6, 8e 5 horas, a produção to- 
tal diária seria de 78 formulários preenchidos, 
em média; 


Il) se trabalhassem, respectivamente, 7, 6 e 8 horas 
diariamente, esta produção total já seria de 83 
formulários; 


II) se trabalhassem 6 horas, diariamente, cada um 
deles, este total seria de 72. 


a) Calcule a produção horária média de Maria. 


b) Determine a menor carga horária diária de trabalho 
(valor inteiro), comum aos três recenseadores, para 
que a produção total diária supere 100 formulários 
preenchidos. 


| 1561 (UFF-RJ) As ligações entre as cidades A, B e C figuram 


num mapa rodoviário conforme ilustrado abaixo: 


cidade 
A 


cidade 


cidade 
(e 


Seguindo esse mapa, uma pessoa que se deslocar de 
A para C, passando por B, percorrerá 450 km. Caso 
a pessoa se desloque de A para B, passando por €, o 
percurso será de 600 km. Para se deslocar de B para C, 
passando por A, a pessoa vai percorrer 800 km. 
Determine quantos quilômetros esta pessoa correrá ao 
se deslocar de A para B, sem passar por C. 
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157" (Unirio-R]) Uma olimpíada foi disputada por 7 países. O : 16 (UFF-RJ) Cada filha de Luiz Antônio tem o número de 


quadro com o total de medalhas (ouro, prata e bronze) 
distribuídas para cada país é apresentado abaixo: 


AS 15 


B5 13 


€C510 


D59 


E57 


F54 


653 


Determine o número de medalhas de ouro distribuí- 
das, considerando que este número é igual ao número 
de medalhas de prata, menos 7, e que o número de 


medalhas de bronze é o dobro das de prata, mais 8. 


158" (PUC-R]) Estão distribuídos em 3 caixas 72 palitos. Trans- 
ferem-se da 1º para a 2º caixa tantos palitos quantos exis- 
tem na 2º caixa. Transferem-se, então, da 2º caixa para a 
3º caixa tantos palitos quantos existem na 3º. Finalmente, 
transferem-se da 3º para a 1º caixa tantos palitos quan- 
tos existem na 1º. Depois disto, verifica-se que existe um 


irmãs igual à quarta parte do número de irmãos. Cada 
filho de Luiz Antônio tem o número de irmãos igual ao 
triplo do número de irmãs. 

O total de filhas de Luiz Antônio é: 


(A) 5 (D) 16 
(B) 6 (E) 21 
(C) 11 


162" (Uerj) Observe a figura abaixo, em que 1, 2 e 3 indi- 


cam três dos seis pontos de interseções das circunfe- 
rências. Use os números 4, 5 e 6 para indicar os outros 
três pontos. 


2 3 


A soma dos quatro números que indicam os pontos de 
interseção de qualquer uma dessas circunferências é 
constante e igual a S. 

O valor de S é: 


número igual de palitos em cada caixa. O número de (A) 12 (C) 16 
palitos que havia inicialmente na 1º caixa era: (B) 14 (D) 18 
(A) 1 (D) 44 
: 163) Uma companhia de seguros levantou dados sobre os 
(B) 22 (E) 66 : Ê 
É carros de determinada cidade e constatou que são 
(C) 33 roubados, em média, 150 carros por ano. 


159" (Uerj) Um feirante separou um número inteiro de 
dúzias de tangerinas (t), de maçãs (m) e de peras 
(p). Observou que, para cada maçã arrumada, ha- 
via 2 tangerinas. Com 90 dúzias, ele fez lotes com 6 
tangerinas, lotes com 6 maçãs e lotes com 4 peras. 
Colocou em cada lote, indistintamente, o preço de 
R$ 0,50. Arrecadou R$ 105,00 na venda de todos eles. 
Calcule t, me p. 


160" (UFF-R)) Um biscoito é composto por açúcar, farinha 
de trigo e manteiga, sendo a quantidade de farinha o 
dobro da quantidade de açúcar. Os preços por quilo- 
grama do açúcar, da farinha e da manteiga são, res- 
pectivamente, R$ 0,50, R$ 0,80 e R$ 5,00. O custo 
por quilograma de massa do biscoito, considerando 
apenas esses ingredientes, é R$ 2,42. 

Calcule a quantidade, em gramas, de cada ingrediente 
presente em 1 kg de massa do biscoito. 
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O número de carros roubados da marca X é o dobro 
do número de carros roubados da marca Y, e as mar- 
cas X e Y juntas respondem por cerca de 60% dos 
carros roubados. 

O número esperado de carros roubados da marca Y é: 


(A) 20 (D) 50 
(B) 30 (E) 60 
(C) 40 


164" (Unicamp-SP) Encontre o valor de a para que o siste- 


2X-V+32=0 
ma seja possível. | x+2y-z=3 
7x+4y+32=13 


Para o valor encontrado de o ache a solução geral do 
sistema, isto é, ache expressões que representem todas 
as soluções do sistema. Explicite duas dessas soluções. 
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RAE A * 168 (ITA-SP) Sejam a, b E R. Considere os sistemas lineares 
emx, yez: 
165" (Fuvest-SP) 4 x-3y=-8 á 
y+2=1 x+y-z=0 x-y=0 
Então, x+ y + z é igual a: Neabe mA e RE 
-2y+z=a 2x-by+32=0 
(A) =2 (69 GA un ceia e a ; E 
Se ambos admitem infinitas soluções reais, então: 
(BJ) = (E) 2 
GENO (A) = (D) ab = 22 
b º 
x+y+z=28 En (B) —=22 (E) ab=0 
166" se comy>0€ez>o0, qual é o intervalo : a 
2x-y=32 
de variação de x? (O) ab 4 
-x+y+2-2=0 = 
x+2y-27=0 : 169) (Ufal) O sistema ] Rin ds nas variáveis reais x 
167) (UCDB-MT) O sistema é [bx-y =1 
x-4y+102-6=0 : , 
ey, é: 
2x+7y-52-2=0 : 
(A) impossível. (A) possível e determinado, Va, b E RR. 
B) homogêneo. ossível e indeterminado se a = 2b. 
(B) g (B) p leind d 2b 
(C) determinado. (C) possível e determinado se a = 2b. 
(D) indeterminado com uma variável arbitrária. (D) possível e indeterminado se a = — 2b. 
(E) indeterminado com duas variáveis arbitrárias. (E) impossível se a = —2b. 
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CAPÍTULO IX 


GEOMETRIA ESPACIAL 


Cesar Duarte / Tyba 


Neste capítulo, iniciamos o estudo da Geometria Espacial, com as propriedades básicas de pontos, 
retas e planos. 


NOTA 

Ao contrário da teoria dos 
conjuntos, os símbolos 
utilizados para retas (que 
são conjuntos) serão letras 
minúsculas e para os 
pontos (que são elementos, 
letras maiúsculas). 


NOTA 

Para maior simplicidade, 
usaremos as notações 
usadas na teoria dos 
conjuntos e suas operações. 


DEFINIÇÃO 
Semirreta. 


DEFINIÇÃO 
Segmento de reta. 
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9 - GEOMETRIA ESPACIAL 
9.1 — Introdução 


A Geometria Espacial estuda as figuras do espaço. 

As noções primitivas da Geometria Espacial são as de ponto, reta, plano, dis- 
tância e conjunto. 

O conjunto de todos os pontos que constituem o universo de estudo é chama- 
do espaço. Qualquer figura será, então, um subconjunto do espaço. 

Usaremos as letras maiúsculas A, B, C, ... para representar pontos, letras mi- 
núsculas a, b, c, ... para retas e letras gregas a, B, y, ... para representar planos. Retas 
e planos serão considerados conjuntos de pontos do espaço. 

Como em toda ciência, o ponto de partida é constituído de proposições que 
são aceitas sem demonstração. São relações entre as noções primitivas, chama- 
das axiomas ou postulados. As proposições verdadeiras demonstráveis a partir dos 
axiomas são teoremas. 


Axiomas 


A, O espaço é um conjunto infinito de pontos. 
Todos os pontos pertencem ao espaço. 


A,) Dois pontos distintos do espaço determinam uma única reta à qual per- 


tencem. 
Rá 
e ad 


A 


Chamamos essa reta de r ou AB. Representa-se AB 
Toda reta é infinita e existe ao menos um ponto que não pertence à reta. 


Um ponto A de uma reta r divide essa reta em duas semirretas r, e r,. O 
ponto é a origem ou fronteira de cada semirreta. 
r, e r, são ditas semirretas opostas; r é o suporte de cada semirreta. 


Representa-se AB a semirreta r.. 


Sejam dois pontos distintos A e B pertencentes a uma reta r. Chamamos 
de segmento de reta AB a união do conjunto formado por todos os pontos de 
r que estão entre A e Be os próprios pontos A e B. 

Ti 
= «dd 
o A 
Representa-se: AB 
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Uma imagem aproximada de uma reta é a de um fio de linha esticado. 

Embora um fio esticado dê também a ideia de um segmento de reta, lembra- 
mos que a reta é ilimitada, isto é, contém o segmento e seus prolongamentos. 

Quando observamos a superfície lisa das águas em repouso de um lago, temos 
a noção intuitiva de superfície plana. 

No cotidiano encontramos imagens aproximadas de porções do plano, nas 
paredes, tetos, portas e pisos de uma casa, nas capas e páginas de livros, na lousa 
de uma sala de aula etc. 


A,) Três pontos distintos não colineares determinam um único plano ao qual 
pertencem. 


Chamando esse plano de o, temos, Ac a, BegaeCeEda. 
Todo plano é infinito e existe ao menos um ponto P que não pertence 
ao plano. 


Observe que: 
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Por um ponto A passam infinitos planos q,, à, O... 


NOTA Em Por dois pontos A e B passam infinitos planos «,, 0, à, ... 
Retas e planos não têm 


espessura e são infinitos. Em geral, representamos um plano por meio de paralelogramos, triângulos 
Logo, não podem ser etc. mas convém lembrar que o plano é ilimitado, pois pode ser prolongado inde- 


produzidos em um finidamente em todos os sentidos. 
laboratório. São entidades 


abstratas. B 
A 
EE PP 
DEFINIÇÃO Como o plano é infinito, ele divide o espaço em duas regiões chamadas se- 
Semiespaço. miespaços E, e E,. O plano é o bordo, fronteira ou origem de cada semiespaço. 


E, e E, são chamados de semiespaços opostos. 
Uma reta r não pode passar de um semiespaço para outro sem intersectar o 


plano num ponto P. : 


Algumas situações concretas que seguem a determinação de um plano por 
três pontos: 


Dimitry Bomshtein/Dreamstime.com 
Tomasz Borucki/Dreamstime.com 
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Simbolicamente: 


Aerheo,BEerBea 
AzB 

r é uma reta 

a é um plano 


> rCa 


EEE 
DEFINIÇÃO 
Semiplano. 
Os semiplanos «a, e q, são chamados opostos. Uma reta s do plano não pode 
passar de um semiplano a outro sem intersectar a fronteira em um ponto P. 
9.2 - Determinação de um plano 
Um plano fica determinado quando são dados: ºB [07 
i) Três pontos não colineares. 
Trata-se do axioma A,. A E 
Aceita-se sem demonstração. A,BCEa 
ii) Uma reta e um ponto não pertencente 
a essa reta. 
[01 
Dado um ponto A É r, podemos tomar sobre 
r dois pontos distintos BE re CE re teremos e 
três pontos não colineares que determinam o ne j 
plano a, conforme o axioma acima. Edi 
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NOTA 
Por praticidade, usaremos 
(AJ=A. 


NOTA 

Duas retas são paralelas 
quando, estando situadas 
no mesmo plano, não têm 
ponto comum. 
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iii) Duas retas concorrentes. 


Denotando r N s = (A), já temos um 
ponto para o plano. Tomando um 
ponto B x A na reta 1, e um ponto C + A 
na reta s, recaímos no primeiro caso. 


iv) Duas retas paralelas. 


Por definição, duas retas paralelas 
são coplanares. Para ver que o plano 
é único, basta tomar dois pontos em 
uma reta e um terceiro na outra. 


Exemplos: 


i) O eixo de uma porta e sua maçaneta definem o pla- 
no da porta. 
O plano de uma porta fica definido pelo eixo e pelo 
bordo que lhe é paralelo. 


As porteiras de fazendas são 
portas cuja sustentação é feita 
por duas hastes que se cruzam. 


Jakich/Dreamstime.com 
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a) O plano da face ABCD está determinado pelos pontos A, Be €, ou 
pelas retas concorrentes AB e BC, ou pelas paralelas AB e CD, ou ainda 
pela reta ABe o ponto C. 


b) O plano diagonal ADGF está determinado pelos pontos A, D e G, ou 


pelas diagonais AG e DF concorrentes em O, ou pelas diagonais das 
faces DG e AF, ou ainda pela reta AD e o ponto G. 


9.2.1 - Posições relativas de uma reta e 
um plano , 


i) Reta secante ao plano o 
A 
Neste caso, a reta tem apenas um ponto : 
no plano. Ra 
rna=A ad 


ii) Reta contida no plano 


Neste caso, todos os pontos da reta perten- o 
cem também ao plano. De fato, basta que 


+> 
EE= 


dois pontos distintos de uma reta estejam 
em um plano para concluirmos que a reta 
está contida nesse plano. 


AErnaÃEqQ É dE 
BEernBEQ E 


iii) Reta paralela ao plano 


a 
Neste caso, a reta não tem pontos no plano. 


rNa=D 
rila 


Exemplos: 


i Quando se escreve numa folha de papel, o eixo do lápis pode ser conside- 
rado uma reta que está inclinada em relação ao plano do papel. 
É uma reta secante ao plano do papel. 


ii) Seo lápis está apoiado sobre a folha de papel, seu eixo é uma reta paralela 


ao plano do papel. 
-/- EEEESEEs> - A - 
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9.2.2 - Posições relativas de dois planos 


i) Planos secantes 


Neste caso, os dois planos têm uma reta comum que é a sua intersecção. 


ii) Planos paralelos 


Dois planos são paralelos se não têm ponto comum. 


, 
/ 
vê 


aNp=DealB 


iii) Planos coincidentes 
São planos em que todos os pontos são comuns. 


Exemplos: 


i) Duas folhas de um livro aberto podem ser consideradas como planos se- 
cantes cuja intersecção é a reta comum a essas duas folhas. 


ii) Oteto eo piso de uma casa, sendo planos, em geral são planos pa- 
ralelos. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Quantos planos podem passar por um ponto P co- 


nhecido? 


P [04 


Ja  — 


[2 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada pro- 


posição a seguir. 
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 


Por um ponto passa uma reta. 

Por uma reta passam infinitos planos. 
Por uma reta passam dois planos. 
Por uma reta passa um plano. 

Por uma reta passa um único plano. 


Por duas retas passa um plano. 


9) 
h) 
i) 
b) 
k) 
1) 


m) 


dia 


n) 


0) 


p) 
q) 
r 


Por duas retas paralelas passa um plano. 

Por duas retas concorrentes passa um plano. 

Por um plano passa uma única reta. 

Três pontos determinam um plano. 

Três pontos não colineares determinam um plano. 
Dois pontos determinam um plano. 


Toda reta divide o plano em dois semiplanos 
opostos. 


Duas retas que têm um ponto comum determi- 
nam um plano. 


Quando uma reta passa pelo plano ela “fura” o 
plano. 


Três pontos distintos não são colineares. 
Duas retas determinam um plano. 


Duas retas e um ponto determinam um plano. 


| EBD Complete: 
: Quatro pontos distintos e não coplanares determinam 


exatamente 


planos. 


: DAM Qual o número máximo de planos determinados por 
sete pontos onde o número máximo de pontos copla- 
nares é três? 
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9.2.3 - Posições relativas de duas retas 


i) Retas concorrentes 


São retas que têm apenas um ponto comum. Portanto, são coplanares. 


rNs=A 

dajrsco 
EEE ii) Retas paralelas 
NOTA 
O símbolo 3! significa São retas coplanares que não têm ponto comum. 
"existe um único”. 

r//s 
y rns=D 
5 ala, | r,sCca 


iii) Retas coincidentes 


São retas que têm todos os seus pontos comuns. 


iv) Retas reversas ê 


alr,sCca 


São retas não coplanares. 


Observe que a reta r está contida no 
plano o mas a reta s não está. O pon- 
to A está sobre a reta s, mas não está 
sobre a reta r. 


Resumo: 
concorrentes 
coplanares 4 paralelas 
Retas coincidentes 
reversas 


à VA: 372 


GEOMETRIA ESPACIAL CAPÍTULO IX 


Exemplo: 


No paralelepípedo ABCDEFGH: 


as retas: 

a) AD e BF são reversas; 

b) AB e BF são concorrentes; 
c) ABe CG são reversas; 

d) ABe AD são concorrentes; 
e) BF e CG são paralelas; 


f) AF e DG são paralelas. 


9.2.4 - Retas e planos paralelos 


Teoremas 


DTM 


Demonstração: 


Seja B o plano definido pela reta r e pelo ponto A. Seja s'= a MN B. Afirmamos 
ques'=s. 


De fato, s' e r são paralelas, pois são coplanares (ambas em B), mas não têm 
ponto comum (poiss'C qer//a). 


Assim,s//reAEes' =>s'=s.Entãos=s'C a. 
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NOTA 

O caso a = P é trivial, 
portanto consideramos a e B 
secantes. 


Ds 


i 


A condição é suficiente: 
“Toda paralela a uma reta de um plano é paralela a esse plano.” 


Seja r paralela a s contida em a. As retas r e s determinam um plano P cuja 


intersecção com a é a reta s. Como r não tem ponto comum com s, não tem 
também com q, sendo, portanto, paralela ao plano o. 


ii) A condição é necessária: 


“Toda reta paralela a um plano é paralela a uma reta contida nesse plano.” 


Seja r paralela ao plano a. Todo plano que contém a reta 7, não paralelo a a, 
intersecta o plano o segundo uma reta s. Como a reta r não tem ponto comum 
com o plano q, não terá também com a reta s, pois s está contida em a. 


Assim res, não tendo ponto comum, são paralelas. 


A condição é suficiente: 


“Toda reta paralela a dois planos secantes é paralela à sua intersecção”. 
Seja a reta r paralela aos planos o e B que se cortam na reta s. 


Se por um ponto A dessa intersecção traçamos uma paralela à reta r, esta pa- 
ralela estará em o e também em $, logo será a própria reta s de intersecção 
dos planos a e p.. 
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a 


ii) A condição é necessária: 
“Toda reta paralela à intersecção de dois planos é paralela a esses planos.” 


“Be Tr 


Como r é paralela à intersecção s = o MN B, temos que r é paralela ao plano a 
(pelo teorema 2). 
Analogamente, r é paralela ao plano P. 


Consequências: 


i 


as 


Se dois planos secantes o e B passam respectivamente por duas retas para- 
lelas a e b, a intersecção s deles é paralela à reta a e também à reta D. 


A reta a é paralela ao plano B por ser paralela à reta Db, logo o plano a que 
contém a reta a corta o plano B segundo a reta s, que será paralela a a. 
Analogamente, b //s. 


ii) Por um ponto A passam infinitas retas paralelas a um plano o. 


aaa 
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iii) Por um ponto A passam infinitos planos paralelos a uma reta r. 


9.2.5 - Planos paralelos 


Teoremas 


T,) Uma condição necessária e suficiente para que dois planos sejam paralelos 
é que um deles contenha duas retas concorrentes paralelas ao outro. 


i) A condição é suficiente: 
“Duas retas concorrentes r e s paralelas a um plano 3 determinam um pla- 
no q paralelo a p.” 
Note inicialmente que a * . Se a não fosse paralelo a B, existiria uma reta 
t=a MN B. Comore tsão coplanares (ambas em q), mas não concorrentes 
(poisrN B=Zetc B), devemos ter r // t. Analogamente, s // t. Mas isso 
seria absurdo (t seria paralela a duas retas r e s concorrentes). 
Assim, a // Pp. 


ii) A condição é necessária: 
“Se dois planos o e B são paralelos, toda reta r de um deles (a) é paralela ao 
outro (B).” 
Se assim não fosse, a reta r encontraria o plano P fazendo com que os planos o 
e B tivessem um ponto comum, o que é absurdo, pois a e B são paralelos. 
EEE 
NOTA T,) As intersecções de planos paralelos B, y, ... com um plano secante o são 


Um conjunto de planos retas paralelas. 
paralelos é um feixe de 


planos paralelos. 


à VA: 376 


GEOMETRIA ESPACIAL CAPÍTULO IX 


Seja a o plano secante e 3, y, ... os planos paralelos. As intersecções de o com os 
diversos planos B, y, ... são retas coplanares que não têm ponto comum, pois estão 
em planos paralelos, logo, são paralelas. 


T,) Existe algum plano o passando por um ponto A que seja paralelo a um 
plano B. 


Basta fazer passar pelo ponto A duas retas distintas e paralelas ao plano B. Es- 
sas retas determinam um plano q paralelo a P. 


T, Segmentos de reta paralelos compreendidos entre planos paralelos têm a 
mesma medida. 


Sejam, por exemplo, os segmentos AB e CD e os planos q e P. 

As paralelas AB e CD determinam um plano Yy que corta os planos o e B se- 
gundo as paralelas AC e BD. A figura ABCD é então um paralelogramo cujos lados 
opostos AB e CD têm a mesma medida. 


Consequência: 


Segmentos de reta paralelos compreendidos entre uma reta r e um plano à 
paralelo a r são congruentes. 
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Sejam os planos «, B ey que intersectam as secantesrem A, BeCesemD, Ee. 
Pelo ponto A da secante r tracemos uma reta t paralela a s. A reta t forma com 
rum plano 6, que corta os planos a, B e y segundo as paralelas BG e CH. 
As secantes t e r são tais que: (teorema de Tales) 
AB BC masaG=DEeGH=EE, logo ab De 
AG GH DE EF 


Exercícios resolvidos: 
1) A reta 7 corta 3 planos paralelos nos pontos A, E e B; e a reta s corta 
os mesmos planos nos pontos €C, Fe D. Se AE = 6 cm, BE = 9 cm e 
(CID) = 1|2 cena, callauils (CI ID) 


Solução: 


G-9 640 [5.6 
xy x+y 12 4 
5x=24 > x=4,8 cm 
5y = 36 > y=7,2 cm 
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2) Três retas não coplanares, concorrentes no ponto O, são cortadas por 
dois planos paralelos distando 10 cm e 30 cm do ponto O. Sabendo 
que a seção mais próxima do ponto O forma um triângulo de lados 
13, 14 e 15 cm, calcule a área do triângulo formado no plano mais 
afastado. 


Solução: 


s=yplp-alp-bp-c) 
=D sem 
2 
s=21.8.7.6 =7-4.3=84cm? 
aa 
So. 
É 84 100 
! — DD —— S = tod! 9 
7 Ss 900 E 
t > S=756 cm? 


9.2.6 - Retas reversas 


Teoremas 


Por um ponto A da reta r tracemos uma reta t paralela a s. As retas r e t deter- 
minam um plano q paralelo a s. Se existisse outro plano que contivesse r e paralelo 
as, teríamos duas paralelas e distintas a s passando pelo ponto A, o que é absurdo. 
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DEFINIÇÃO 
Retas ortogonais. 


“we 


Consequências: 


i) Existem dois planos paralelos que contêm duas reversas, cada um con- 
tendo uma delas. 
Por um ponto A de r traça-se uma paralela a s e por um ponto B de s uma 
paralela a 7. 


If 
A 
(04 
VA 
B s 
ii) Existe um único plano paralelo a duas retas reversas que passa por um 
ponto fora delas. 


s 


iii) Ângulo de duas retas reversas é o ângulo formado pelas paralelas a elas 
passando por um ponto. 
Quando esse ângulo é reto, elas são ditas ortogonais. 


iv) Podemos então tomar um ponto numa delas e por ele passar uma reta 
paralela à outra. O ângulo formado é o ângulo das retas reversas. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (FCChagas-SP) Considere um plano (o), uma reta (1) con- 
corrente com (ot), um ponto (P) que não pertença nem a 
(1) nem a (o), e as seguintes afirmações: 


|. Areta (s), que passa por (P), intercepta (1) e é para- 
lela a (o), é única. 


Il. O plano B que contém (P) e (1) intercepta (0). 


Ill. Qualquer reta que passe por (P) e seja paralela a 
(o) intercepta (1). 


Pode-se concluir que: 
(A) as afirmações 1 e Ill são verdadeiras. 
(B) as afirmações | e Il são verdadeiras. 
(C) as afirmações Il e Ill são verdadeiras. 
(D) todas as afirmações são verdadeiras. 
(E) todas as afirmações são falsas. 
2" Sejam res duas retas distintas. Podemos afirmar que 
sempre: 
(A) existe uma reta perpendicular a re s. 
(B) re s determinam um único plano. 
(C) existe um plano que contém s e não intercepta r. 
(D) existe uma reta que é paralela a res. 


(E) existe um plano que contém re um único ponto de s. 


[3º Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada pro- 
posição a seguir. 


|. Se duas retas re s são paralelas a um plano «a, então: 
a) elas determinam um plano B // a. 

b) elas são paralelas entre si. 

c) elas são coplanares. 


d) o plano x que passa por re o plano ô que passa por 
s são paralelos. 
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Il. Se uma reta r está contida em um plano a, então: 


a) fora de a, por um ponto P, existe uma reta s 
paralela a r. 


b) toda paralela a r está contida no plano a. 


c) toda concorrente com r está num plano B que a 
contém. 


d) existem retas paralelas a r fora de o. 


| PA Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada 


proposição a seguir. 


a) Se o plano a tem apenas dois pontos no plano , 
então o e B podem ser paralelos. 


b) Se o plano a tem infinitos pontos no plano P, então 
oe B podem ser paralelos. 


c) Se uma reta é paralela a um plano, então toda para- 
lela a ela é paralela ao plano. 


d) Se re s são duas retas paralelas distintas, então 
todo plano que passar por rirá passar por s. 


e) Dois planos que não têm ponto comum são 
paralelos. 


f) Dois planos paralelos não têm ponto comum. 


9) Dois planos paralelos distintos não têm ponto 
comum. 


h) Para que dois planos sejam paralelos é suficiente 
que um deles tenha duas retas concorrentes para- 
lelas ao outro. 


: [5] Na determinação de um plano são suficientes os se- 


guintes elementos: 

(A) duas retas distintas. 
(B) uma reta e um plano. 
(C) duas retas reversas. 


(D) duas retas concorrentes. 
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9.3 - Reta e plano perpendiculares 


DEFINIÇÃO 
Perpendicularismo entre 
reta e plano. 


À intersecção da reta r com o plano a é o ponto H chamado pé da perpendicular. 


(87 


Para verificar se uma reta é perpendicular a um plano, basta verificar se ela é 
perpendicular a todas as retas que passam por seu pé, nesse plano. 


Fr 


Observações: 


1) É comum fazer-se uma distinção entre perpendicular e ortogonal. Ambas for- 
mam ângulo de 90º, sendo perpendiculares as coplanares e ortogonais as não 
coplanares. Na figura abaixo, as retas te 1 são paralelas, s e t são perpendicula- 
reseres são ortogonais. 


2) Uma reta r é oblíqua a um plano a quando corta esse plano e não é perpen- 
dicular ao mesmo. 
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3) Se por um ponto A fora de uma reta r traçarmos todas as retas ortogonais a r e 
também a perpendicular AH, geramos um plano a. 


4) Se girarmos uma reta s, perpendicular à reta rno ponto H, em torno do ponto 
H, ela gerará um lugar geométrico que é um plano q perpendicular à reta r. 


5) Se duas retas r e s são paralelas, todo plano perpendicular a uma delas é per- 
pendicular à outra. 


6) Se dois planos a e B são paralelos, toda reta perpendicular a um deles é perpen- 
dicular ao outro. 


7) Uma reta s e um plano B perpendiculares a uma reta r são paralelos. 
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9.3.1 - Teoremas sobre perpendicularidade 


r 


x 
a , 
x 


Demonstração: 


Seja AH perpendicular a HM e HJ no plano «a. Prolongamos AH de um 
comprimento HB = AH. 


Consideramos no plano « uma reta Mj que corte s e t do plano a. Seja u uma 
reta qualquer do plano a que passa pelo pé H da reta r nesse plano. 


As retas s e t são mediatrizes do segmento AB, logo MA = MB e JA = JB. 
Os triângulos AMJ e BMJ são congruentes por terem os três lados respectivamente de 
mesma medida. Com isso, PA e PB são congruentes, o triângulo PAB será isósceles 
e PH será a altura do triângulo PAB. Então, PH será perpendicular a AB. A reta u 
será então uma perpendicular a r que passa por seu pé H. 
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Demonstração: 
Sejam AH a perpendicular r ao plano « e HM a perpendicular t a uma reta 


qualquer s do plano a. Sendo AH perpendicular ao plano a, é ortogonal a qualquer 
reta s desse plano que não passe pelo seu pé. Assim, a reta s é perpendicular a t e 
ortogonal a r, logo é perpendicular ao plano P determinado por r e por t, sendo, por- 
tanto, perpendicular à reta MA desse plano. Então, a reta s é perpendicular a MA. 


Exemplos: 


|) 


ii) 


Dados três pontos não colineares A, Be C, se AB e AC são perpen- 
diculares a uma reta r, prove que as retas re BC são ortogonais. 

Como A, Be € são pontos não colineares, eles determinam o plano a. 
Portanto, AB, BC e AC estão contidas no plano a. Como a reta r é per- 
pendicular às retas AB e AC, que têm o ponto A comum, e como r é 
perpendicular ao plano que as contém, assim r | o. Logo, r é ortogonal a 
qualquer reta do plano a que não passa pelo ponto A. 

Portanto, as retas r e BC são ortogonais. 


Na figura abaixo, re s são retas reversas. Elas têm uma única perpendicu- 
lar comum? 


Sim, pois se o. e B são dois planos paralelos, tais que o contém r e B contém s, 
teremos uma única reta perpendicular aos planos em P e Q, visto que a reta 
que contém PQ é perpendicular aos planos q e , portanto perpendicular a 
todas as retas de a e de B que passam por suas intersecções com esses planos. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) as proposições. | (UFF-RJ) Assinale a opção que apresenta a afirmativa 


a) Se duas retas não são coplanares, elas são reversas. 
b) Duas retas reversas podem ser coplanares. 

c) Duas retas paralelas podem não ser coplanares. 
d) Duas retas reversas nunca estão em planos paralelos. 


e) Se uma reta r é paralela a outra reta s e uma reta t 
é paralela a s, então t é paralela a r. 


f) Duas retas reversas são paralelas a um plano. Toda 
reta ortogonal a ambas é perpendicular ao plano. 


9) Uma reta e um plano são paralelos. Toda perpen- 
dicular à reta dada é perpendicular ao plano. 


incorreta. 


(A) Se uma reta é paralela a dois planos, então esses 
planos são paralelos. 


(B) Duas retas que não possuem pontos em comum 
não são necessariamente paralelas. 


(C) A reta intersecção de dois planos perpendiculares 
a um terceiro é perpendicular a este. 


(D) Dados uma reta e um ponto, existe apenas um 
plano perpendicular à reta que contém o ponto. 


(E) Por uma reta não paralela e não perpendicular a um 
plano a passa um único plano perpendicular a ct. 


h) Uma reta e um plano são perpendiculares. Toda Sm seja OABC um tetraedro cujas arestas OA, OB e 


perpendicular à reta dada é paralela ao plano ou 
está contida nele. 


i) Se uma reta forma ângulo reto com duas retas de 
um plano, distintas e que têm um ponto comum, 
ela é perpendicular ao plano. 


EZ (Fuvest-SP) São dados 5 pontos não coplanares 
ABCDE. Sabe-se que ABCD é um retângulo, AÉ 1 
AB e AE 1 AD. Pode-se concluir que são perpen- 
diculares as retas: 


(A) EA e EB. (C) EB e BA. (E) AC e BE. 
(B) EC e CA. (D) EA e AC. 


E3º (UFF-RJ) A figura abaixo representa um cubo que pos- 
sui as faces RSTU e MRUQ paralelas, respectivamente, 


OC são duas a duas perpendiculares entre si, P a pro- 
jeção ortogonal do vértice O sobre o triângulo ABC e 


D a intersecção de CP com AB. 
Assinale a afirmação correta. 


(A) Quaisquer que sejam os comprimentos 

OA, OBe OC, o ODC é reto. 
(B) CDB depende dos comprimentos OA, OBe OC. 
(C) Quaisquer que sejam os comprimentos 

OA, OBe OC, AD =DB. 


(D) Se OA=0B=0OC, o triângulo ODC é isósceles. 
(E) Quaisquer que sejam os comprimentos 
OA, OBe OC, AB é perpendicular ao plano OCD. 


aos planos o e B. : [60 sejam a e p planos perpendiculares, o N B = r. Em o 


(98) 


Sabendo-se que U equidista de o e B, o número de 
retas definidas pelos vértices do cubo, que são orto- 
gonais a a MN B, é: 


(A) O (B) 4 (C) 6 (D) 8 (E) 10 
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considera-se uma reta s perpendicular a r, s N r= (A), 
e em B considera-se t oblíqua a r, tMN r= (A). 


Dentre as afirmações: 

|. sé perpendicular a p. 

Il. té perpendicular a s. 

III. O plano determinado por s e t é perpendicular a P. 


IV. Todo plano perpendicular a s e que não contém A 
é paralelo a B. 


Pode-se garantir que: 
(A) somente | é falsa. 
(B) somente II é falsa. 
(C) somente III é falsa. 
(D) somente IV é falsa. 


(E) nenhuma é falsa. 


GEOMETRIA ESPACIAL 


9.3.2 - Distâncias 


Pp 


PEA 


Seja P um ponto qualquer do plano mediador. O segmento MP é perpendicu- 
lar ao segmento AB e M é médio de AB. 


Então, os triângulos retângulos AMP e BMP são congruentes (pois têm um 
cateto MP comum e os catetos AM = MB). Assim PA = PB. 
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DEFINIÇÃO 
Distância de um ponto ao 
plano. 


DEFINIÇÃO 
Distância entre dois planos 
paralelos. 


DEFINIÇÃO 
Distância entre uma reta e 
um plano paralelos. 


DEFINIÇÃO 
Plano mediador. 
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Isto posto, mostramos: 


NOTA 
Circuncentro é o ponto de O lugar geométrico dos pontos do espaço equidistantes dos vértices de um 


encontro das mediatrizes  +,jnoy]o é a reta perpendicular ao plano do triângulo que passa pelo circuncentro 
dos lados de um triângulo, Su 
ou seja, é o centro do do triângulo. 


círculo circunscrito. 


Caso particular 


r 


HAP = HBP = HCP 
PA = PB = PC 
R = raio do círculo circunscrito 


De fato, o lugar geométrico é a reta r de intersecção dos planos mediadores, o 
do lado AB, B do lado AC e y do lado BC. 


9.3.3 - Perpendiculares e oblíquas 


Teoremas 
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Demonstração: 


ÉS 


O triângulo AHJ é retângulo em H sendo AJ sua hipotenusa, logo AH < AJ. 


RO 


Os triângulos retângulos AHB e AHC são congruentes, pois têm um cateto 
comum AH e hipotenusas AB e AC, congruentes, logo HB = HC. 


Demonstração: 


As oblíquas se afastam igualmente da perpendicular. 


Demonstração: 


Seja AB a mais afastada da perpendicular AH (HB > HC). Marquemos sobre 
o cateto HB do triângulo retângulo AHB um ponto J tal que HJ = HC. Temos dois 
triângulos retângulos AHB e AHJ com um cateto comum AH e catetos HB > HJ, 
pois HJ = HC. Então, a hipotenusa AB > AJ, donde AB > AC. 
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E==—————— me] ' 

9.3.4 — Perpendicular comum a duas retas reversas 
NOTA 
Observe que AB, AJ e Dadas duas retas reversas r e s, existe uma terceira reta p concorrente com r e 
MJ] são retas que têm um . 
ponto cm sum ponto s, e perpendicular a ambas. 
em s. Entretanto, M] é 


o menor segmento que se J B 
apoiaemres. e 4— g 
b 
N | a 
: 64-u 
M 
=== ss 
É 
NOTA A 
Se desejarmos apenas a [á 
distância entre as retas 
reversas res, basta achar a . 
distância da reta s, paralela Sejam as retas reversas r e s. Por um ponto A de r traçamos uma reta t paralela a 
ao plano c,, a este plano. s. Fica determinado um plano q que contém r e t e é paralelo à reta s. Por um ponto 


B pertencente à reta s traçamos uma perpendicular BH, ao plano a. Pelo pé H dessa 
perpendicular traçamos uma reta u paralela a t que é paralela a s. M é a intersecção 
dessa reta u com a reta r. 


MJ, paralela a BH pelo ponto M, é a perpendicular comum p. 


[E 
DEFINIÇÃO O comprimento dessa perpendicular comum é a distância entre as retas 
Distância entre retas treversasres. 


reversas. 


Exercícios resolvidos: 


1) Duas retas não coplanares r e s são separadas por um plano a que lhes é 
paralelo. A reta r dista 12 cm do plano a e a reta s 30 cm do mesmo plano. 
Ache a distância das retas re s. 


Solução: 


30 | a 


all 


d = 12 cm + 30 cm = 42 cm r 
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2) 


3) 


GEOMETRIA ESPACIAL CAPÍTULO IX 


ABCD é um quadrado de lado a e M é o ponto da perpendicular ao plano 
desse quadrado traçada pelo vértice A, tal que AM = a. Qual a medida 
do ângulo das perpendiculares à intersecção dos planos (MC) determi- 
nados pelos pontos MBC e MDC? 


Solução: 


E 
) 
a 
D aê M 
MB=MD=av2 
MC? = DC? + DM? =aº+(a/2) =34º 
MES 
Es aJ6 
DJ.MC=DC.DM=-DJ-a3=a-ay2 Di 
ain 


ABJD > BDº = BJ + DJ - 2- BJ- DJ: coso=> 


= (08) (88) [8 ) os Ê pao - cos0 — 


3 3 3 


9) 9 


= (av2) = E = dus cosa 6 = 


= = ê eo 
9 9 


il 
=> —— = cos0 
2 => 
= 0 = 120º 
ABC é um triângulo equilátero cujo lado mede 12 cm e O é um ponto 


exterior ao plano do triângulo, tal que ÃO = OB = OC = 83 cm. Calcule 
a distância do ponto O ao plano do triângulo. 
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Solução: 


AM = ABsen0º= 12. 38 -6,/5 em 


j= SAM = 5.643 -4/3cm 


O =A0º- AJ =(8V3) - (4/3) =144cm 
OJ=12cm 


4) AB=15cm,BC =13cm, AC =4 cmãsãoos lados de um triângulo 
ABC e O é um ponto exterior ao plano ABC. Sabendo que as distâncias do 
ponto O aos vértices do triângulo ABC são iguais ao diâmetro do círculo 
circunscrito a esse triângulo, calcule a distância de O ao plano ABC. 


Solução: 
abc 
oi Sato o fio lin) 
p= l3-4 E e a 
4.24 m » 
65 2 
Ri S=v16-12.3.1=24cm 
RE cm 
4 


OH? =(2R)/-Rº-3Rº=>OH-RV3-D 3 cm 
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5) 


6) 


(PUC-RJ) Calcule a menor e a maior distância de um ponto M a um cír- 
culo de raio 1 e que está situado num plano o, sabendo-se que a distância 
de M a q é igual a 3 e que a distância de M ao centro da circunferência é 
iguala 5. 


Solução: 


OM? = OH? + HM? 


52=0H2+3? 
0H?=16=>0H=4 
HB=3 


BM = 3/2 (menor distância) 

AM? = AH? + HM?=52+32=34 

AM = 34 (maior distância) 
Na figura abaixo, MN é a perpendicular comum entre MA e NB. Sabendo- 
-se que AB = 38 cm, MA =3 cm, NB =5 cm e que AB faz 45º com MN, 
calcule o ângulo de MA e NB. 


Solução: 


AJ = 38 cosase = 88.2 - 46. 5 


o 2 2 A 
JB =3º+5º -2.3.5-cosN 


2 =34-30 cosN 30 cosN = 15 


MN 


cosN=— >N=60º 
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7) Na figura abaixo, MA e NB são ortogonais e MN é a perpendicular 
comum entre elas. Se MA mede 40 cm, NB mede 30 cm e AB mede 
130 cm, qual a distância entre MA e NB? 


Solução: 


AJ? = 302 + 40? = 50? 
BJ? = 130? - 50º = 120? > BJ = 120 cm 
BJ = MN = 120 cm 


8) ABC éa projeção em x do triângulo ABC, como mostra a figura. G é O 
baricentro de ABC e G, é sua projeção em x. Sendo 10m, 6me 1 m as 
distâncias respectivamente de A, Ge Ca, calcule a distância de Ba 7. 


Solução: 


Iuios 


Trapézio AGG,A,: R$ = 5 tum 
Trapézio JRSM: 6 = cs >M=4m 
Trapézio CCB B: JM = —— > 4= —— = Sm 
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9) 


GEOMETRIA ESPACIAL CAPÍTULO IX 


ABCD é um quadrado cujo lado é a. Pelo vértice A, levanta-se a perpen- 
dicular ao plano do quadrado e sobre essa perpendicular toma-se o seg- 
mento AS =. 

Calcule: 


a) as distâncias do ponto S aos vértices B, C e D do quadrado; 
b) a distância do ponto A à reta SC; 


c) a distância do ponto A ao plano SBC. 


Solução: 
S 


c) Seja AM L SB como mostra a figura. Provemos que AM é a perpendi- 
cular ao plano SBC. 


Note que BC 1 AB (quadrado ABCD) e BC 1 SA (BC // AD 1 SA). As- 
sim, BC é perpendicular ao plano SAB. 


Portanto, BC | AM C SAB. 
Porém, AM 1 SB. Então, AM 1 ao plano SBC. 


E 


No triângulo SAB, retângulo isósceles, vt á (metade da diago- 
nal do quadrado). 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Considere a figura ABCDEFGH como um cubo de ares- 
ta medindo 2 cm. Determine: 


a) a distância do ponto B ao ponto H; 


b) a distância do ponto C ao ponto H; 


2 cm 


c) a distância do ponto D ao ponto F; 


d) a distância do ponto B ao ponto G; 


e) a tangente do ângulo DFA; 


f) o cosseno do ângulo DFA; 


“we 


9) a distância entre a reta que contém AD e o plano 
EBCG. 
G 


ã H 
D (28, 


é [ZD (Fuvest-SP) No tetraedro da figura tem-se AD 1 BD, 


AD «DC, (84) = (CÃD) 


B 
» 


(A) BD = DC (D) AC <B 
(B) AD = DC (EB) AD <BD 
(C) AB < BC 


BE GuvestsP) Um triângulo ABC tem ângulos 
i À = 40º e B = 50º. Qual o ângulo formado pelas altu- 


ras relativas aos vértices A e B desse triângulo? 


+ AD Fuvestsp) O segmento PA é perpendicular ao plano 
que contém o triângulo equilátero ABC. Suponha que 


AB = 2: AP e que M seja o ponto médio do segmento BC. 
Determine o ângulo formado pelos segmentos PA e PM. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (PUC-RJ) Qual das afirmações abaixo é VERDADEIRA? 


(A) Se duas retas distintas não são paralelas, elas são 
concorrentes. 


(B) Duas retas não coplanares são reversas. 


(C) Se a intersecção de duas retas é o conjunto vazio, 
elas são paralelas. 


(D) Se três retas são paralelas, existe um plano que 
as contém. 


(E) Se três retas distintas são duas a duas concorren- 
tes, elas determinam um e um só plano. 
[2 (Mack-SP) A reta r é paralela ao plano o. 
Então: 
(A) Todas as retas de o são paralelas a r. 


(B) A reta r não pode ser coplanar com nenhuma 
reta de a. 


(C) Existem em q retas paralelas a re também existem 
em q retas reversas em relação a r. 


(D) Existem em q retas paralelas a r e retas perpendi- 
culares a r. 


(E) Todo plano que contém r é paralelo a o. 
[3 (Mack-SP) re r' são retas reversas. O número de pla- 
nos paralelos a r que podem passar por r' é: 
(A) dois. 
(B) um. 
(C) infinitos. 
(D) nenhum. 


(E) nenhuma das respostas anteriores é correta. 


P4" (PUC-RJ) Qual das afirmações abaixo é VERDADEIRA? 


(A) Se duas retas concorrentes de um plano são res- 
pectivamente paralelas a duas retas de outro pla- 
no, então esses planos são paralelos. 


(B) Por uma reta dada pode-se conduzir um plano pa- 
ralelo a um plano dado. 


(C) Por qualquer ponto é possível conduzir uma reta 
que se apoie em duas retas reversas dadas. 
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(D) Se uma reta é paralela a dois planos, então esses 
planos são paralelos. 


(E) Existem planos reversos. 


[5 (ITA-SP) Considere o plano de uma mesa e um ponto 


dado deste plano. Você dispõe de uma folha de papel 
que possui um só bordo reto. Dobrando esta folha de 
papel, conduza uma perpendicular ao plano da mesa, 
pelo ponto dado. A justificativa de tal construção está 
em um dos teoremas abaixo. 


(A) Se uma reta é perpendicular a um plano, todo pla- 
no que passa por ela é perpendicular ao primeiro. 


(B) Se dois planos são perpendiculares, toda reta de 
uma deles que for perpendicular à intersecção, 
será perpendicular ao outro. 


(C) Se uma reta é perpendicular a duas retas concor- 
rentes pelo seu ponto de intersecção, então a reta 
é perpendicular ao plano determinado por essas 
duas retas. 


(D) Por um ponto exterior a um plano passa uma reta 
perpendicular ao plano e somente uma. 


(E) Todas as perpendiculares a uma reta traçadas por 
um de seus pontos pertencem a um plano. 


06 (FEI-SP) Se a, b, c são retas do espaço, com a L be 


cla, então pode-se concluir que: 


(A) c// b. 
(B) c=b. 


(C) c é concorrente com b. 
(D)c=bouc//b. 


(E) nenhuma das anteriores. 


FZ (Mack-SP) Se re s são duas retas paralelas a um plano 


a, então: 

(A)ri/s. 

(Bjs: 

(C) res se interceptam. 
(D) res são reversas. 


(E) nada se pode concluir. 
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8 (Mack-SP) Sejam r, s e t retas no espaço. Se ré perpen- 
dicular a te s é perpendicular a t, então: 


(A) re ssão paralelas. 

(B) re s são perpendiculares. 

(C) re s são reversas. 

(D) r, se tsão coplanares. 

(E) nenhuma das afirmativas acima é verdadeira. 


9" (PUC-R)) Se uma reta a é perpendicular a uma reta b e 
a reta b é paralela a uma reta c, podemos concluir que: 


(A)janNc=D. 
(B) al c. 
(Giai=ie: 
(D)rai/ie: 


(E) nenhuma das anteriores. 


HO (ITA-SP) Consideremos um plano a e uma reta r 


que encontra esse plano num ponto P, e que não é 
perpendicular a a. Assinale qual das afirmações é a 
verdadeira. 


(A) Existem infinitas retas de a perpendiculares a r pelo 
ponto P. 


(B) Existe uma e somente uma reta de a perpendicular 
a rpor P. 


(C) Não existe reta de o, perpendicular a r, por P. 


(D) Existem duas retas de a perpendiculares a r pas- 
sando por P. 


(E) Nenhuma das afirmações acima é verdadeira. 
EMT (Fuvest-SP) Assinale a afirmação correta. 
(A) Se dois planos forem perpendiculares, todo plano 


perpendicular a um deles será paralelo ao outro. 


(B) Se dois planos forem perpendiculares, toda reta 
paralela a um deles será perpendicular ao outro. 


(C) Duas retas paralelas a um plano são paralelas. 


(D) Se duas retas forem ortogonais reversas, toda reta 
ortogonal a uma delas será paralela à outra. 


(E) Se duas retas forem ortogonais, toda reta paralela 
a uma delas será ortogonal à outra. 


“w s 


[12º (PUC-RJ) Qual das proposições abaixo é FALSA? 


(A) Por um ponto A pode-se conduzir uma única reta 
perpendicular a um plano a. 


(B) Se dois planos são perpendiculares a uma reta, en- 
tão eles são paralelos. 


(C) Se dois planos são paralelos e uma reta é perpen- 
dicular a um deles, então ela é perpendicular ao 
outro. 


(D) Se duas retas são paralelas e um plano é perpen- 
dicular a uma delas, então ele é perpendicular à 
outra. 


(E) Uma reta e um plano são paralelos. Toda reta, per- 
pendicular à reta dada, é perpendicular ao plano. 


573" (PUC-RJ) Qual das propriedades abaixo é FALSA? 


(A) As intersecções de dois planos paralelos com um 
terceiro plano são retas paralelas. 


(B) Se dois planos são paralelos, toda reta contida em 
um deles é paralela ao outro plano. 


(C) Um plano B é paralelo a outro plano a por um 
ponto A É o. e único. 


(D) Dois planos distintos paralelos a um terceiro são 
paralelos entre si. 


(E) Se dois planos são paralelos, todo plano perpendi- 
cular a um deles é paralelo ao outro. 


[4 (Mack-SP) Considere a sequência das afirmações: 


|. A projeção ortogonal de uma reta sobre um plano 
é uma reta. 


Il. Se duas retas são reversas, qualquer plano que 
contém uma intercepta a outra. 


Il. Quando uma reta está contida em um plano, eles 
têm um ponto comum. 


Associando-se V ou F a cada afirmação, conforme seja 
verdadeira ou falsa, tem-se: 


(A) (F, E, V) 
(B) CF, F, F) 
(O) (VV, V) 
(D) (Y, F, F) 
(E) CF, V, V) 
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[15º (Mack-SP) Se um dos lados de um ângulo reto é para- 
lelo a um plano e o outro não é perpendicular a este 
plano, a projeção do ângulo sobre o plano: 


(A) é um ângulo reto. 

(B) é um ângulo agudo. 

(C) é um ângulo obtuso. 

(D) depende da posição do plano. 


(E) nenhuma das anteriores. 


HM6' Sejam a e b duas retas ortogonais, perpendiculares à 
reta rem Ae B, respectivamente. SejaM E aeN E b 
pontos distintos de A e B. O ângulo MBN: 

(A) é agudo. 

(B) não pode ser reto. 
(C) é reto. 

(D) depende de M e N. 


(E) nenhuma das anteriores. 


FIZ (ITA-SP) Quando a projeção de um ângulo 6 sobre um 
plano paralelo a um de seus lados é um ângulo reto, 
podemos afirmar que: 


(A) 90º < 0 < 180º. 


(B) 0< 90º. 
(C) 0 = 90º. 
(D) O = 2xRd. 


(E) nenhuma das respostas acima é válida. 


[18º (Mack-SP) O plano y intercepta dois planos paralelos 
oe B. O conjunto dos pontos equidistantes de «, B 
eyé: 

(A) unitário. 

(B) uma reta. 

(C) um plano. 

(D) a reunião de duas retas. 


(E) Não sei. 


[19 Três retas não coplanares concorrem todas em um 
mesmo ponto P. O lugar geométrico dos pontos equi- 
distantes das três é constituído por: 
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(A) um plano que contém P. 
(B) três planos que têm só o ponto P em comum. 


(C) um par de planos concorrentes em uma reta que 
contém P. 


(D) um par de retas concorrentes em P. 


(E) quatro retas concorrentes em P. 


mo Sejam A e B dois pontos distintos de um plano a, AA” 
e BB” dois segmentos de mesmo comprimento per- 
pendiculares ao plano. O lugar geométrico dos pontos 
P do plano a, tais que APA = BPB, é: 


(A) uma reta. 

(B) uma circunferência. 
(C) uma parábola. 

(D) uma elipse. 


(E) um ramo de hipérbole. 


: IZT ABC é um triângulo retângulo isósceles no qual 


AB =AC=a. Pelo vértice A levanta-se a perpendi- 
cular ao plano do triângulo e sobre essa perpendicular 
toma-se o segmento AP = q. Calcule PB e PC. 


[22' ABC é um triângulo isósceles no qual o ângulo A = 120º 


e AB = AC = 2a. Pelo vértice A levanta-se uma perpen- 
dicular ao plano do triângulo e une-se um ponto M 
dessa perpendicular aos vértices B e C. Calcule AM de 
modo que o ângulo BMC seja reto. 


23" Pelo centro O de um quadrado ABCD, cujo lado é a, 


levanta-se a perpendicular ao plano do quadrado e 
une-se um ponto M dessa perpendicular aos vértices 
do quadrado. Mostre que os quatro triângulos assim 
obtidos são iguais e calcule OM de modo que esses 
triângulos sejam equiláteros. 


: EZ4' São dados um plano a, uma reta r pertencente a a e 


um ponto A exterior a a. Sabendo que o ponto A dista 
5 cm de o. e 13 cm de r, calcule a distância de r à pro- 
jeção ortogonal de A sobre a. 


[25º A projeção ortogonal de um quadrado de 4 m de lado 


sobre um plano é um retângulo de 8 m? de área. 
Calcule o perímetro do retângulo e o valor do ângulo 
que o plano do quadrado forma com o de projeção. 
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[26 Três planos paralelos interceptam uma reta r nos ; 27! e B são dois planos paralelos e A é um ponto que 
pontos A, Be C, tais que AB = 6 cne BC=8 cm; dista 8 cm de « e 5 cm de B. Determine a distância dos 
os mesmos planos interceptam uma outra reta s nos planos a e 8, sabendo que são separados por A. 
pontos D, E e F. Sabendo que o segmento DF, com- 
preendido entre os planos extremos, mede 21 cm, 
calcule DE e EF. 


É [28] Duas retas não coplanares re s são separadas por um pla- 

no a que lhes é paralelo. A reta r dista 12 cm do plano «a 
e a reta s dista 30 cm do mesmo plano. Ache a distância 
das retas res. 
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DIEDROS E TRIEDROS 


Alexander Vlassyuk/Shutterstock 


Na Geometria Plana, as figuras formadas por retas concorrentes (ângulos) tinham especial 
importância. De maneira análoga, figuras formadas por planos (diedros e triedros) são elemen- 
tos básicos da Geometria Espacial - são estes os elementos que estudaremos neste capítulo. 


10 - DIEDROS E TRIEDROS 
10.1 - Diedros 


EF PõÕEEee 
DEFINIÇÃO Chama-se diedro a uma figura convexa, limitada por dois semiplanos 
Diedro. com a fronteira comum. 

Os planos limitantes a e 8 são as faces do diedro, e a reta comum MJ éa 
EE aresta do diedro. 


NOTA 

Uma figura é convexa A 

quando todo segmento de 

extremos em dois pontos A 

e B da figura tem todos os J 

seus pontos na figura. “ 
M 


O diedro é então a intersecção de dois semiplanos limitados por dois planos 
não paralelos a e 3. 


> 
LS) 
Usa-se a notação a r p. 
ERES PE 
DEFINIÇÃO À intersecção de um diedro com um plano y perpendicular à sua aresta é 
Aid retilíneo de um denominada ângulo plano ou retilíneo do diedro. 
tedro. 
| 
OBSERVAÇÃO 
A medida de um diedro é a 
medida de qualquer um de K 3 R 
SéLIS dios RN Esse ângulo é formado por duas semirretas que partem de qualquer ponto P da 


Dois diedros são congruentes aresta 7, perpendiculares a essa aresta. 
quando assim ocorrer em 
seus ângulos planos. Existem infinitos retilíneos de um diedro, congruentes por terem lados paralelos. 
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Retas perpendiculares às faces de um diedro por um ponto J do seu interior 
formam um ângulo suplementar do retilíneo do diedro. 


s 


Basta ver que no quadrilátero AMBJ os ângulos À e B são retos, logo 
p + 0 = 180º. 

A nomenclatura usada em diedros é análoga à usada em ângulos, fazendo a 
seguinte correspondência: 


vértice aresta 
lado face 
ângulo retilíneo do diedro 


As propriedades e definições são análogas. Temos então: 


DEFINIÇÃO 
Diedro reto, agudo ou 
obtuso. 


DEFINIÇÃO 
Diedros complementares 
ou suplementares. 
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DEFINIÇÃO Dois diedros são adjacentes quando assim ocorrer em seus retilíneos, 
Diedros adjacentes. num mesmo ponto da aresta. 


aryeBrysão adjacentes 
Y é face comum 


DEFINIÇÃO Bissetor de um diedro é o semiplano que divide o diedro em dois diedros 
Bissetor. congruentes. 


y é bissetor do diedro a r B 
0=60 


4 
MM 


ds 


404 


DIEDROS E TRIEDROS CAPÍTULO X 


Dois diedros adjacentes cujas faces não comuns são coplanares são suple- 
mentares (2 retos). 


aryeBrysão adjacentes em faces coplanares a e B 
9 + 9" = 180º 


Diedros consecutivos adjacentes em torno de uma aresta comum são re- 
plementares (4 retos). 


arB,Bryyra,... são consecutivos em torno da aresta r 
0+0' +07 +... = 360º 


10.2 - Planos perpendiculares 


Dois planos « e 8 são perpendiculares quando formam um diedro reto, isto DEFINIÇÃO 
é, formam diedros adjacentes congruentes. Planos perpendiculares. 


Qualquer plano y perpendicular à intersecção dos planos perpendiculares a e 
P intersecta-os segundo as retas r e s, perpendiculares. 
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Teorema 


Demonstração: 


id) | A condição é suficiente, isto é, se um plano « contém uma reta r perpendicular 
a um plano f, ele é perpendicular ao plano p. 


Seja H o pé da perpendicular r ao plano p. Por esse ponto tracemos uma reta s 
contida em & e perpendicular à intersecção de a e p. 


Como a reta r é perpendicular ao plano P, será perpendicular à reta s, pois s 
passa pelo pé H de r. Assim, o ângulo 6 de r com s será o retilíneo do diedro 
a t B, e sendo reto faz com que o plano a seja perpendicular a fp. 


ii) A condição é necessária. De fato, mostraremos que, se dois planos a e B são 
perpendiculares, com intersecção t, toda reta r contida em «a, que seja perpen- 
dicular a t, será perpendicular a fp. 


Pelo pé H da perpendicular r tracemos em B a reta s perpendicular a t. 


Como o plano a é perpendicular a f, o retilíneo do diedro a t B é reto, logo a 
reta r é perpendicular a s e a t. Com isso, a reta r é perpendicular ao plano f.. 
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Consequências: 


1) Porum ponto A passam infinitos planos perpendiculares a um plano dado «a. 


r 


2) Todo plano « perpendicular a uma reta r paralela a um plano p é perpen- 
dicular a esse plano . 


3) Todo plano a paralelo a uma reta r perpendicular a um plano p é perpen- 
dicular a esse plano p. 


4) Todo plano x perpendicular a dois planos a« e B é perpendicular à inter- 
secção r de a e 3. 
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DIEDROS E TRIEDROS 


NOTA 
A altura do triângulo 


13 


equilátero é z* onde ! é 


a medida do seu lado. 


“we 


Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


Na figura abaixo, A pertence ao plano Q e B pertence ao plano P, e o 
diedro que compreende AB mede 120º. Sendo AC =3 cm, BD =5cmas 
distâncias de A e B à aresta do diedro e sendo ainda CD = 24 cm, calcule 
AB. 


Solução: 

MB =CD=24cm 

No ACMA:MA?=32+52-2.3.5-cosl20º=34+ 15 =49 
MA =7 cm 

AB2=242+72=625 => AB=25 cm 


Na figura abaixo, ABC e DBC são equiláteros de 4 m de lado e pertencem 
respectivamente aos planos P e Q. Calcule o ângulo entre P e Q sendo 


AD =6m. 


Solução: 
Altura do AABC: so = 23 em 


2) Za, 
No AADH: 6? = (243) +(24/3) =D PS DS coso = 
> 36=12+12-24cos0 => 24 cos0=-12= 


=> cos0=—— = (9) = 110º 
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3) Na figura abaixo, os triângulos ABC e A BC são equilátero e retângulo 
respectivamente. A distância de A ao plano de A BC é 8/2 dm. Quais são 
as áreas dos dois triângulos, sabendo que A, é projeção ortogonal de A? 


Solução: 
BH=HC=x 


Altura do AABC: esa = xJ3 
Altura do AA BC: x 


No AAA |H: (8/2) E dd (x/3) 


2x? = 128 
x=64 > x=8 dm 
Sc = En =x) =64 dm? 


Sac = Rana 243 = 6443 dm? 


4) Os triângulos ABC e BCD equiláteros da figura pertencem respectiva- 
mente aos planos P e Q e têm lado 4 cm. Sendo 3 cm a distância de D a P, 
calcule o ângulo entre os planos. 


Solução: 
Altura do ABCD: 3 = NE ci 
2, 


sn 


No ADEH: Caui= = (= (60º 


243 
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5) 


Na figura, AB mede 12 cm e faz 30º com o plano P. Considere um feixe 
de retas passando por B e contido em P. Nessas condições, responda aos 
seguintes itens: 


a) 


b) 
e) 
d) 


e) 


Seja C a projeção de A sobre as retas do feixe. Qual é o lugar geométri- 
co de C? 


Qual o maior e qual o menor comprimento que AC pode assumir? 
Se AC = BC, quanto mede AC? 
Quando AC fizer 60º com P, qual o comprimento de AC? 


Quanto mede AC para ABC = 60º? 


Solução: 


Seja J projeção ortogonal de A dobre o plano P. 


a) 


b) 


e) 


d) 


e) 


BCA reto > BCJ reto > C € círculo de diâmetro BJ 


Maior: AC = AB = 12 cm. Menor: AC = AB sen30º= 12. - =6cm 


ABC retângulo isósceles: AC = BC = AB - sen 45º = o 2642 em 
AJ = AC sen60º > 6=AC.- 3 So NO = enfia 
Z 


AC = AB sen60º > AC= 12. É. 65 om 
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6) O triângulo ABC do plano P da figura é equilátero. JA é perpendicular a 
Pe mede 6/3 cm.Se JC = JB Gs; cm, qual o ângulo de JBC com P 
e qual a distância de A a JBC? 


] 


Solução: 
No AJAC: (6/3) + a? = (6/15) => a? = 432 a = 1243 cm 


Altura do AABC: AM = 1243. 3 =18 cm 


2, 
JA 643 3 
o = = = =: = É 
No AJAM:tg0== 8 =3 20=30 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ES De um ponto H traçam-se HR Lae HS 1 P, sendo a 
e B as faces do diedro arB. Quanto mede o diedro se as 
perpendiculares HR e HS formam um ângulo de 54º? 


[2º Na figura abaixo, tem-se que a projeção ortogonal de 
AB sobre o plano B é BC, tal que a medida de AB é 
igual a duas vezes a medida de BC. Se PQ é perpen- 
dicular ao plano que contém ABC, qual é a medida do 


ângulo ABC? 


P 


E3 Um ponto contido numa face de um diedro de 30º dis- 
ta 7 m da outra face desse diedro. Determine o quanto 
esse ponto dista da aresta do diedro. 
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: PAM Os planos bissetores de dois diedros de mesma aresta 


são perpendiculares. Sobre esses diedros pode-se afir- 
mar que: 


(A) são complementares. 

(B) são suplementares. 

(C) a soma dos diedros é < 180º. 
(D) a soma dos diedros é > 180º. 


(E) Nenhuma das afirmações anteriores é correta. 


: [SD Assinale a afirmação falsa. 


(A) As secções normais de um diedro são iguais. 
(B) Um diedro reto tem as faces perpendiculares entre si. 
(C) Dois diedros opostos pela aresta são iguais. 


(D) Os planos bissetores de dois diedros adjacentes e 
suplementares são perpendiculares. 


(E) Uma das afirmações acima é errada. 
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10.3 - Projeções sobre um plano 


EEE 
Projeção ortogonal de um ponto P sobre um plano a é o pé H da perpen- DEFINIÇÃO 


dicular ao plano a que passa pelo ponto P. Hojeção ortegenal 
O plano « é o plano de projeção e a reta PH é a reta projetante do ponto 
P no plano a. 


ES 


Projeção ortogonal de uma reta r num plano a é o conjunto das projeções or- 
togonais de todos os pontos da reta sobre o plano. 


Essa projeção é obtida projetando-se dois pontos A e B de r sobre o plano ou 
pela intersecção do plano « com o plano B que contém r e é perpendicular a a. 


Propriedades 
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2) Quando um segmento OB é perpendicular ao plano «, sua projeção se 
reduz a um ponto que é a intersecção da reta suporte de OB com o plano 
a de projeção. 


3) As projeções de duas retas paralelas r e s sobre um plano a são retas r' es! 
paralelas ou coincidentes. 


4) Se OB e OA formarem um ângulo reto tendo um lado OA paralelo 
ao plano de projeção «, suas projeções farão também um ângulo reto 
B'OAA.. 
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Ângulo de uma reta r com um plano « é o ângulo 6, agudo, que a reta DEFINIÇÃO 


forma com sua projeção ortogonal r' sobre o plano. rj EE e am 
plano. 


[EE] 
Reta de maior declive de um plano em relação a um plano a é a reta DEFINIÇÃO 
do plano p que faz o maior ângulo com o plano a. Refarele mater eclrie: 


A reta de maior declive é a reta do plano B que é perpendicular à intersecção 
dos planos a e p. 


O ângulo 6 é maior que qualquer ângulo o de uma oblíqua com o plano a. 


Ê a dao Ê OBSERVAÇÃO 
A reta de maior declive é um dos lados do retilíneo do diedro formado pelos nos parlelosndo tá 
planos a e f. reta de maior declive. 


Observações: 


1) Planos não paralelos têm infinitas retas de maior declive. 
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2) Uma reta paralela a um plano não pode ser de maior declive de um plano 
em relação ao plano paralelo à reta. 
Di | 


Es 


DX) 


E 


3) O ângulo de uma reta com um plano é o complemento do ângulo da reta 


com uma normal ao plano. 
o 


a 


Toda reta r perpendicular a uma face « de um diedro forma com a outra face 
8 um ângulo complementar do retilíneo p do diedro asp. 


O ângulo 6 de uma reta com um plano P é o complementar do ângulo p que 
um plano « normal à reta forma com o plano $. 


10.4 - Ângulo de dois planos 


DEFINIÇÃO O ângulo de dois planos é o ângulo agudo formado pelos retilíneos dos 
Ângulo de dois planos. diedros que eles formam. 


É o menor ângulo formado por duas retas r e s perpendiculares à intersec- 
ção desses dois planos. 
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Na figura, JA e JB são, respectivamente, perpendiculares aos planos B e a, si- 
tuadas sobre o plano y perpendicular à intersecção de a e B, determinam o ângulo 
agudo 6 dos planos a e p. 


Teorema 


Demonstração: 
1º caso: A figura é um triângulo ABC com um lado BC paralelo à intersecção 
dos planos a e fp. 


Seja A' a projeção de A sobre o plano a e AH a altura relativa ao lado BC. A'H é 
a projeção dessa altura no plano a. 


Temos: 
Sc Be, Mas A'H = AH - cos 6, então: 
us E a Cos É mas o = Sagcy então: 
Sypc = Sapc COS O 
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NOTA 

Tem-se um ângulo reto 
se projetando segundo 
um ângulo reto; logo, 
dois lados do quadrado 
são paralelos ao plano do 
retângulo. 


. s 


dos planos a e p. 


2º caso: À figura é um triângulo em que nenhum lado é paralelo à intersecção 


Temos: 

Sybor= Sam” Som 

Si E 9 COS 0 = 5a 0050 
Sano [Sumo = Seal cos 6 
SBc = Sapc COS 6 


3º caso: À figura é um polígono ABCDEF... 
Decompondo o polígono por meio de diagonais AC, AD, AE, AF, ..., temos: 


Suor. = Syro Ea SucD + Sup +. 

Dune. E Page 005 0 + Sa COS 04 SD, COS 0 ds 

Syrcp.. = [Sape Ei SacD e Sape + «+) cos 8 

Surcp. = Sancp.. COS 8 ou simplesmente S” =S cos 6 em que S' é a área da proje- 


ção de S sobre o plano a e S é a área do polígono ABCD... 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Na figura ao lado, o retângulo A BC D é a projeção 
do quadrado ABCD. Se a área do quadrado é 8 m? 
e a do retângulo 4/3 m?, calcule o ângulo dos 
planos dos quadriláteros e os lados do retângulo. 


Solução: 
S,=S cos0 


4/3-8c0s0 => cos6 - 18 
6) = 30º 
P=8>4=2N2 


gh = 443 > 242h= 443 > h= 6 m 
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2) Na figura ao lado, ABCD é um quadrado J 
de lado igual a 42 cm. Qual o cosseno 
dos ângulos dos planos JBD e JBC respecti- 
vamente com o plano do quadrado, saben- 
do que JA = 43 cm e é perpendicular ao 
plano do quadrado. 


Solução: 


BD? = (4,2) +(42) =64 => BD=8 


NO 
5] 
JO? = (43) 44º =64> J0=8 
41 
cos (JO, Ss 
JB? = (4/3) + (4J2) = 80 > JB = 495 
a2 10 
BABj= Sc = 0 
cos (J ) ME DS 


3) O quadrado ABCD projeta-se segundo o lo- 
sango A BC D no plano x. O ângulo dos pla- 
nos dos quadriláteros é 60º e a distância do 
centro do quadrado ao plano 7 é 3 m. Calcule 
a área do losângo. 


Solução: 


NOTA 

Como os triângulos DAA, 
e DCC, são retângulos e 
congruentes tem-se 

AA, = CC, e, portanto, 


o) 3 
e O, : E ACI/AC.. 


J3 


DB 
cos 60 = => DB = 4/3 =AC=A, 


“dd, 243: 43 


2, 2, 


12m? 


S, 
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10.5 - Bissetores 


DEFINIÇÃO Bissetor de um diedro é o semiplano cujo bordo é a aresta do diedro 
pissenoir ces unidieano e que forma ângulos congruentes com as faces do diedro. É o semiplano que 
divide o diedro em dois diedros congruentes. 


Propriedades 


1) Bissetores de diedros adjacentes cujas faces não comuns são coplanares 
são perpendiculares. 


2) O bissetor de um diedro é o lugar geométrico das bissetrizes dos ângulos 
retilíneos do diedro. O bissetor de um diedro fica então determinado pela 
aresta do diedro e a bissetriz de qualquer de seus retilíneos. 
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3) O bissetor de um diedro é o lugar geométrico dos pontos equidistantes das 
faces do diedro. 


4) Quando os planos são paralelos, não há bissetores e o lugar geométrico 
dos pontos equidistantes de dois planos será um plano paralelo aos mes- 
mos e deles equidistante. 


DD 


5) Toda reta contida no bissetor de um diedro é paralela às faces do diedro 
ou forma ângulos iguais com as faces. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 se um diedro mede 100º, quanto mede o ângulo que 
uma reta perpendicular a uma face do diedro forma 
com o plano bissetor dele? 


[2 Uma reta, perpendicular a uma das faces de um die- 
dro, forma com o plano bissetor do mesmo um ângulo 
de 42º. Quanto mede o ângulo do diedro? 


E3" Ache a medida sexagesimal do diedro formado pe- 
los planos bissetores de dois diedros consecutivos 
que têm por medidas 60º e 80 gr, respectivamente. 
(Nota: 100 gr corresponde a 90º.) 


P4 Uma reta, perpendicular ao plano bissetor de um die- 
dro, forma com uma das faces um ângulo de 52º37*. 
Calcule o retilíneo do diedro. 


[5 Pelo vértice O de um ângulo AÔB = 45º levanta-se a 
perpendicular OM ao plano AOB. Ache as medidas 
dos diedros que têm por arestas OM, OA e OB. 


H6' Pelo centro O de um quadrado ABCD, cujo lado é a, 
levanta-se a perpendicular ao plano do quadrado e so- 
bre ela toma-se o segmento OS = 4 Calcule as medi- 


2 
das dos diedros SABO e ASBC. 


BZ Os pontos J e | são os pontos médios das arestas do 
cubo sugerido na figura. 


AEOY 
“ 

Dai 
A 


.w s 


a) Calcule, em função da medida a da aresta do 
cubo, a distância de | a ). 


b) Determine a medida 6 do ângulo IKJ. 


E8" ABC é um triângulo equilátero cujo lado mede 12 cm 


e O é um ponto exterior ao plano do triângulo, tal que 
OA = OB = OC = 15 cm. Calcule a distância do ponto 
O ao plano do triângulo. 


F9 AB =15 cm, AC = 13 cm, BC = 4 cm são os lados de 


um triângulo ABC e O é um ponto exterior ao plano 
ABC. Sabendo que as distâncias do ponto O aos vérti- 
ces do triângulo ABC são iguais ao diâmetro do círculo 
circunscrito a esse triângulo, calcule a distância de O 
ao plano ABC. 


É [OS ABC é um triângulo retângulo cuja hipotenusa BC = a, 


e O é um ponto exterior ao plano ABC, tal que as retas 
OA, OB e OC formam ângulos de 60º com esse plano. 
Calcule a distância do ponto O ao plano ABC. 


: MT OAB é um triângulo retângulo isósceles no qual 


OA = OB =. Pelo vértice O levanta-se a perpendicular 


ao plano do triângulo e sobre ela toma-se o segmento 


OM = as2 . Une-se o ponto M aos vértices A e Be ao 
ponto médio D da hipotenusa AB. Mostre que o ângu- 
lo MDO é o retilíneo do diedro de aresta AB e ache a 
medida desse diedro. 


: MZ OAB é um triângulo retângulo isósceles no qual 


OA = OB =. Pelo vértice O levanta-se a perpendicular 
aos vértices A e Be ao ponto médio D da hipotenusa 
AB. Mostre que o ângulo MDO é o retilíneo do diedro 
de aresta AB e calcule OM de modo que esse diedro 
tenha por medida 30º. 
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Ângulo poliédrico ou ângulo sólido é a figura formada por ângulos DEFINIÇÃO 
Ângulo poliédrico ou 


planos de mesmo vértice, que têm dois a dois uma aresta comum. caldo 


Quando uma reta passando num ponto fixo S se desloca apoiando-se num 
polígono ABC..., ela descreve um ângulo poliédrico. 

O ponto S é o vértice do poliedro, as retas SA, 8B, 8C, ... são suas arestas e os 
ângulos ASB, BSC, ... São as faces do poliedro ou seus ângulos faces. 


Num ângulo poliédrico, os ângulos faces que têm aresta comum formam 
os ângulos diedros do ângulo sólido. Pares de arestas consecutivas formam um 
ângulo face e pares de faces consecutivas formam um ângulo diedro do ângulo 
poliédrico. 
EEE 


Um ângulo poliédrico é convexo quando fica integralmente num dos DEFINIÇÃO 


: : Ângulo poliédrico convexo. 
semiespaços determinados por cada uma de suas faces. gue R 
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Num ângulo poliédrico convexo: 


1) Um plano «a que corta todas as arestas forma uma secção que é um polígono 
convexo. 


2) Toda reta r (não contida numa de suas faces) que o intersecta determina nele 
apenas dois pontos de intersecção. 


3) Os planos das faces não têm pontos no interior do ângulo sólido. 


Num ângulo poliédrico não convexo (ou côncavo): 


EDS 
SS 
E 


pa 


) | Existe alguma face cujo plano tem pontos no interior do ângulo sólido (SDC 
na figura). 


2) Existem retas que o intersectam em mais de dois pontos. 


3) O plano a que corta todas as arestas determina uma secção que é um polígono 
côncavo (com reentrâncias). 


DEFINIÇÃO 
Ângulos opostos pelo 
vértice. 


OBSERVAÇÃO 
As faces são ângulos planos 
opostos pelo vértice. 
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10.7 — Triedros 


Na figura, VA, VB e VC são as arestas, a, b e c são as faces opostas às arestas 
VA, VB e VC, respectivamente, e À, 8 e € são os diedros de arestas VA, VB e VC, 
respectivamente. 


Dois triedros igualmente dispostos são congruentes quando: 


i) têm uma face congruente adjacente a dois diedros respectivamente con- 
gruentes OU; 


ii) têm um diedro congruente formado por duas faces respectivamente con- 
gruentes OU; 


iii) têm as três faces respectivamente congruentes OU; 
iv) têm os três diedros respectivamente congruentes. 


Todo plano que intersecta as três arestas do triedro define uma secção triangu- 
lar, logo todo triedro é convexo. 

Triedros podem ser retângulos, birretângulos ou trirretângulos quando têm 
uma face retangular, duas ou três faces retangulares respectivamente. 


1 ângulo reto 2 ângulos retos 3 ângulos retos 


Triedros isósceles são os triedros que têm duas faces congruentes. 
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DEFINIÇÃO 
Triedros. 


NOTA 

Exceto pela última, são 
condições análogas às da 
congruência de triângulos. 


NOTA 

Todo triedro isósceles 
tem também dois diedros 
congruentes. 
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Teorema 


Demonstração: 
Temos que VA é perpendicular a VB e também a VC, então VA é ortogonal a 
BC. Por outro lado, VH é perpendicular ao plano «, logo VH é ortogonal a BC. 


Como BC é ortogonal a VA e também a VH, BC é perpendicular ao plano B 
que contém VA e VH, logo BC é perpendicular a AH. Então, AH é altura do vértice 
A no triângulo ABC. Analogamente, o ponto H pertencerá também às alturas dos 
vértices B e também C, sendo, portanto, ortocentro do triângulo ABC. 


Exercícios resolvidos: 


1) Dado um triedro trirretângulo, pergunta-se a que distância do vértice, 
sobre as arestas, deve passar uma secção para que os lados do triângulo 


obtido tenham 13 m, 2/10 m e 345 m. 


Solução: 


Temos o sistema: 


2 
2 on 
ad = (13) 2+y=13 (1) 


Pe2 (3/5) > ju+7=45 (2) 
v2+22=40 (3) 


Pe 
a 
N 
| 
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2) 


3) 


Somando membro a membro: 
2x2+2y2+272=98 > x2+y2+272=49 (4) 


Subtraindo as equações: 

(9)-(1)=>272=36=>27=6 
(4)-() > y/=4> y=2 
(DB) => 3*=9 => =8 


Corta-se um triedro trirretângulo por um plano de tal modo que a secção 
obtida seja um triângulo equilátero de lado igual a 6 m. Ache as distâncias 
do vértice aos pontos de intersecção do plano secante com as arestas e ao 
plano da secção. 


Solução: 


Ea 


Ha 
m 


> 


AOBC é retângulo isósceles > sen 45º = Ema se = Dn 


6 
ee us AB 
AOAB é retângulo isósceles => n = Rs 3m 
No ACQB; sen 60º = + = (do 806 
AOCQ é retângulo => OP. CO =0C.0Q > OP. 33 =3/2-3> 


= OP= J6m 


Na figura abaixo, o triedro Ox, Oy e Oz é trirretângulo e ABC é isósceles 
de base BC. Sabe-se que ABC faz 60º com xOy e dista 3 m de O. Calcule 
a área de ABC, bem como OA, OBe OC. 


Solução: 
ZA 
> 
Ras 
NomoM ONE aca 
sen60º 3 
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OM 
No AOAM: OA=———— =2/3 m 


tg 60º 
No AOBC, retângulo isósceles: sen 45º = — > OB=0C=2/2 me 
OB? 
Soc = Ea 4 m? 
Enfim, Sopc = Sapç C0360º => S,po = 2Sopç = 8 Mº 


10.8 - Teorema de Monge-Hachette 


Teorema 


Demonstração: 

No triângulo retângulo AVJ, VH é a altura relativa à hipotenusa AJ, logo: 
VH-AJ=VA-VJ, ouseja, d. AJ=a- VJ. Elevando ao quadrado: 

de. AJ2=a?. VJ2. Mas AJ? = a? + VJ?, logo: 

a de 
Il 

PER? (1) 

Por outro lado, VJ é altura relativa à hipotenusa no triângulo retângulo 
BVC, logo: VJ . BC= VB. VC, ou seja, VJ - BC = bc. Elevando ao quadrado vem: 


(2 +VP)=a2. VP > VP = 


2 az 
E (2), pois BC? = b? + c?. Igualando (1) e (2) vem: 
b? +c? P 8 


212 Ds) 
ad b*c 
5 —s ora S PPA + ac? = qºb'c - bed? 
a“ —-d bº+c 


ou ainda: a?b2c? = (a2b? + a2c? + bc?) d?. Dividindo por a?b2c?, vem: 


a | 
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Corolário: 


A soma dos quadrados dos cossenos dos diedros formados pelas faces re- 
tangulares com o plano secante é igual a 1. 


Demonstração: 

O ângulo HVA é congruente ao ângulo diedro HjVv, pois JV é perpendicular 
a VA e VH é perpendicular a AJ. 

No triângulo retângulo HVA de hipotenusa a = VA, o cateto adjacente ao ângu- 


lo À é HV = d, logo: cosÃ = H. Analogamente, cos B= & econo= 4 . 
a c 
1 1 1/1 O 
Como E aê + p? + pl multiplicando por d?, vem: 1 = o o o logo: 


cos? À + cos?B + cos?€ = 1 
Teorema de Monge-Hachette 


O quadrado da área de uma figura plana situada num plano oblíquo em 
relação às três arestas de um triedro trirretângulo é igual à soma dos quadra- 
dos das áreas das projeções ortogonais da figura sobre as faces do triedro. 
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Demonstração: 
Sejam S', S” e S”” as projeções de S sobre as faces do triedro e 0”, 0” e 0”' os die- 
dros respectivos das faces com o plano da figura. 


PEE————— e] 
GTA Temos: 

ro , 2 — Q2 20! 
Reveja o teorema da área e S cos6 e $ a S*cos?6 E 
da projeção na seção 10.3. S” =S cos6” > 8”? = Sicos?6 


S” =S cosg” => S”2 = S?cos? 9” 

Somando membro a membro, vem: 

S2+ 8724 S”2=S? (cos20' + cos?0” + cos?20”) 

Como cos?0' + cos?0"” + cos20"” = 1, concluímos que: 
PaS0a Goa Se 


Exercícios resolvidos: 


1) Mostre que as perpendiculares às faces de um triedro VABC por um ponto 
V' do interior deste triedro determinam um novo triedro V'A'B'C” cujas 
DO faces são as suplementares dos diedros correspondentes do triedro VABC. 
NOTA 
Neste caso, diz-se que 
o triedro V'A'B'C' e 
suplementar do triedro 
VABC. 


Solução: 
Basta ver que o quadrilátero V'SMR, tendo dois ângulos retos Se R, nos 
leva à conclusão de que a soma do ângulo do diedro A com o ângulo 
da face, será 180º. Analogamente, para os quadriláteros V'RJQ e V'QTS; 
temos: 
A+a'= 180º;B+b'= 180º; É +c' = 180º 

2) Mostre que em todo triedro, qualquer ângulo de face é menor que a soma 
dos outros dois e maior que sua diferença. 
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Solução: 


Seja o triedro VABC, e suponhamos que o maior ângulo face seja CVB. 
Marquemos sobre essa face a reta VA' tal que o ângulo CVA seja con- 
gruente com CVA e VA! = VA. 


Construamos um plano qualquer que contenha os pontos A e A' e in- 
tersectemos a aresta VC no ponto C. Os triângulos ACV e A'CV são con- 
gruentes, pois tem um ângulo comum b compreendido entre os lados VC 
(que é comum aos dois triângulos) e VA = VA”. Então: CA = CA. 


No triângulo ABC, temos que: 
CB < CAS AB =- CB=CA<AB=- CB- CA<AB=" AB<AB 


Por outro lado, os triângulos A'VB e AVB têm AV = A'V e um lado comum 
BV. Como A'B < AB, temos: 


AVB<AVB>a-b<c>a<b+c 
Suponhamos agora que c seja o menor ângulo face do triedro. Temos: 
a<b+c=>c>a-b 


O menor ângulo face é maior que a diferença dos outros dois e o maior 
ângulo face é menor que a soma dos outros dois. 


3) Mostre que, em todo triedro, a soma das faces é menor que 360º. 


Solução: 

Nos triângulos: 

VBC:a+5+y=180º(1) 
VBA:c+e+0=180º(2) 

VAC: b+a + B = 180º (3) 

Somando as igualdades (1), (2) e (3), temos: 
(a+b+oJ)+(a+B+ry+d+e+6)=540º 
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CAPÍTULO X DIEDROS E TRIEDROS 


NOTA 
Ver exercício anterior. 


OBSERVAÇÃO 

Esta propriedade é válida 

para qualquer ângulo 

poliédrico convexo. A soma 4) 
de suas faces é menor que 

4 retos. 


NOTA 

Como a'<b'+c, por 
serem faces de um triedro, 
e levando em conta que 
a'=180º-À, b'=180º-Be 
c'=180º-Ê, vem: 

180º -Â< 180º - B+ 

+ 180º - E = 

=> ÀÂ+180º>B+2. 

Em todo triedro, a soma 
de dois de seus diedros, 
é menor que o terceiro 
aumentado de 180º. 


“we 


Por outro lado, nos triedros: 


ABCV: À <a + 6 (4) A=BÃC 
CABV: C<B+Yy(5) onde: (C=BCA 
BACV: B<z+9(6) B=ABC 


Somando as desigualdades (4), (5) e (6), temos: 
(A+B+C)<a+B+y+8+2+0 


Como À+B+C =180"ea+B+y+8+€2+0=540º-(a+b+c), vem: 
180 540º -(a+b+c) > a+b+c< 360º. 


Mostre que, em todo triedro, a soma dos diedros está compreendida 
entre 180º e 540º. 


Solução: 


Tomemos por um ponto V, no interior do triedro VABC, o seu suplemen- 
tar V/A'B'C”. Temos: 


Ã+a'=180º;8+b'= 180º; O + c' = 180º; 
porque são ângulos opostos num quadrilátero plano que têm dois ân- 
gulos retos. 
Somando membro a membro as igualdades acima, vem: 
AB CG Dr SdO = Gabe =sSA GAS BACO) 
Como q”, b' e c' são faces de um triedro: 
O<a'+b'+c'<360º=>0<540º-(A+B+O)< 360º 
Multiplicando esta última desigualdade por (-1), vem: 

0>(Ã+8+€)- 540º >- 360º 

Somando 540º a todos os membros dessa desigualdade: 


SEP ss A as Ba O)s TR 
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CAPÍTULO X 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET A soma dos diedros de um triedro é: 
(A) igual a dois diedros retos. 
(B) menor do que dois diedros retos. 
(C) menor do que quatro diedros retos. 
(D) maior do que dois diedros retos. 


(E) Nenhuma das afirmações acima é verdadeira. 


FZ Asomas dos diedros de um triedro satisfaz à relação: 
(A) S > 540º 
(B) S<90º 
(C) 180º < S < 360º 
(D) 180º <S< 540º 


(E) Nenhuma das anteriores. 


EB As faces a e b de um triedro VABC medem, respecti- 
vamente, 110º e 80º. Determine entre que limites fica 
compreendida a medida da face c, sabendo que é a 
maior. 


P4 ABCD é um quadrado cujo lado é a. Pelo vértice A, 
levanta-se a perpendicular ao plano do quadrado e, 
sobre essa perpendicular, toma-se o segmento AS = a. 
Calcule: 


a) as distâncias do ponto S aos vértices B, Ce D do 
quadrado; 


b) as distâncias do ponto S aos planos SBC, SCD e SBD; 


c) a distância do ponto S à reta SC. 


ES A,B,Csão pontos das arestas de um triedro trirretân- 
gulo de vértice S, tais que SA = SB = SC = a. Mostre 
que o triângulo ABC é equilátero e calcule a distância 
do vértice S ao plano desse triângulo. 


W6 Num triedro VABC, o diedro A é reto e as faces be c ; 
: [15] Pelo centro O de um quadrado ABCD, cujo lado mede 


são ângulos de 45º. Calcule a face a. 


[7 Calcule o diedro A de um triedro VABC, sabendo que 
a face a = 90º e que os diedros B e € são iguais e têm 
por medida, cada um, 135º. 
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: EB A seção feita num triedro trirretângulo de vérti- 


ce V por um plano que intercepta todas as arestas 
é um triângulo ABC cujos lados são: AB = 125 m, 
AC = 267 m, BC = 244 m. Calcule VA, VBe VC. 


* E9N Dois triedros S e S' são suplementares. As faces de S 


são respectivamente iguais aos diedros de S”; além dis- 


E) ; 
so, a menor das faces de S vale E da maior. Ache as 


medidas dos diedros do triedro S”. 


é [MON Determine as medidas das três faces de um triedro, 


Es E Rol a , 2 
sabendo que são iguais entre si e iguais aos a dos 


diedros do triedro suplementar. 


[17 Num triedro VABC, a face a = 135º e as faces be csão 


iguais. Determine entre que limites fica compreendida 
a medida dos diedros iguais do triedro suplementar. 


é [IZN ABC é um triângulo retângulo no qual a hipotenusa 


BC=15 cmeo cateto AB = 12 cm. Pelo vértice B, levanta- 
-se a perpendicular, ao plano do triângulo e, sobre esta 
perpendicular, toma-se o segmento BC = 16 cm. Calcule 
a área do triângulo OAC. 


[13º ABC é um triângulo isósceles cuja base AB = 24 cm e 


E , 4 2 
no qual a razão da altura para o lado é = Pelos vér- 


tices A e B, traçam-se perpendiculares ao plano ABC 
e, sobre elas, tomam-se, num mesmo semiespaço dos 
determinados por esse plano, os pontos M e N, tais 
que AM = BN = 15 cm. Determine a razão entre as 
áreas dos triângulos MNC e ABC. 


: MM A distância de duas retas reversas re s é de 10 cm. 


A reta r dista 15 cm de um plano P que é paralelo a 
res. Ache a distância da reta s ao plano P, sabendo 
que está mais afastada de P do que de r. 


10 cm, levanta-se a perpendicular ao plano do qua- 
drado e, sobre essa perpendicular, toma-se o seg- 
mento OS = 12 cm. Calcule a distância do ponto O 
ao plano SAB. 
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CAPÍTULO X 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[16 Num tetraedro regular VXYZ de aresta 12 cm, M, N, P 
e Q são os pontos médios das arestas VX, VY, YZ e XZ, 


respectivamente. 


A área do quadrilátero MNPQ é: 


“rs 


V 
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(A) 72 cm? 
(B) 36 cm? 
(O) 1243 cm? 
(D) 122 cm? 


(E) igual à área de uma face do tetraedro. 


CAPÍTULO X 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET Considere os planos a e B, não perpendiculares, e o 
ponto P, não pertencente a a nem a B, conforme a 
figura abaixo. 


Pode-se afirmar que: 

(A) toda reta que passa por P e é paralela a «a também 
é paralela a P. 

(B) toda reta que passa por P e intercepta a também 
intercepta p. 

(C) se um plano contém P e intercepta a, então ele 
intercepta p. 

(D) existe um plano que contém P e é perpendicular a 
aqeap. 


(E) existe um plano que passa por P e é paralelo a a 
ea. 


[2 Numa pirâmide VABCDEF regular hexagonal, uma 
aresta lateral é o dobro de uma aresta da base (veja 
figura). O ângulo AVD, formado por duas arestas late- 
rais opostas, mede: 


V 


(A) 30º 
(B) 45º 
(C) 60º 
(D) 75º 
(E) 90º 


[3º (Fuvest-SP) Sejam x” e n” as faces de um ângulo die- 
dro de 45º e P um ponto interior a esse diedro. Sejam 
P“eP” as projeções ortogonais de P sobre m' en” res- 
pectivamente. Então a medida, em graus, do ângulo 
P'PP” é: 
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(A) 30 (C) 60 (E) 135 
(B) 45 (D) 90 


P4" O triângulo ABC, retângulo em A, está contido em a, 


e DB é perpendicular a a. Os pontos | e ] são médios 
de CD e AB. Calcule a medida |), sendo AC = 12 cm e 
BD = 16 cm. 


é 5 Um dado com forma de cubo tem suas faces numera- 


das arbitrariamente de 1 a 6. 
A figura abaixo representa o mesmo dado em duas 
posições diferentes. 


PET 


Qual a face oposta à face 1? 


(A) 2 (D) 5 
(B) 3 (E) 6 
(C) 4 


: [6 Num cubo de aresta 10 cm, ligam-se os pontos mé- 


dios A e B dos segmentos MN e PQ, respectivamente, 
como se mostra na figura. O comprimento do seg- 
mento AB é: 
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(A) 5/5 em (D) 5/7 cm 
(B) 1043 cm (E) 7/5 cm 
(C) 1042 em 


EZ Dado um cubo de aresta a, o ângulo sob o qual um 
observador situado no centro do cubo vê a diagonal 
de uma das faces é: 


(A) um ângulo cujo seno é 242. 
(B) um ângulo cujo seno é av2 : 
3 


(C) um ângulo cujo seno é 


Ww|— 


(D) um ângulo cuja secante é sa 


(E) um ângulo cujo seno é TER 
3 


E8 A figura abaixo é um tetraedro regular de aresta a. 
Isto é, todas as faces são triângulos equiláteros, sendo 
o ponto M médio da aresta AB e N o ponto médio da 
aresta CD. Calcule: 


a) a medida de MN; 


b) o seno do ângulo NMD, 


“w s 


: 9" Seja VABC um tetraedro regular. O cosseno do ângulo 


que a aresta VA faz com um plano ABC é: 


V 
A G 
B 
QD E Bo o E 


é MO! Calcule a aresta do tetraedro que se obtém unindo-se 


os baricentros das faces do tetraedro regular ABCD de 
3 cm de aresta. 


(e 


[MM Operários rolam um cubo de granito de 1 m de aresta 


até ele dar uma volta completa. 
A distância, em metros, percorrida por um vértice é de: 


Cope (D) N2m 
2 
(8) (2 +Dn (E) 27 


2 


o = 


[12º Pelo centro O de um triângulo equilátero ABC, cujo 


lado é a, levanta-se a perpendicular ao plano do triân- 
gulo e une-se um ponto S dessa perpendicular aos vér- 
tices A, Be C. Mostre que as faces do triedro de vértice 
S são iguais e calcule OS de modo que esse triedro seja 
trirretângulo. 


[13º ABC e DBC são dois triângulos equiláteros que têm 


um lado comum, BC, e cujos planos formam um die- 
dro de 60º. Sabendo que o lado desses triângulos é 
a, calcule o segmento AD e a distância do ponto D 
ao plano ABC. 
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CAPÍTULO XI 


POLIEDROS 


Se um sólido tem faces planas, ele pode ser bem modelado por um poliedro (e, se ele não 
tem faces planas, ainda assim ele pode ser bem aproximado por poliedros, como na quase 
totalidade das imagens geradas por Computação Gráfica). Assim, os poliedros são utilizados 
para representar objetos que variam de microscópicos compostos químicos até edifícios e cons- 
truções. A imagem representa uma nebulosa planetária e moléculas de carbono C,, chamadas 
buckminsterfulerenos ou futebolenos pelo formato poliédrico semelhante ao de uma bola de futebol. 
Os astrônomos encontraram essas moléculas que são agora as maiores existentes no espaço. 
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11 —- POLIEDROS 
11.1 — Introdução 


DEFINIÇÃO 
Poliedro. 


Os polígonos são chamados faces de poliedro. Os lados desses polígonos são as 
arestas do poliedro, e seus vértices são os vértices do poliedro. 


Exemplo: 


Na figura acima: 

ABG, BCDG, ... são faces do poliedro; 
AB, BC, CD, ... são arestas do poliedro; 
A,B,C, ... são vértices do poliedro. 


Diagonal do poliedro é o segmento de reta que liga dois vértices não perten- 
centes à mesma face. 

Plano diagonal é todo plano formado por uma aresta e um vértice, não sendo 
face do poliedro. 


Exemplo: 


Na figura acima: 

AE, BF, ... são diagonais do poliedro; 
BD, DF, ... são diagonais de faces; 
AHE, FHE, ... são planos diagonais. 


DEFINIÇÃO 
Poliedro convexo. 
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CAPÍTULO XI 


Em um poliedro convexo: 
id) todas as faces são polígonos convexos; 


ii) todas as secções planas são polígonos convexos; 


iii) toda reta secante ao poliedro possui dois pontos na superfície do poliedro. 


Em um poliedro não convexo: 
i) alguma secção plana é não convexa; 


ii) alguma reta secante tem mais de dois pontos na superfície do poliedro. 


E 
Ss 
á 


11.2 - Teorema de Euler 


Para montar um poliedro convexo, partimos de um polígono convexo RSTU, por 
exemplo, e juntamos sucessivamente polígonos convexos às arestas existentes (UT, 
por exemplo) fazendo-as coincidir. Surgem, então, arestas novas e vértices novos. 

Quando se adiciona uma face nova a uma superfície poliédrica aberta de faces conve- 
xas, O número de novas arestas excede em uma unidade o número de novos vértices. 
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plano da face RSTU | face nova f 


R Va=A 
=> T a, v, à > a 
E 2 no 0,0, 0,...,0, 
Ea z= v q 
T U eai: são arestas novas 
3 
U a, v, Vo Var ce Vos 


são vértices novos 


poliedro totalmente 
contido num semiespaço 


4 arestas novas 
3 vértices novos 


Basta ver que o novo polígono (face nova) terá em comum arestas existentes (AB 
e BC, por exemplo) que não devem ser contadas. Assim, para cada grupo de n arestas 
novas haverá n — 1 vértices novos, cada um determinado por duas arestas novas conse- 
cutivas. Para as n arestas novas a, a,, ... a, haverá n — 1 vértices v,, V,, ..., V, ,- Somen- 
te na primeira face o número de arestas é igual ao número de vértices. Para as faces 
seguintes, o número de arestas novas (A = n) é igual ao número de vértices novos 
(V=n- 1) mais 1. 

A,=V,+1 


oe— Lema 
NOTA Enquanto o poliedro não se fechar, a soma do número de vértices (V) com o 


Lema é uma proposição E . 4 
verdadeira que serve número de faces (F) excede em uma unidade o número de arestas (A). 


como pré-requisito para Demonstração: 


demonstrar um teorema. 
Para a primeira face: À =V, 
Para a segunda face: A, =V,+1 
Para a terceira face: A,=V,+1 F igualdades 


Para a F-ésima face: A = V +1 

Somando membro a membro essas F igualdades: 

A+A,+.+Ã =V+V,+e+V+(1+1+..+1) 

Fazendo: À + A, +... + A, = À (número total de arestas) 
V+V,+...+V,=V (número total de vértices) 


e levando em conta que 1+1+...+1=F-1 porque existem F — 1 parcelas 


iguaisa 1, vem: A=V+F-1>1 


Teorema de Euler 
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Demonstração: 


Consideremos um poliedro convexo com V vértices, 
F faces e À arestas. 

Retiremos uma de suas faces para transformá-lo em uma 
superfície poliédrica aberta. 

Admitamos que essa superfície tenha V” vértices, Fº fa- 
ces e A" arestas. 

Nessa superfície o número de vértices será o mesmo que o do poliedro, V' = V, 
o número de arestas também será o mesmo, A' = A, mas o número de faces será uma 
unidade a menos que o do poliedro, pois uma face foi retirada, F' = F - 1. Como 
na superfície poliédrica aberta V' + F'= A' + 1 (como mostrado no lema anterior), 
substituindo V'=V, A'=AeF'=F-1,vem: 


N 


N 


F— 1 faces 


V+F-1=A+1> V+P=A+2 


Exemplo: 

No poliedro ao lado, V=9, A= 16, F=9. 

Verificando: V+F=9+9=18 
A+2=16+2=18 


Exercícios resolvidos: 


1) Em um poliedro convexo, o número de faces é 8 e são 12 os seus vértices. 
Determine o número de arestas. 


Solução: 

Pelo teorema de Euler, temos: A +2=F+V. Como F=8eV=12, vem: 
A+2=8+12=>A4=20-2=18. 

Resposta: Assim, o poliedro tem 18 arestas. 


2) Um poliedro convexo possui 6 faces e o número de vértices excede em 
dois o número de faces. Determine o número de arestas. 


Solução: 
Pelo teorema de Euler, temos: 
A+2=F+V 


A+2=6+6+2>A+Z=12+7 >A=12 
Resposta: O poliedro tem 12 arestas. 


11.3 - Relações entre os elementos de um poliedro 


11.3.1 - Soma dos ângulos internos de todas as faces 


Suponhamos que a primeira face tenha n, lados, a segunda n, lados etc., a última 
n, lados. Como sabemos da Geometria Plana, as somas das medidas dos ângulos inter- 
nos respectivos são: 


S, = 180º(n, - 2);S, = 1801, - 2); ...;S, = 180º(n,- 2) 
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=== ASS 
NOTA 

O número de diagonais de 
um polígono com n vértices 


n(n— 3) 
é dado por Ri 


NOTA 

Este poliedro é formado 
por 7 quadriláteros e 2 
triângulos. 
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Somando membro a membro essas igualdades: 
S,=8,+8, +... +S, = 180º(n, - 2) + 180º(n, — 2) +... + 180º(n, — 2) 
Como essa soma tem F parcelas, temos: 
S,= 180º[(n, +1n,+n,+... +17) — 2F] 

Levando em conta quen,+1n,+...+n,=2A, pois cada aresta foi contada duas 

vezes (uma vez em cada face que a contém), vem: 
S,= 180º(2A - 2F) > 8,=360%A-F). 
Por outro lado, V+F=A+2=>A-F=V-2, logo: 
S;=360º(V — 2) 


11.3.2 - Soma dos ângulos externos de todas as faces 


Sabemos da Geometria Plana que a soma das medidas dos ângulos externos 
de um polígono convexo é 360º, então a soma das medidas dos ângulos externos de 
todas as faces será: 


S,= 360º. E 


11.3.3 — Número de diagonais 


Da Análise Combinatória temos que o número de segmentos que se podem 


VV -1) 


formar com V vértices de um poliedro é: e O 


Retirando desse total as arestas A e também as diagonais das faces, teremos o 
total D de diagonais do poliedro. 


p= Da 


em que d é o número total de diagonais das faces. Esse total de diagonais de faces 
dependerá da forma de cada face do poliedro. 


Exemplo: 
W= O) Asil7 $=S 


A soma das medidas dos ângulos internos das 
faces é: S, = 360(V - 2) > S, = 360º(10 - 2) = 2880º 


A soma das medidas dos ângulos externos é: 
S = DOU PS oD o do 


O total de diagonais é: 
D= ES 17. (7.2+2.0)+D=45-17-14>D=14 


CAPÍTULO XI 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (PUC-RJ) A soma das medidas dos ângulos das faces de F4 Um poliedro convexo tem 12 faces pentagonais e um 


um poliedro convexo é 1140º. Se o poliedro tiver 10 
arestas, quantas faces terá? 
FZ" Quantas diagonais existem: 
a) num tetraedro? 
b) num octaedro? 


c) num cubo? 


[3º (UFSCar-SP) Um poliedro convexo tem 8 faces. O nú- 
mero de arestas de uma certa face (denotada por K) 
é igual a : do número de arestas do poliedro, en- 
quanto a soma dos ângulos das faces restantes é 30. 
A face K é um: 
(A) triângulo. 
(B) quadrilátero. 
(C) pentágono. 
(D) hexágono. 
(E) heptágono. 
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total de 30 arestas. Determine: 

a) o número de vértices; 

b) o total de diagonais das faces; 

c) a soma das medidas dos ângulos das faces; 


d) o número de diagonais distintas desse poliedro. 


: 55 Num poliedro convexo, o número de vértices é 10 e o 


número de arestas é 15. Então, o número de faces é: 
(A) 23 

(B) 5 

(C) 25 

(D) 6 

(E) 7 
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11.3.4 - Relação entre faces e arestas 


Seja um poliedro convexo com A arestas. Suponhamos que ele seja constituído 
de F, faces triangulares, F, faces quadrangulares, F, faces pentagonais, ..., F, faces 
n-agonais. Como F é o total de faces do poliedro, temos: 


[| 

NOTA lili 
Quando não houver faces 

de determinado gênero 


n (número de lados), então Como as faces triangulares têm 3 lados, as quadrangulares 4 lados, e as- 
F=0. sim sucessivamente, disporíamos para formar todas as arestas do poliedro 
TTTTT—"— 3F,+ 4F,+5F,+... + 7F lados. 

NOTA Entretanto, cada aresta é formada por dois lados, um de cada face que a gera, 


Como cada face contém então, o total acima representa o dobro de arestas do poliedro, logo: 
3 arestas ou mais, 

2A=3F,+4F,+5F +... + 
+nF >3F,+3F,+3F, +... + 
+3F =3F,+F+F+..+ 


Elst oii ns dio = 


+F)=3F 
2A>3F 
11.3.5 - Relação entre vértices e arestas 
Suponhamos que V,, V, V, -.., V, sejam os números de vértices para os quais 
convergem 3, 4, 5, ... n arestas do poliedro. 
O total de vértices será: 
=== s 
NOTA Mia Ve Vida VV 
Quando não houver 
vértice com n arestas nele Como V, contribui com 3 arestas, V, com 4 arestas, ..., V, com n arestas, e le- 


cnnenmelaes, M, =: vando em conta que cada aresta é definida por dois vértices, temos: 


EE" SM RE AM OS nv IDA 
NOTA 

Como em cada vértice 
concorrem 3 ou mais 
arestas, 

2A=3V,+4V,+5V +... + 
+nV, =3V,+3V,+3V, +... + 
+3V =3(V,+V,+Vç+..+ 
+V)=3V 


2A>3V e 
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Resumindo: 


Exemplos: 


|) 


ii) 


(Mack-SP) Determine o número de vértices de um poliedro que tem 
três faces triangulares, uma face quadrangular, uma pentagonal e duas 
hexagonais. 

O poliedro possui 3 faces triangulares, isto é, F,= 3, uma quadrangular, 
isto é, F,= 1, uma pentagonal, isto é, F,= 1, e duas hexagonais, isto é, F,= 2. 
Logo, o número de faces é. F=3+1+1+2=7, 


Nas arestas, temos: A = Seas ad [| 
2 NOTA 
Dois lados de polígonos 
A 3-:34+4.1+5:1+6-2 30 1 se fundem formando uma 
E 2 = 2 = ls aresta. 


Pelo teorema de Euler: A+ 2=F+V 
15+2=7+V>V=17-7=10 
Assim, o poliedro tem 10 vértices. 


(UnB-DF) Qual o número de lados das faces de um poliedro regular com 
20 vértices e 30 arestas? 


V=20€0A=30>A+2=F+V>30+2=F+20>F=12 
ledi= CC qa game veda (12 faces pentagonais) 
2 


Portanto, são 5 os lados de cada face desse poliedro. 


Exercícios resolvidos: 


|) 


Num poliedro convexo só há faces triangulares e hexagonais, num total 
de 18 faces e 30 arestas. Calcule: 


a) a quantidade de vértices; 
b) a quantidade de faces triangulares; 


c) a soma das medidas dos ângulos das faces desse poliedro. 


CAPÍTULO XI POLIEDROS 


Solução: 
a) V+F=A4+42>V=A+2-F=30+2-18=14 
b) x faces triangulares; (18 — x) faces hexagonais 


E =S A = 30 = IO En 


A x=16 


c) Há 16 faces triangulares e 2 hexagonais. A soma das medidas dos 
ângulos das faces é: 


16. 180º +2. (6-2). 180º = 4320º 
2) Num poliedro convexo de 14 faces, que são triângulos e octógonos, to- 


dos os ângulos poliédricos são triedros. Calcule a quantidade de faces 
de cada tipo. 


Solução: 
F = 14, sendo x triângulos e (14 — x) octógonos > A = ces eia, 
ângulos triédricos > A = “e 
2A=3V 
FER > A=36eV=24 
EE ETA Su 


Resposta: 8 triângulos e 6 octógonos. 


3) Num poliedro convexo, há faces quadrangulares e pentagonais e os ângu- 
los são triédricos e tetraédricos. Se o poliedro tem 19 vértices e 30 arestas, 
quantas são as faces de cada tipo? Quantos são os ângulos de cada tipo? 


Solução: 


W= 19 
A=30 = |p= 13) 
V+F=A+2 


Sendo x faces quadrangulares e (13 — x) pentagonais, temos: 


DRDS) 
E , 


A > 42x +65-5x=60>x=5 


Sendo y ângulos triédricos e (19 — y) tetraédricos, temos: 
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4) 


5) 


6) 


— 3y+4(19-y) 
o j 


Resposta: 5 faces quadrangulares e 8 pentagonais; 16 ângulos triédricos 
e 3 tetraédricos. 


A 


> 3y+76-4/=60 > y=16 


(Fuvest-SP) O ponto P é vértice de um poliedro e pertence a k faces. Cada 
face tem n lados. Determine o número de segmentos contidos nas faces e 
que unem P a um outro vértice qualquer do poliedro. 


Solução: 


Se P E k faces, então de P partem k arestas. 
Cada face tem n lados, então, em cada face, partem de P exatamente 
(n — 3) diagonais de faces. Nas k faces, partem de P o total de k(n — 3) 
diagonais de faces. 
Portanto, o total de segmentos contidos nas faces que unem P a outro 
vértice qualquer é: 

k+k(n-3)=k[1+(n-3)]=k(n-2) 
Resposta: k(n — 2) segmentos 


Um poliedro possui quatro faces pentagonais e duas quadrangulares. De- 
termine o número de arestas e o número de vértices do poliedro. 


Solução: 
Temos F,=4e F,= 2, um total de 6 faces, logo, o número de arestas é: 


Bs 20H92 
E 2 õ 2 


A =14>1A=14 


Pelo teorema de Euler, A+ 2 =F+V, temos: 
42 =6+V= V=16-6=10=-V=10 


Resposta: 14 arestas e 10 vértices. 


Um poliedro convexo contém faces triangulares, quadrangulares e pen- 
tagonais, num total de 13 faces e 30 arestas. Mostre que esse poliedro só 
pode ter 1 ou 2 faces triangulares. 


Solução: 


x faces triangulares, y quadrangulares e z pentagonais 
= => papyaras is 
A=30=>3x+4y+5z=60 


E Cá 
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= 118) 
x+p+z=130 a [xtv+z ” 
Em EEE 


Rap par g= 1 ra sesrpam= ei 
= 3(x+y+2z7)+y+2z=60 3-13+y+2z=60 


dear papã= 9 => a 2il =D das ly nog==9=> 25 4450) 
p= Zi = 27 => 59 = Di — 26 dr (6) 


y=5-2x 
2 z=x+8 
Lara =|, temos p=Sdez=4 


Reina = 2, vsmos p= lez= 0, 
Para x >3, temos y< 0, o que não convém. Portanto, só podemos ter 


x=1oux=2,ouseja, 1 ou 2 faces triangulares. 


7) Num poliedro convexo, as 20 faces são triângulos equiláteros e todos os 
ângulos poliédricos possuem a mesma quantidade de arestas. Calcule a 
soma das medidas dos ângulos das faces de um dos ângulos poliédricos. 
Solução: 
= 20) 
fis ad am) 

2, 

V=A+2-F=30+2-20=12 

Se cada ângulo poliédrico tem n arestas, então: 
nV 2A 2:30 

i= > > js = = 

2 V iz 

As faces de um ângulo poliédrico medem cada uma 60º; logo, a soma 

delas é 5 - 60º = 300º. 

Resposta: 300º 

8) Num poliedro convexo, a soma das medidas dos ângulos das faces é 6480º. 
Só há faces quadrangulares e pentagonais, que possuem um total de 40 dia- 
gonais. Determine a quantidade de vértices, arestas e faces desse poliedro. 


Solução: 
S = (V = 2) 360" =0480"= V=20 
x faces quadrangulares => 2x diagonais de faces 
Y faces pentagonais => 5y diagonais de faces 
2x+5y = 40 
x+y=F 
de= AO = = IS, p= 2 RSS Elis 
4x +57 
2 
Resposta: 20 vértices, 35 arestas e 17 faces. 


5 


A= 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (PUC-SP) O número de vértices de um poliedro conve- 
xo que possui 12 faces triangulares é: 


(A) 4 (D) 6 
(B) 12 (E) 8 
(C) 10 


[2º Num poliedro convexo, o número de arestas excede o 
número de vértices em 6 unidades. Calcule o número 
de faces. 


[3 (Fatec-SP) Um poliedro convexo tem 3 faces com 4 la- 
dos, 2 faces com 3 lados e 4 faces com 5 lados. Calcule 
o número de vértices desse poliedro. 


F4 Um poliedro convexo tem 15 faces, de dois de seus 
vértices partem 5 arestas, de 4 outros partem 4 arestas 
e dos restantes partem 3 arestas. Determine o número 
de arestas do poliedro. 


E5" Um poliedro convexo com 11 vértices tem o número 
de faces triangulares igual ao número de faces qua- 
drangulares e 1 face pentagonal. Calcule o número de 
faces desse poliedro. 


16" Considere a estrutura da figura abaixo como um po- 
liedro não convexo, de faces quadradas formadas por 
4 cubos de arestas iguais, sendo V o número de vérti- 
ces distintos, F o número de faces distintas a A o nú- 
mero de arestas distintas. 
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Se V, Fe A são, respectivamente, os números de vérti- 
ces, faces e arestas desse poliedro, temos que V + F é 
igual a (Cuidado, não vale o teorema de Euler.): 


(AJA-4 (D)A+2 
(B)A+4 (E) A 
(O A-2 


* [7 Num poliedro convexo, o número de arestas é l6e o 


número de faces é 9. Determine o número de vértices. 


: 8) Determine o número de vértices de um poliedro con- 


vexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadrangu- 
lar, 1 pentagonal e 2 hexagonais. 


* 9 Um poliedro convexo tem 5 faces quadrangulares e 2 


faces pentagonais. Determine o número de arestas e o 
número de vértices. 


: [M0) Calcule o número de faces quadrangulares e triangula- 


res de um poliedro com 20 arestas e 10 vértices. 
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11.4 - Poliedros regulares 


DEFINIÇÃO 
Poliedro regular. 


11.4.1 - Teorema dos poliedros de Platão 


Demonstração: 
Suponhamos que cada face tenha n lados e cada vértice tenha p arestas. 


Devemos ter: 


o. ZA F=A+2 
PAD adiada cdi eV+F=A+ 
Tirando V e Fem função de A: V=2A; F= aa 
e substituindo na relação de Euler: 

2 
E iba sa 
pon 2(p+n)-np 


Como A deve ser inteiro e positivo, devemos ter, para começar: 


2(p+n)-np>0>2p+2n>np=> n(p-2)<2p=> 


> ne2? ape a 
p-2 p-2 p-2 
2(P-2) 4 4 

> PEGO CRE e 


Vamos estudar essa relação. 


Comon>2,p-2>0= p>2. Num poliedro, o número de arestas que chega 
em um mesmo vértice deve ser maior que 2 (vértice triédrico ou poliédrico). 

Por outro lado, como o número de lados de uma face não pode ser menor que 
3 (triângulos), 


4 
2 >n23>p<6. 


2 + 


Então:3<p<6,istoé, pe (3,4,5). 
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1º hipótese 


p=3>n<2+ - >n<6>n€(3,4,5) 


Façamos, então: 


d) ip=3|ejn=3 


Substituindo em A, Fe V obtemos: 


F=4,V=4€eA=6. Temos o tetraedro com 4 faces triangulares. 


A 
A 
AN AR 
B C A D A 


ii) |p=3|ejn=4|->F=6,V=8e A=12. Temos o hexaedro ou cubo com 
6 faces quadradas. 


E H 
H 
G D C H E 
ET > E 
F 
D A B G F 
B 
A 
F G 


i)lp=3|eln=5|=>F=12,V=20eA=30 


O poliedro é formado por 12 faces pentagonais. 
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Temos o dodecaedro. 


2º hipótese 
[p=4]=>n<2+ — >n<4 [n =3] logo: 


F=8,V=6eA=12 


O poliedro é formado por 8 faces triangulares. 
Temos o octaedro. 


A 


3º hipótese 
[p=5|=>n<2+ 5 => n< =>[n = 3] logo: 


F=20,V=12€4=30 


O poliedro é formado por 20 faces triangulares. 
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Temos o icosaedro. 


11.4.2 - Poliedros conjugados 


DEFINIÇÃO 
Poliedros conjugados. 


Sejam V, Fe A os números de vértices, faces e arestas de um poliedro e V', F'e 
A' os números de vértices, faces e arestas, respectivamente, do seu conjugado. 


Temos que V=F'eF=V'. 


Como V+F=V'+F Ss A+2=A'+2=5A=A 


A tabela abaixo resume os dados obtidos nesta seção. 


Poliedro ECO 


RA 
TETRAEDRO 
OCTAEDRO 


ICOSAEDRO 


Triangulares 


Quadradas DE HEXAEDRO ou CUBO 
12/20]30 DODECAEDRO 


Pentagonais 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Qual é o poliedro regular que tem 12 vértices e 
30 arestas? 


E2' Determine o número de arestas e vértices de um do- 
decaedro. 


[3º De um octaedro regular retiram-se 3 faces adjacentes 
que possuem um vértice comum. Calcule o número de 
faces, de vértices e de arestas da superfície poliédrica 
que resta. 


BA Em quais poliedros regulares os ângulos poliédricos 
são triedros? 


E5 A medida da aresta de um icosaedro regular é 6 cm. 
Determine a área total do icosaedro e a soma das me- 
didas de todas as arestas. 


[6 (PUC-R)) Um poliedro possui 5 faces quadrangulares 
e 10 faces triangulares. Calcular a soma dos ângulos 
internos das faces. 


EZ (Cesgranrio-RJ) A soma dos ângulos retos de todas as 
faces de um poliedro convexo é 32. Esse poliedro só 
tem faces triangulares e pentagonais. Sabendo que o 
número de arestas é 20, calcule o número de faces de 
cada tipo. 


“e 


mae -SP) Um poliedro convexo com faces quadrangu- 


lares e pentagonais tem 15 arestas. Calcule o número 
de faces quadrangulares e o número de faces penta- 
gonais, sabendo-se que a soma de todos os ângulos 
dos polígonos das faces é 32 ângulos retos. 


: 9 Um poliedro convexo tem faces triangulares e faces 


quadrangulares. Se ele tem 25 arestas e a soma das 
medidas dos ângulos de todas as faces é 3 600º, quan- 
tas são as faces de cada tipo? 


' EO O tetraedro regular ABCD tem centro O. O ângulo die- 


dro de faces OAB e OAC mede: 


(A) 30º (D) 135º 
(B) 60º (E) 150º 
(C) 120º 


17 A soma das faces dos triedros de um tetraedro: 


(A) pode ter qualquer valor positivo. 
(B) varia entre 120º e 1530º. 

(C) varia entre 0º e 1 440º. 

(D) vale sempre 720º. 


(E) Nenhuma das anteriores. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET Um poliedro convexo P possui 7 654 faces, todas trian- 
gulares. Entre as cinco afirmações abaixo, exatamente 
uma é correta. Assinale-a. 


(A) P tem 11 482 arestas. 

(B) Tal poliedro não pode existir. 

(C) Cada vértice de P pertence exatamente a duas faces. 
(D) P tem 3829 vértices. 


(E) As arestas de P têm todas o mesmo comprimento. 


FZ" (PUC-RJ) Um poliedro convexo tem cinco faces qua- 
drangulares e duas pentagonais. Então, o número de 
faces n,, o número de arestas n, e o número de vértices 
n, do poliedro são: 


(A) n,=7 n,=10 n,=12 
(B) n,=5 n,=9 n,=12 
(CO) n, =7 n,=6 n,=10 
(D)n,=5 n,=9 n,=12 
(E) n, =7 n,= 10 n,=15 


[3 (Mack-SP) Sabe-se que um poliedro convexo tem 
8 faces e que o número de vértices é maior que 6 e 
menor que 14. Então, o número A de arestas é tal que: 


(A) 14<A<20 
(B) 14<A< 20 
(C)13<A<19 
(D) 13<A<19 
(E) 17 <A<20 
F4' (Cesgranrio-R]) Um poliedro convexo é formado por 


80 faces triangulares e 12 pentagonais. O número de 
vértices do poliedro é: 


(A) 80 (D) 48 
(B) 60 (E) 36 
(C) 50 


ES A soma das medidas e dos ângulos das faces de um 
poliedro convexo é 5 760º e as faces são apenas triân- 
gulos e heptágonos. Quantas são as faces heptago- : 
nais, sabendo que há um total de 28 arestas no polie- 


dro? 
(A) 2 (D) 7 
(B) 3 (E) 8 
(0) 5 
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== = dados dois poliedros convexos e fechados P, e 


P,, cujos números de faces, vértices e arestas serão 
representados respectivamente por F, V, A e F, V, 
A,. Sabe-se que os números 4, V,, V,, A, A, 14 estão 
em progressão aritmética. Quais serão os valores cor- 
retos de F, e F,? 


(A) F,=6,F,-6 (D) F,=6, F,= 10 
(B) F,=6,F,-8 (E) F,=8,F,-8 
(C)F,=8,F,-6 


: 7 Quantas faces tem o poliedro convexo que possui 


12 vértices triedros, um vértice tetraédrico e dois vér- 
tices pentaédricos? 


' Um poliedro convexo tem 15 faces quadrangulares e 
pentagonais. Determine o número de faces, o número 
de arestas, o número de vértices, a soma das medidas 
dos ângulos das faces e o número de diagonais desse 
poliedro. 


E9" (PUC-RJ) Qual das proposições abaixo é FALSA? 


(A) Os poliedros regulares são somente cinco. 


(B) Todo poliedro regular admite um e um só ponto 
equidistante de seus vértices. 


(C) Para todo poliedro convexo ou para toda super- 
fície limitada convexa fechada, vale a relação: 
V-A+F=71,onde V=nº de vértices; A = nº de 
arestas; F = nº de faces. 

(D) A soma dos ângulos das faces de uma superfí- 


cie poliédrica convexa limitada fechada é igual a 
(V-2)-4 retos. 


(E) Num ângulo poliedro convexo, qualquer face é 
menor que a soma das demais. 


mo (ITA-SP) Numa superfície poliédrica convexa aberta, o 


número de faces é 6 e o número de vértices é 8. Então, 
o número de arestas é: 


(A) 8 (D) 13 
(B) 11 (E) 14 
(C) 12 


É EO (unirio- RJ) Um poliedro convexo tem 14 vértices. Em 6 


desses vértices concorrem 4 arestas, em 4 desses vértices 
concorrem 3 arestas e, nos demais vértices, concorrem 5 
arestas. O número de faces desse poliedro é igual a: 


(A) 16 (C)24 (E) 44 
(B) 18 (D)30 
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[12º (Unirio-R]) Um geólogo encontrou, numa de suas ex- 
plorações, um cristal de rocha no formato de um polie- 
dro, que satisfaz a relação de Euler, de 60 faces triangu- 
lares. O número de vértices desse cristal é igual a: 


(A) 35 (C) 33 (E) 31 
(B) 34 (D) 32 
[13º (Unirio-R]) Considere o poliedro regular, de faces 


triangulares, que não possui diagonais. A soma dos 
ângulos das faces desse poliedro vale, em graus: 


(A) 180 (C) 540 (E) 900 
(B) 360 (D) 720 

HM4' (PUC-SP) O poliedro regular que possui 20 vértices, 
30 arestas e 12 faces denomina-se: 

(D) dodecaedro 

(E) octaedro 


(A) tetraedro 
(B) icosaedro 
(C) hexaedro 


[15 (Mack-SP) Seja V o vértice de uma pirâmide. Cada 
uma de suas faces tem no vértice V um ângulo de 50º. 
O número máximo de faces dessa pirâmide é: 


(A) 5 (e) (ES) 
(B) 6 (D) 8 


[16 Um poliedro convexo é formado por 4 faces triangu- : 
lares, 2 faces quadrangulares e 1 face hexagonal. O 
número de vértices desse poliedro é de: 


(A) 6 (Cc) 8 (E) 10 
(B) 7 (D) 9 
[17) De cada uma das quatro pontas de um tetraedro re- 


gular de aresta 3a corta-se um tetraedro regular de 
aresta a. 


a) Qual o número de vértices, faces e arestas do polie- 
dro resultante? 


“w s 


b) Calcule a área total da superfície desse poliedro. 


: mao São dados um tetraedro e um plano no espaço. A in- 


tersecção dos dois será: 
(A) um triângulo. 


(B) ou um ponto, ou um segmento, ou um triângulo, 
ou vazio. 


(C) ou um triângulo ou um quadrângulo. 


(D) ou um ponto, ou um segmento, ou um triângulo, 
ou um quadrângulo. 


(E) ou um ponto, ou um segmento, ou um triângulo, 
ou um quadrângulo, ou vazio. 


* mes que. RJ) Num tetraedro regular ABCD, sendo M, 


N, Pe Q pontos médios das arestas BC, BD, AD e 
NC, respectivamente, então o quadrilátero (MNPQ) 
es 

(A) um losango. 

(B) um quadrado. 

(C) um trapézio. 

(D) um retângulo. 


(E) um quadrilátero reverso. 
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CAPÍTULO XII 


PRISMAS E CILINDROS 


Theo Gottwald/Dreamstime.com 


Tomando um polígono ou um círculo e deslizando-o paralelamente ao longo de um segmento 
fixo, obtém-se um sólido varrido por esta figura que é um prisma ou um cilindro. 

Na imagem, um prisma transparente refrata um raio de luz branca, dividindo-a em várias com- 
ponentes de cores distintas. 


12 - PRISMAS E CILINDROS 


12.1 - Prisma 


DEFINIÇÃO 
Superfície prismática. 


A reta que se desloca chama-se geratriz da superfície e a poligonal na qual se 
apoia chama-se diretriz da superfície. 

Na figura, a poligonal ABCDE é a diretriz e as paralelas AF, BG, CH, DI e EJ 
são as geratrizes. Existem infinitas geratrizes de uma superfície prismática. 

As geratrizes que passam pelos vértices da poligonal AF, BG, CH, DI e EJ 
são chamadas arestas da superfície. 

Chamam-se faces da superfície prismática as porções planas compreendidas 
entre duas arestas consecutivas. Cada porção plana se apoia num lado da poligonal 
diretriz. A superfície prismática é aberta quando a diretriz é uma poligonal aberta 
e fechada caso contrário. 

Uma superfície prismática é convexa quando se situa totalmente no mes- 
mo semiespaço definido por qualquer de suas faces. No caso contrário, ela é dita 
côncava. 


convexa côncava 
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Secções planas numa superfície prismática por planos paralelos « e 8 são 
congruentes. 


Os lados correspondentes AB e A'B” são segmentos paralelos compreendi- 
dos entre paralelas e os ângulos À e À! por exemplo, são ângulos de lados paralelos 
sendo, portanto, congruentes. Os polígonos ABCDE e A'B'C'D'E' são congruentes. 

Chama-se secção reta de uma superfície prismática aquela que se obtém quan- 
do se secciona a superfície por um plano « perpendicular a todas as arestas. Todas 
as secções retas são congruentes. 


Chama-se prisma todo poliedro limitado por uma superfície prismática 
fechada e por duas secções paralelas que intersectam todas as arestas. 


altura 


E aresta 
lateral 


aresta de base 


As secções paralelas são congruentes e são chamadas bases do prisma. Sobre 
as faces ficam determinados paralelogramos que são as faces laterais. Os segmentos 
compreendidos entre as bases sobre as arestas da superfície são as arestas laterais 
do prisma. Os lados das bases são as arestas da base. Altura do prisma é a distância 
entre as suas bases. 

O prisma é, então, o poliedro limitado por dois polígonos paralelos e con- 
gruentes com faces paralelogrâmicas. 
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OBSERVAÇÃO 

A secção reta é a que tem o 
menor perímetro e a menor 
área. 


DEFINIÇÃO 
Prisma. 
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Um prisma é reto se suas arestas laterais são perpendiculares às bases e obli- 
quo quando são oblíquas às bases. 

No prisma reto as faces são retângulos e a altura tem a mesma medida que as 
arestas laterais. 


prisma oblíquo : 


prisma reto 
[EEE === | 


DEFINIÇÃO 
Prisma regular. 


triangular quadrangular hexagonal 


Os prismas são triangulares, quadrangulares, hexagonais conforme suas bases. 


12.1.1 - Tronco de prisma 
E 


DEFINIÇÃO 
Tronco de prisma. 


O plano secante divide o prisma em dois troncos ABCDEFGHI) e FGHIJA'B'C'D'E” 
como indica a figura. 
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12.2 - Paralelepípedo 


DEFINIÇÃO 
Paralelepípedo. 


Paralelepípedo reto é o prisma reto em que as bases são paralelogramos. 

Paralelepípedo retângulo é o paralelepípedo de base retangular. 

Paralelepípedo reto-retângulo é o paralelepípedo reto de base retangular. 
Este paralelepípedo é também chamado ortoedro ou ainda bloco retangular. 


paralelepípedo paralelepípedo paralelepípedo paralelepípedo 
reto retângulo reto-retângulo, 
ortoedro ou bloco 
retangular 


No ortoedro todas as faces são retângulos. As medidas das arestas que concor- 
rem no mesmo vértice são as três dimensões do bloco retangular. Quando essas 
dimensões são iguais temos o caso particular do hexaedro regular ou cubo. 

O paralelepípedo em que bases e faces são losangos é chamado romboedro. 


o 


cubo romboedro 
(6 quadrados) (6 losangos) 


Propriedades 
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2) Toda secção plana produzida por um plano que intersecta quatro arestas 
paralelas é um paralelogramo. 


AD e BC são paralelas como intersecções de um plano com planos paralelos. 


3) As diagonais de um paralelepípedo cortam-se ao meio, e o ponto comum 
é o seu centro de simetria. 
No caso do paralelepípedo retângulo essas diagonais AG, BH, CE e DF são 
congruentes. 


4) Ostriedros formados pelas arestas que concorrem nos mesmos vértices de 
um paralelepípedo: 


i) têm, no máximo, um ângulo reto se ele for oblíquo. 


ii) têm, pelo menos, dois ângulos retos se for reto. 


N 
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12.3 - Propriedades métricas 


12.3.1 - Áreas lateral e total de um prisma reto 


Como as faces são retângulos, temos: 
S=ah+bh+chh+.. 
S=(a+b+c+..)h 


A área total (S.) é a soma da área lateral (S,) com as áreas das bases (B), logo: 


q 


Caso particular 


A área total do bloco retangular se obtém separando-se as faces retangulares. 
Temos duas de cada tipo cujas áreas são ab, ac e bc. 


ac 


ab 


A área total será então a soma S = 2ab + 2ac + 2bc ou seja: 
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NOTA 

No caso do cubo, temos 
6 faces quadradas, isto é, 
a=b=c. 


No caso do cubo, esta área se reduz a: 


12.3.2 - Áreas lateral e total de um prisma oblíquo 


De fato, seja GHIJL a secção reta do prisma, S, sua área lateral e a o compti- 
mento de sua aresta lateral. 

Temos que: 

AM =BB'=CC'=..=a 

GH é perpendicular a BB 

HI é perpendicular a CC 

T é perpendicular a DD” etc. 

Como as faces são paralelogramos de base igual a com alturas GH, HI, 1, 
... à soma de suas áreas será: 

S=a-GH+a-Hl+a-D+..=a(GH+HI+IJ+...), logo: 

S, = a - (perímetro da secção reta) 

Chamando esse perímetro de 2p, vem: 


« 


Exemplo: 


No prisma oblíquo ao lado, a área 
lateral será: 

2p = perímetro da secção reta = 

=34+44+3+3+4+3=20 
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Exercícios resolvidos: 


1) Determine a área total de um prisma triangular regular sabendo que o 
lado da base mede ( e a altura h. 


Solução: 
Za 
s.=3Mm+2. 93 =3m+ SE 
4 


2) Calcule a área total da superfície do prisma hexagonal regular abaixo. 


ÉS 
EE 
“vz 


planificação 


Solução: 

O prisma regular é reto, assim, temos: 
A área lateral é dada por: 

S, = 6 - (área da face regular) 


S=6:a-h 
A área da base é uma região hexagonal de lado a, portanto a área da base 
é dada por: 
2 2 
E RE a SORO 
4 2 


Logo, a área total da superfície desse prisma hexagonal é: 
2 

GRE or Rs Gus or o s 

>S,=64h+39º/3>58,=3a(2h+443) 


3) Considere um prisma triangular reto de altura igual a 12 cm. Sabendo 
que a base é um triângulo retângulo cujos catetos medem 8 cm e 6 cm, 
determine sua área total. 


Solução: 
Consideremos a figura abaixo: 


12 cm 
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Logo, a hipotenusa x é: x?= 6? + 8º = 100 > x= 10 cm 

A área da base é: B= a =24>B=24cm? 

Aárea lateral é:S, =6.12+8.12+10.12=288=>5 =288 cm” 
Aáreatotalé:S,=S + 2B 

S,=288+2.:24 

S, = 336 em? 


4) Determine a área total do prisma oblíquo de base quadrada abaixo, saben- 
do que as faces laterais são congruentes. 


Solução: 

A área da base é: B= 4? = 16 cm? 

Considerando o triângulo retângulo com os ângulos medindo 30º e 60º 
a seguir, temos: 


3 


h=33 em 

Logo, a área lateral: S = 4 - (4- 343) = 4843 cm? 
Como a área total é S,=S, + 2B, temos: 
S,=48/3 +2-16=4843 +32 

S,= 16 (343 + 2) cm? 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Seja o prisma reto de base retangular cujas arestas me- 
dem 3 m; 4 m; 5 m. Calcule sua área total. 


[2º Seja o prisma hexagonal regular cuja medida da aresta 
da base é 5 m e sua aresta lateral mede 8 m. Nessas 
condições, calcule a sua área total. 


[3º Calcule a medida da aresta da base de um prisma qua- 
drangular regular sabendo-se que sua altura mede 
12 me a diagonal do prisma mede 13 m. 


E4 Um prisma, cuja aresta lateral faz um ângulo de 60º 
com a base, tem para secção reta um hexágono regu- 
lar. Determine sua área lateral, sabendo que h = 12 m 
e que um lado da secção reta tem 4 m. 


[5 Calcule a medida do lado da base de um prisma hexago- 


nal regular, sabendo que a sua área total é 216 qo dm? 
e que a sua altura é igual ao apótema da base. 


: [6N Com uma lata de tinta é possível pintar 50 m? de pa- 

rede. Para pintar as paredes de uma sala de 8 m de 
comprimento, 4 m de largura e 3 m de altura, gasta-se 
uma lata e mais uma parte da segunda lata. Qual é a 
porcentagem de tinta que resta na segunda lata? 


BZ) (Fatec-SP) A figura abaixo é um prisma reto, cuja base 
é um triângulo equilátero de 10 2 cm de lado e cuja 
altura mede 5 cm. 
Se M é o ponto médio da aresta DF, calcule o seno do 
ângulo BME. 
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12.4 - Bloco retangular 


Seja d a diagonal do retângulo ABCP. Temos d? = a? + b2. 


Se D é a diagonal do bloco retangular, do triângulo retângulo CAE tiramos: 
D=dl+c=a2+b+cº 


D=ê+b+re o 
Caso particular 


No caso do cubo ou hexaedro regular, a=b =ce, portanto, dº= q2+ 2 + a? = 34º, 
logo: 


D=a3. 
Exemplos: 


i) Determinar a medida da diagonal do bloco retangular cujas arestas me- 
dem 3 cm, 4 cm e 12 cm. 


D=32+42+4 12? 
D2=9+ 16 + 144 
D2= GO 

D= Sem 
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ii) A área total de um cubo é 216 m?. Determinar a medida de sua diagonal. 


Se a 

64? = 216 à 

GÊ = JO | N 5 

t=6 É 
D=av3 x pes “ a Sé 
D=6V3m na 


iii) A área lateral de um cubo é 48 cm?. Determine a medida de sua diagonal. 
S,=64”esS, = 44º, como sS, = 48 cm”, temos que: 44º= 48 > qº= 12 > 
= ls 2 ve cm 
À diagonal do cubo é a Es logo: 

D= 23 E De 2 45 = Dat em 


Exercícios resolvidos: 


1) A aresta de um cubo mede 6 cm. O ponto O é o centro de uma face e AB, 
uma aresta da face oposta. Determine a área do triângulo AOB. 


Temos, sucessivamente: 


2 
QUÊ = (OC (CP= [É] + 62= 54 
OB = 54 cm 

OM?= h?= OB? - MB?=54-9=45 

h = «/45 cm 

Sor= 5 -6V45 =3.345 = 95 em? 
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2) Se, no cubo da figura, a distância entre as retas te u é 3 Ea qual é a área 
total desse cubo? 


Solução: 
Do enunciado, temos a figura, onde a distância entre as retas reversas 


teu é a medida do segmento MN da perpendicular comum às retas te uy. Os 
pontos M e N são, respectivamente, os pontos da diagonal AG do cubo e 
da aresta BF desse cubo. 


Sendo O o centro da base ABCD e / a medida da aresta do cubo, temos: 


2 


Assim, ne 35 = leo, 


Logo, a área pedida é igual a 6 - 62, ou seja, 216. 


Resposta: 216 
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3) 


(Ufes) Uma formiga move-se na superfície de um cubo de aresta a. O me- 
nor caminho que ela deve seguir para ir de um vértice ao vértice oposto 
tem comprimento (. Calcule / em função de a. 


Solução: 


Considere a formiga indo de A para B. Colocando a face que contém BP 
no mesmo plano da face que contém AP, o menor caminho ocorre quan- 
do A, Pe B são colineares, pois a menor distância entre dois pontos A e B 
no plano é a medida do segmento de reta AB. 

No triângulo ABC: temos, AB=/ => /2=(29)?+aº > (= a'5 


Resposta: ( = a 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[EM Determine a medida da aresta de um cubo, cuja área 
lateral é 100 cm?. 


[2º Determine a medida da diagonal de um cubo de 24 m? 
de área total. 


[3 Calcule a medida da diagonal de um cubo de 450 m? de 
área total. 


[4 Exprima a área total de um cubo por meio de sua dia- 
gonal, D. 


[5 Determine a medida da diagonal de um paralelepípe- 
do retângulo, sabendo que a diagonal de sua base vale 


5 J5m e a altura mede 10 m. 


6" Determine as dimensões de um paralelepípedo retân- 
gulo sabendo que suas medidas são três números in- 


teiros consecutivos e que a diagonal mede 5 J2 cm. 


FEZ (FGV-SP) Um arquiteto tem dois projetos para constru- 
ção de uma piscina retangular com 1 m de profundi- 
dade: 

Projeto 1: dimensões do retângulo: 16 m x 25 m. 
Projeto 2: dimensões do retângulo: 10 m x 40 m. 
Sabendo que as paredes laterais e o fundo são re- 
vestidos de azulejos cujo preço é R$ 10,00 o metro 
quadrado: 


“rs 


a) qual a despesa com azulejos em cada projeto? 


b) se a área do retângulo for de 400 m? e x uma de 
suas dimensões, expresse o custo dos azulejos em 
função de x. 


E8º (UFPE) Uma formiga (ignore seu tamanho) encontra-se 


no vértice A do paralelepípedo reto ilustrado abaixo. 


Qual a menor distância que ela precisa percorrer para 
chegar ao vértice B (caminhando sobre a superfície do 
paralelepípedo)? 


: 19) Encontre as dimensões de um paralelepípedo retângu- 


lo, sabendo que: 

| | estão em progressão aritmética; 

II) a área total do sólido é 52 m?; 

HI) a soma das medidas de todas as arestas vale 36 m. 


É MO) Encontre as dimensões de um paralelepípedo retângulo 


sendo dados a soma das três dimensões 15 cm; a área 
total 124 cm? e a medida da diagonal da base 10 cm. 
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12.5 - Volumes 


Intuitivamente, o volume de um sólido é a quantidade de espaço por ele 
ocupado. Para isso, devemos adotar um volume de referência tomado como uni- 
dade. O volume de um sólido será um número que representa quantas vezes esse 
sólido contém o volume de referência. 

Tomamos como unidade de volume o volume de um cubo, cuja aresta mede a 
unidade de comprimento, chamado volume unitário. 

Seu volume será igual a 1. 


V(a, Db, c) 


V(, Db, o) 


VA, 1,0) 


Consideremos os ortoedros de arestas: 

(1) 1, 1, 1 cujo volume chamaremos de V(1, 1,1) =1 
(II) 1, 1, c cujo volume chamaremos de V(1, 1, c) 
(UT) 1, Db, c cujo volume chamaremos de V(1, Db, c) 
(IV) a, Db, c cujo volume chamaremos de V(a, b, c) 


V(1,1,0) 
V(1,1,1) 


Como os ortoedros (1) e (II) têm a mesma base (1, 1), a razão =cou 


ainda V(1, 1, )=c-V(1,1,1)=c. 


Por outro lado, os ortoedros (II) e (III) têm a mesma base (1, c) e a razão de seus 
V(,b,c) 


volumes será —>" "1 
V(,1,1) 


=bouaindaV(1,bo)=b-V(A, 1, )J=b.c. 

Finalmente, os ortoedros (III) e (IV) têm a mesma base (b, c), então a razão de 
Vía, b,c) 
V(,b,c) 


seus volumes será =aouaindaV(a,bo)=a-V(,boJ)=a-b.c. 
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O volume de um bloco retangular de dimensões a, b e c é o produto de suas 
três dimensões. 


Wi = lhe 


[E Se a, be c forem inteiros, o volume é o número de cubinhos unitários que ca- 


NOTA bem dentro do bloco retangular. 
B representa a área da base. 


Caso particular 


[E Se a =b=c, temos o volume do cubo: 
NOTA 

O cubo é o hexaedro z 
regular, isto é, coma=b=c. VA 


12.5.1 - Volume do paralelepípedo reto 


Seja o paralelepípedo ABCDEFGH de bases ABCD e EFGH. As áreas das bases 
são AB - BJ (onde BJ é a altura do paralelogramo ABCD). As secções retas BJMF e 


ALNE definem um bloco retangular. Transpondo o prisma BCJEGM para ADLEHN: 
[E =| 
NOTA 
Transformamos o 
paralelepípedo ABCDEFGH 
no bloco retangular 
equivalente a ABJLEFMN. 


EEE 
NOTA 
Sólidos equivalentes são Assim, o volume do prisma reto será: 


dd dd V=AB.BJ.BF=S,,.p: A. Chamando de B a área da base do paralelepípedo: 


V=Bh 
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12.5.2 - Volume do prisma triangular 


A partir do prisma triangular CEAC'FA;, construamos o paralelepípedo 
CEADC'F'A'D”. O plano diagonal CAA'C' o divide em dois prismas triangulares que 
tem a mesma área da base e a mesma altura, logo, o volume do prisma triangular é 
a metade do volume do paralelepípedo. 


Como eles têm a mesma altura, temos: 
1 


prisma triangular > 2 paralelepípedo 


onde B é a área do triângulo, logo, continua valendo: 


V=Bh 
12.5.3 - Volume de um prisma qualquer 


Seja ABCDE... A'B'C'D'E'... um prisma qualquer. Consideremos os planos dia- 
gonais que contêm a aresta AA” e as diagonais da base AC, AD, AE, ... 


O prisma oblíquo fica dividido em prismas triangulares que têm uma altura 
comum h. Como o volume de cada prisma triangular é o produto da área de sua 
base pela altura comum, o volume do prisma será: V=bh+b,h+b,h+... 


em que b,b,,b,, ... são as áreas das bases triangulares. 
Então, V=(b +b,+b,+...)Jh.Masb +b,+b,+...=B, a área da base do prisma 
qualquer, logo: 


V=Bh 
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OBSERVAÇÃO 

Mesmo que as bases 
tenham formas diferentes, 
mas a mesma área, os 
volumes dos prismas serão 
iguais desde que tenham a 
mesma altura. 


“we 


Conseguências: 
i) Dois prismas que tenham bases de mesma área e alturas congruentes são 
equivalentes. 
ii) Os volumes de dois prismas que têm bases equivalentes estão entre si, as- 
sim como as suas alturas. 
V Bh h 
vo Bh hW 
iii) Os volumes de dois prismas que têm a mesma altura estão entre si, assim 
como as áreas de suas bases. 
V Bh B 
Vo B'h BP 
iv) O volume de um prisma só depende da área da base e da altura. 


=P -—+S 


prisma reto prisma oblíquo 


Isso pode ser entendido imaginando um prisma como uma pilha de lâmi- 
nas muito finas empilhadas. 

Fazendo essas lâminas deslizarem umas sobre as outras, a altura dos pris- 
mas não se altera, pois é a soma das espessuras das lâminas e o volume 
dos prismas é o mesmo porque é a soma dos volumes das lâminas. 


Teorema 
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Demonstração: 

Por um ponto D da aresta AA”, tracemos a secção reta DEF. Prolonguemos a 
aresta AA” de um segmento A'D' = AD e, pelo ponto D, tracemos a secção reta D'E'F' 
paralela à secção DEF. O poliedro DEFD'E'F' é um prisma reto tendo para bases as 
secções retas no prisma oblíquo e para altura sua aresta lateral AA” = DD' uma vez que: 

DD' = DA' + A'D' = DA' + DA = AA 

O prisma DEFD'E'F' é constituído da superposição de dois troncos DEFA'B'C' e 

A'B'C'D'E'F”. Como os troncos A'B'C'D'E'F' e ABCDEF são congruentes, os volumes 


dos prismas ABCDEF e DEFD'E'F' são iguais. 


Exemplos: 


i) Calcular o volume de um cubo, sabendo que quando se aumenta sua ares- 
ta de 1 m, a área lateral do mesmo cresce de 164 mº. 
Denominemos x a aresta do cubo dado. Sabemos que a diferença entre as 
áreas laterais correspondentes vale: 
4(x+1)2-4x2= 164 > x=20m; V=x*º=8000m 


ii) Aárea total de um cubo é 294 m?. De quanto devemos acrescer a diagonal 
a fim de que o volume aumente de 386 dm?? 
Volume do primeiro cubo: 6a?= 294 > a =7 dm; V = ai = 343 dm” 
Volume do segundo cubo: V, = 343 + 386 = 729 dm; a, = = 4/729 =9 dm 


Acréscimo da diagonal = e Gal = Do dm 


iii) Calcular as medidas das diagonais de um prisma hexagonal regular de 
área lateral 144 cm?e volume 144,3 cmº. 
Sendo a o lado da base e h a altura do prisma, medidos em cm, vem que: 
S, = 144 cm? > 6ah = 144 => ah = 24 (1) 
FEI 
4 


V= 144/43 em > 6. “h=144/3 > aºh=96 (II) 


De (1) e (II) decorre quea = 4 cm eh = 6 cm. 
As medidas das diagonais do prisma são D e d conforme indicamos nas 
figuras abaixo. 
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Essa demonstração é válida 
mesmo que a base do 
prisma não seja triangular. 
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e 


cos30º = 2 2 y = ay3 


y = 4/3 cm 
Temos: 
Dm Gs oo Dodo 
P=h+ > d=6+ (403) =84= d= 84 =221 
Resposta: 10 cm e 24/21 cm 


iv) Determinar a aresta do cubo, cujo volume é expresso pelo mesmo número 
que mede sua área total. 
emos ta Gas AGO 


Exercícios resolvidos: 


1) (Fuvest-SP) Uma caixa-d'água tem forma cúbica com 1 metro de aresta. 
De quanto baixa o nível da água ao retirarmos 1 litro de água da caixa? 


Solução: 
B.x=1L=1dmº =1000 cm” 


= 52 =(0,1l mm = 1 mam 
B=1m” = 10000 cm” 


2) (FEI-SP) Um tronco de prisma reto, conforme a figura, tem por base um 
quadrado de lado a. Duas arestas medem a e as outras duas medem 2a. 
Calcule o volume e a área total. 


2a 
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3) 


4) 


5) 


Solução: 
Pela figura, podemos escrever que: 


Qa+raja 3a? 


Di E = =S pocH 
2 ) 
E Sr Zi 3a? +20? + 29º +./20º 

Sacar = = Asscp 2 
Si E = S,=(7+2 Ja? 
SeraH =a-a2 = 24º 

3a? 34º 
VAIS ii cc 

3 

Resposta: V = de es, =(7+2)a? 


(Cesgranrio-RJ) Ao congelar-se, a água aumenta de E o seu volu- 
me. O volume da água a congelar para obter-se um bloco de gelo de 
8 dm x 4 dm x 3 dm é: 


(A) 80 dm? (B)95dm? (C)90dm? (D)100dm? (E)96 dm? 


Solução: V + V=8:4:35V=90 dm: 


Resposta: € 

(Mack-SP) Retirando-se um litro de água de um reservatório de forma cú- 
bica que está totalmente cheio, nota-se um abaixamento do nível de água 
equivalente a 12,5% do reservatório. Nestas condições, qual é a medida da 
aresta? 


Solução: 
aê: (oa )- OLE OOo 
100 
e O e En 
12,5 


(Unesp) O volume de ar contido em um galpão com a forma e dimensões 
dadas pela figura abaixo é: 


(A) 288 (B) 384 (C) 480 (D) 360 (E) 768 
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Solução: 
ao po On 
3 3 2) 
4 4 W= Ih = So lZ= el 
Resposta: B 


6) (ITA-SP) Considere um prisma hexagonal regular tal que a razão entre 


a aresta da base e a aresta lateral ( é a Sabendo-se que se a aresta da 
base for aumentada de 2 cm, o volume V do prisma ficará aumentado de 
108 cm. Considerando que a aresta lateral permanece a mesma, podemos 
afirmar que o volume do prisma é: 


(A) 10 em? (C) 23 que (E) 273 cm? 
(B) 12 em? (D) 36 em? 
Solução: 
7 = E = (= Ba 
Pê ZA 
v=6 É v6.8 fia ove do! 


3a => 


(a+2)/ 3 
4 


3 
(> 5a'+108=6 


(a+2) 4/3 
J3 


>94'+216=9a(a+2) => 364º+364-216=0=>4'+a-6 =0=4=2 


W= - a Dê= Ho (Ca 


Resposta: D 


7) Seja o prisma reto hexagonal regular, com área lateral igual 12 m?e volu- 
me 4,5 mº. Determine a aresta da base e a altura do prisma. 


Solução: 
Seja / a aresta da base e h a altura. 


2) 
Temos: ) 6- aaa -h=4,5 


6/h = 12 


Resolvendo o sistema, temos: 


-8 qe SE 
2 3 
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O recipiente da figura, que contém água, é um prisma reto cujas bases são 
triângulos equiláteros de altura 2. A superfície da água é paralela à face ABCD. 
Se o volume ocupado pela água é metade do volume do prisma, o valor de h é: 
B 
e 


(1) é ENTE OND qd) 


NI 


Solução: 
Temos a figura: 


EE 


Seja S, a área do AA'D'E e S, a área do AADE. 


Os triângulos A'D'E e ADE são semelhantes, com razão de semelhança 


h 
= > db, 

7 (1) 
Do enunciado, temos: 
S,:d = dl “Sa d> Sm dl 

2, Ss. .2 
Logo, k = Ea Portanto, k = 2 (1). 
2 2 

De (1) e (II), resulta que E E ou seja, h = An 
Resposta: € 
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9) Dois paralelogramos retângulos de mesmas dimensões cortam-se confor- 
me a figura, sendo igual a 1 o volume da região assinalada. Se ABCD é um 
quadrado, e o volume total do sólido obtido, incluindo a região assinala- 


da, é 9, a dimensão b é igual a: 


As 


(A) 2 (B) 6 (C) 5 (D) 3 (E) 4 
Solução: 
Do enunciado, temos a figura: 


AMI 
rn 


Ainda, temos: 

a gs) 
[2-a:a (b-a)+a* =9(Il) 
DeirediAtemos EEE DE OE hEIS 
Resposta: C 


10) Num paralelepípedo reto-retângulo, a soma das medidas das arestas é 
48 cm e a diagonal mede 5/2 cm. Calcule a área S do paralelepípedo. 


Solução: 
Como temos: 4a + 4h + 4c=48 > a+b+c=12 
A diagonal é: D= q? + b?+ €, seD = 5V2 
Temos: Va? +b?+c? =5/2 >a2+b+c =50 
a+b+c=12 
Pe O) 


D2+ S = 144 => S=94 em 


à VA: 482 


> (a+b+0)2=122=> q2+b2+cº + 2ab + 2ac + 2bc = 144 
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11) (Uerj) Dois prismas regulares retos Pe P,, o primeiro de base triangular 
e o outro de base hexagonal, têm a mesma área da base e a mesma área 
lateral. Calcule a razão entre o volume de P e o de P,. 


Solução: 
P, 
E 
H 
h 
A 
a 
Ba, 
qo AE 
Área da base 
o; 
po 68 
4 
A?=6a2=> A=av6 
o l RE SUAS 
rea latera estalo 
3AH = 6ah > AH = 2ah => += E 


vB H 4 2a 24 2N6 6 
ho Ga” A 6a 6 3 


2 BP, 


12) (UFRJ) A figura abaixo corresponde à planificação de um prisma regular 
hexagonal de altura 2a e perímetro de base igual a 3a. 
Determine a distância entre os pontos P e Q no prisma. 
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Solução: 
Construindo o prisma, temos: 


PN=a 
Hed ts 


Na 


AB=2/=> AB=a 

AB=NQO > NQ =a 

No triângulo NPQ: PQ? = NQ? + PN? 
PQ2=92+a” 


PQ = ay2 


13) (UFRJ) Uma caixa sem tampa, completamente cheia de leite, tem a for- 
ma de um paralelepípedo retângulo de dimensões internas a = 10 em, 
b=7 cmec=16cm. 

Inclina-se a caixa de 60º em relação ao plano horizontal de modo que 
apenas uma das menores arestas fique em contato com o plano, como 
mostra a figura. 


ED 


Calcule o volume do leite derramado. 
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14) 


Solução: 


Observe a vista lateral da caixa inclinada. Cortando a caixa por um pla- 
no, paralelo à sua base, que passa por PQ , formamos um paralelepípedo 
retângulo cujo volume é o dobro do derramado. 


a ! ll 
No A PRS emos Po en ge Oi ps = 103 
ES Ps 3 
Volume derramado: V, = : PESPIO SS ES Vi= sa em” 


(Fuvest-SP) Um cubo de aresta m está inscrito em uma semi-esfera de raio 
R de tal modo que os vértices de uma das faces pertencem ao plano egua- 
torial da semi-esfera e os demais vértices pertencem à superfície da semi- 
esfera. Calcule o valor de m. 


Solução: 


O é o centro da esferae OP=R. 


No AOPQ, PQ=me OQ = E assim: 


Za 
PQ + OQ =OP > mt + Sm =R=>m!= E =>m RVó 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule a medida da aresta da base de um prisma qua- 
drangular regular que tem altura medindo 4 m e o 
volume igual a 16 mº. 


[2º Uma sala de aulas tem a forma de paralelepípedo retân- 
gulo de dimensões proporcionais a 16, 12 e 7. Calcule o 
volume de ar contido na sala sabendo que as áreas de 
duas paredes adjacentes e do teto somam 97 mº. 


E3º (UFRJ) Uma barra de sabão ABCDEFGH, com a forma 
de um paralelepípedo retângulo, foi cortada pelo pla- 
no que contém os pontos C, D, Fe G, como mostrado 
na figura 1. O sólido ABCDFG obtido foi cortado, mais 
uma vez, pelo plano que contém os pontos M, N, P 
e Q que são, respectivamente, os pontos médios das 
arestas AD, BC, CG e DF, como ilustrado na figura 2. 


Figura 1 


Figura 2 Figura 3 
Calcule a razão entre o volume do sólido CDMNPQ 
resultante desse segundo corte (ilustrado na figura 3) 
e o volume da barra de sabão original. 


[4 Determine o volume de um prisma hexagonal regular, 
sabendo-se que sua área lateral é 36,3 m?e a área to- 
talé 6343 m'. 


[5 Sabendo-se que a altura de um prisma hexagonal re- 
gular mede 3 cm, e que sua área lateral é o dobro da 
área de sua base, determine o seu volume. 


[16 Calcule o volume de um paralelepípedo oblíquo cuja 
base é um retângulo de dimensões 8 dm e 6 dm, sen- 
do a aresta lateral igual a 12 dm. Sabemos, ainda, que 
a perpendicular baixada de um dos vértices da base 
superior coincide com o centro da base inferior. 


H G 
E sie 
Cc 


“rs 


: BZ A base de um prisma reto é um losango, cujas diago- 


nais estão entre si na razão de 3 para 4. A altura vale a 
soma das diagonais da base. Sabendo que o volume é 
1134 dm?, determine a área total desse prisma. 


: 18º Determine a área total do prisma triangular retangular, 


cujo volume é 129,9 me a altura vale 4 do perímetro 
5 
da base. 


9" (Fuvest-SP) A aresta do cubo mede 2 e BP = 3. Calcule 


PCePD. 


: MO! Calcule o volume do cubo da questão anterior. 


[MM (Cesgranrio-RJ) De um bloco cúbico de isopor de ares- 


ta 3a recorta-se o sólido, em forma de “H”, mostrado 
na figura. O volume do sólido é: 


(A) 273º 
(B) 212º 

(184º q 

(D) 14aº LA 

(E) 9aº E 


[12º (Mack-SP) A área total do sólido abaixo é: 


(A) 204 4 5 
(B) 206 2 
(C) 222 3 D+ 
(D)244 7? 
(E) 262 

fe >] 


13 
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12.6 - Cilindro 


DEFINIÇÃO 
Superfície cilíndrica. 


A reta g que se desloca é denominada geratriz e a curva d na qual se apoia a 
geratriz denomina-se diretriz da superfície cilíndrica. 

Conforme a diretriz das superfícies cilíndricas, tais superfícies são circulares, 
elípticas, parabólicas, abertas, fechadas, convexas etc. 


DEFINIÇÃO 
Cilindro. 


As duas superfícies planas são as bases do cilindro e a porção da superfície 
cilíndrica é a superfície lateral do cilindro. 

Altura do cilindro é a distância entre as bases do cilindro. 

Um cilindro é reto ou oblíquo quando suas geratrizes são perpendiculares às 
bases ou oblíquas às bases. 


cilindro reto cilindro oblíquo 


Os cilindros circulares retos são também chamados de cilindros de revolução 
porque podem ser obtidos pela rotação completa de um retângulo em torno de um 
de seus lados. 
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— eixo de rotação 


O lado fixo está sobre o eixo de rotação e é altura do cilindro; os outros lados 
são os raios das bases do cilindro. 


Propriedade fundamental 


Se um prisma cuja base é um polígono regular está inscrito ou circunscrito 
a um cilindro circular, e o número de lados da base do prisma cresce 
infinitamente: 


i) | o volume do cilindro é o limite do volume do prisma; 
ii) aárea lateral do cilindro é o limite da área lateral do prisma; 


à VA: 488 


PRISMAS E CILINDROS 


Teoremas 


Seja V o volume, B a área da base e h a altura do cilindro. 


aj! 


Inscrevamos no cilindro um prisma com sua base um polígono regular de área 
B' e volume V”. Temos V' = B”. h. 

Fazendo o número de lados da base infinitamente (tender para o infinito), B' 
tenderá para B e V” tenderá para V e escrevemos: 


V=limV'=limBh=Bh> V=Bh 


No caso do cilindro de revolução, B = xy”, sendo r o raio da base, então: 


Se o cilindro for equilátero, V = 1º. 2r = 2nfº. 


Caso particular 
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NOTA 

Um cilindro é equilátero 
quando sua altura é igual 
ao diâmetro de sua base, 
logo sua secção mediana é 
um quadrado. 
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E 


A 


Ns 


A 


Demonstração: 

Sejam S, a área lateral, P o perímetro da secção reta e g a geratriz do cilindro. 

Inscrevamos no cilindro um prisma com base poligonal regular e seja S,' sua 
área lateral e P' o perímetro da secção reta. Temos que S' =P”. AC, em que AC é a 
aresta do prisma. 

Se o número de faces do prisma cresce infinitamente, S,' se aproximará de S,, 
P”' se aproximará de P e como AC = g, vem: 


S=limsS'=limP'.AC=P.g>'5 


Consequentemente a área total do cilindro será: 


Caso particular 
Quando o cilindro é de revolução, a área lateral se reduz ao produto do com- 
primento do círculo da base pela altura. 


g=heP=2wm>S=2nhesS, = 2nrh+2nrº > 


Se o cilindro for equilátero, 
S,=2nr-2r=4nrºeS, = 4nrº + 2n7rº= 6n7º. 


2nr 
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Exemplos: 


id)  Aéárea lateral de um cilindro é 50 m?, sendo a altura a metade do compri- 
mento da circunferência da base. Determine seu volume. 


Sendo x o raio da base, temos: 

5) 
Le p= = = — Tm 

T 
Então a altura é h= 5 m e o volume: 


Za 
V=t-hen(o] Fo ass dEA mº 
x x IM 


ii) Sendo 100 m o raio da base de um reservatório cilíndrico, qual deve ser 
sua altura para que sua área lateral seja 6007 m?? 


Temos que: r = 100 m. 
A área lateral é:S, = (217) -h 


S, = 6007 => 6007.= 27 - 100 .h = h= S0" , p=3m 
2007 


iii) Se o raio da base de um cilindro de revolução mede 8 cm e a geratriz 
16 cm, calcule: 


a) a área da base; 

b) a área lateral; 

c) a área total; 

d) o volume. 

Como r=8 cm, temos: 

a) B=quê= o RÉ |j= (Ge anP 

b) S=2nh=21:8-16=>58 =2561 cm? 

c) 8S,=8,+2-B=2567+2-641=384rcm 


d) V=B.h=647-16 > V=l10247cm 


iv) Calcular a área e o volume do cilindro equilátero de altura 10 cm. 


Num cilindro equilátero, a altura é igual ao diâmetro da base. Temos, então: 
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= n="0 cin 


hn HiOemE2n=10lem ES em 

Área lateral: 

S=2mh=27:5-:10=>5S = 1007 cm? 

Área da base: 

Ba qês qo => Bs 250 Om 

Área total: 

S,=S, + 2B = 1007 + 2: 2517 > S, = 150r cm? 
Volume: 

W=lalpe 2 NO) = We 2590 Gm 

A área é de 1507 cm? e o volume é de 2507 cmº. 


Exercícios resolvidos: 


1) (Mauá-SP) Um cilindro circular reto de raio r e altura h = 21 é cortado por um 
r 
plano paralelo ao seu eixo. Sendo 2a distância do eixo ao plano secante, 


calcule o volume do menor segmento cilíndrico resultante dessa secção. 


Solução: 
Temos, então: 
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4 2, 
sen 0 = x. 53 = (1) = 60º 
ro 2 
Área do setor circular de ângulo 120º: 
oo mo 
= == 
setor 360º 3 
r 
-s s Ea ao e ss. 
segmento” “setor” 2AOAB 3 » 3 4 3 4 ig 


O volume do segmento cilíndrico (altura = 2r) é, então: 


ns 2x N3 ê 
Suas = [5-8 aros [ P= (47-33) gs 
pP 
dA dd CURE NE Dra 


2) Considere um cilindro circular reto cuja base está contida em um plano « 
e é seccionado pelo plano B conforme indica a figura. O ângulo entre os 
planos a e 8 mede 30º e a reta que contém o diâmetro BC é perpendicular 


à reta 1 no ponto A. Se BA mede 4/3 cm e BC mede 2,3 cm, calcule o 
volume da parte do cilindro compreendida entre os planos a e p. 


Solução: 
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3) Um tronco de madeira foi cortado ao meio tomando a forma de um 
semicilindro circular reto. Com um barbante, um lenhador mediu o 
perímetro de sua secção reta e encontrou 100 cm. Sabendo que o com- 
primento do tronco é igual a 100 cm e considerando x = 3, calcule o 
volume do tronco. 


secção reta 


Solução: 


2r+ ai = 100 > 2r+ 3r= 100 > 5r = 100 > r=20 cm 


mn 3. 400: 100 
És 2 


> V, = 60000 cm” 


4) Um cilindro está circunscrito em um prisma hexagonal regular conforme 
mostra a figura abaixo. Determine a razão entre as áreas laterais do cilin- 
dro e do prisma. 


Solução: 
Área lateral do prisma: S, = 6Rh 


Área lateral do cilindro: S, = 2xRh 


2nRh q 
6Rh 3 


Resposta: A é razão é 


dh 
3 
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À figura dada representa um cilindro equilátero, com 
4 em de raio, onde MA e PB são diâmetros paralelos 
e Néo ponto médio de BA . Se a linha MN é o menor 
caminho que liga M até N pela superfície do cilin- 
dro, calcule a área da região tracejada AMN. 


Solução: 
Planificando o cilindro, temos: 
B 
ns à d 
4 
8 N 
4 
S o 
M 4m A 4m 


C = 2m = 214 = 817 => MÃ=4r cm 


Um recipiente cilíndrico reto, com raio da base igual a 4 cm, contém água 
até a metade de sua altura. Uma esfera maciça, colocada no seu interior, fica 
totalmente submersa, elevando a altura da água a 2 cm. Calcule o raio da 


esfera, sabendo que V = SnRé o volume da esfera. 


Solução: 
Do enunciado temos a figura: 
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“we 


7) 


O volume da esfera de raio R é igual ao volume de água por ela deslocado, 
ou seja, o volume da esfera é igual ao volume de um cilindro de raio da 
base 4 cm e altura 2 cm. 


Logo: 
E «m-Rô=m-42.2 
3 

Rº=24 

R= 23/3cm 


Em um cilindro reto de raio 2 cm, fez-se um corte transversal e uma das 
partes está desenhada abaixo: 


12 cm 


Calcule seu volume. 


Solução: 

Como o sólido obtido não é um cilindro, então não podemos utilizar as 
relações aprendidas neste capítulo. 

Mas se criarmos um outro sólido exatamente igual e encaixarmos o cilin- 
dro conforme sugere abaixo, passaremos a ter um cilindro. 


= 2 em 


8 cm 
12 cm aire 


SS = uu 


Em 12 cm 


O cilindro obtido possui raio de base 2 cm e altura 20 cm. 
V=1:22.20=80rcmº 

Como o cilindro contém 2 sólidos iguais, então o volume de cada sólido 
é a metade do volume do cilindro. 
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8) 


9) 


10) 


(UFRRJ) Um caminhão pipa carrega 9,42 mil litros de água. Para encher 
uma cisterna cilíndrica com 2 metros de diâmetro e 3 metros de altura são 
necessários, no mínimo: 


(A) 10 caminhões. (D) 2 caminhões. 
(B) 100 caminhões. (E) 4 caminhões. 
(C) 1 caminhão. 


Solução: 

Volume da cisterna: V=112.h=3,14.12.3=9,42 mº= 9420 dm” =9420L 
Esse volume é igual ao de um caminhão pipa. 

Resposta: € 


(UFRJ) Uma pizzaria vende pizzas grandes e pequenas no tradicional for- 
mato circular. As grandes têm 40 cm de diâmetro e custam R$ 18,00; as 
pequenas têm 20 cm de diâmetro e custam R$ 6,00. Todas têm a mesma 
espessura. 

a) Lúcia e Raquel foram a essa pizzaria dispondo, cada uma, de R$ 10,00. 
Raquel propôs dividir uma pizza grande; Lúcia sugeriu que pedissem 
três pequenas. Qual dessas opções permite que elas comam mais? 

b) Manoel e Joaquim foram a essa pizzaria, com muita fome, e gastaram 
R$ 60,00 em 10 pizzas pequenas. Determine de quantas outras formas 
eles poderiam, nessa pizzaria, gastar os mesmos R$ 60,00 em pizzas. 


Solução: 
a) Opção de Raquel: x - 20?= 4007 cm? 
Opção de Lúcia: 3 - 7 - 102= 3007 cm? 
Resposta: A opção de Raquel, que tem maior área. 


pequenas = p 
grandes = g 
Pares ordenados (p; 9) => (10; 0), (7; 1), (4; 2) e (1; 3) 
Resposta: O número de outras formas é 3. 


b) Node pizzas | > 6:p+18.9=60=> p+3g= 10 


A figura representa um cubo e um cilindro circular reto de volumes iguais. 
A base do cilindro está inscrita numa face do cubo. 
Calcule a razão entre a altura do cilindro e a aresta do cubo. 
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Solução: 


Ee 


ir 


vista superior 


Volume do cubo: V = aº= 81º 
Volume do cilindro: V'=1r2.h 


W=W => r=a => fp == lis sr 
x 


8r 
hh q 4 
o dd mr 


Resposta: A razão é 


aja 


11) (UFRJ) Um produto é embalado em latas cilíndricas (cilindros de revolução). 
ER 
A B 
O raio da embalagem A é igual ao diâmetro da embalagem B e a altura de 
B é o dobro da altura de A. Assim: 
altura: h 
raio da base: 2r 


Cilindro A | 


altura: 2h 
Cilindro B 
raio da base: r 


a) As embalagens são feitas do mesmo material (mesma chapa). Qual 
delas gasta mais material para ser montada? 


b) O preço do produto na embalagem A é R$ 780,00 e na embalagem B 
é R$ 400,00. Qual das opções é mais econômica para o consumidor, 
supondo-se as duas latas completamente cheias? 
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12) 


Solução: 
a) O material gasto depende das superfícies. 


=2n-(20)- h+2n-(27) >S, =417h+8mr” 
=x 


SA 
S,=217:7(2h)+2:n:7º >S,=4vh+2nr 


fases 


Portanto, a embalagem A gasta mais material. 


b) A mais econômica tem a menor razão preço por kg ou preço por 
volume. 


Vi=1:(21)?. h= 4nr”h custa R$ 780,00 
Ve=1:".2h=2mrºh custa R$ 400,00 > 4rr2h custa R$ 800,00 


Portanto, a embalagem A é mais econômica. 


(UFRJ) Mário e Paulo possuem piscinas em suas casas. Ambas têm a mes- 
ma profundidade e bases com o mesmo perímetro. A piscina de Mário é 
um cilindro circular reto e a de Paulo é um prisma reto de base quadrada. 
A companhia de água da cidade cobra R$ 1,00 por metro cúbico de água 
consumida. 


a) Determine qual dos dois pagará mais para encher de água a sua piscina. 


b) Atendendo a um pedido da família, Mário resolve duplicar o períme- 
tro da base e a profundidade de sua piscina, mantendo, porém, a for- 
ma circular. Determine quanto Mário pagará pela água para encher a 
nova piscina, sabendo que anteriormente ele gastava R$ 50,00. 


Solução: 
a) Sendo: piscina de Mário — M; piscina de Paulo — P 


Perímetro M: 2xr o) 
Ê 4/=2nr > — =— 
Perímetro P: 4/ Man 


2 


VolumeM:V, arí-h Vo ué [E] + ] 4 
= O =p = — 
Volume P: VW, = (2 -.h x 


Logo, Mário pagará mais. 


BA 
b) Vy=t(2r) -2h=8nr?-h = Mário pagará 8 - 50,00 = R$ 400,00 


Vy 
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13) (PUC-RJ) Um tonel cilíndrico, sem tampa e cheio de água, tem 10 dm de 
altura e 5 dm de raio da base. Inclinando-se o tonel de 45º, qual é o volu- 
me da água derramada? 


Solução: 


10 dm 


Esse tonel é um cilindro equilátero. Inclinando-o 45º, uma diagonal da 
secção meridiana, que é um quadrado, fica horizontal; portanto, metade 


do volume é derramado: V, = > me SPO 


V,= 1257 = 392 dm 


à VA: 500 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Sea área lateral é igual à área da base num cilindro de 
revolução de altura h, qual é o volume? 


EZ" A área total de um cilindro é 180 m?. Calcule a área 
lateral, sabendo-se que a altura é igual ao dobro do 
raio da base. 


[3º Determine a área lateral e a área total de um cilindro 
E : 1 ; 
cujo raio da base vale — cm, sendo a altura igual ao 
comprimento da circunferência da base. 
F4" Quantos mililitros de tinta podem ser acondicionados 
no reservatório cilíndrico de uma caneta esferográfica, 


sabendo que seu diâmetro é 2 mm e seu comprimento 
é 12 cm? 


5" Determine a área total do cilindro equilátero cujo volu- 
me é 1287 cm. 


16 Um reservatório que tem a forma de um cilindro reto 
; z . 2 ; 
contém um volume de água igual a 3 de sua capaci- 


dade. Se forem retirados 50 litros do líquido, a altura 
do seu nível baixará de 10%. Determine o volume to- 
tal do reservatório, em litros. 


FZ Num cilindro circular de altura 6 cm e raio da base 
5 cm, determine: 
a) a área da secção meridiana; 


b) a área de uma secção determinada por um plano 
paralelo ao eixo, distante 4 cm do eixo. 
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[8 Calcular a massa do ouro utilizado para fazer a alian- 
ça indicada no desenho abaixo, sabendo que a massa 
específica do ouro é 20 g/cm. A aliança tem raio ex- 
terno 22 mm, raio interno 21,5 mm e altura de 3 mm. 


3 mm 


[9 Determine a área e o volume do sólido obtido pela ro- 
tação completa do polígono ABCD em torno do eixo e 
indicado. 


CD---t E 


HO! A área da secção meridiana de um cilindro equilátero 
é 100 m?. Qual a sua área total? 
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12.6.1 - Tronco de cilindro 


EEEF 
DEFINIÇÃO 

Tronco de cilindro. 
[| 


NOTA 

As secções desses planos na 
superfície cilíndrica circular 
são elipses ou círculos. 


Teorema 


Basta observar na figura abaixo que V =V,e V,=V,. 


Exemplo: E 


Um cilindro reto com diâmetro de base 
igual a 6 cm é seccionado por um plano oblíquo 
a ela, que determina, no cilindro, alturas entre Es 
2 cm e 8 cm, como indicado na figura. Qual é o 
volume, em cm?? 


8 cm 


à VA: 502 
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CAPÍTULO XII 


h..E = = 5 cm (medida do eixo do tronco) 


V=B.h,5V=n:32.5 


V=451emº 


12.7 - Semelhança de poliedros 


Dois poliedros são semelhantes quando têm o mesmo número de faces 
respectivamente semelhantes dispostas, tendo seus ângulos poliédricos ho- 
mólogos congruentes. 


Propriedades 
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DEFINIÇÃO 
Poliedros semelhantes. 


[E] 
NOTA 

“Homólogos” é o mesmo 
que “correspondentes”. 


NOTA 

A igualdade dos ângulos 
poliédricos implica a 
igualdade dos ângulos 
diedros homólogos. 


NOTA 

As relações de semelhança 
são válidas para dois 
cilindros. 
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4) Os volumes de dois poliedros semelhantes estão entre si assim como os 
cubos das linhas homólogas. 


V Bh 
Por exemplo, para prismas, basta ver que — = ——.. 
VA od 
2 2 
Nes bo (AB cunho AB EO e A AB 
B' (A'B)* h' ABA Nie (A'B)* ABA 
ONA 
OU Seja: >= (ap 
AB 
Fazendo FI k, então: N = 


à Vs 504 
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Exemplos: 


|) 


ii) 


ê ; ; a ES : y 
Se a relação entre as áreas de dois cubos é 2' determine a razão entre 


suas arestas e seus volumes. 


62 25 (5) DS 
Temos que: => = UR 


| 


64? 49 


Logo, a razão entre os volumes será: 


a V 125 
We A 7 V' 343 
(Cesgranrio-RJ) Um bloco cilíndrico de volume V deforma-se quando sub- 
metido a uma tração T, conforme indicado esquematicamente na figura. 
O bloco deformado, ainda cilíndrico, está indicado por linhas tracejadas. 


Neste processo a área da secção reta diminui de 10% e o comprimento 
aumenta de 20%. O volume do bloco deformado é: 


(A) 0,90V 
REM 

(C) 1,08V 
(D) 1,20V 
(E) 1,80V 


Sabemos que: 
V=B-h, logo: 
Vº = (90% B) - (120% h) = 0,9B - 1,2h = 1,08Bh = 1,08V 


Resposta: € 
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CAPÍTULO XII 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Uerj) Com uma chapa plana delgada, de espessu- 
ra uniforme e massa homogeneamente distribuída, 
construíram-se duas peças: uma com a forma de um 
cubo (Fig. A) e a outra com a forma de um poliedro 
com 9 faces, formado a partir de um outro cubo con- 
gruente ao primeiro, onde as três faces menores são 
quadrados congruentes (Fig. B). 


Fig. A 


Fig. B 


As informações acima possibilitam a seguinte conclusão: 
(A) o peso de A é igual ao de B. 

(B) o volume de A é igual ao de B. 

(C) a superfície de A é maior que a de B. 

(D) a superfície de A é menor que a de B. 


FZ" (UFF-R]) O sólido abaixo representado possui todas as 
arestas iguais a L. 


Sabendo-se que todos os ângulos entre duas faces ad- 
jacentes são retos, pode-se afirmar que o seu volume é: 


(A) ZU (D) 1913 
(B) 9Lº (E) 2713 
CE) 


[3º (Fuvest-SP) O volume de um paralelepípedo reto re- 
tângulo é 240 cm. As áreas de duas de suas faces 


“we 


são 30 cm?e 48 cm. A área total do paralelepípedo, 


em cm, é: 

(A) 96 (D) 240 
(B) 118 (E) 472 
(C) 236 


P4” (PUC-RJ) Um cubo tem área total igual a 72 m?; sua 


diagonal vale: 


(A) 246 (D) 12 
(B) 6 (E) 2N24 


(C) 6 


5 (Mack-SP) Aumentando-se de 1 m a aresta de um cubo, 


a sua área lateral aumenta de 164 m?2. O volume do 
cubo original é: 


(A) 6000 m: (D) 12000 m: 
(B) 7000 m? (E) 16400 m' 
(C) 8000 m? 


16 (Mack-SP) Em um paralelepípedo retângulo a diago- 


nal mede 283 cm. Se as suas arestas são proporcio- 
nais aos números 3, 5 e 7, o seu volume é: 


(A) 332 cm? (D) 740 cm? 
(B) 405 cm” (E) 840 cm? 
(C) 620 cm? 


[7 (Cescea-SP) Seja um paralelepípedo retângulo de ares- 


tas a, be c. Determinar o seu volume sabendo-se que 
a área total é 49?e que c é o dobro de b. 


(A) 29º (D) à? 
3 

(B) E (E) Não sei. 
a 

(e) z 


en qurr- RJ) Um prédio com a forma de um paralelepípe- 
do retângulo tem 48 m de altura. No centro da cober- 
tura desse prédio e perpendicularmente a essa cober- 
tura, está instalado um para-raios. No ponto Q sobre 
a reta r— que passa pelo centro da base do prédio e é 
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: [MM (Fafi-MG) Um prisma quadrangular reto possui altura 
E de 5 cm, e um dos lados da base mede 2 cm. Sua área 
lateral, em centímetros quadrados, é: 


(A) 28 (C) 48 
(B) 40 (D) 60 


perpendicular a MN - está um observador que avista 
somente uma parte do para-raios (ver a figura). 


- mza puc- RJ) A base de um prisma reto é um triângulo de 


: lados i iguais a5m,5me8meaalturatem3m;o seu 
É volume será: 


(A) 12mº (D) 48 m? 
(B) 24m? (E) 60m) 
(C) 36 Mm? 
E 
º É MBN (Cescea- -SP) O volume do prisma hexagonal regular 
' reto, de altura «/3 cm e cujo apótema da base mede 
3 cm, é: 
es (A) 18 cm? (D) 3 cm? 
(B) 643 em: (E) Não sei. 
A distância do chão aos olhos do observador é 1,8 m (C) 3 cm 
ePQ=61,6m. : 
O comprimento da parte do para-raios que o observa- | mao (Cescem-SP) O volume de ar contido em um galpão 
dor não consegue avistar é: com a forma e as dimensões dadas pela figura abaixo é: 
(A) 16m (D) 6m 
(B) 12m (E) Sim 
(C) 8m 
; É 10 
E9 (Cescem-SP) Um paralelepípedo retângulo tem 142 cm? : 3| 
de superfície total e a soma dos comprimentos de suas EE 
arestas vale 60 cm. Sabendo que os seus lados estão : ú 
em progressão, eles valem (em cm): (A) 300 (D) 210 
(A) 2,5,8 (D) 4,6,8 (B) 240 (E) 180 
CB jTS,O (E) 3,5,7 (E) 225 


(C) 12, 20, 28 
+ MSN (Cesgranrio- RJ) Dado um cubo de aresta a, o ângulo 


sob o qual um observador situado no centro do cubo 


PUC-RJ) A á | lelepí tângu- 
HO! (PUC-RJ) A área total de um paralelepípedo retângu Ceasa 


lo mede 28 m?e a diagonal 21 m. Sabendo que as 


dimensões a, b e c estão em progressão geométrica, (A) um ângulo cuja tangente é PD 
temos: : 

B ângulo cuj é 22 
(A) a=1m,b=2m,c=3m (B) um ângulo cujo seno é = 
(B)a=1m,b=2m,c=5m (E) Um ângulo cujo cosseno é ——. 


(C)a=1Im,b=2m,c=4m 
(D) a= im, b= 2'm, cS6im 


(E) a=1m,b=2m,c=2m (E) Um ângulo cujo seno é se 


(D) Um ângulo cuja secante é a 
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16" (Mack-SP) Um paralelepípedo reto-retângulo tem 


arestas 5, 1, «/3, como mostra a figura. Um plano pas- 
sando por uma aresta forma com a base um ângulo 
de 60º e divide o paralelepípedo em dois sólidos. O 


volume do sólido que contém PQ é: 


: 9) (UFPE) Dois cubos, C e C,, são tais que a aresta de C, 


é igual à diagonal de C,. SeV, e V, são, respectivamen- 
E Boo Mis 
te, os volumes dos cubos C e C,, então, a razão a é 


E PA 
igual a: 


(A) 33 
(B) 427 


i 
(D) 75 
(E) 9 


1200 (Macksp) No cubo da figura abaixo, a distância do 


1443 3 
(a) E (O E 
(8) 93 (D) A 


[17º (Unirio-R]) Uma piscina na forma de um paralelepípe- 
do retângulo tem 8 m de comprimento, 6 m de lar- 
gura e 3 m de profundidade. Um nadador que estava 
totalmente submerso na piscina verificou que, ao sair, 
o nível da água baixou 0,5 cm. 

O volume do nadador, em dm?, é igual a: 


(A) 480 (D) 240 
(B) 360 (E) 120 
(C) 300 


[18º (Fuvest-SP) Uma formiga resolveu andar de um vértice a 
outro do prisma reto de bases triangulares ABC e DEG, 
seguindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice G, 
percorreu toda a aresta perpendicular à base ABC, para 
em seguida caminhar toda a diagonal da face ADGC e, 
finalmente, completou seu passeio percorrendo a aresta 


reversa a CG. A formiga chegou ao vértice: 


(A) A (D) D 
(B) B (E) E 
(GE 


à VA: 508 


vértice A à diagonal PQ é 6. Então, o volume do 
cubo é: 


(A) 943 (D) 64 
(B) 843 (E) 125 
RE 27 


120 Puccamp- -SP) Deseja-se construir um recipiente fe- 


chado com volume de 0,5 mº. Seu formato deverá ser 
o de um paralelepípedo retângulo, com altura de y 
metros e base quadrada de aresta x metros. O mate- 
rial para a confecção das faces laterais custa R$ 1,50 o 
metro quadrado, e o material para a tampa e a base 
custam R$ 2,50 o metro quadrado. Se P é o custo de 
todo o material usado, em reais, deve-se ter: 


5 


(A) P=3x+ À (D) P=3x2+ 5x 
x 


(B) P=5x2+ (E)IR=:8x2 


(GC) p=5M 8x 


1220 unesp- SP) Considere um pedaço de cartolina re- 


tangular de lado menor 10 cm e lado maior 20 cm. 
Retirando-se 4 quadrados iguais de lados x cm (um 
quadrado de cada canto) e dobrando-se na linha tra- 
cejada conforme mostra a figura, obtém-se uma pe- 
quena caixa retangular sem tampa. 
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O polinômio na variável x que representa o volume 
desta caixa, em cm, é: 


20 cm 
oi > 
xcm 1 “| 
! 10 cm 
(A) 4x — 60x? + 200x (D) xº — 30x? + 200x 
(B) 4x? — 60x + 200 (E) x*—- 15x2+ 50x 


(C) 4xº — 60x? + 200 


[23º (ESPM-SP) Uma caixa tem o formato de um parale- 
lepípedo reto cuja base é um retângulo ABCD, com 
AB = 8 dm e AD = 15 dm, e cuja altura é 20 dm. 
Essa caixa inicialmente se encontra destampada, cheia 
de água e apoiada num chão horizontal. 
Em seguida, ela se inclina, mantendo sua aresta AB no 
chão, até que metade de sua água seja derramada. 
Nesse exato instante, a distância do seu vértice D ao 
chão, em dm, é: 


(A) 10 (D) 13 
(B) 11 (E) 14 
(6) 12 


24" (Mack-SP) As dimensões a, b, e c de um paralelepípe- 
do reto-retângulo são tais que a > b > c. Aumentan- 
do-se a de 25% e mantendo b constante, para que o 
volume do paralelepípedo mantenha-se o mesmo, a 
dimensão c deve ser diminuída de: 


(A) 15% (D) 25% 
(B) 18% (E) 28% 
(C) 20% 


[25' (UFMG) Observe a figura a seguir. Ela representa uma 
piscina retangular com 10 m de comprimento e 7 m 
de largura. As laterais AEJD e BGHC são retângulos, 
situados em planos perpendiculares ao plano que con- 
tém o retângulo ABCD. O fundo da piscina tem uma 
área total de 77 m? e é formado por dois retângulos, 
FGHI e EFI). O primeiro desses retângulos corresponde 
à parte da piscina onde a profundidade é de 4me o 
segundo, à parte da piscina onde a profundidade varia 
entre me4m. piscina, inicialmente vazia, recebe 
água à taxa de 8000 litros por hora. 

Assim sendo, o tempo necessário para encher total- 
mente a piscina é de: 
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(A) 29h e 30 min (C) 29h e 45 min 
(B) 30he 15 min (D) 30he 25 min 


[26 (FEI-SP) Os pontos médios das arestas AB, BC, EF e FG 


do cubo ABCDEFGH são M, N, P e Q. Quanto vale a 
razão entre o volume do prisma BMNFPQ e o volume 
do cubo? 


(A) 


W|a 
NI|a 


(B) (D) — 


ala 
s|a 


[27 (Vunesp-SP) As arestas do cubo ABCDEFGH, represen- 


tado pela figura, medem 1 cm. 
Se M, N, Pe Q são os pontos médios das arestas a que 
pertencem, então o volume do prisma DMNCHPOQG é: 


(A) 0,625 cm? (D) 0,825 cm 
(B) 0/7725: cm (E) 0,845 cm? 
(C) 0,745 cm 
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[28 (UCDB-MS) Um recipiente em forma de prisma hexa- [32' (UFF-RJ) Unindo-se os pontos médios das arestas de 


gonal regular contém um líquido até certo nível. 
Colocando-se nesse recipiente um cubo, o nível do lí- 
quido aumenta de 2 dm. Sabendo-se que a aresta da 
base do recipiente mede 3 dm, conclui-se que a aresta 
do cubo mede, em dm: 


(A) 23/2 
(B) 342 
(C) 383 


[29 (Unificado-R)) Uma caixa-d'água com forma de um 
paralelepípedo retângulo terá seu volume reduzido 
à metade do que tinha sido projetado inicialmente. 
Para isso, o construtor deverá diminuir as dimensões 
da base dessa caixa de 20% e 50%, respectivamente. 
Já, em relação à medida da altura dessa caixa-d'água, 
o construtor irá: 


(A) aumentá-la de 15%. 
(B) aumentá-la de 25%. 
(C) aumentá-la de 30%. 
(D) diminuí-la de 25%. 
(E) diminuí-la de 30%. 


130" (Unirio-R]) Um engenheiro vai projetar uma piscina, 


um cubo de aresta (, obtém-se um hexágono regular, 
PQRSTU, conforme a figura abaixo. 


Q 


Do) A 


V R 


T 


Determine a distância do vértice V ao plano do 
hexágono. 


[33' (PUC-RJ) Considere o cubo de lado a (ver figura). 


Calcule o comprimento dos lados do triângulo Al) 
onde | e ] são os centros das faces EFGH e BFGC, 
respectivamente. 


é EB4) A soma das medidas de todas as arestas de um parale- 


lepípedo retângulo é 48 cm e sua área total é 94 cm?2. 
Determine a medida de sua diagonal. 


em forma de paralelepípedo reto-retângulo, cujas me- 1851 Um cubo é formado de 1000 “cubinhos” congruen- 


didas internas são, em m, expressas por x, 20 —- xe 2. 
O maior volume que esta piscina poderá ter, em m', é 


igual a: 

(A) 240 (D) 150 
(B) 220 (E) 100 
(C) 200 


[BT (UFRJ) Uma certa quantidade de material é compac- 
tado, tomando a forma de um cubo de aresta igual a 
uma unidade. Pretende-se revesti-lo com uma camada 
isolante, de espessura e formato tais que cada ponto 
da superfície externa do sólido a ser obtido diste exa- 
tamente uma unidade do cubo radioativo. 

Determine o volume ocupado pelo isolante. 


à VA: 510 


tes e cinco de suas faces, excetuando-se a base, foram 
pintadas. 
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Desmontando-se essa pilha de “cubinhos”, verifica- 
mos que há “cubinhos” que estão pintados em uma 
face, duas faces e três faces. O número de “cubinhos” 
pintados em apenas duas faces é igual a: 


(A) 80 (D) 64 
(B) 72 (E) 60 
(C) 68 


[36 (UFJF-MG) Aumentando-se o raio de um cilindro em 
4 cm e mantendo-se a sua altura, a área lateral do 
novo cilindro é igual à área total do cilindro original. 
Sabendo-se que a altura do cilindro original mede 
1 cm, então o seu raio mede, em cm: 


(A) 1 (C) 4 
(B):2 (D) 6 


[37º (Uepa) Uma fábrica precisa produzir uma embala- 
gem cilíndrica para acondicionar um de seus pro- 
dutos, todavia pretende investir na apresentação e 
na economia do material a ser gasto. Nesse sentido 
foram pensados dois tipos de embalagens cilíndricas 
(figuras 1 e 2). O material gasto no revestimento de 
cada embalagem corresponde às suas áreas totais S, 
es, respectivamente. 


figura 1 figura 2 


; r ER 
Considerando r = re r,= 2º h,=reh,=2r, um técni- 


co conseguiu detectar que: 


(A) S,=s5, (DOES =255 

S 
BS =>S E) S = 22 
CB)ES=S: (EDS, 5 
(CG) Ss, 


[38' (Cesgranrio-R]) Um salame tem a forma de um cilin- 
dro reto com 40 cm de altura e pesa 1 kg. Tentando 
servir um freguês que queria meio quilo de salame, 
João cortou um pedaço, obliquamente, de modo que 
a altura do pedaço variava entre 22 cm e 26 cm. O 
peso do pedaço é de: 


(A) 600 g (D) 6309 
(B) 6109 (E) 6409 
(C) 6209 
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: [39 (Cescem-SP) O líquido contido em uma lata cilíndrica 


deve ser distribuído em potes também cilíndricos cuja 


altura é : da altura da lata e cujo diâmetro da base 


é : do diâmetro da base da lata. O número de potes 


necessários é: 


(A) 6 (B)12 (C)18 (D)24 (E) 36 


40" (UEL-PR) Dois recipientes cilíndricos têm altura de 


40 cm e raio da base medindo 10 cm e 5 cm. O maior 
deles contém água até 1 de sua capacidade. 


5 
Essa água é despejada no recipiente menor, alcançan- 
do a altura h de: 


h 
pe pe 
10 5 
(A) 32 em (C)16 cm (E) 10 cm 
(B) 24 cm (D)12 cm 


: 47 A área lateral de um cilindro de revolução é metade da 


área da base. Se o perímetro de sua secção meridiana 
é 18 m, o volume vale: 


sp 


(A) 8m mº (D) 167 m? 
(B) 107 m? (E) 207 Mm? 
(C) 12x m? 


[42º (UFMG) Num cilindro de 5 cm de altura, a área da 


base é igual à área de uma secção por um plano que 
contém o eixo do cilindro, tal como a secção ABCD na 
figura abaixo. 

O volume desse cilindro é de: 
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(A) = pe tc) “e Ene 
(8) 2 (D) em 
IR 


[43' (Fatec-SP) Sabe-se que um cilindro de revolução de 
raio igual a 10 cm, quando cortado por um plano pa- 
ralelo ao eixo, a uma distância de 6 cm desse eixo, 
apresenta uma secção retangular equivalente à base. 
O volume desse cilindro, em centímetros cúbicos, é: 


(A) 12507 (D) 6251 
(B) 12507? (E) 6257 
(C) 6,257? 


[44º Um cilindro com eixo horizontal de 15 m de compri- 
mento e diâmetro interno de 8 m contém álcool. A 
superfície livre do álcool determina um retângulo de 
área 90 m?. Qual o desnível entre essa superfície e a 
geratriz de apoio do cilindro? 


Sup. do álcool 


E 
(A) 6m 
(B) V7m 
(C) (4- 7)m 
(D) (4+ N7)m 


(E) (4- 7)m ou (4 + J7)m 


[45 (FGV-SP) Um retângulo metálico medindo 15 cm por 
10 cm pode ser utilizado para formar a superfície late- 
ral de uma lata de dois modos distintos, como mostra 
a figura. O volume da primeira lata é: 


10 cm 10 cm 


15 cm 


(A) igual ao da segunda lata. 

(B) 15% maior que o da segunda lata. 
(C) 25% maior que o da segunda lata. 
(D) 50% maior que o da segunda lata. 


(E) o dobro do da segunda lata. 
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E E (UFPR) A obtenção de lâminas de madeira para a fa- 


bricação de compensados consiste em se colocar uma 
tora em um torno e cortá-la, ao mesmo tempo em 
que é girada, com uma faca disposta paralelamente 
ao eixo da tora. O miolo da tora não é utilizado para a 
produção de lâminas. 


Uma tora em forma de cilindro circular reto de 40 cm 
de diâmetro e 2 m de comprimento será utilizada para 
obter lâminas de 0,1 cm de espessura e 2 m de largu- 
ra. Considere que: a parte utilizada da tora seja trans- 
formada em lâmina, sem perda de madeira; o miolo 
não utilizado da tora seja um cilindro circular reto com 
10 cm de diâmetro; a lâmina obtida, quando estendi- 
da sobre uma superfície plana, seja um paralelepípe- 
do retângulo de 0,1 cm de altura. Nessas condições, é 
correto afirmar que: 


D | o volume da tora é 0,087 m'. 
II) | o volume da lâmina obtida é 0,0757 m'. 


HI) quando se tiver utilizado 0,02 mº da tora, o com- 
primento da lâmina obtida será 10 m. 


IV) de uma lâmina de 5 m de comprimento, pode- 
rão ser recortadas 16 chapas retangulares de base 
30 cm, altura 2 m e espessura 0,1 cm. 


V) durante o processo de obtenção da lâmina, a 
cada giro completo da tora corresponde um 
comprimento de lâmina, em centímetros, e a se- 
quência desses comprimentos é uma progressão 
aritmética de razão -0,17. 


uam (Mack-SP) Um vazamento, em um navio tanque, pro- 


voca o aparecimento de uma mancha de óleo que tem 
forma circular e espessura constante de 2,5 cm, como 
na figura. O raio da mancha, t minutos depois do iní- 
cio do vazamento, é dado, em metros, pela relação 


no = 
€» 
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Adotando 7 = 3, o volume, em m?, de óleo vazado, Determine o comprimento do menor caminho percor- 

após 4 minutos do início do vazamento, é: : rido pelo paraquedista para atingir o ponto de pouso 
A) 0,014 D) 0,02 : 

(A) (D) B(0, 409 0), 

(B) 0,016 (E) 0,012 Tn 

(C) 0,08 


* 1502 (UFPE) Na figura abaixo, os pontos A e B estão nos 
[48' (UEL-PR) Certa peça de um motor é feita de aço ma- : círculos das bases de um cilindro reto, de raio da base 
ciço e tem a forma de três cilindros retos, de alturas : 


15 
iguais, um sobre o outro. Se a peça for seccionada por Es altura 12. Os pontos A e € pertencem a uma ge- 


um plano contendo os centros das bases dos cilindros, ratriz do cilindro e o arco BC mede 60 graus. Qual a 
tem-se a situação ilustrada abaixo. menor distância entre A e B medida sobre a superfície 
do cilindro? 
a=9cm : É 60º 
[3 30 cm 
b=2a raio = c altura total 
2 «— A 
ge a” raio = b 

pise | CAD IO! GB) il (Ce) (DB GEMA 


; Bim ; : 1517 Uma chaminé cilíndrica de volume sm mô será reves- 
O volume dessa peça, em centímetros cúbicos, é: : 5 


tida por tijolos de dimensões, em cm, 20 x 10 x 5. 
Considerando a figura como a chaminé vista de cima, 
(B) 13307 (E) 1907 cujo revestimento nos dá a ideia da forma hexagonal, 

: pode-se afirmar que a quantidade aproximada de tijo- 
los necessária para revesti-la será de: 


(A) 15807 (D) 9707 


(C) 11707 


[49' (UFRJ) Um paraquedista está no ponto A situado a 
800 m do solo e, devido a condições técnicas, é obri- 


10 cm 
gado a seguir uma trajetória que está sempre na su- 
perfície lateral do cilindro C de revolução cujo raio rda ; 1 20 cm 
base é iguala 2-— 200 m 
x 
(A) 1200 (D) 9600 
(B) 2400 (E) 12000 


(C) 3600 


' Em (Unirio-RJ) Considere um cilindro equilátero de raio R. 
: Os pontos A e B são pontos da secção meridiana do 
cilindro, sendo A o ponto médio da geratriz. Se amar- 
Í rarmos um barbante esticado do ponto A ao ponto B, 
B(0, 4000) : 5 4 
a? É sua medida deverá ser: 
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A 
B 
(A) RS (D) RV4+ 7? 
(B) RI+T? (E) 2RN2 


(C) RV +4m? 


153º (Unirio-R]) Um recipiente com a forma de um cilindro 


reto, cujo diâmetro da base mede 40 cm e altura — 


cm, armazena um certo líquido, que ocupa 40% dE 


sua capacidade. O volume do líquido contido nesse reci- 
piente é, em litros, aproximadamente, igual a: 


(A) 16 (B)18 (C)20 (D)30 (E) 40 

154º O caminho mais curto entre uma formiga (F) e um 
torrão de açúcar (T) sobre a superfície de um copo 
cilíndrico, já está traçado. Veja a figura. 


O problema é que a formiga tem, no máximo, 5 s para 
chegar ao torrão, caso contrário, ele fica para uma 
mosca. Qual deve ser, então, a velocidade média míni- 
ma da formiga para não perder o seu doce? 


155" (UFPI) Uma lata de forma cilíndrica, com tampa, deve 
ser construída com 60 cm? de folha de alumínio. Se r é 
o raio da base e h é a altura da lata que proporcionam 


Ao a (aa 
o volume máximo, então valor de n é: 


1 1 1 
a demo doa Ca Cia 
156" (FEI-SP) No projeto de um prédio foi inicialmente pre- 
vista a construção de um reservatório de água com for- 
mato cilíndrico, cujas medidas seriam: raio da base igual 


a 2 me altura igual a 3 m. Depois, foi constatado que o 


“we 


volume do reservatório havia sido subestimado, sendo 
necessário, na verdade, o dobro do volume inicialmen- 
te previsto. Qual deverá ser a medida do raio da base, 
sabendo que a altura do reservatório não poderá ser 


alterada? 

(A) 4m (D) 2 m 
(B) 3m (E) 6m 
(C) 242 m 


mm (ITA-SP) O raio de um cilindro de revolução mede 1,5 m. 


Sabe-se que a área da base do cilindro coincide com a área 
da secção determinada por um plano que contém o eixo 
do cilindro. Então, a área total do cilindro, em m?, vale: 


3m? x? 
(A) Or (D) 7 

9m(2 +11) 3un+1) 
(B) E ES E) E Er 
(O) (247) 


: 158" Seccionando-se dois cilindros circulares retos de mes- 


mo raio R por um plano a 45º, montamos um sólido 
com a forma de um “joelho”, como se mostra na figu- 
ra. Seu volume é: 


3R 
3R 
(A) 5TRº (D) 4mRº 
(B) E TR (E) 67Rº 
(C) 3mR? 


: 159a (PUC-RJ) Um cilindro é equivalente (mesmo volume) a 
uma pirâmide reta de base quadrada, cujo raio do cír- 


culo inscrito na base da pirâmide é R = Br, Sabendo-se 
2 


que o cilindro e a pirâmide têm alturas iguais, então o 
raio da base do cilindro é: 


: 
A) T Dj = 

(A) (D) 5 

(B) : (E) Nenhuma das anteriores. 
(C) 1 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


160" (Puccamp-SP) Uma piscina circular tem 5 m de diã- 
metro. Um produto químico deve ser misturado 
à água na razão de 25 por 500 litros de água. Se a 
piscina tem 1,6 m de profundidade e está totalmente 
cheia, quanto do produto deve ser misturado à água? 


Use: 7 =3,. 
(A) 1,45 kg (D) 1,75 kg 
(B) 1,55 kg (E) 1,85 kg 
(C) 1,65 kg 


167 (Fatec-SP) Um tanque para depósito de combustível 
tem a forma cilíndrica de dimensões: 10 m de altura 
e 12 m de diâmetro. Periodicamente é feita a conser- 
vação do mesmo, pintando-se sua superfície lateral 
externa. Sabe-se que com uma lata de tinta pintam-se 
14 m? da superfície. Nessas condições, é verdade que 
a menor quantidade de latas que será necessária para 
a pintura da superfície lateral do tanque é: 


(A) 14 (B)23 (C)27 (D)34 (E)54 

162" (Faap-SP) Um fabricante de caixas-d'água pré-mol- 
dadas deseja fabricá-las na forma cilíndrica com 2 me- 
tros de altura interna com capacidade de 2000 litros. 
Então, o raio da base da caixa-d'água é, em metros, 


igual a: 

(A) 27 (D) Jx 
1 10 

(B) E (E) ET 
10 

(Cc) Ri 


163" (Mack-SP) O raio de um cilindro circular reto é aumen- 
tado de 25%; para que o volume permaneça o mes- 
mo, a altura do cilindro deve ser diminuída de k%. 
Então k vale: 


(A) 25 (B)28 (C)30 (D)32 (E) 36 

164" (Fatec-SP) Uma pessoa comprou um vasilhame para 
armazenar água em sua casa e, ao colocar 0,25671 mº 
de água, constatou que a parte ocupada correspondia ; 
a apenas 40% da capacidade total. Se esse vasilhame 
tem o formato de um cilindro circular reto e altura de 


1 m, então o raio de sua base, em metros, é: 
(A) 0,6 
(B) 0,7 
(C) 0,8 
(D) 0,9 
(E) 1,0 
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| (EP-USP) Aumentando 6 unidades o raio ou a altura de 
um cilindro, num e noutro caso o seu volume aumenta 
de y unidades cúbicas. Sendo 2 a altura original, o raio 


original é: 

(A) 2 (D) 67 

(B) 4 (E) Nenhuma das respostas anteriores. 
(C) 6 


- 1667 (Unicap. PE) Por questões técnicas, pretende-se subs- 
tituir um reservatório, na forma de um cubo de 3 me- 
tros de aresta, por um outro reservatório, na forma de 
um cilindro circular reto. Os volumes devem ser iguais 
e a área lateral do cilindro deve ser igual à área da su- 
perfície do cubo. Nesse caso: 


D | oraio da base do cilindro deve medir 1 metro. 
II) a altura do cilindro deve medir 27 metros. 


HI) 72 m? deve ser a soma das áreas das bases. 


IV) (54 + 27) m? deve ser a área total do cilindro. 


V) supondo que não há desperdício de material, a 
construção do cilindro consome a mesma quan- 
tidade de chapas de ferro que foi usada na cons- 
trução do cubo. 


É T67N (Cescea- -SP) Sabendo-se que um cilindro de revolução 


tem área total que é o sêxtuplo de sua área lateral, e que 
a área de sua secção meridiana (secção que contém o 
eixo de revolução do cilindro) é 40 m?, o seu volume é: 
(A) 1007 mê (C) 507 mê 


(B) 2007 mº (D) 907 mº 
| 68 (Cescea- -SP) A área total de um cilindro reto, de base 


circular, de 0,5 m de altura é igual à área de um círculo 
de 1 m de raio. Então, o volume do cilindro é: 


(A) sm rs o mê 
(B) us (E) Não sei. 
LC) ui 


| CITA -SP) Dado um cilindro de revolução de raio re al- 


tura h; sabe-se que a média harmônica entre o raio e 
a altura é 4 e que sua área total é 2x u.a. O raio r deve 
satisfazer a relação: 


(A) P=r+2=0 


(B) P-4P+5r-2=0 
(CO) P-P-r+1=0 
(Dn 25=10 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 
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E70" (Uerj) Um recipiente cilíndrico de 60 cm de altura e 
base com 20 cm de raio está sobre uma superfície pla- | 
na horizontal e contém água até a altura de 40 cm, 
conforme indicado na figura. 


40 cm 


Imergindo-se totalmente um bloco cúbico no reci- 
piente, o nível da água sobe 25%. Considerando x 
igual a 3, a medida, em cm, da aresta do cubo coloca- 
do na água é igual a: 


(A) 1042 (C) 10/12 
(B) 103/2 (D) 1032 


EZ1) (PUC-PR) Dado o retângulo de área 24 m?, determinar : 


os lados desse retângulo de modo que os volumes dos 
dois cilindros gerados pela rotação do retângulo em 
torno de cada um estejam entre si como 3 : 2. 

A diferença entre os comprimentos dos lados do re- 


tângulo é: 
(A) im (D) 4m 
(B) 2'm (E) Sim 
(C) 3m 


[72 (Vunesp-SP) Um tanque subterrâneo, que tem a forma 
de um cilindro circular reto na posição vertical, está 
completamente cheio com 30 mº de água e 42 mº de 
petróleo. Se a altura do tanque é 12 metros, a altura, 
em metros, da camada de petróleo é: 


ss petróleo 
(A) 27 (D) 8 
(6) 4 (E) 
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É 0739 (Cescem-SP) Um cilindro de revolução está inscrito em 


um paralelepípedo reto retângulo. Se representarmos 
por V, o volume do cilindro e por V, o volume do pa- 
ralelepípedo, podemos escrever que: 


(A) nV,=4V, (D) V,=T, 
(B) 4V,=TV, (E) V,=27Y, 
(C) nV,=V, 


 ançuc. RJ) Faz-se girar um retângulo ao redor de um 


dos lados que tem 1 m. O comprimento do outro lado, 
para que o volume gerado seja aproximadamente 
31,41593 dm, é 


(A) 8cm (D) 12 cm 
(B) 10 cm (E) 14 cm 
(C) 6cm 


* BIS (Cesgranrio- RJ) Estamos pintando uma caixa-d'água 


cilíndrica, cuja altura é igual ao diâmetro da base. Sa- 
bemos que foram necessários 16 litros de tinta para 
pintar a tampa (considerada como um disco com o 
mesmo diâmetro da base da caixa). Para completar a 
pintura interna, o número de litros de tinta a ser ainda 
gasto será de: 


(A) 160 (B)64 (C)48 (D)80 (E) 96 


- mes (PUC-RJ) Uma proveta de laboratório tem 3 cm de diã- 


metro e contém uma solução que ocupa a altura de 
4 cm. Para centrifugar essa solução deve-se transferi-la 
para tubos de ensaio de 1 cm de diâmetro e 4 cm de 
altura, mas é preciso deixar 1 cm de folga para evitar 
transbordamento. Então, são necessários: 


rm 


ENE 
ERES 4 cm 
ERNE 
E 


(A) 4 tubos. (D) 12 tubos. 
(B) 8 tubos. (E) 20 tubos. 


(C) 16 tubos. 


CAPÍTULO XIII 


PIRÂMIDES E CONES 


Dmitry Rukhlenko/Shutterstock 


Pirâmides e cones são obtidos ao conectarmos um ponto (o vértice) a todos os pontos de uma 
figura plana (seja ela um polígono ou uma região curva). Na fotografia, a pirâmide do Sol, em 
Teotihuacán, no México, construída por volta de 100 a. C. por povos que precederam os astecas. 


13 - PIRÂMIDES E CONES 
13.1 - Pirâmide 


DEFINIÇÃO 
Superfície piramidal. 


OBSERVAÇÃO 

Quando, em vez de uma 
semirreta, tivermos uma 

reta rem deslocamento e 
passando pelo ponto fixo O, 
obtemos uma superfície 
piramidal de duas folhas. 


1 
1 
! 
|) 
q 


A superfície será convexa quando a poligonal for convexa, e não convexa, 
caso contrário. 

Quando a superfície é convexa, toda reta r que não está sobre a superfície, 
a intersectará em no máximo dois pontos. 

Na superfície não convexa existe alguma reta r que não está sobre a super- 
fície, que a intersecta em mais de dois pontos. 


superfície de duas folhas 


NOTA 

Numa superfície convexa, 
os planos das faces não 

a intersectam. Ela fica 
integralmente num dos 
semiespaços definidos por 
qualquer face. 


convexa 


DEFINIÇÃO 
Pirâmide. 


A secção que o plano a determina é a base da pirâmide. Os segmentos 
compreendidos entre o vértice V da pirâmide e os vértices da base são as 
arestas laterais, e os lados do polígono da base são as arestas da base. 
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As faces laterais são triângulos limitados pelo vértice e pelas arestas da base. 
A altura é o comprimento da perpendicular do vértice ao plano da base. 


E V 
vértice 


As pirâmides são triangulares, quadrangulares, pentagonais etc., conforme 
suas bases forem triangulares, quadrangulares etc. 


pirâmide quadrangular 


Uma pirâmide é regular quando a base é um polígono regular e seu centro  EEEEEENINEEIEaNITaNaS 
coincide com o pé da perpendicular baixada do vértice ao plano da base. Essa per- NOTA 


pendicular é também chamada eixo da pirâmide regular. Uma pirâmide é reta 
quando sua base for um 


polígono inscritível num 
círculo, sendo o pé de 
sua altura o centro deste 
círculo. 
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Propriedades 


1) As arestas laterais de uma pirâmide regular são congruentes e formam 
ângulos iguais com a base e com a altura da pirâmide. 


AVO =FVO&s... 
VÃO = VÊfO =... 
VÃ=VB=VCc-.. 


2) As faces laterais de uma pirâmide regular são triângulos isósceles ou 
equiláteros. 


O » db 


13.1.1 - Relações métricas na pirâmide regular 


Apótema de uma pirâmide regular é a altura de qualquer uma de suas faces. 
Ela divide a aresta da base em duas partes iguais. O apótema VM de uma pirâmide 
é o segmento de maior declive da face VAB em relação à base da pirâmide. O ângulo 6 
de uma face com a base é o ângulo que o apótema VM faz com sua projeção sobre 
a base. 


V 
apótema À 
A Á 3 
Ip 
M o 
B 
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Temos no triângulo retângulo VOM: q2=h2+m? 
onde a é o apótema da pirâmide, h é a altura e m é o apótema da base. 
Temos no triângulo retângulo VOA: | G=hº+R? 


em que g é a medida da aresta lateral e R é o raio do círculo circunscrito ao polígono 
da base. 


2 
Temos no triângulo retângulo VMA: gº=a” SE) 


| Za] 
E ; b , 
ou ainda gº=a” o onde b é a aresta da base. 


| 


13.2 - Áreas e volumes de pirâmides 


13.2.1 - Área lateral da pirâmide regular 


Chamamos, a área lateral e b a aresta da base. A soma das áreas dos n triân- 


: z a E ; E o 
gulos das faces laterais será: S, =n- a "emqueaêo apótema da pirâmide. 


V 


B b C 
Como nb = 2p (perímetro da base), 
2p pas 
S. =>“ > E 


A área lateral da pirâmide é o produto do semiperímetro da base pelo apótema 
da pirâmide. 
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13.2.2 - Área total da pirâmide regular 


É a soma da área lateral com a área da base da pirâmide. 
Chamando des, a áreatotale deS, es, as áreas respectivas da lateral e da base 
da pirâmide, vem: 
S,=8,+8, 
MasS,=p-aeS,=p-m, onde m é o apótema da base, então temos: 


Se=pa+rpm=> S.=p(a+m) 


A área total da pirâmide regular é o produto do semiperímetro da base pela 
soma dos apótemas da pirâmide e do polígono da base. 


Teorema 


Se uma pirâmide é cortada por um plano « paralelo à base: 
i) as arestas e a altura ficam divididas na mesma razão; 


ii) a secção é um polígono semelhante à base. 


Demonstração: 

i) Como plano a é paralelo à base, A'B/ é paralelo a AB, B'C' é paralelo a BC etc., 
VA” VB VO' h 
VA VB ” VO h 

ii) Como o triângulo VA'B' é semelhante a VAB, o triângulo VB'C' é semelhan- 
te a VBC etc., temos: 

AB. VB BC VC! CD' 
AB VB BC VC CD 
são proporcionais. 

Por outro lado, A'B' é paralelo a AB, B'C' é paralelo a BC, C'D” é paralelo a CD 
etc., então os ângulos A'B'C'= ABC, B'OD'=BÊD etc. e os ângulos correspondentes 
são congruentes. 

Logo a secção A'B'C'D”... é semelhante à base ABCD... 


então 


-., isto é, os lados homólogos dos polígonos 
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Corolários 


1) A área da secção paralela à base está para a área da base assim como o 
quadrado da distância da secção ao vértice está para o quadrado da altu- 
ra da pirâmide. 

V 


Demonstração: 
VO!  A'B' vVO? AB 

AB vo? AB? 

Por outro lado, a razão entre as áreas é o quadrado da razão entre as linhas 
homólogas, então: 


Com efeito, como 


S o A'B”? so E h'*? h' 2 
S, AB Ss, h lh 


2) Se duas pirâmides com alturas de mesma medida são cortadas por pla- 
nos paralelos às bases e a igual distância dos vértices, as secções têm a 
mesma razão que as bases. 

v v! 


Demonstração: 


SapeDE — vo? no Sem” 
S ABCDE voí SroH 


Temos: 


3) Se duas pirâmides têm alturas iguais e bases equivalentes, as secções feitas por 
um plano paralelo às bases, e a igual distância dos vértices, são equivalentes. 
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13.2.3 - Volume da pirâmide 


O volume de uma pirâmide é igual a um terço do produto da área da base 
pela altura da pirâmide. 


A demonstração desse resultado será feita a seguir em várias etapas. 

Quando se corta uma pirâmide por planos paralelos à base e que dividam 
a altura em n partes iguais, pode-se, em cada tronco obtido, circunscrever um 
prisma exterior e inscrever um prisma interior de modo que a soma dos volumes 
dos prismas circunscritos (exteriores) se aproxime, tanto quanto se deseje, da 
soma dos volumes dos inscritos (interiores) e, como consequência, também do 


volume da pirâmide. 


De fato, consideremos a pirâmide ACDEF de base qualquer de área B e altura H. 

Dividamos a altura H em n partes congruentes e pelos pontos de divisão tra- 
cemos planos paralelos à base da pirâmide. Esses planos decompõem a pirâmide 
em n — 1 troncos piramidais e uma pequena pirâmide no vértice, todas de mesma 
altura h= o , 

n 

Em cada um desses troncos, inclusive na pequena pirâmide do vértice, cir- 
cunscrevemos um prisma. Cada um desses prismas exteriores terá um volume 
maior que o do tronco nele inscrito. Portanto, a soma dos volumes V desses pris- 
mas circunscritos é maior que o volume V da pirâmide. 

Inscrevamos, agora, em cada um dos troncos obtidos um novo prisma. 
Cada um desses prismas inscritos terá um volume menor que o do tronco nele 
circunscrito. Portanto, a soma dos volumes V, desses prismas inscritos é menor que 
o volume V da pirâmide. 


Assim, ENRENINNNA. 
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Observe que cada um dos prismas circunscritos é equivalente a um prisma 
inscrito até o (n — 1)-ésimo, pois são prismas correspondentes de mesma base e mes- 
ma altura h=—. O n-ésimo prisma circunscrito não tem correspondente inscrito 

n 
da mesma base. O volume desse n-ésimo prisma exterior de base BCDE é igual a 
BH 
n 


B-h , e esse volume é exatamente a diferença entre a soma dos volumes dos 


prismas exteriores e dos prismas interiores, isto é: 


BE ml 
n n 


Suponhamos, agora, que o número n de divisões cresça infinitamente (n — 00). 


á Sn | 5 1 
A fração positiva — decrescerá e tenderá para zero simbolicamente lim — = o) 
n nó 


É claro, então, que para n suficientemente grande, a diferença (V.— V) se torne 
tão pequena quanto se deseje e podemos dizer que v. e y, tendem a coincidir com 
o volume V da pirâmide, poisV -V,<V -VeV -V<V-V. 

Concluímos então que: 

lim V =lim V,=V 
quando n cresce infinitamente. 

Para calcular o volume V da pirâmide, basta calcular o limite de uma das so- 
mas V ou V.. 

Calculemos V . Chamemos os volumes dos prismas de v,, V,, Vy ..., V, | V, cujas 


n=1" 


: a H 
áreas das bases são Db, b,, Db, ..., Db b, e alturas h= —. Temos que: 
n 


n=1" 


V=v+v+t.+va+v=bh+bh+..+b h+bh 


n 


3 E] E (61) E E) E [8] 
mas: + = ; = , = 4 a 

B H B H B H B H 
Bh? |, B2h 32h? porn 


EH? , b, H? , b,=B.- H? ibid b, H? 


logo: b, = 


Substituindo, temos: 


V 


€ 


Bh”  B2”h”  B3hº Bnºh” 
= + FE + EE +..+ E “h 
Bhº 


Hº 


V. Sir +22 43º +... 40º) 


525 


Ed 


CAPÍTULO XIII PIRÂMIDES E CONES 


EEE 
E n(n+1)(2n+1 
OBSERVAÇÃO Como 12+22+3º +..4nº = ja X e h= E vem 
A soma dos quadrados 6 n 
dos n primeiros números 
naturais positivos foi V = n(n já 1)(2n já 1) . B nº mn is lts E 1). B-H 
calculada no capítulo | e 6 Ho nº 6 
desse livro, em progressão 
É n nº 6 n n)6 
1 
Como — tende para zero, vem: 
n 
V=limV. =(1+0)(2+0) BH 
v=lBH 
é) 


Exemplo: 


O volume de uma pirâmide quadrangular regular, cuja aresta da base 
mede 3 cm e a altura 8 cm será: 


3 
me a 
3) 
V=24 cm 


Não importa se a pirâmide é inclinada ou reta, o que importa apenas é o valor 
da área da base e da altura da pirâmide. 

Intuitivamente, podemos entender essas propriedades imaginando uma pilha 
de lâminas muito finas e cortando-as na forma de uma pirâmide (triangular por 


simplicidade). N 


H 


N 


N 


Essa pirâmide fica então formada por lâminas triangulares sobrepostas que 
vão diminuindo sucessivamente desde a base MNP até o vértice A. 

Fazendo essas lâminas deslizarem umas sobre as outras (como as cartas de um 
baralho) de modo a formar outra pirâmide, essas duas pirâmides terão a mesma 
base MNP e a mesma altura H (soma das espessuras das lâminas), logo terão o mes- 
mo volume (soma dos volumes das lâminas). 
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Exemplos: 


d) Um sólido é formado por duas pirâmides quadrangulares regulares, con- 


2 


forme mostra a figura abaixo. A distância dos vértices Ve V/é 24 cm e o 
lado do quadrado ABCD mede 32 cm. Calcule a área total desse sólido. 


s,-3. CD-20 
2 

S,=4-32-20 =, S,=2560 cm” 

Resposta: 2560 cm? 


ii) Considere uma pirâmide quadrangular regular cuja aresta da base mede 


2/3cmeo apótema da pirâmide mede 28 cm. Calcule a aresta do cubo 


cujo volume é igual a o cmº do volume dessa pirâmide. 


Resposta: 4 cm 
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iii) Considere uma pirâmide VACB definida em um cubo, conforme mostra a figura 
abaixo. Se o volume da pirâmide mede 36 cm, calcule a área da sua face CBA. 


1 ses 
3. as aa E Gr= 5 
1 = DIO => = om 
6-6 
=> =18 
CBA 2 


Resposta: 18 cm” 


Exercícios resolvidos: 


1) (IBMEC-SP) Considere uma pirâmide reta cuja base é um quadrado de 
lado 16 cm e cujas faces laterais são triângulos equiláteros. Uma formiga 
posicionada inicialmente num dos vértices do quadrado da base vai es- 
calar a pirâmide. Ela inicia sua trajetória de maneira retilínea sobre uma 
das faces triangulares adjacentes ao vértice em que está, indo diretamente 
ao ponto médio do lado oposto, subindo assim metade da altura total 
a que irá se elevar. Como está cansada, caminha até o ponto médio do 
outro lado (não pertencente à base) sobre o triângulo adjacente ao que 
acabou de percorrer, mantendo-se no mesmo nível de altura. No triângu- 
lo seguinte, ela caminha de maneira retilínea até o ponto da outra aresta 
(não pertencente à base) cuja altura é três quartos da altura da pirâmide. 
Mantém-se nesse nível da altura durante sua caminhada no triângulo se- 
guinte e chega a um ponto sobre a mesma aresta do ponto onde começou, 
pela qual sobe diretamente até o vértice superior da pirâmide. Em toda 
sua caminhada, a formiga andou: 


(A) (12,3 + 16) cm (C) (20/3+24) cm (E) (284/3+32) em 
(B) (16/3+20) cm (D) (24,/3+28) cm 
Solução: 


Do enunciado, temos a figura, cotada em cm, em que À é o ponto de 
partida da formiga: 
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2) 


Temos: 

cAF= E = 83 (altura do AABE) 

e FG= + = = =8 (base média do AECB) 

“JG= — E o =8 (base média do AEDC) 

GH- SE = 43 (altura do AEJG) 

O Ji = — = e =8 (base média do AEDA) 
JL, ao 

eHI= EE 4 (base média do AEJL) 


Em toda a sua caminhada, a formiga andou 
AF + EG+GH+HI+IE= 8/3 +8+4/3+4+4, ou seja, 1243 +16. 
Resposta: 1248 4 16 em 


Numa pirâmide regular de base quadrada, as arestas laterais medem 6 cm 
e formam 60º com o plano da base. O volume dessa pirâmide, em cm, é 
igual a: 


(A) 8/3 (B) 943 (ON AE (D) 1543 (E) 1843 
Solução: 


Sendo h a medida da altura da pirâmide e fa distância do centro da base 
a um dos vértices da base, do enunciado temos a figura, cotada em cm: 
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No triângulo retângulo VOB, temos: 


h N3 h 


Pi e DE h=3/3 cm 


1 
cos 60º = E = =L > f=3cm 
Logo, o volume V, em cm, da pirâmide é dado por: 


ce [822]. 345 1848 cm 


3 


Resposta: E 


3) (IBMEC-SP) Considere uma pirâmide regular de vértice V e arestas laterais 
medindo 6 cm, cuja base é um quadrado de diagonais AC e BD. Se a área 
lateral dessa pirâmide totaliza 36 cm?, determine os possíveis valores para 
a medida do ângulo VAB. 


Solução: 


Do enunciado, temos a figura, cotada em cm. 
V 
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Como a área lateral da pirâmide é igual a 36 cm?, temos: 


4. - VA - VB - sen B=36 


-6-6-senB=36 


[8 = 30" => = 75" 
= 
Sn bs ou 
(8 = USO => 1 = 115º 


Resposta: os possíveis valores para a medida do ângulo VAB são 75º ou 15º. 


VIH n|m 


4) Calcule o volume de uma pirâmide regular de apótema de 10 cm, em que 
a base é um hexágono de perímetro 24y3 cm. 


Solução: 


pirâmide 


base altura 


6/= 243 > (= 4/3 cm hº=102-a; 
Gy = ao => q,= 258 cem h=8cm 


Área da base: 


el 


(4/3) «8 


S,=6 =6- 


5 q = Te cm? 


Volume: 


Resposta: O volume é de 192,/3 (cum, 


531 Ep vá 


CAPÍTULO XIII PIRÂMIDES E CONES 


5) (UFMG) A área total de uma pirâmide regular, cuja base é um triângulo 
equilátero de lado a, é 5 vezes a área da base. Calcular o volume dessa 
pirâmide. 

Solução: 


Cálculo do apótema da pirâmide (a ): 


Ea | 
S,=5 A a o NE] 
= 
no ae aa, 3 
4 “ 
Como a base é um triângulo equilátero de lado a, o apótema da base é 


aN3 
6 
Cálculo da altura da pirâmide (A): 


(EEjas o (eD| (6) =eE 


É 6 


Sy= 


1 03 aVS aiv15 
BE RAR DAR 


sposta: ais 
24 


Então: V = 


Resp 


6) (Cesgranrio-RJ) Para fazer o telhado de uma casa de cartolina, um quadra- 
do de centro O e de lado 2/ é recortado, como mostra a figura I. Os lados 
AB = CD = EF = GH medem /./3. Montado o telhado (figura II), qual é sua 


altura h? 
figura 1 figura II 


E 


G 


VE 


3 


Solução: 


EF = 443 > om = 48 


OM = metade do lado do quadrado recortado = / 
2 2 
Re 


h=0Mº-O'M= E 


4 Z 
Resposta: 5 
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7) 


8) 


(Cesgranrio-RJ) Considere uma pirâmide hexagonal regular de altura h e 
lado da base (, como mostrada na figura. Traça-se o segmento GD ligando 
o vértice D ao ponto G que divide a aresta VC ao meio. Se a é o ângulo 
agudo formado por GD e sua projeção na base da pirâmide, então tg a é: 


hyJ3 h hv2 hv3 hy3 
(A) E (B) 5 (C) TE (D) Em (E) Ta 


V 


Solução: 
AVOC — AGMCO 

WC => (GiMl = SO 
GC= ERON 


2, 


DM atirado ACODER 


No ADMG: tg a = ie = 


Resposta: A 


Calcule o volume do octaedro regular de aresta a. 


Solução: 

Observe que o sólido é formado por duas pi- 
râmides quadrangulares regulares (as faces 
laterais são triângulos equiláteros e a base é 


= (ê, 


base — 


quadrada) cuja área da base é A 
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2 
OA é a metade da diagonal do quadrado da base. Portanto, OA = =. 


2 
No triângulo retângulo AOE, temos: q? =hº? (2) ia aa ; 


Logo, o volume do octaedro é: 


13.3 - Tetraedros 


13.3.1 - Tetraedros com um triedro comum 


NOTA 

Os tetraedros TABC e 
T'A'B'C' podem não ser 
semelhantes. 
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Demonstração: 


Façamos TA =a, TB=b, TC=c TA'=a,T'B'=b'eT'C'=c'eotriedro T' coin- 


cidir em T. 


TC «c 


D 
As alturas CD e C'D” são tais que ED a =—. 
CD TC c 


V 
A razão vw entre os volumes dos tetraedros TABC e T'A'B'C' será: 


I As 
Vo É Sc “CD 5 ab sen ATB E 


, 1 = ú , 
y É Sam “CD' a'b' sen A'TB' € 


Como os ângulos ATBeA'TB' são congruentes, senATB= sen To, logo: 


Exemplos: 


d) Na figura, a pirâmide DABC foi seccionada por um plano, determinando a 
secção A'B'C' e os segmentos indicados em cm. Se o seu volume é 36 cm?, 
calcular o volume da pirâmide DA'B'C”. 


We ie V' 3.4.5 po dO 
Temos: = V 
abc 36 5-.6-8 4 
VAO em 
535 


OBSERVAÇÃO 
No caso dos tetraedros 
serem semelhantes, temos: 


sendo k a razão entre as 
linhas homólogas. 
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ii) Secciona-se o tetraedro ABCD de volume 640 cm? por um plano paralelo 
à base BCD de modo que AB'=SAB . Calcular o volume do tetraedro 


AB'C'D!. 


Temos que os tetraedros são semelhantes, logo: 


; 3 
Vea E E] SE Vasp = 3 
VaBcD AB 640 a 
Nmap 040: = ED Qrca 


13.3.2 - Baricentro do tetraedro 


EE SA 
NOTA 
O baricentro de um 
triângulo é o ponto de 
encontro das medianas e 

2 as 1 
está a a do vértice e a E) 
da base, tomados sobre a 
mediana. 


Portanto, o baricentro é o ponto G de encontro das retas AG, e VG,, onde G, 
é o ponto de encontro das medianas VM, e CM, do triângulo VBC e G, o ponto de 
encontro das medianas AM, e CM, do triângulo ABC. 
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Sabemos que: 


AM, VM, VA AG  VG VA 


= = =3, logo, = = =3 
GM, GM, 6,6, GG, GG, G,6, 


Como VG = 36G,, então VG, = VG + GG, = 36G, + GG, = 46G,. 


1 3 
Assim, GG, = 7 VG, e VG="VG, . 


13.3.3 - Decomposição do prisma em tetraedros 


O tetraedro DABC tem o mesmo volume que o tetraedro CDEF, pois a base 
ABC tem a mesma área que a base DEF e ambos têm a mesma altura, que é a dis- 
tância entre as bases. 


At 


Por outro lado, o tetraedro CDAB tem o mesmo volume que o tetraedro CBED, 
pois a área da base BAD é igual à área da base BED, por ser a metade da área do 
paralelogramo ABED, e possuem a mesma altura, que é a distância do ponto C até 
a face ABED. 
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NOTA 

A propósito, esta 
propriedade é que garante 
que as 4 retas que unem 
cada vértice ao baricentro 
da face oposta encontrem- 
-se, de fato, num único 
ponto. 
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A 


Assim, os volumes dos tetraedros DABC, CDEF e CBED são iguais e valem a 
terça parte do volume do prisma triangular. 


Esta propriedade confirma a fórmula: Vo =>" Sc" (altura) 


base 


É 
3 
Exemplos: 


i) Considere um tetraedro trirretângulo DABC cujas arestas perpendiculares 
duas a duas DA, DB e DC medem respectivamente 3/14 cm, O) cm e 
SR cm. 

Calcular: 

a) o volume do tetraedro; 

b) asarestas BC=a, AC=be AB=c; 
c) aárea do triângulo ABC; 

d) a área total do tetraedro; 


e) aaltura relativa à face ABC. 
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a) O volume será: V = Suco - AD= alga) 


V=emmg= 5 314. 70. 311 = 21455 m' 


b) a=ynº+q” =V70+99 = 169 =13 em 
b=Jmº +qº = 126+99 = 225 = 15 cm 
c=vym” +nº = 126+70 = 196 = 14 cm 


pois são catetos dos triângulos retângulos BDC, ADC e ADB, respec- 
tivamente. 


c) A área do triângulo ABC será obtida aplicando-se a fórmula de Heron: 


S=Jp(p-a(p-b)(p-c) em que po tt He entãoS=/21: 8: 7. 6=84 em 


d) A área total será: S = > tmn ng ng) + Sc 
Então: S= "(314.70 + 3/14 311 +37. 70) +84 
Se [42,5 +9,/154 + 3,770) + 84 cm? 


e) Aaltura relativa se obtém usando o teorema de Monge-Hachette: 
1 il It 1 


1 1 1 1 Lfido dl 1 i Lo fil dl 
=D +— +" =| D+ |, =D 4+4— =| 54 — 
hº 126 70 99 1419 5 vg ds SS SGlS di 
Uma solução alternativa será: 


es -DH= 5 -84-h=28h 


1 
3 ABC 
Então: 21/55 = Un == = 55 em 


ii)  Obtém-se um tetraedro a partir de uma secção do cubo de aresta a por um 
plano que passa nas extremidades de três arestas perpendiculares que par- 
tem do mesmo vértice, como indicado na figura. Mostre que esse plano 


divide a diagonal do cubo na razão de = 
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NOTA 


Os dois planos secantes da 
figura dividem a diagonal 
do cubo em três partes 


congruentes. 


ds 


Pelo teorema de Monge-Hachette: 
do | a3 


= D+>—+— 5 h=>— 
Pr a a 3 


Exercícios resolvidos: 


1) O tetraedro ABCD tem aresta AB medindo 12; a face ABD tem área 48, e 
a face ABC tem área 60. Se o ângulo entre as faces ABC e ABD mede 30º, 


qual o volume do tetraedro? 
D 


h a 


Solução: 


2:48 


A altura relativa ao lado AB do triângulo ABD mede =8 ea altu- 


ra do tetraedro, relativa à base ABC, mede 8 - sen 30º = 4. O volume do 


tetraedro é = ars 80. 


Resposta: 80 
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Um tetraedro regular de aresta medindo 6 tem o vértice V no centro 
de uma das bases do cilindro circular reto, e a face ABC está inscrita na 
outra base do cilindro, conforme mostra a figura. Calcule a razão entre o 
volume do cilindro e o volume do tetraedro. 


Solução: 


Calculando o raio da base: 


Pa Rest = lP=6-L==2 


Me mae 31Rº 3w(D) 47 43 


Ro “E GRE 


4143 
5 


Resposta: A razão é 
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3) Um pedaço de queijo tem a forma de um prisma triangular reto tendo por 
base um triângulo com um dos lados medindo 8 cm, como ilustrado a 
seguir. 


O queijo deve ser dividido em dois pedaços de mesmo volume por um 
plano paralelo a uma das faces, como ilustrado acima. Qual o valor de x? 


Solução: 
A base de uma das partes em que o queijo fica dividido é semelhante à 


base do queijo original, com alturas iguais. 


3 3 
Portanto, des => M dé Ex o! aaja. 
8) 2 o, 


Resposta: 43/4 cm 


4) Aque distância do vértice deve-se seccionar uma pirâmide, por um plano 
paralelo à base, a fim de obter uma secção cuja área seja metade da área da 
base? E dada a altura da pirâmide: h = 1043 cm. 


Resposta: Na em 
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5) 


(UFRJ) Em um tanque no formato de um cubo de aresta 25 cm, contendo 
líquido, foi posta uma pirâmide P,, de altura igual a 6 cm, com a base 
apoiada no fundo do tanque. 

Com isso, o nível de líquido passou de 18 cm para 19 cm. 


a) 
b) 


PN 


Calcule o volume, em cm, da pirâmide P.. 


A pirâmide P, foi retirada do tanque e o nível de líquido voltou ao ini- 
cial. Uma pirâmide P,, de 30 cm de altura, foi então posta no tanque, 
com a base apoiada no fundo, o que elevou em 2 cm o nível de líquido. 


Determine o volume da pirâmide P.. 


Solução: 


a) 


b) 


O volume da pirâmide P, é igual ao volume de líquido deslocado, dado 
por 25 - 25 e 1 
Resposta: V, = 625 cm” 


Sejam V, o volume da pirâmide P, e V o volume da parte de P, não 
submersa. Então, o volume do tronco de pirâmide submerso, V., é: 


: 
Vi=V,-V=2-625=1250€ (5) E res 


27 16875 Ns A E 
E Epson e 
ad 
1687 
Resposta: V, = la É cm” 
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6) (Mauá-SP) Numa pirâmide hexagonal regular de altura h e cuja aresta da 
base vale £, faz-se uma secção paralela à base e no tronco resultante inscre- 
ve-se um prisma reto cuja base é a menor das bases desse tronco, como na 


: á h : : 
figura a seguir. Sendo T a altura do prisma, determinar o seu volume. 


Solução: 


Sendo a a aresta da base do prisma hexagonal, temos que a = E 


Assim: 


MUY 
Ve (6: NS) b yo queniaa: E EE a 


2) 
Resposta: AB (en 


7) (UFPA) A base de uma pirâmide regular é um quadrado de 6 m de lado, e 
sua área lateral é 10 vezes a área da base. Sua altura em metros é um nú- 
mero entre: 


(A) O e 10 (B)10e20  (C)20e30 (D)30e40 (E)40e50 
Solução: 
6a 
S, = 108,4: > =10-6º=a,=30m 
= IÇ uE ID HO Rb ops dO ic) 


Resposta: C 


8) (PUC-SP) Um projetor está a uma distância de 2 metros de uma parede. A 
que distância da parede deve ser colocado o projetor para que a área de um 
quadro projetado aumente 50%? 


(A) 6 m (B) 2/3 m (O) 3m (D)45m (E) 3/Zcm 
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Resposta: A 


9) Em uma pirâmide regular, cuja altura mede 10 cm, está inscrito um cubo 
cuja aresta mede 8 cm conforme indica a figura abaixo. Calcule o volume 
dessa pirâmide. 

Solução: 

CE om 

RO 


16 000 


W= E - 402. 10 = 
3 
16 000 


Resposta: cm? 


10) (ITA-SP) Consideremos uma pirâmide regular cuja base quadrada tem área 
que mede 64 cm?. Numa secção paralela à base que dista 30 mm desta, 
inscreve-se um círculo. Se a área desse círculo mede 471 cm?, determine a 
altura dessa pirâmide. 


Solução: 

a 
q2=64 => a=8cm ENO am 
nx2=47>x=2cm h a h 8 - 


Resposta: 6 cm 
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11) Calcule o volume de uma pirâmide, sabendo que a área de sua base é igual 
a 50m?e que o plano paralelo à base e distante 3 m do vértice produz uma 
secção de 2 m?. 


Solução: 


Designando por S e por B as áreas da secção e da base, e por he por h'as 
distâncias de seus planos ao vértice da pirâmide, podemos escrever: 


is fed Ra pi On 
EC sais O 25 | 


TERES 
a Ss 
Rea m 
v- ED = DSO mi 


Resposta: 250 m' 


12) Dois planos paralelos ao da base de uma pirâmide de 15 m de altura divi- 
dem a pirâmide em três sólidos, cujos volumes, considerados a partir do 
vértice da pirâmide, são diretamente proporcionais aos números 1, 7 e 19. 
Calcule as distâncias desses dois planos ao vértice da pirâmide. 


Solução: 
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Dos próprios dados, temos: 
V, V, Po RV Min aah ar, V 
17 19 1+7+19 27 


As pirâmides V e V (a dada) são semelhantes. 


Logo: 
&) (3) 
Va x II x 
E > — =| — => 
V [=] 27 [5] 
aqua > v=5 mm 
Sis E 


Analogamente, porque as pirâmides (V, + V,) e V são semelhantes, vem: 


3 3 
a e 
v 15 Go iBlc sc 


Resposta: 5 me 10 m 


13.4 — Tronco de pirâmide 


E ER 
DEFINIÇÃO 


Tronco de pirâmide. 


As faces laterais de um tronco de pirâmide são trapézios. A área lateral do 
tronco é a soma das áreas desses trapézios. 

A altura do tronco é a distância entre os planos das bases. 

O apótema do tronco da pirâmide regular é a altura desses trapézios. 


13.4.1 - Área do tronco de pirâmide 
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Demonstração: 


A área lateral será a soma das áreas dos trapézios das faces. Cada trapézio tem 


a área igual a a , 


A área lateral será então: 


*(AB+A'B)a 


z -n, sendo n o número de lados das bases. 


9 


S,=(1-AB+n- AB) 5. Masn-AB=2pen-AB'=2p) logo 8, = (2p + 2p')5, ou 


aindaS, = (p + p')a, em que pe p' são respectivamente os semiperímetros das bases. 
Chamando de b e b' às áreas das bases do tronco, a área total do tronco será: 


Um tronco de pirâmide de segunda espécie é obtido seccionando-se a su- 
perfície piramidal em suas duas folhas. E formado por duas pirâmides invertidas, 
semelhantes. 
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Exercício resolvido: 


Calcule a área total do tronco de pirâmide regular de segunda espécie da figura 
abaixo. Dados: HH' = 12 cm e os lados das bases 2 cm e 6 cm. 


Solução: 


Como os tetraedros VABC e VA'B'C' são semelhantes, temos: 


Want 2 
VH So mas VH + VH' = 12 cm. Portanto, VH=9 cme VH'=3 cm. 
Com isso: 
6-9 623 
Sano Se DEE Bliem = so ES .g1-9(45+9) em” 


Sa (OE 
E (5) > Sean) = (v3 ar 9) cm” 


Si(vaBo) 


Enfim: 
Sjua = 913 +9) +(V3 +9)=10(/3 +9)cm? 


Resposta: 10(V3 + 9) 


13.4.2 - Volume do tronco de pirâmide 


O volume de um tronco de pirâmide é o produto de um terço da altura 
pela soma das bases com a média geométrica delas. 
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Demonstração: 


O volume do tronco será igual à diferença entre o volume da pirâmide de al- 
tura H e base inferior Be o da pirâmide de altura d e base b. 

Chamemos, por simplicidade, a área da base inferior de Be a área da base 
superior de b. 
Temos que o volume do tronco é: V = = BH — Sb, 


; b d? 
Temos também: —=—> eH=d+nh. 
B H 


Eliminando nessas três equações os parâmetros H e d, teremos o volume do 
tronco em função de B, be h. Assim: 


db d lb Nb.odo Cb 
(deh) B d+h ID On Eb Edo 


Portanto: 


rede to [Eno s H= JB “«h 


Enfim, o volume do tronco será: 

JB h-b db h 
JB-Vb  vB-Jb 
Racionalizando os denominadores, vem: 


. [= bVbh)(VB = a fes Rai od . 
3 (VB-Vb)(VB + vb) B-b 


. st 


3 B-b 


v= LH ba)= fe 
3 3 


3 


Enfim: 


v=— h- (B+b+ Bb) 
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Para um tronco de segunda espécie, a altura será a soma das alturas das duas 


2 
pirâmides. Parte-se do volume V = = BH + aba, com h =H+de = Ra e analo- 


1 
gamente se obtém V = qh(B+b- Bb). 


traça nd a 


Exercícios resolvidos: 


LA E4 


1) Na figura abaixo, tem-se 


E : = k. Calcule o volume do tronco da pirâmi- 


de em função de B, he k. 


Solução: 
Sabemos que: 


1 
V= a u(B+b+ Bb), porém, e pa 


o 
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Substituindo, vem: 


Ze =h(B+ºB+ VBKB]) 
Nie =h(B+ KB + BK) = =Bh(IA +) 


Resposta: =Bh(t +k+k?) 


2) (USP) A relação entre as áreas das bases b e B de um tronco de pirâmide de 


pari E 
bases paralelas é Mú Qual a relação entre seu volume e altura? 


Solução: 


a nE > B=4bh 
B 4 
v=-h(B+b+vBb)> “L=L(4p+b+ 45) > t=2b 
id o 6 
3) Um cesto de lixo tem a forma de tronco de pirâmide regular de bases pa- 
ralelas. As arestas das bases do tronco medem 3 dm e 4 dm. Se a altura do 
tronco é h = 7 dm, calcule o seu volume. 


v=5(B+ Bb +b) 
v=St6+vI6: 949) 
v=S(25+12)- 25 dm” 


Resposta: — dm 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (Unirio-R)) Um engenheiro está construindo um obe- 
lisco de forma piramidal regular, onde cada aresta da 
base quadrangular mede 4 m e cada aresta lateral 
mede 6 m. A inclinação entre cada face lateral e a base 
do obelisco é um ângulo a, tal que: 

(A) 60º <a < 90º (D) 15º <a < 30º 
(B) 45º <a < 60º (E) 0º<a< 15º 


(C) 30º <a < 45º 


[2 A altura da pirâmide de base ACF contida no cubo de 
aresta igual a 3 abaixo, é: 


E c 
” o í 7 
G 
E F 
(A) 6 (0) “2 
B) 3 po À 
(B) a 


1 
es 


E3'º (Uerj) Com os vértices A, B, Ce D de um cubo de 
aresta a, construiu-se um tetraedro regular, como 
mostra a figura abaixo: 


Calcule: 
a) o volume da pirâmide EBCD em função de a; 


b) a razão entre os volumes do tetraedro ABCD e do 
cubo. 
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E MM (UNB. DF) Cada estrutura lateral de uma torre metáli- 


ca, em forma de uma pirâmide regular de base qua- 
drada, consiste de um triângulo isósceles ABC, de base 
BC, conforme representado na figura abaixo. Para mi- 
nimizar o número de peças de tamanhos distintos na 
fabricação da torre, as barras metálicas BC, CD, DE, 
EF e FA têm comprimentos iguais. Sabendo que AB 
mede 50 m, e representando por x o comprimento de 
BC e por «a a medida do ângulo BAC, julgue os itens 


seguintes: 
a 
e B 


|) | Aaltura da torre, em metros, é igual a «/2500- x”. 
II) O ângulo DFE tem medida igual a 2a. 

HI) Os triângulos ABC e CDB são semelhantes. 

IV) O ângulo « mede mais de 30º. 


ES (Unirio-Ence-R)) 


Uma pirâmide está inscrita num cubo, como mostra a 
figura acima. Sabendo-se que o volume da pirâmide é 
de 6 m3, então, o volume do cubo, em m?, é igual a: 


(A) 9 (D) 18 
(B) 12 (E) 21 
(C) 15 
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[6 (Cefet-PR) Em “Imaginópolis” chegou o “Grande Cir- 
co Geométricus”, cuja tenda tem o formato de uma pi- : 
râmide hexagonal regular justaposta sobre um prisma 
hexagonal regular de aresta da base / = 20 m e altura 
h=3 m. Considerando que a altura total da tenda é 
Pisa E (3+2,69) m, a quantidade total de lona utiliza- 
da nela é de: 


(A) 360 m2 (D) 1560 m? 
(B) 1920 m? (E) 1800 m2 
(C) 1440 m2 


EZ' (Cesgranrio-R]) Uma folha de papel colorido, com a 


' Um tetraedro regular tem área total igual a 6,3 am? 


Então sua altura, em cm, é igual a: 


(A) 2 (D) 3/2 
(B) 3 (E) 343 
(o) 242 


merqurc. CE) Em um tetraedro regular VABC, seja M o 


ponto médio da aresta BC, seja a o ângulo cujo vértice 
é M e cujos lados são os segmentos de reta MA e MV. 
Então cos a é igual a: 


1 5 
(A) — D q 
1 7 
(B) 5 (E) 3 
3 
(C) : 


forma de um quadrado de 20 cm de lado, será usada ' (UFF-RJ) No tetraedro regular representado na figura, 


para cobrir todas as faces e a base de uma pirâmide | 
quadrangular regular com altura de 12 cm e apóte- 
ma da base medindo 5 cm. Após se ter concluído essa 
tarefa, e levando-se em conta que não houve desperdií- 
cio de papel, a fração percentual que sobrará dessa 
folha de papel corresponde a: 


(A) 20% (D) 12% 
(B) 16% (E) 10% 
(C) 15% 


[8 (UFRGS-RS) A figura abaixo representa a planificação 
de um sólido. O volume desse sólido, de acordo com 
as medidas indicadas, é: 


Res são, respectivamente, os pontos médios de NP 
eoMm. 


ca DE ata 
razão MN é Igual à: 


(A) 3 (D) = 
(B) a (ED 3/2 


te) 


(A) 180 (D) 720 + az (uERGS. RS) O tetraedro regular ABCD está represen- 


(B) 360 (E) 1440 
(C) 480 
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tado na figura abaixo. M é o ponto médio da aresta 
BCeNéo ponto médio da aresta CD. O cosseno do 
ângulo NMA é: 
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a d 
(B) 

1 
O 5 


a/& 


(D) 


vol 


(E) 


Niro 


[13 (Fuvest-SP) A figura abaixo representa uma pirâmide 


de bas 


e triangular ABC e vértice V. Sabe-se que ABC 


e ABV são triângulos equiláteros de lado (e que Eé o 
ponto médio do segmento AB. Se a medida do ângulo : 
VÊC é 60º, então o volume da pirâmide é: 


A 
' 

E up 

B 


30 Be 
(1 a (D) 
3e 30 
o sz E 
3 
O o 
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(Mack-SP) O volume do sólido da figura abaixo é: 


A 


3 


36 


3 


18 


3 


(0) 20 


3 3 
5 B) DD 4 O 


Dados: CÂB = DÃC = 30º; BÊD = 60º; AC | DC 


(UFPR) A figura abaixo representa um paralelepípedo 
de dimensões 2 cm, 1 cm e 1 cm. A respeito desse 
paralelepípedo, é correto afirmar: 


E 


(01) A área do triângulo de vértices A, Fe C é 


J5 
ES 


cm?. 


(02) O número de caminhos com distância 4 cm entre 
os vértices Be E é 12. 


Vó cm. 


(04) A menor distância entre os vértices A e H é 


(08) O volume da pirâmide de vértices A, B, C, De E é 
igual a 1 cm. 


(16) O perímetro do retângulo de vértices A, C, Fe H 
é igual a 2+5cm. 


Calcule a soma dos números associados às alternativas 
corretas. 
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16" (UFMG) Observe a figura abaixo. Ela representa um 
prisma reto de base triangular. O plano que contém 
os vértices B, D e F divide esse prisma em dois sólidos: 
DACFB, de volume V,, e DEFB, de volume V.. 


B 
A eo 4 
E 
D 
F 
E ae Ns 
Assim sendo, a razão — é: 
V, 
(A) 1 (CO) 2 
3 5 
B) > D) — 
(B) (D) 3 


[17' No tetraedro ABCD, a face ABC é um triângulo equilá- 
tero de lado 4 e a aresta AD, que mede 3, é perpendi- 
cular às arestas AB e AC. A distância do vértice A à face 


BCD é: 
(A 43 (D) sa 
2421 
(B) 6 o 2 
647 
(o) + 


[18º Seja ABCDEFGH um cubo no qual AB, AC, AD, EF, EG, 
EH são 6 de suas 12 arestas, de sorte que A e E são 
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vértices opostos. Calcule o volume do sólido BCDFGH 
em termos do comprimento ( das arestas do cubo. 


Pei 


Ds 


e (Uerj) A figura abaixo representa o brinquedo Piramix. 


Ele tem a forma de um tetraedro regular, com cada 
face dividida em 9 triângulos equiláteros congruentes. 
Se, a partir de cada vértice, for retirada uma pirâmide 


regular cuja aresta é i da aresta do brinquedo, resta- 


rá um novo sólido. A razão entre as superfícies totais 
desse sólido e do Piramix equivale a: 


dl 
> 
V 


(C) 


(A) 


(B) (D) 


O|lw sO]A 
D|oo Nso]|N 
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13.5 - Cone 


DEFINIÇÃO 
Superfície cônica. 


d 


A reta g que se desloca é denominada quatriz e a curva d na qual se apoia a 
quatriz se denomina diretriz da superfície cônica. O ponto fixo V é o vértice da 
superfície. 

Quando a superfície é gerada por uma semirreta de origem no ponto V, a 
superfície é dita de uma folha e é dita de duas folhas quando é gerada pela reta 


prolongada infinitamente. 
V 


d 


superfície cônica de uma folha 


Conforme a diretriz, a superfície pode ser aberta ou fechada. Dependendo da 
forma da diretriz, a superfície cônica é circular, elíptica etc. 


DEFINIÇÃO 
Cone. 
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O vértice do cone é o vértice da superfície cônica. 

Geratriz do cone é qualquer segmento que une o vértice V aos pontos da 
diretriz d. 

Base do cone é a porção do plano compreendida entre todas as geratrizes do cone. 


Fá 
í 


Altura do cone é a distância do vértice V ao plano o da base do cone. 

Eixo do cone circular é a reta que une o vértice ao centro da base. Se o eixo 
é perpendicular à base, o cone é chamado reto. Quando o eixo é oblíquo à base, o 
cone é chamado oblíquo. 


+ 


cone circular reto cone circular oblíquo 


es 13.5.1 - Cone circular 
OBSERVAÇÃO 
Quando a revolução se faz O cone circular reto é chamado cone de revolução porque pode ser gerado 


tomando como eixo de pela revolução completa de um triângulo retângulo em torno de um cateto. 
revolução a hipotenusa, 


obtêm-se dois cones de 
mesma base cujo raio 

é a altura do triângulo 
retângulo relativa à 
hipotenusa. 
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Cones de revolução semelhantes são cones gerados por triângulos retângulos 


semelhantes. 


Uma pirâmide é dita inscrita ou circunscrita num cone quando tem o mes- 
mo vértice e a base inscrita ou circunscrita no círculo da base do cone. 


pirâmide inscrita pirâmide circunscrita 


Toda secção num cone circular feita por um plano passando pelo vértice e pelo 
centro da base é um triângulo. Quando o cone é de revolução, as secções produzidas 
por planos que contêm o eixo do cone (denominadas meridianas) são triângulos 
isósceles congruentes. 


Neste caso, a base, a altura e os lados da secção são 
iguais, respectivamente, ao diâmetro da base, à altura e à 
geratriz do cone. 
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No caso particular da secção meridiana ser um triângulo equilátero, o cone é 
dito equilátero. Temos então: 


g=2reh=y3 


Toda secção num cone circular feita por um plano paralelo à base é um círculo. 
V 


13.5.2 - Planificação do cone de revolução 


O cones de revolução podem ser planificados, dando um setor circular de raio 
igual à geratriz do cone e cujo arco tem o comprimento igual ao comprimento do 
círculo da base. Assim: 


ag=211= a= g E 


2nr 


E 
8 8 
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Exemplo: 


Se o cone for equilátero, temos: 


211 
= dp = Vs E Us n(radianos), ou seja, a planificação do cone é um 


semicírculo de raio igual ao diâmetro da base do cone. 


E 
Observe que todo semicírculo é o desenvolvimento de um cone equi- NoTA 


Desenvolver uma superfície 


lá lacã e T 
átero. Basta ver que, se usarmos a relação sen 0 = mo teremos sen O = = é o mesmo que planificá-la. 


> sen 0=5> = 308. 


13.6 - Volumes e áreas de cones 


Demonstração: 

Inscrevendo uma pirâmide regular no cone e fazendo o número de faces ten- 
der para infinito, o volume do cone será o limite do volume da pirâmide. Temos 
que B tende para nr? e a altura h não varia, então: 
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No caso particular do cone equilátero, temos h= 13, 
Logo: V = nr NS yo sur 


Assim como nos outros sólidos, as áreas laterais e as áreas totais de dois cones 
semelhantes estão entre si como os quadrados de suas alturas, raios ou geratrizes; 
seus volumes estão entre si como os cubos de suas alturas, raios ou geratrizes. 


Demonstração: 
Circunscrevendo ou inscrevendo ao cone uma pirâmide regular, quando o 


número de faces da pirâmide crescer infinitamente, o perímetro da base 2p tenderá 
para 2nr e o apótema a = VA para a geratriz g, logo: 


: 1 
Seetimpa= À om 4 [Soo 


Ls éd Bo 
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A área total da pirâmide será então: 
S,=Ug+n? = ER =nr(g+ o 


No caso particular do cone equilátero, temos: 
g=U>S8S=2nP eS,=3nr 


Exemplo: 


Se um cone equilátero tem 30 cm de altura, calcule sua área lateral, sua 
área total e seu volume. 


Solução: 


secção meridiana 


Num cone equilátero, a secção meridiana é um triângulo equilátero. 
h=rV3 =30= r=10,3 cm 
g=2r=>g=20/3 cm 


Área lateral: 
S=wg=>8=1-104/3 :20)3 >, = 6007 cm? 


Área da base: 
o 
B=n2=>B=r. (10/3) => B=3007cm 


Área total: 
S=S, + B=> 6007 + 3007 => S = 9007 cm? 


Volume: 


We SBh=>V=— Dom OE = 0)0r 
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Exercícios resolvidos: 


1) (Cesgranrio-RJ) Para construir uma piscina cilíndrica, com fundo circu- 
lar, cava-se num terreno plano um buraco com raio R e profundidade 
R ! E 
—. A terra fofa, retirada do buraco, ocupa um volume 20% maior que 


o do buraco cavado e é amontoada na forma de um cone de revolução. 
Supondo que o raio r da base do cone é igual à sua altura, então a melhor 


5 a E A 
aproximação da razão E é: 


(5 DD ez) DE af 


Solução: 


pP 


Wo = 120 E 


cone buraco Rá a 


Resposta: B 


aii otç= PA osdnêa E 


Edo! 


=09=> q =4/0,9 = (0,97 


2) (PUC-RJ) Um tanque subterrâneo tem a forma de um cone circular inverti- 
do, de eixo vertical, e está cheio até a boca (nível do solo) com 27000 litros 
de água e 37000 litros de petróleo (o qual é menos denso que a água). Sa- 
bendo que a profundidade total do tanque é 8 metros e que os dois líquidos 
não são miscíveis, determine a altura da camada de petróleo. 


Solução: 


V,=27000=27 mº 
V,=37000€=37 mº 
V=V +V,=64mº 


) 
Vi (2) DE 27 8-x 3 
— = = RO pe => => = 2 
NA 8 8 64 8 4 


Resposta: 2 metros 
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3) 


4) 


(Cesgranrio-RJ) 


Fig. 1 Fig. II Fig. HI 


De um cone de centro da base O e de altura H (fig. 1), obtém-se um tronco 
H 
de cone de altura A (fig. Il). Neste tronco, faz-se um furo cônico com 


vértice O, como indicado na fig. II. Se o volume do cone da fig. I é V, 
então o volume do sólido da fig. II é: 


as o) o dr mL 
8 E) 7 


Solução: 


E) 
Ve Vi Vono Vi E q qa Ce 
3v É 2 8 8 8 8 4 


sólido — 4 


Resposta: A 


(ITA-SP) A figura abaixo é a secção de dois cones retos cortados por um 
plano paralelo às bases. Calcule o volume da região hachurada. 


Solução: 
Repare na figura os seguintes cones: 


1 2 
e de raio D e altura 2D > V, = = nibee do Gu 


il il 
e de raio De altura D > V, = Ga EA 


D ED 1 
de raio — lt D) => W= >em|=|| clD= =P 

* deraio — ealturaD > V,= 5 (5) ou 
O volume da região hachurada é (V, —- V,;) + (V, — V,). Temos: 

2 dl 1 3 
Mv VIM V No [5+5-2"5)n'= e 
Resposta: o tDº 
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5) (Cesgranrio-RJ) Uma ampulheta repousa numa mesa como mostra a figura I 
(o cone B completamente cheio de areia). A posição da ampulheta é inver- 
tida. A figura II mostra o instante em que cada cone mantém metade da 
areia. Nesse instante, a areia no cone B forma um cone de altura: 


Do o En 
2 SID. 4 


Sp) 3 


Resposta: C 


6) (UFBA) O cone representado abaixo tem 12 cm de raio e 16 cm de altu- 
ra, sendo d a distância do vértice a um plano «a paralelo à base. Para que 
as duas partes do cone separadas pelo plano « tenham volumes iguais, 
d deve ser igual a: 


(A) 83/4 em 
(B) 8/2 cm 
(C) 8 cm 
(D) 10 cm 
(E) 12 em 


Solução: 


H 
Do exercício anterior, temos: H' = 5 SE É 8%/4 cm =d 
Resposta: A 2 2 
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7) (Mack-SP) No sólido da figura, ABCD é um quadrado de lado 2 e 
AE = BE = 10. Calcule o volume desse sólido. 


D C 
A B 
Solução: 


Do enunciado, temos a figura: 


lg 


D (Cc 
) 

OR 
A E B 
Y V10 


No triângulo retângulo AOE, aplicando o teorema de Pitágoras, temos: 
OE? + AO? = AE? 


OE + 12= (10) > 0E2=9 > 0E=3 


O volume V pedido pode ser dado pela soma dos volumes do cilindro e 
do cone. 


Logo, V=m-12.2+ : -7-12.3,0useja, V=37. 


Resposta: 37 
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(Mack-SP) Planificando a superfície lateral de um cone, obtém-se o setor 
circular da figura, de centro O e raio 18 cm. Dos valores abaixo, o mais 
próximo da altura desse cone é: 


(A) 12 cm (B) 18 cm (C) 14 cm (D) 16 cm (E) 20 em 


Solução: 
Sendo g, her, respectivamente, as medidas da geratriz, da altura e do raio 
da base desse cone, do enunciado, temos as figuras: 


(0) 
(O) g= 8 
SS 
A 2nr 
Temos: 
27: 18 —— 360º 
Pipa if 160º 


Portanto, r= 8 cm. 


Do triângulo retângulo OCA, vem: 

h+r"r=g 

hn +82=18º=>h= 260 

Temos: 4256 E 260 & (289 

Então: 16 < 260 < 1 

Logo, dos valores apresentados nas alternativas, o mais próximo é 16. 


Resposta: D 
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9) 


(ITA-SP) Um dos catetos de um triângulo mede 3/2 cm. O volume do só- 
lido gerado pela rotação deste triângulo em torno da hipotenusa é 7 cm. 
Determine os ângulos deste triângulo. 


Solução: 
O triângulo ADC foi rotacionado em torno do eixo AC. 


Dt 


PS (S 
(O) Y2sena-tga 


3 
3/2 cos (04 


pr = EO =10)= 32 seno 
No AABO, temos: | e 
cosy="" > AQ=4/2 “cosa; 

AB 2 


No ACBO, temos: tga = Na => 0C=/2.sena - tga 


il 1 1 
Sendo V = 7 cm”, temos: O us eltiio qui suit => au ul oulo il => 
Za 

= (42 sen a) NE cos u+3/2 sena - tg a) = 1 => 
> la «sen? a - 3/2 (cosa + sena -tga)=1 => 

1 I-cos?a 
=> —-2-sen?a(cosa+sena -tga)=1 = (-costa [cosa + Linear). 3 => 

3 cos o 2 

3) 3) 

> (1 - cos?a)(cos?a + 1 — cos?a) = 5 Ne > |l=>Goas mes => 


> 2cos?a + 3cosa — 2 = (0 


=B5E 9) Cosa, = — 
Logo: cosa = —. Da ES) mo = 608 


|cos o, =-—2 (não convém) 


Resposta: Os ângulos dos triângulos são 30º, 60º e 90º. 


569 


Ed 


CAPÍTULO XIII PIRÂMIDES E CONES 


10) (ITA-SP) Considere o triângulo isósceles OAB, com lados OA e OB de com- 
primento 2R e lado AB de comprimento 2R. Calcule o volume do sólido 
obtido pela rotação deste triângulo em torno da reta que passa por O e é 
paralela ao lado AB. 


Solução: 


O volume do sólido formado pela revolução do triângulo em torno do 
eixo w será o volume do cilindro menos o volume dos dois cones: 


2. 4TRº 
e “lo v=ame[a-5)-v- E 


Wi que o IR 


11) (ITA-SP) A área total da superfície de um cone circular reto, cujo raio da 
base mede R cm, é igual à terça parte da área de um círculo de diâmetro 
igual ao perímetro da secção meridiana do cone. Calcule o volume deste 
cone, em cm. 


Solução: 


Seja o cone e o círculo abaixo: 


Sp = TR? + Rg 2r = 2g+ 2R 
r=8+R 


Do enunciado segue que: 
1 1 
TR? + Rg = ir sinto) = qu a a 


E=h+R2=> (2R2=h2+4R2=>3R=h2=> h=Ry3 


- 1 
Logo, o volume do cone é dado por: V = E TR? (RV3 ) >V=—=-R'emº 


Sa 
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13.7 - Tronco de cone 


DEFINIÇÃO 
Tronco de cone. 


A base do cone que dá origem ao tronco é a base maior do tronco e a secção 
do plano paralelo é a base menor. 

A altura do tronco é a distância entre os planos paralelos das bases. 

À superfície lateral do tronco é a porção da superfície lateral do cone com- 
preendida entre as bases do tronco. 


base menor 


base maior 


13.7.1 - Área do tronco do cone 


Demonstração: 
Analogamente ao caso do cone, a área do tronco se obtém a partir do tronco 
de pirâmide. 


S=lim(p+pja=n(r+1)g=> S=nr+g 


E a área total será: 
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13.7.2 - Planificação do tronco de cone circular 


A planificação de um tronco de cone de primeira espécie reduz-se a um setor 
de coroa circular cujos arcos são os comprimentos dos círculos das bases e largura 
igual à geratriz. 

Quando o tronco se origina de um cone equilátero, a planificação torna-se a 
diferença de dois semicírculos. É uma semicoroa circular de largura igual à geratriz 
do tronco. 


13.7.3 - Volume do tronco de cone 


Demonstração: 
Consideremos o tronco de pirâmide inscrito no tronco de cone. Temos que: 


V=sh(B+b+ Bb) 


h 


em que B e b são, respectivamente, as áreas das bases maior e menor. 
Quando o número de faces do tronco de pirâmide tende para infinito, temos: 


V= slmr + qr? + Tr? - mr?) 
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Para o tronco de cone de revolução de segunda espécie temos, analogamente: 


V=<h(B+b-vBb), que nos leva a: 


h 
V= atm? + mr” = tr”. qr” 


Exercícios resolvidos: 
1) Uma xícara de chá tem a forma de um tronco de cone reto, conforme a figura. 


Supondo x = 3, o volume máximo de 
líquido que ela pode conter é: 
(A) 168 cm? T 


(B) 172 cm? 


8 em 


(C) 166 em? 6 cm 
(D) 176 cm? 


(E) 164 cm3 E 


Solução: 
Do enunciado, temos a figura: 


1h: altura do cone 
' de raio da base 2 cm 


573 fe UM 


CAPÍTULO XIII 


PIRÂMIDES E CONES 


“we 


Os triângulos OAD e BAC são semelhantes, logo: 


died => l1i= 6 CM 
h o) 


O volume (V) pedido é: 
ll 1 
Vea ces dÃo (ri SRD o Ne o siemê 


Resposta: A 


2) (IBMEC-R]J) As figuras, fora de escala, mostram a cúpula de um abajur 
com a forma da superfície lateral de um tronco de cone circular reto, cujo 
raio da base maior mede o dobro do raio da base menor, e o recorte de 
tecido que foi utilizado na sua confecção. 


2r Bo 


| ASS 
caes pa a 
Pp Q 
P=Q 
4r 


Sabendo que a linha decorativa que aparece na cúpula foi obtida traçan- 
do-se, no tecido, a corda PQ da circunferência maior, sendo PQ tangente 
à circunferência menor, calcule a medida do ângulo central a. 


Solução: 
Do enunciado, temos a figura: 


Os dois cones da figura são semelhantes. 
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Logo: Egas => (6 = 26 
FAN j 


Assim, temos a figura: 


No triângulo retângulo OMQ, temos: 
g 1 
cCosB = => = cosfi= = => B= 60" 
B 25 B 2 B 
e 
= 2B= 20º 


Resposta: 120º 
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ET (Unirio-R)) Uma tulipa de chope tem a forma cônica, (A) Antônio tomou mais de 2 litros de chope. 
como mostra a figura abaixo. Sabendo-se que sua ca- 


pacidade é de 1007 mi, a altura A é igual a: (B) Antônio e José tomaram quantidades iguais de chope. 


: ds iss ; g 
10 cm (C) Antônio tomou E) litro de chope a mais que José. 
(D) Antônio e José, juntos, tomaram mais de 2 litros 

de chope. 


' (UFSC) A figura representa um galheteiro para a 

: colocação de azeite e vinagre em compartimentos 

diferentes, sendo um cone no interior de um cilindro. 

: Considerando h como a altura máxima de líquido que 

(A) 20 cm (D) 8cm o galheteiro comporta e a razão entre a capacidade 
(B) 16cm (BD 4em total de azeite e vinagre igual a 5, o valor de h é: 


(CO 12cm 


FZ (UFPI) Uma caixa-d'água, com capacidade de 810 m3 
de volume, tem a forma de um cone circular reto in- 
vertido, conforme a figura. Se o nível da água na caixa 


1 4 
corresponde a E da altura do cone, o volume da água 


existente, em litros, é: 


R 10 cm 
(A) 7 cm (D) 12 cm 
(B) 8cm (E) 15 cm 
(C) 10 cm 
| [5 (UFF-R]) Determine a área de um círculo traçado com 
(A) 10000 (D) 40000 É um compasso de abertura 30º, sabendo-se que suas 
(B) 20000 (E) 50000 É hastes medem, cada uma, 10 cm. 


(C) 30000 


E3º (Ufop-MG) Dois amigos, Antônio e José, foram tomar 
chope num lugar onde existem dois tipos diferentes 
de copos, conforme as figuras abaixo. Antônio esco- 
lheu o copo cônico, José escolheu o cilíndrico e cada 
um tomou 10 copos de chope. 

Considerando x = 3,14, pode-se afirmar que: 


3 cm 


+ 


2 cm 


: 6 (ESPM-SP) Em Ribeirão Preto, um copo de chope com 
15 cm 10 cm formato cônico custa R$ 1,50. Em São Paulo, um copo 
de chope com formato cilíndrico custa R$ 3,60. Con- 
siderando que os dois chopes são da mesma marca e 
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que os dois copos têm a mesma altura e bocas com 
mesmo diâmetro, pode-se concluir que o preço do 
chope de São Paulo, em relação ao chope de Ribeirão 
Preto, está: 


(A) 60% mais caro. 
(B) 40% mais caro. 
(C) 14% mais caro. 
(D) 20% mais barato. 
(E) 25% mais barato. 
FZ (Mack-SP) O setor circular abaixo é a superfície lateral 


de um cone cuja base tem diâmetro 4 e área igual a k % 
da área total do cone. Então k vale: 


(A) 20 (D) 35 
(B) 25 (E) 40 
(C) 30 


[8 (ITA-SP) O ângulo da geratriz com o eixo de um cone de 
revolução mede 30º. Se S é a área de sua secção reta a 
uma distância h do vértice, qual a relação entre S e h? 


Th? 
S= 
(a) 5=5 
0) s=5h 
th? 
S= 
O s=5 
D) s=Sh? 


(E) Nenhuma das anteriores. 


PO (Mack-SP) 


|) Searazão entre as áreas totais de dois cubos é 


o|» 


E - ,. 8 
então a razão entre seus volumes é 27 . 


Il) Se todas as arestas de uma pirâmide triangular 
regular medem 46, então a altura da pirâmide 


mede 2. 
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Il) Se a geratriz de um cone é o dobro do raio da 
base, então a área lateral do cone é igual a quatro 
vezes a área da base. 


Das afirmações acima, apenas: 
(A) | é verdadeira. 

(B) lellsão verdadeiras. 

(C) Il é verdadeira. 

(D) Ile ll são verdadeiras. 


(E) Ill é verdadeira. 


: [OM As figuras abaixo representam um cone de revolução, 


seus elementos e a planificação de sua superfície late- 
ral. Expresse 8 em função de a. 


V V 


E -SP) A planificação da superfície lateral de um 


cone é um semicírculo de raio 10,3. O volume do 
cone é: 


(A) 3577 (D) 5377 
(B) 5737 (E) 7357 
(C) 3757 


- IZI(Mack -SP) Calculou-se o volume de um cone reto de 


geratriz 1 e área lateral k. O maior valor inteiro que k 
pode assumir é: 


(A) 2 (D) 5 
(B) 3 (E) 6 
(O) 4 
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[13º (UFF-RJ) A figura abaixo representa um cone equiláte- ; [16] (Cesgranrio-RJ) No desenho abaixo, dois reservatórios 


ro, onde foram colocadas 3 esferas de tal modo que 
cada uma delas é tangente à superfície lateral do cone, 
sendo a esfera do meio tangente às outras duas, e a 
maior tangente à base do cone. 


Se o menor dos raios das esferas mede 1 m, determine 
o raio da base do cone. 


de altura H e raio R, um cilíndrico e outro cônico, estão 
totalmente vazios e cada um será alimentado por uma 
torneira, ambas de mesma vazão. Se o reservatório 
cilíndrico leva 2 horas e meia para ficar completamente 
cheio, o tempo necessário para que isto ocorra com o 
reservatório cônico será de: 


HMI4! (UFCE) Um cone circular reto e uma pirâmide de base H H 
quadrada têm a mesma altura e o mesmo volume. Se 
r é a medida do raio da base do cone, e b é a medida 
do lado da base da pirâmide, então o quociente b é E tá 
r 

igual a: 

o (A) 2h (D) 50 min 
A 3 (EM 2a (B) 1he30min (E) 30min 
(B) 1 (E) 27 (CO) 1h 
(O Jr | HZ) Planificando-se a superfície lateral de um cone reto, 


175 (FCMSC-SP) Um cone reto circular tem mesmo raio da 
base e mesma altura que um cilindro reto circular. O 
raio da base e a altura são iguais a 1 m. Em relação às 
áreas laterais do cone e do cilindro é correto afirmar: 


(A) São iguais. 


1 


(B) Área lateral do cone = — da área lateral do cilindro. 


Wo | 


(C) Área lateral do cone + área lateral do cilindro = 


= 2x (área lateral do cilindro). 


(D) Área lateral do cilindro = 2x (área lateral do cone). 


1 


(E) Área lateral do cone = — da área lateral do cilindro. 


Mo 
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obtém-se um setor circular de 288º e raio de 10 cm, 
conforme a figura. O volume desse cone é: 


(A) 2567 cmº (D) 1307 cm” 
(B) 1287 cm (E) 327 cm 
(C) 647 cm 
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EM (Fuvest-SP) Na figura abaixo, ABCD é um tetraedro re- 
gular de lado a. Sejam E e F os pontos médios de AB e 
CD, respectivamente. Então, o valor de EF é: 


D 
F 
( 
A 
B 
(15 sa 
6) 2 es 


(O) — ae 


FZ" (PUC-RJ) A distância de um ponto do espaço ao plano : 


de um triângulo equilátero ABC de lado 6 m e equidis- 
tante 4 m de cada vértice mede: 


(A)1m (D) 4m 
(B)2m (E)5m 
(C)3m 


[3 (FEI-SP) Em cada face de um tetraedro regular dese- 


nhou-se um trevo de 3 folhas estilizado, conforme in- : 


dicado a seguir. Se a medida da aresta do tetraedro é t, 
a soma das áreas de todas as folhas de todos os trevos 
desenhados é: 


As três folhas do trevo 
têm dimensões iguais. 


t 


mM 
ww 
+ 

MN 
o 


(A) 


Es 
Ee 
ns 
uno 


e) 
[06] 
o 


(6) 


[o N 
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P4” (Mack-SP) A soma dos ângulos de todas as faces de 
uma pirâmide é 187 rad. Então o número de lados do 
polígono da base da pirâmide é: 


(A) 8 (D)11 
(B) 9 (E) 12 
(C) 10 


CA -SP) O volume de um tetraedro regular de aresta 


igual a ( é: 
(A) (4/2 (D) ce 
(B) ee (E) n.d.a. 
o po 


DGM (Unicamp -SP) Uma pirâmide regular, de base quadra- 
da, tem altura igual a 20 cm. Sobre a base dessa pirã- 
mide constrói-se um cubo de modo que a face oposta 
à base do cubo corte a pirâmide em um quadrado de 
lado igual a 5 cm. Faça uma figura representativa des- 
sa situação e calcule o volume do cubo. 


BZ (UFRGS-RS) O desenho abaixo representa a planifi- 


cação de um sólido que pode ser obtido ligando-se 
os pontos A, B, Ce D. Os triângulos menores do 


desenho são equiláteros de lado V2cm. O volume 


do sólido é de: 


D (e 
A B 
4 
(A) À DD amÊ (D) É cm” 
B 
5 
(8) Som” (O Sm 
(C) 1 cm 
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[8 (UFRGS-RS) Considere uma pirâmide regular de base 
quadrada, construída a partir do padrão plano abaixo. 
Se a altura da pirâmide é o dobro do lado a da base, o 
valor de h no padrão é: 


«o 


7a “2a “5a 
(A) h= 5 (Cj h= 5 (E) h=5 
(B) h=v5a (D) h=v6a 


E9 No cubo abaixo esquematizado, de volume 8, Pé o 
ponto médio da aresta DF e Q é o ponto médio da 
aresta CE. O volume do tetraedro DGPQ é: 


G F 
1 2 5) 
(A) E (C) 3 (E) 2 
1 
(B) 5 (D) 1 


HO! (ITA-SP) Uma pirâmide regular tem por base um qua- 
drado de lado 2 cm. Sabe-se que as faces formam com 
a base ângulos de 45º. Então, a razão entre a área da 
base e a área lateral é igual a: 


(A) 2 (C) 6 (E) E 


5 


1 2 
(B) 3 a 


“w s 


: [MM Em um tetraedro, duas arestas opostas são ortogonais 


e têm a mesma medida a. Essas arestas são também 
perpendiculares ao segmento de medida b que une 
seus pontos médios. O volume do tetraedro é: 


ab? qb 
a (o 
ab? aêb 
ar dra 
20ºb 
= 


[12 (UFF-RJ) A figura abaixo representa a planificação de 


uma pirâmide quadrangular regular. 


[) 


Sabendo-se que PQ mede 3/3 ce que as faces late- 
rais são triângulos equiláteros, o volume da pirâmide é: 


(D) 60,2 cm? 
(E) 7242 em 


(A) 1842 em? 
(B) 36,2 em? 
(C) 482 mº 


: [37 (Cescem-SP) Três segmentos AB, CD, EF são perpen- 


diculares dois a dois e têm o mesmo ponto médio M. 
Então o octaedro ABCDEF: 


(A) tem todas as faces iguais. 

(B) tem todas as faces eguiláteras. 
(C) tem todas as faces retângulas. 
(D) é regular. 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


: mas A B 


D V E 
A figura mostra a vista de cima de uma pirâmide 
VABCD de base retangular ABCD. A projeção orto- 
gonal do vértice V sobre o plano da base divide a 
aresta CD ao meio. 
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Se AB = 10, BC= 5 e a altura da pirâmide é 5, então o 
comprimento da aresta VB é: 


(A) q (D) 52 


(B) s (E) 543 


545 

(€) 5 

[15 (Fuvest-SP) Um telhado tem a forma da superfície la- 
teral de uma pirâmide regular de base quadrada. O 
lado da base mede 8 m e a altura da pirâmide 3 m. As 
telhas para cobrir esse telhado são vendidas em lotes 
que cobrem 1 m2. Supondo que possa haver 10 lo- 
tes de telhas desperdiçadas (quebras e emendas), o 
número mínimo de lotes de telhas a ser comprado é: 


(A) 90 (D) 120 
(B) 100 (E) 130 
(C) 0 


[16 (ITA-SP) Considere uma pirâmide regular de altura 
igual a 5 cm e cuja base é formada por um quadrado 
de área igual a 8 cm?. A distância de cada face desta 
pirâmide ao centro de sua base, em cm, é igual a: 


7 
(D) 5 


5/6 


(E (E) 3 
av3 
ires 


[17º Em um tetraedro OABC, os ângulos entre as ares- 
tas que concorrem em O são todos iguais a 90º. Se 
OA=3, OB=5 e OC=12, 0 comprimento da maior 
aresta do tetraedro é: : 


(A) 20 (D) 12 
(B) 13 (E) É 

2 
(C) 15 


118" (Mack-SP) Uma pirâmide cuja base é um quadrado 
de lado 2a tem o mesmo volume que um prisma cuja 
base é um quadrado de lado a. A razão entre as alturas 
da pirâmide e do prisma, nessa ordem, é: 
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3 


a 
(A) q (D) 5 
(B) o (E) 3a 
1 
(C) Z 


[19 Em uma pirâmide triangular regular VABC, o triedro de 


vértice V é trirretângulo, e as arestas VA, VB e VC têm 
comprimentos iguais. O cosseno do ângulo diedro for- 
mado pelas faces ABC e VAB vale, aproximadamente: 


(A) 0,33 (D) 0,71 
(B) 0,50 (E) 0,84 
(C) 0,58 


: 120" (Uerj) Um triângulo equilátero ABC (fig. 1) de papelão 


foi dobrado na sua altura AH. Apoia-se o papelão do- 
brado com os lados AB e AC sobre a mesa, de modo 
que o ângulo BHC tenha 60º (fig. 2). 


Cc 


fig. 1 


A tangente do ângulo 6 que AH faz com o plano da 
mesa é igual a: 


(A) N2 io 
2 2: 
a 1 
(0) D) 5 


: E27 (ITA-SP) Consideremos um tetraedro regular de aresta 


a. Podemos calcular o volume V deste sólido, em função 
da aresta a. Qual das afirmações abaixo é verdadeira? 


(Ay 12/24 =D0 
(B) 2N2V = 20:43 
(Cc) DvD 


(D) 5V-3=2N34º 
(E) As afirmações A, B, Ce D são falsas. 
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22" (Mack-SP) ABCD é um quadrado de lado a. Seja E o 
ponto médio do lado AB e M um ponto do espaço tal 
que EM seja perpendicular ao plano do quadrado. Sa- 
bendo que a reta MC faz com o plano do quadrado 


um ângulo de 60º, a medida de EM é: 


(A) a (D) 45a 
(B) Er (E) 3/5a 
(O) 4N3a 


[23º Na figura, a pirâmide regular de base ABCD e altura 
VH possui todas as arestas medindo 4 m. Sabendo-se 
que V, é ponto médio deVHe queM, M, M,eM, 
são pontos médios dos lados da base ABCD, pede-se: 


V 


(A) o valor do lado MM, ; 
(B) a área do polígono MM M.M,; 
(C) o volume da pirâmide VM,M,M,M.. 


(A) 50% (D) 87,5% 
(B) 63,5% (E) 90% 
(C) 75% 


: 25) Calcule o volume do tronco de pirâmide quadrangular 


regular de primeira espécie, sabendo que os lados das 
bases medem 3 cm e 4 cm e a altura mede 6 cm. 


(A) 37 cm? 
(B) 26 cm 
(C) 74 cm” 
(D) 148 cm? 
(E) 222 cm” 


media SP) Seja uma pirâmide regular de base hexago- 


nal e altura 10 m. A que distância do vértice devemos 
cortá-la por um plano paralelo à base de forma que 


o volume da pirâmide obtida seja E do volume da 


pirâmide original? 


(A)2m (D)6m 
(B) 4m (E)8m 
(C) 5 m 


em quer RJ) A figura abaixo representa uma pirâmide re- 


[24º Pelo médio da altura de uma pirâmide, passa-se um 
plano paralelo à sua base, que secciona essa pirâmide 
em duas partes P e P,. O percentual do volume da 
parte inferior (P,) em relação ao volume total da pirá- 
mide é: 
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gular de base quadrangular que foi seccionada por um 
plano B paralelo à base. 


Sabendo-se que a altura da pirâmide é H e que d é 
a distância entre B e a base, determine o valor de d 
para que a pirâmide fique dividida em dois sólidos de 
volumes iguais. 
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[28º (UFSM-RS) Um técnico agrícola utiliza um pluviôme- 
tro na forma de pirâmide quadrangular para verificar : 
o índice pluviométrico de uma certa região. A água, 
depois de recolhida, é colocada num cubo de 10 cm 
de aresta. Se, na pirâmide, a água atinge uma altura 
de 8 cm e forma uma pequena pirâmide de 10 cm de 
apótema lateral, então a altura atingida pela água no 
cubo é de: 


(A) 2,24 cm 
(B) 2,84 cm 
(C) 3,84 cm 
(D) 4,24 cm 
(E) 6,72 cm 
29" Calcule o volume do tronco de pirâmide quadrangular | 


regular de segunda espécie, sabendo que os lados das 
bases medem 3 cm e 4 cm e a altura mede 6 cm. 


: [30º Uma pirâmide tem 30 m de altura e cada uma de suas 


secções planas paralelas à base é um quadrado. 
Calcule a que distância do topo da pirâmide está a sec- 
ção que determina um tronco de pirâmide de volume 


igual a É do volume total da pirâmide. 


um (Unificado-RJ) Um projetor de slides, colocado a 4 me- 


tros de distância de uma tela de cinema, projeta sobre 
ela um quadrado. Para que o lado desse quadrado au- 
mente 20%, a que distância da tela, em metros, deve 
ser colocado o projetor? 


(A) 4,20 (D) 5,60 
(B) 4,50 (E) 6,00 
(C) 4,80 


: BZ) Secciona-se uma pirâmide por dois planos paralelos 


à base que dividem sua altura em três partes iguais. 
Determine os números proporcionais aos volumes dos 
três sólidos em que fica dividida a pirâmide. 


[33 (PUC-RJ) Uma pirâmide tem 10 dm? de base e 2m 


de altura. A distância da base que se deve traçar um 


1 
— da base é, 


plano paralelo para que a secção seja 5 


aproximadamente: 
(A) 1,041 m 
(B) 1,106 m 
(C) 1,021 m 
(D) 1,341 m 
(E) 1,204 m 


BA (Mack -SP) Na figura a seguir, b é a medida da aresta 


(A) 37 cm? 
(B) 26 cm? 
(C) 74 cm 
(D) 148 cm 
(E) 222 cm? 
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de um cubo e aresta da base de uma pirâmide de altu- 
ra h; m é a medida do lado do quadrado ABCD. 
Então existe b: 


(A)seh=2m. 
(B)seh=3m. 
(C)seh=4m. 


(D) quaisquer que sejam h e m. 


(E) Não sei. 
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[35' (PUC-SP) Um tanque de uso industrial tem a forma 
de um prisma cuja base é um trapézio isósceles. Na 
figura abaixo, são dadas as dimensões, em metros, do 
prisma. O volume desse tanque, em metros cúbicos, é: 


ss 
5 VAR 
ES) 
Pa 
(A) 50 (D) 100 
(B) 60 (E) 120 
(C) 80 


136 (Mack-SP) A base de uma pirâmide mede 180 m2. A 
secção plana paralela à base, distante 3 m do vértice, : 
mede 45 m? de área. A altura da pirâmide mede: 


(A)4m (D) 8m 
(B) 5 m (E)12m 
(C) 6m 


[BZ (FEI-SP) Na figura temos: 
OA=0B =0C=2:em 
OAU=OB = 0C = em 


O volume da parte da figura entre os planos A'B'C' e 


ABC é: 

(A) metade do volume de OABC. (D) : 
2 7 

B) — E) — 

O) 5 doe 
1 

Cj 

(e 
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: [38 (UEL-PR) Considere o tronco de uma pirâmide regular 


de bases quadradas representado na figura abaixo. 


Se as diagonais das bases medem 102 cm e 4/2cm, 
a área total desse tronco, em centímetros quadrados, é: 


(A) 168 (D) 266 
(B) 186 (E) 284 
(C) 258 


- BoN(usP) Sejam T, T,, T, T, T, pirâmides de bases qua- 


dradas com a seguinte propriedade: o lado da base e 
a altura de T, são iguais ao dobro das medidas corres- 
pondentes de T,., i=1, 2, 3, 4. A soma dos volumes 
das cinco pirâmides é: 


(ana) 


(A) 


vezes o volume de T.. 


(282) 


(B) 


vezes o volume de T.. 


vezes o volume de T.. 


(21) 
15 


(2557) 


vezes o volume de T.,. 


(E) Nenhuma das afirmações anteriores é correta. 


Mosque RJ) Um tronco de pirâmide de bases quadradas 


mede 21 dm? de volume; a altura do tronco mede 
30 cm e o lado do quadrado de base maior 40 cm. 
Então, o lado do quadrado de base menor mede: 


(A) 8 cm (D) 12 cm 
(B) 6 cm (E) 14 cm 
(C) 10 cm 


[47 (ITA-SP) Considere uma pirâmide regular com altura de 


y cm. Aplique a esta pirâmide dois cortes planos e 
paralelos à base de tal maneira que a nova pirâmide e os 
dois troncos obtidos tenham, os três, o mesmo volume. 
A altura do tronco cuja base é a base da pirâmide origi- 
nal é igual a: 
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(A) 2(3/9 -2/6) em | a (D) pis 
8 
(B) 2(3/6 -3/2) cm 
Ro o 
(0) 2(3/6-3/3) cm 


(0) 9 
(D) 2(3/3-3/2) cm 


(E) 18 


É TAS) (Unirio-R)) Uma pirâmide está inscrita num cubo, 

(E) 2(4/9-*/3)cm como mostra a figura abaixo. Sabendo-se que o volu- 

: me da pirâmide é de 6 m3, então o volume do cubo, 

[42º (Cefet-PR) Uma pirâmide hexagonal regular, com a em mº, é igual a: 

aresta da base 9 cm e aresta lateral 15 cm, foi sec- 

cionada por dois planos paralelos à sua base que 

dividiram sua altura em três partes iguais. A parte 

da pirâmide compreendida entre esses planos, tem 
volume, em cm?, igual a: 


(A) 106 3 (D) 1203 
(B) 1103 (E) 1263 
A) 9 D) 18 
(0) 11643 (A) (D) 
(B) 12 (E) 21 
43" (ITA-SP) Construindo-se um prisma e uma pirâmide sobre (C) 15 


uma mesma base de área A e de volumes V, e V,, a área 


da secção da pirâmide com a outra base do prisma é: ' ae (Puccamp-SP) Uma pirâmide reta, cuja base é um qua- 


V, É drado de lado + e cuja altura é h, está inscrita num 
(A) A V+V; cilindro reto com raio da base re altura H. Nessas con- 
Í dições, é verdade que: 
(8) 2 (A t=r (D)2H=h 
: (B) (=2r (B)H=2h 
V, É 
(C) A -] (O) 4=2r 
3V. -V  TMMO (MacksP) Os centros de simetria das faces de um 
(D) A à cubo de aresta a são os vértices de um poliedro cujo 


volume é dado por: 
(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


(A) a'v7 

[44 (UFSCar-SP) Na figura, os pontos ACFH são os vértices (B) 2/5 
de um tetraedro inscrito em um cubo de lado 3. O : 3 
volume do tetraedro é: (O > 


5 


(E) Nenhuma das alternativas anteriores. 


: masa (gEsc. USP) Dividindo-se uma pirâmide de altura a 
com um plano paralelo ao da base, à distância x do 
vértice, obtêm-se duas partes de áreas laterais iguais. 
O valor de x é: 
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(A) e 


a 
(B) 7 
3a 
(e 
(D) (2+2)a 
2 
(E) Nenhum desses valores. 


[49 Sejam M e N pontos situados nas geratrizes VMA e 
VNB de um cone equilátero, cuja secção meridiana é o 
triângulo VBA, como se vê na figura abaixo. 


Lembrando que a superfície lateral do cone é planifi- 
cável e supondo que VM = 8 e VN = 6, então o menor 
caminho de M até N mede: 
(A) 10 (D) 12 
2 

(B) 14 (EXT 

21 
(3 E 
(C) 5 


150" (USP) A superfície total do cone equilátero de geratriz 
g é igual a: 


(A) 19 

(B) 279º 
2 2 

(O É rg 


4 
(D) 19? 
3 
(E) Nenhuma das afirmações anteriores é verdadeira. 
157º Com um cartão em forma de setor circular com 15 cm 


de raio e 216º de ângulo central, constrói-se um cone 
cujo volume é: 
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(A) 15 cm? 
(B) 3247 cmê 
(C) 2167 cm? 


(D) 657 cm? 
(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


[52º (Unirio-Ence-R]) Numa cidade do interior, à noite, 


surgiu um objeto voador não identificado, em forma 
de disco, que estacionou a 50 m do solo, aproximada- 
mente. Um helicóptero do exército, situado a aproxi- 
madamente 30 m acima do objeto, iluminou-o com 
um holofote, conforme mostra a figura a seguir. 


30m 


50 m 


sombra 


Sendo assim, pode-se afirmar que o raio do disco-voa- 
dor mede, em m, aproximadamente: 


(A) 3,0 (D) 4,5 
(B) 3,5 (E) 5,0 
(C) 4,0 


A geratriz de um cone circular reto forma com o eixo 


desse cone um ângulo de 45º. Sabendo-se que o perí- 
metro de sua secção meridiana mede 2 cm, podemos 
afirmar que a área total desse cone vale: 


(A) a(22-2) cm? 
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154" (UFPR) O formato interno de um reservatório de água : 
é o de um cone circular reto com o vértice embaixo e 
o eixo na vertical. Se a altura e o raio da base do cone 
medem, respectivamente, 6 m e 8 m, calcule a soma 
dos números associados às alternativas corretas. 


(01) Quando o reservatório contém água até a altura 


167x* 


de x metros, o volume da água é metros 


cúbicos. 


(02) Quando o nível da água está a 3 m do vértice do 
cone, a superfície da água forma um círculo de 
raio igual a 3 m. 


(04) A geratriz do cone mede 10 m. 


(08) A capacidade desse reservatório é menor que a 
de outro cujo formato interno é o de um cubo de 
6 m de aresta. 


[55º O desenvolvimento da superfície lateral de um cone 
reto é um setor circular de raio a e ângulo central igual 
a 60º. O volume desse cone é: 


a a) 
(nr On[5) 
(B) 7v35 «o (E) s"(6) E 
(O re? 


[56 (Mack-SP) Na fórmula Meh, se r for reduzido à 


metade e h ao dobro, então V: 
(A) se reduz à metade. 
(B) permanece o mesmo. 
(C) se reduz à quarta parte. 
(D) dobra de valor. 
(E) quadruplica de valor. 
[57 (EESC-USP) Um cone C tem volume V. Qual o volume 
de um cone C' de base igual à de C e cujo vértice está 
sobre a circunferência de centro no vértice de C, situa- 


da num plano paralelo ao da base de C e de raio igual 
ao dobro do raio da base de C? 


(A) 2V (D) 3V 
(B) 4V (E) V 
(C) 6V 
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E 1584 (USP) Desenvolvendo a superfície lateral de um cone 


reto de raio 4 e altura 3, obtém-se um setor circular 
cujo ângulo central mede: 


(A) 216º 
(B) 240º 
(C) 270º 
(D) 288º 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


SSI (UELPR) Um cone circular reto tem altura de 8 cm e 


raio da base medindo 6 cm. Qual é, em centímetros 
quadrados, sua área lateral? 


(A) 207 (D) 507 
(B) 307 (E) 607 
(C) 407 


à E GUC- MG) Um cone reto de raio r = 4 cm tem volume 


equivalente ao de um prisma de altura h = 12 cm e de 


base quadrada de lado 4= x. A altura do cone, em 


cm, é: 

(A) 1,25 (D) 3,00 
(B) 2,00 (E) 3,25 
(C) 2,25 


161 (Cescea-SP) A geratriz de um cone circular reto mede 


6 cm e forma com o plano da base um ângulo de 60º. 
Então, o volume do cone é: 


(A) 54/37 cm” (D) 94/37 cm? 
(B) 2737 cm (E) 15437 cm” 


(C) 18437 cm” 


162" (Unificado-RJ) A partir de um triângulo retângulo são 


criados dois cones de revolução, separadamente, gi- 
rando-se o triângulo ao redor de cada cateto. Saben- 


do-se que a hipotenusa mede 3/5 cm e que o volu- 


me de um dos cones é o dobro do volume do outro, 
calcule o cateto maior. 


é 163) A figura mostra dois cones de revolução iguais de al- 


tura 2 e raio da base 1. O vértice de cada um deles é 
o centro da base do outro. O volume da parte comum 
aos dois cones é: 


Ev 
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T Tx 
DES ts 

x T 
ol os 
(O L 
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[64 (ESPM-SP) Uma taça perfeitamente cônica foi colo- 
cada sob uma torneira que estava pingando. Em 20 
minutos o nível da água atingiu a metade da altura da 
taça. A continuar nesse ritmo, a taça estará completa- 
mente cheia em mais: 


(A) 20 minutos. 
(B) 40 minutos. 
(C) 1 hora e 20 minutos. 
(D) 2 horas e 20 minutos. 
(E) 3 horas. 
165" (EESC-USP) Dois cones de mesma base têm alturas 


iguais a 18 cm e 6 cm respectivamente. A razão de 
seus volumes é: 


(A) 3 (D) 9 
(B) 2 (E) 4 
(O) 6 


166" A que distância da base de um cone de altura H se 
deve passar um plano paralelo à sua base, a fim de que 


: o] 
a secção determinada seja 9 da base do cone? 


1 4 
(A) a! (D) 5H 
2 J3 
(B) ii (E) ot! 
3 
(O 5H 


! 167) (Cescem-SP) Consideremos um cone reto de altura H. 


Queremos cortá-lo por um plano paralelo à base à dis- 
tância h do vértice e tal que o cone obtido e o tronco 


sh 
de cone tenham mesmo volume. Então 5 vale: 


2 

A Dj 

O is 

1 1 

Bea. Ejs 

as (E 37 
fe 


2 


168" (Unilins-SP) Um cone tem h cm de altura e sua base, 


54 cm? de área. À distância ú cm do vértice do cone 
traça-se um plano paralelo à sua base. A área da secção 
que o plano determina no cone é: 

(A) 9 cm? 

(B) 6 cm? 

(C) 18 cm? 

(D) 37 cm? 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


* 69 UM cone circular reto tem 24 cm de altura e raio da 


base medindo 9 cm. Esse cone é cortado por dois 
planos paralelos à sua base e que dividem sua altura 
em três partes iguais. Em cm3, o volume do tronco de 
cone compreendido entre esses dois planos é: 


(A) 247 (D) 5047 
(B) 1687 (E) 6487 
(C) 1927 


om (PUC-RJ) Um triângulo equilátero ABC, de lado igual a 
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2 cm, efetua uma revolução em torno da reta que con- 
tém o vértice A e é paralela ao lado BC. O volume 
assim gerado é de: 


(A) 47 cm? (D) 413 cm” 


(B) 6r cm? (0) 1008 cm 


(C) 313 cm” 
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[71º Um triângulo retângulo ABC, no qual À = 90º, AC = 3 
e AB = 4, efetua uma revolução completa em torno de 
um eixo que passa por B e é paralelo a AC. Calcule o 
volume do sólido assim gerado. 


(a) SEE ZE 
(B) a (E) E 
(C) 327 


E72º (Unirio-R)) O volume do sólido gerado pela rotação 
completa da figura a seguir, em torno do eixo e é, em 


cm3: 
2 cm 
e (ppa nt o 
6 cm 
3 cm 
[| ——>—— 
[>>> 
3 cm 

(A) 387 (D) 1127 
(B) 547 (E) 1287 
(C) 927 


E73' O volume gerado pela revolução de um hexágono regu- 
lar de lado a em torno de um de seus lados é igual a: 


97 al 37 3 

(A) 54 (D) 5º 
ATO 3 

B)5º (E) 37 aê 
SUS 
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EZ4S (EESC-USP) As áreas totais S, e S, dos cilindros gerados 
pela rotação de um retângulo de lados a e b, em torno 
de cada um dos seus lados a e b respectivamente são: 


(A) proporcionais aos lados a e b. 

(B) iguais. 

(C) proporcionais aos quadrados dos lados a e b. 
(D) inversamente proporcionais aos lados a e b. 


(E) Nenhuma das afirmações acima é verdadeira. 
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mae -SP) Qual o volume do sólido gerado por um tra- 


pézio retângulo que gira em torno de sua base menor? 
A base maior do trapézio mede 8, a base menor 5 e a 
altura 2. 


(A) 607 (C) 567 
(B) 287 (D) 647 


* W7éNCCice- RJ) Sejam V,, V, e V. os volumes gerados por um 


triângulo retângulo em torno, respectivamente, da hi- 
potenusa e dos catetos. Então: 


ps 
Vs Vo V. 


(B) V,=V,+YV. 


W MV. 2a 
(Go ee 
dd: be 


(D) = AE Va em que h é a altura relativa à 
Ep 


hipotenusa. 


(E) Nenhuma das anteriores. 


EZ7) (UFF-RJ) A figura a seguir representa o paralelogramo 


MNPQ. O volume do sólido obtido pela rotação do 
paralelogramo em torno da reta suporte do lado MQ 
é dado por: 


(a) FÉ ler h) — h) (D) nh(t + h? 
(B) mr (E) nho 
(C) mh4 + h) 


é DB (Uíop- MG) Os triângulos retângulos AOB e AOM gi- 


ram em torno do cateto AO, gerando sólidos no espa- 
ço, conforme a figura abaixo. Se o volume do sólido 
gerado por AOB é o dobro do volume do sólido gera- 
do por AOM, então a razão entre OB e OM é: 


ds “9 
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: 180" (Unioeste-PR) Na figura ABCDE abaixo tem-se: AB = 1 

: unidade, BC = 6 unidades, AE = 3 unidades e DE = 2 
unidades. Sabendo-se, ainda, que o segmento AB é 
paralelo ao segmento DE e perpendicular aos segmen- 
tos BCe AE, calcule a soma dos números associados às 
alternativas corretas. 


M 
D 
1 
m2 ms O) OL 
Za E A 
E79' (Enem) Assim como na relação entre o perfil de um Cc B 
corte de um torno e a peça torneada, sólidos de revo- : 
lução resultam da rotação de figuras planas em torno : 
de um eixo. Girando-se as figuras a seguir em torno da (01) O polígono ABCDE é um pentágono convexo. 
haste indicada, obtêm-se os sólidos de revolução que |: E . 
estão na coluna da direita. (02) O ângulo C mede 60º. 
| (04) A área do polígono ABCDE é 7,5 unidades de área. 
£ (08) A área da superfície total do sólido gerado pela 
1 PA : rotação do polígono ABCDE em torno de BC é 


(15+92) x unidades de área. 


| 

| 
f (16) O perímetro da figura formada pelo polígono 
+ : 


4 L É ABCDE e seu simétrico em relação ao eixo que 
+ B passa por AB é 20+6/2 unidades. 
€ (32) O volume do sólido gerado pela rotação de 
e ABCDE em torno de BC é 127 unidades de volume. 
e | 
3 Cc : (64) O volume do sólido gerado pela rotação do po- 
: lígono ABCDE em torno do segmento BC é igual 
: ao volume do sólido gerado pela rotação do po- 
€ lígono ABCDE em torno do segmento AB. 
4 d D E8T' (Mack-SP) Na figura, a rotação completa do triângulo 
: CBD em torno de AB gera um sólido de volume: 
| fr 
+ T=="5: 
B 
5 E: 
A correspondência correta entre as figuras planas e os 
sólidos de revolução obtidos é: 
2K + 2 
(A) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E 
(B) 1B, 2C, 3D, 4E, 5A 
(C) 1B, 2D, 3E, 4A, 5€ É 
(D) 1D, 2E, 34, 4B, 5C dismesa | A 
: Ai K o KB 
(E) 1D, 2E, 3B, 4C, 5A >>> 
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(A) 72x ; 849 (Cescem-SP) Dado um triângulo retângulo, cuja hipo- 
B) 108 : tenusa mede 10 e um dos catetos mede 6, o volume 
(B) e do sólido gerado, quando o triângulo gira em torno do 
(C) 607 outro cateto, é: 
(D) 1447 (A) 128% 
(E) 547 (B) 1207 
Dado: tg « -— ; (C) 967 
(D) 947 
182" (Mack-SP) Na rotação do triângulo ABC da figura abai- : (E) 87x 


xo, em torno da reta r, o lado AB descreve um ângulo ; 
de 270º. D forma, o sólido obtido tem volume de: sd 

Ê a : 185" (Mack-SP) Dada a função real definida por fx) = 
Br V4-x? de [-2, 2] em [0, 2]. Considere a origem e os 
e pontos (x, y) do gráfico da função tais que |x/=1. Aro- 
tação do triângulo assim obtido, em torno do eixo das 
abscissas, gera um sólido de volume: 


(a E 
(B) 2x 
(o) ZE 
(A) 487 (D) 47 
(B) 1447 | (E) 6m 
(C) 1087 | 
(D) 72x 186" (PUC-RJ) A medida dos lados de um triângulo equilá- 


tero ABC é a. O triângulo ABC gira em torno de uma 
(E) 367 reta r do plano do triângulo, paralela ao lado BC e 
passando pelo vértice A. O volume gerado por esse 


: triângulo mede: 
183" (Cice-R]) Um triângulo retângulo possui catetos de : 9 


comprimentos a e b. Seja V, o volume do cone obtido ; B a c 
pela rotação do triângulo em torno do cateto de com-. ; 
primento a; analogamente, seja V, o volume do cone : 


E aq a 
gerado pela rotação do triângulo em torno do outro ; 
ú É 
cateto. O quociente te 
b 
A 
(A) ab i 
2! Ê Í no” 
ao Hb (155 
Bj Ce ; 3 
(8) a+b q: 
É Z 
(C) E | (O) na? 
1 (D) 31d 
5) 5) 
o b+1 à 
py Fê 
(E) a+b (E) E 
tab 
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187) (Mack-SP) Um triângulo retângulo isósceles de catetos 
unitários gira em torno da hipotenusa. O volume do 
sólido gerado é: 


(A) AE 


(B) nã 


(C) sê 


(A) x=3/200 
(B) x=/80 
(C) x=2/100 
(D) x=*/300 
(E) x=3/150 


F90' (PUC-PR) Necessita-se confeccionar uma peça metá- 


(o) RS «2 
(E) Nenhuma das anteriores. 


188) (UFPE) Um cone reto tem altura 123/2 cm e está cheio 
de sorvete. Dois amigos vão dividir o sorvete em duas 
partes de mesmo volume, usando um plano paralelo à : 
base do cone. Qual deverá ser a altura do cone menor 
assim obtido? : 


(A) 12 cm 
(B) 12/2cm 
(C) 12/3m 
(D) 10/2em 
(E) 10/3cm 
189" (Faap-SP) Um chapéu de papel em forma de cone tem 
10 centímetros de diâmetro e 10 centímetros de pro- 
fundidade. Seu vértice é empurrado para baixo e para 


dentro conforme a figura abaixo. 
Que distância sua ponta penetra no espaço interno do 


: Re 
chapéu se o novo volume do chapéu é E do volume 


original? 


10 cm 
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lica dotada de um furo tronco-cônico, a partir de um 
cubo de lado (, conforme a figura. O volume de mate- 
rial para confeccionar a peça é: 


3 /m 
(A) € ( z ! 


(8) ZE 

(o) ZE 

(D D) E 
| 

ef 


(USP) Seja C um cone circular de altura h. Um plano 


paralelo à base dividirá o cone em duas partes de vo- 
lumes iguais se sua distância do plano da base for: 


(A) 


(B) 


; 21h 
az 


(E) Nenhuma das afirmações anteriores é verdadeira. 
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[92 (UEL-PR) O proprietário de uma fazenda quer construir ; (A) é>2 
um silo com capacidade para 770 m3, para armazena- : 
mento de grãos. O engenheiro encarregado do projeto 


mostrou-lhe o esquema do silo, composto de um ci- : (B) é > 
lindro acoplado a um tronco de cone, como mostra a 
figura a seguir. É 7 

; 22 Sia 
Se, em seus cálculos, o engenheiro considerou 7. = Rio É 
então a altura H do silo, em metros, é: (D) é > s 


8m 


(E) é outra. 


 1OSN (UERR) Considerando um lustre de formato cônico 
; com altura e raio da base igual a 0,25 m, a distância 


n do chão (H) em que se deve pendurá-lo para obter 
um lugar iluminado em forma de círculo com área de 
25n m? é de: 

0,25 m 
H (distância) 
(A) 15 
(B) 16 | 
(C) 17 
(E) 19 (B) 10 m 
(CO) 8m 
[93 (EESC-USP) Tem-se dois vasilhames, geometricamente (D) 6m 


semelhantes. O primeiro é uma garrafa de vinho, cuja 
altura é 27 cm. O segundo é uma miniatura do primei- | (E) 5 m 

ro, usado como propaganda do produto, e cuja altura | 

é 9 cm. Quantas vezes seria preciso esvaziar o con- | ME Coop -SP) Um copo de chope é um cone (oco) cuja 


teúdo da miniatura na garrafa comum, para enchê-la : altura é o dobro do diâmetro. Se uma pessoa bebe 
completamente? : desde que o copo está cheio até o nível da bebida ficar 
É exatamente na metade da altura do copo, a fração do 
(A) 3 vezes : E REA 
É volume total que deixou de ser consumida é: 
(B) 9 vezes : 
É 3 
(C) 18 vezes (A) 
(D) 27 vezes 
: 1 
(E) 36 vezes É (B) 2 
[94' (Cice-R]) Um reservatório cilíndrico C contém um lí- (O) 2 
quido até o nível H. Este líquido cabe todo num reser- 3 
vatório tronco-cônico T, de altura igual a - He menor (D) 3 
: 8 
raio igual ao raio de C, se e só se a razão do raio maior 1 
(E) = 
para o raio menor de T: 8 
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[97 (UEL-PR) Um cone circular tem volume V. Interceptan- : 100! (Cescem-SP) De um cilindro de altura h = 2re raio 

: da base r, exclui-se um tronco de cone de segunda 
espécie de bases coincidentes com as do cilindro. O 
volume da figura obtida é: 


do-o na metade de sua altura por um plano paralelo à 
base, obtém-se um novo cone cujo volume é: 


V V 
(A) o (D) g 
V V 
(B) = (E) TE 
V 
(C) 7 


[98 (EESC-USP) Qual das expressões abaixo dá o volume 
do tronco de cone circular de bases paralelas em fun- 
ção de H, R, h, r (figura abaixo). 


(A) S r[HRº +(H-hr] 
(B) S n[HRº “(H+ hr] 
(O) : n[HR2=(H = hr] 


(D) : n[HR2 + (H + h)r?] 
(E) Nenhuma das respostas precedentes é exata. 


199 (Cescem-SP) Um cone de revolução está inscrito em 
um cilindro de revolução de mesma base, de raio R, e 
mesma altura h. O volume do espaço compreendido 
entre o cilindro e o cone é: 


Za | 
A) É nR2Zh D) - 1Rh? 
(A) 3 (D) 3 

zo 1 
B) = 7Rh? E) = Rh 
(B) 5 (E) g 
(C) À nR2h 

5) 
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(C) ; mis 


HOT! (PUC-RJ) Considere um cilindro circular reto inscrito 


em um cone circular reto com 10 cm de raio e 24 cm 
de altura. Expresse o volume desse cilindro como uma 
função do raio da base do cilindro. Explicite o domínio 
da função. 


02! (Unifor-CE) Dois cones retos, C e C, têm alturas iguais 


e raios da base de medidas r, cm e r, cm, respectiva- 
4 a ig 
mente. Se r, = 5! , então a razão entre os volumes de 


C eC,, nessa ordem, é: 


24 4 
(A) E (D) = 
16 27 
(B) = (E) = 
18 
(C) 5 
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Neste capítulo, estudaremos as esferas e várias de suas secções. Na fotografia, a ponta de uma 
caneta esferográfica, que lhe dá o nome. 


14 - ESFERAS 


14.1 - Noções básicas 


DEFINIÇÃO 
Esfera. 


Raio (R) da esfera é todo segmento de reta que une o centro a qualquer ponto 
da superfície esférica. 


NOTA 
Todos os raios de uma 
esfera são iguais, assim Diâmetro da esfera é o segmento que passa pelo centro O e é limitado pela 


como todos os diâmetros. cumerfície esférica. Tem como medida o dobro do raio. 


As extremidades de um mesmo diâmetro são chamadas pontos antípodas. 


Uma esfera é um sólido gerado pela revolução de um semicírculo AIB em tor- 
no do diâmetro AB como eixo. 
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Uma reta r ou um plano a são tangentes a uma esfera quando têm exatamente 
um ponto na superfície da esfera. 
Todo plano tangente a uma esfera é perpendicular ao raio no ponto de tan- 


gência e reciprocamente todo plano perpendicular a um raio OP, passando por P, é 
tangente à esfera em P. 


Num ponto P da superfície de uma esfera todas as retas r tangentes a ela estão 
contidas no plano a tangente nesse ponto. 
Duas esferas são tangentes se suas superfícies têm exatamente um ponto co- 


mum. Esferas tangentes têm um eixo comum coincidente com a reta que une seus 
centros (00). 


Por um ponto Q fora de uma esfera, pode-se traçar infinitas retas tangentes 
à esfera, formando a superfície de um cone de revolução de vértice Q e base na li- 
nha de contato da superfície do cone com a esfera. QH é a altura do cone e HG, o 
raio da base. A base do cone se situa num plano « perpendicular ao eixo do cone. 
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Teorema 


Demonstração: 


Basta ver que qualquer que seja a posição do ponto B, CB? = OB? —- OC?. Como 
OC é constante por ser a distância d do centro da esfera ao plano secante e OB tam- 
bém constante por ser o raio da esfera, então CB será constante e igual ao raio r do 


círculo da secção. Assim, 7º = R? — d?, onde r=RA. 


À medida que a distância d (do centro da esfera ao plano secante) diminui, o 


raio da secção r= VR? — d? aumenta. 


Os círculos secções vão aumentando, e, quando o plano secante passa pelo 
centro, obtém-se o círculo máximo da esfera. 
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Planos paralelos igualmente afastados do centro da esfera produzem secções 
congruentes. (OI = OJ). 


O eixo AB de um círculo contido numa esfera é o diâmetro AB da esfera, 
perpendicular ao plano do círculo. As extremidades A e B desse diâmetro são 
chamadas polos do círculo. Portanto, os círculos paralelos têm os mesmos po- 
los e o mesmo eixo. 

Círculos máximos são congruentes e dividem uma esfera em duas partes con- 
gruentes cnamadas hemisférios. Se os planos de dois círculos máximos são per- 
pendiculares, cada um deles passa pelos polos do outro. A esfera fica dividida em 
oito partes congruentes chamadas octantes. 


octante 


hemisférios 


A 


Chamam-se meridianos de uma superfície esférica todas as semicircunferên- 
cias produzidas por planos que contêm o eixo PP”. 


Todos os meridianos são congruentes. Quando se faz uma rotação de um 
meridiano PAP' em torno do eixo obtém-se sucessivamente todos os demais, 
PBP”, PCP”, .... 

Ângulo entre dois meridianos é o ângulo diedro formado pelos planos desses 
meridianos. Esse ângulo é aquele formado, por exemplo, pelos raios OB e OC do 
círculo máximo perpendicular ao eixo PP”. 
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NOTA 

As secções por planos 
paralelos numa superfície 
esférica são chamadas 
paralelos da esfera. 
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EO Dados dois pontos M e J sobre a superfície esférica, cnama-se distância es- 


NOTA férica entre esses dois pontos ao comprimento do menor arco de círculo máximo 


Esta distância esférica é da esfera compreendido entre os pontos M e J. 
maior que a distância 


retilínea entre os pontos 
Me). 


O círculo máximo dos pontos M e J está determinado pela intersecção do 
plano que possui o centro O da esfera e os pontos M e J, com a superfície esférica. 


Exemplo: 

A distância esférica entre os polos P e P' de um círculo máximo é o arco 
de círculo máximo que subtende seu diâmetro POP”. 

É o semicírculo de comprimento xR. 


Existe apenas um círculo que passa por três pontos situados na superfície de 
uma esfera. Esse círculo é a interseção do plano que possui esses três pontos com a 
superfície da esfera. 


Distância polar de um círculo contido numa superfície esférica é a distância 
esférica (comprimento do arco) do polo mais próximo a qualquer ponto do círculo. 


Exemplos: 


i) Se numa esfera de raio R, tivermos um círculo a uma distância polar d de 


d 
seu polo: d=0R => 0 = q = peixe san () = p= Soto 
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ii) A distância polar de um círculo máximo é um quadrante de círculo máximo, 


TR 


re TR 
isto é, d = 2" Neste caso, r=R - sen e =R, como era de se esperar. 


À intersecção de duas superfícies esféricas é um círculo perpendicular à linha 
dos centros OO” e cujo centro C está sobre essa linha. 


Uma esfera está inscrita num poliedro quando todas as faces do poliedro são 
tangentes à superfície da esfera. 
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Uma esfera está circunscrita a um poliedro quando todos os seus vértices estão 
na superfície da esfera. 


A 


Exercícios resolvidos: 


1) Emum plano a está traçado um triângulo, cujos lados medem 6 cm, 8 cm 
e 10 cm, respectivamente. O ponto M, exterior ao plano, é equidistante 
dos três vértices do triângulo e a distância comum é igual ao diâmetro 
do círculo circunscrito ao triângulo. Calcule a distância do ponto M ao 
plano a. 


Solução: 


Observe que M é o centro de uma esfera de raio R que passa pelos vértices 
A, Be € do triângulo. 
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Note que ABC é um triângulo retângulo em 6 (pois 102= 8? + 6º), portanto 
o diâmetro do círculo que o contém é sua hipotenusa AB = 10 cm, sendo 
quer=5 cm. 

Do enunciado vem: R= 10, daíem r= VR? —- d? seobtém 5=/100-d? => 


= (B=75€ d=5/3 cm 
Resposta: 543 cm 


2) Uma esfera de raio 8 cm é seccionada por um plano distante 5 cm do seu 
centro. Calcule o raio da secção. 


Solução: 
A intersecção do plano com a esfera determina a secção indicada na figura: 


secção 


Do triângulo retângulo OBA: 8? =52+1º=> 64=25+r? => r?=39 
Como r é positivo, obtemos r = 39 em 
Resposta: /39 cm 


3) Calcule a área da secção determinada numa esfera de raio 10 cm por um 
plano distante 6 cm do centro. 


Solução: 
(0% $ Pp 
6 cm 
10 cm 
(O) 


E = OP = 6? =p 
A=n8=n:64=>A,=64n 
Resposta: A área da secção é 641 cm?. 
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4) Duas esferas de raios 9 cm e 4 cm são tangentes exteriormente e tangen- 
ciam um plano a nos pontos A e B. Calcule a distância entre A e B. 


Solução: 


NE ES = 192 
x2=169-25=144 > x=12 
Resposta: A distância entre A e B é de 12 cm. 


5) (ITA-SP) A circunferência inscrita num triângulo equilátero com lados de 
6 cm de comprimento é a intersecção de uma esfera de raio igual a 4 cm 
com o plano do triângulo. Calcule a distância do centro da esfera aos 
vértices do triângulo. 


Solução: 


W 
3 


N 


| 


= 


ED SDS anitos 
E COR o 


Como O é baricentro, temos: 


NO = CO BO- 2 em 
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A esfera de raio 4 cm é seccionada pelo plano a (ABC) do triângulo. 


" E 


AMOO”: (MO"? = (MO)? + (002 

- (42= (3) + (009: + (00-13 
ACOO": (COM? = (CO)? + (00? 

E co (Ds DE 

= (00% = 25 = CO = 5 cm 


Resposta: 5 cm 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Em uma esfera, os polos de um círculo se acham a ; [4 Calcule a área de um círculo produzido por uma sec- 
6 cm e 8 cm do mesmo. Determine, nestas condições, : ção perpendicular ao diâmetro, tal que as distâncias 
a área do círculo (considere 1 = 3,14). : polares medem 3 cm e 5 cm. 


[FZ Uma esfera tem raio igual a 5 cm. Calcule a área da ; 15] Em uma esfera de 25 cm de raio, descreveu-se uma 


secção plana feita nessa esfera a 3 cm do centro. circunferência de distância polar 8 cm. Calcule a dis- 
tância do plano produzido por essa circunferência ao 
[3 Determine a área da secção feita em uma esfera de centro da esfera. 


2 m de raio, a 40 cm do centro. 
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14.1.1 - Determinação de uma esfera 


Demonstração: 


O centro O da esfera deve ser equidistante dos quatro pontos A, B, Ce D. Esse 
centro deverá se situar na reta r comum aos planos mediadores dos segmentos AB, 
AC e BC e também ao plano B mediador de AD. O centro da esfera será o ponto co- 
mum aos planos mediadores das arestas do tetraedro ABCD. O raio é então o valor 
comum R = OA = OB = OC = OD. 


Exercício resolvido: 


ABC e DBC são dois triângulos equiláteros de lado 8/3 m. O planos P e Q dos 
dois triângulos formam um ângulo de 120º. Calcule o raio da esfera que passa 
pelos pontos 4, B, Ce D. 


Solução: 


Na figura, M é o centro do triângulo equilátero BCD. Portanto OM 1 Q. 
Como ABC e BCD são congruentes, ambos têm o mesmo raio do círculo cir- 
cunscrito r. 
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Assim, OM = OM' = VR? 7”, isto é, O equidista dos planos P e Q. 
Portanto, O está no bissetor do diedro PQ e, assim, OÊM = OÊA = 60º. 


3 


Agora, EM = DE 4 m. Então, MO = EM - tg 60º = 443 m. 
Enfim, no AMOD, temos também MD=2.EM=8m. 


Então: R= OM? + MD? = (4/3 )/+82=112 => R=4J m. 
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14.2 - Volumes 


14.2.1 - Volume do segmento esférico de duas bases 


Chama-se segmento esférico de duas bases a porção da esfera compreen- 
dida entre dois planos paralelos. 


As bases são as secções na esfera pelos dois planos. 
A altura do segmento é a distância H entre os planos paralelos. 


Para calcular o volume do segmento esférico de duas bases AECD, vamos sec- 
cioná-lo por (n — 1) planos paralelos e equidistantes compreendidos entre as bases 
AE e CD. 


Com bases nas secções circulares, feitas por esses planos, construamos n cilin- 


dros de altura h = aa formando uma pilha de n cilindros superpostos. 
n 


Os raios das bases dos cilindros 1, 2, 3, ..., n, serão respectivamente r,, r,, ..., 


e todos terão a mesma altura pH, Calculemos seus respectivos volumes 


n 
APR 
V=nghV=etth Ni RGh, save St,h 


Os raios r,, f,, F,, -.., 7, dos círculos das secções podem ser obtidos dos triângu- 


los retângulos OA B, OA,B,, OA,B,, .... OA B respectivamente. 


171º 2 2! 33! 
As hipotenusas OA, OA, OA,, ..., OA, são iguais a R (o raio de esfera). Os ca- 
tetos são: 
OB =h+x,OB,=2h+x, OB,=3h+x,..., OB =nh+x 
em que x é a distância do centro da esfera ao plano da base AE do segmento esférico. 


Os outros catetos são r,, N,, 1, «sy T, 
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Temos então: 
r?=0OA!-OB!=Rº-(h+x), 1; =OA/ -OB;=Rº-(2h+x), 
17 =OA? -OB$S=Rº-(3h+x).., 1? =OA? -OB2=Rº-(nh+x) 


Somemos os volumes dos cilindros da pilha: 
V=V+V,+V,+..+V 
n 
V=arh+nrgh+nmdho+..+urh 
= 2 2, 2, 2, 
Vem trt Eee tr) 


V=mh [R2-(h+x)2+R2-(2h+x2+R2-(3h+x)2+...+R2- (nh+ x)?] 


Como são n parcelas entre os colchetes (n raios), vem: 


V=mh [nR? — (h2 + 2hx + x?) — (22h? + 4hx + x?) —... — (nºh2 + 2nhx + x] 


Agrupando os termos em h? e em h, vem: 
V=mh [nR?- (h2 + 22h? +... +nºh?) -2hx(1+2 +... +n)-(X2 +x2+... +32) | 
V=mh [nR2- nº (12+22+...4+n2)-2hx (1+2+...+n)- nx] 


1 
Levando em conta que 12 +22 +... +n?= 6 n(n + D(2n+1) 


a (1+nn 


e1+2+..+n , temos: 


V= mun? -n en(n+ 1241) -2hx au mé | 


Venha? 1) nr + Cn +D)-hx n(n+1) 


Como no triângulo OAB, R? — x? = 12, onde r é o raio de uma das bases do seg- 
mento esférico, temos: 


V= aHjnr A nn +)(2n+1) — hxn(n + 0] 


H 
Substituindo h= a vem: 


2 
feno Ela : Ra is Ont=g . (1+1) 
n 6 n n 
2 
V=an[r Hº n+1 2n+41 pr 2] 
6 n n n 


n+1 n 1 n+2 n 2 
n nn n nn 


venfe filo + D)nu(1+ 1) 
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5 EE da da aa =» 1 
Fazendo o número n de divisões aumentar infinitamente, as frações — ten- 
n 


derão para zero e o limite da soma dos volumes dos cilindros será o volume V do 


segmento esférico de duas bases de altura H. 


v- H[r E q +0(2+0)- Hx(1 + 0)| 


2 


VenH("- Sm) 


Para expressar esse volume em função dos raios re r' das bases e da altura H, 
basta ver que: (H + x)? + 1? = RZ, logo: 
H2+2Hx+x2+12=R2> 2Hx=R2-H2-7º - yº="-Hº-rº, 
pois RZ- x? = 7º no triângulo OAB. 
2 2 Wo ;2 
V=nH r — E = r=H 
É 2 
H 2 2 2 2 12 
V=nol6r =2H2 = 3" 43H24 39º) 


v = “Ear +312+ H2) ou 


ES 6. 


Exemplo: 
Num segmento esférico de duas bases, a altura mede 17 cm, o raio maior mede 
12 cm e o raio menor mede 5 cm. Determine o volume do segmento esférico. 
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Cálculo do raio da esfera: 


ERES qm) 
=> redoma iso 


Rº=122 4x? 
O volume é: 
Ve A (ARÍH E TH” 
2 2 6 
a 7 
v=T ES Sa aj “e - 796 
E is RE 


14.2.2 - Volume do segmento esférico de uma base 


NOTA 

Observe que tanto o 
segmento de duas bases 
quanto o segmento de uma 
base são sólidos. 


Quando o segmento esférico é de apenas uma base, 1º = O e a fórmula fica: 


14.2.3 - Volume da esfera 


Podemos considerar a esfera de raio R como um segmento esférico cuja altura 
H é igual ao diâmetro 2R. 
Assim, para H = 2R, r= 0 e a fórmula do volume fica: 


no EA m(2R)* 0+m-8Rº 
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Exemplos: 


|) 


ii) 


Um segmento esférico tem 4 cm de altura e 8 cm de raio. Calcular o volu- 
me do segmento esférico de uma base. 


E 
2 ! - 
, 41 x 

/ x 


TH 
O volume é: ee “(31º + 3R2 + Hº). Como H= 4,r=0€eR=8, temos: 


Ea op Ra] 


Determine o volume da esfera cujo raio é 3 cm. 


v= Sar V= 03" =4.7.9=V=36remº 


iii) Uma esfera tem volume (3. Determine o seu raio. 


nos 08 


SRRÍ= O > Rº= > R 


47 347 


Exercícios resolvidos: 


1) 


(UFCE) Calcule, em cm”, o volume de um dado fabricado a partir de um 
cubo de aresta igual a 4 cm, levando em conta que os buracos representa- 


tivos dos números, presentes em suas faces, são semiesferas de raio igual a 
1 


cm 
im. 


Solução: 
Temos que: 
S 
Z, il 3 
= o = Vera E 62 em 
Vão E o 21 me Tá Vaado =4-21 Eu zo ] = Vando 


Resposta: 62 cm 
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2) Determine o volume de uma esfera que está inscrita e da que está circuns- 
crita a um cubo de aresta a. 


Solução: 


secção (visão frontal) 


a 


2r = aresta do cubo 


esfera inscrita no cubo 
(cubo circunscrito à esfera) 


À esfera inscrita tem centro no centro do cubo e tangencia internamente 
as seis faces, exatamente no centro de cada uma. Sendo r o raio, temos: 


a 3 
Hp= = (=> V=>1r'=>7 


| : 2R = diagonal do cubo 
esfera circunscrita ao cubo 


(cubo inscrito na esfera) 


À esfera circunscrita tem centro no centro do cubo e passa pelos oito vér- 
tices. O centro coincide com o ponto de encontro das diagonais do cubo. 
Sendo R o raio, temos: 


Aa 
2R=0)3 > o vedatt=da[ 


af ] na 


2, 2 


3 SD 
á ô Ta 5 É 
Resposta: inscrita E circunscrita int 
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14.2.4 - Volume da cunha esférica 


A cunha esférica é a parte comum a uma esfera e um diedro cuja aresta passa 
pelo centro da esfera. 

O ângulo da cunha esférica é o ângulo retilíneo do diedro que determina a 
cunha esférica. 


Como a cunha esférica tem um ângulo de 2x radianos, tem como volume 
2 nô Eu ug ' , : 
V=1Rº (esfera), isto é, a cunha esférica de ângulo 6 terá volume igual a: 


3 
vo BAR 


Para calcular o volume do setor, basta subtrair do segmento de duas bases O e 
O” os dois cones de raios r e r' e alturas respectivas h e h”. 
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Temos então: 
tºH qHH ond rh qn 
aa CR! da 
V= ElrH +3"H+Hº -2r?h- 21ºh') 


Como h'=H-h,r=Rº-r er =Rº-hº-=R-(H-h) 


V= 


[B(R=H)H + 3(R= + 2h )H A? 2(R2-h)h-2(R? Hº+2hH=hº(H-h) | 


NOTA 

O volume do setor esférico 
é dois terços do volume M 
do cilindro de raio igual B 

ao círculo máximo e altura H | a 

igual à projeção do arco AÍ 
gerador sobre o eixo de 
rotação do setor. 


Quando R'=0eH<R,o setor esférico se transforma em um pião. 


14.2.6 - Volume do anel esférico 
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Para calcular o volume do anel, basta subtrair do volume do segmento de duas 
bases ABFD o volume do tronco de cone de raios re 1' e altura H. 
Temos: 
V= e ” qr2H = no) a ” qr2H : arr'H ) 
2 2 6 3 3 3 
nºH nr2H E noi) 
+ + 
6 6 6 3 
V= E +1r2+H2-211)= Ea [(r- 12 + H?] 


Mas (r-r')2+ HZ = AB?, poisr-r'=BEeH= EA. 
p 


V= 


2 
Logo: Vas Ra 
6 
Exemplo: 
No caso particular de AB = 2R, temos o volume de esfera: 
E 
6 6 3) 


14.3 - Áreas de superfície 


14.3.1 - Área da zona esférica 


Chama-se zona esférica a porção da superfície esférica compreendida entre 
dois planos paralelos. 


Os círculos determinados pelas secções dos planos paralelos na superfície esfé- 
rica são as bases da zona e a distância entre esses planos é a altura da zona. 


Para calcular a área da zona, construiremos com vértices no centro O da es- 
fera, triedros OABC, OA BC, ,..., OAB C, de modo que as intersecções das arestas 


nn n 


OA, OB e OC com a superfície da esfera determinem triângulos ABC, ABC, ,..., 


ABC inscritos na zona esférica que serão faces de um poliedro convexo de fa- 


nn n 


ces triangulares. Com bases nesses triângulos, consideremos as pirâmides OABC, 


OABC,,..., OA BC, cujas arestas laterais são iguais ao raio R da esfera e cujas bases 


são os triângulos ABC, A BC,,.., ABC de áreasiguaisas,s,5,,8,..s 


12 + ninn nº 
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Imaginemos que foram inscritos n triângulos na zona esférica e com isto as 
pirâmides ficaram inscritas num setor esférico. 


Quando a área de cada triângulo tender a zero e o número de triângulos ten- 
der para infinito, a soma (s+s +s,+...+s,) das áreas dos triângulos tenderá para 
a área da zona. 
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Rar 1 
Logo, a soma dos volumes das pirâmides v,+v,+V,+...+V,= E (sh+sh +s,h,+ 


+... +s,h) tenderá para o volume do setor EaRºB, e as alturas das pirâmides ten- 


derão para o raio da esfera. 


Assim, teremos: 


| o, e 
lim E (sh+sh +s,h,+..+sh)= E (área da zona) - R, que será igual ao volume 


2 1 2 
do setor E TR?H. Logo, 5 (área da zona)R = = TR2H, onde área da zona = 21RH. 


Chamando de S a área da zona, S,=27RH. 


o np À 
Ea E 


14.3.2 - Área da calota esférica 


Então a área da calota será ainda: S, = 2mRh. 
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“w s 


Exemplo: 

A área da calota pode ser expressa em função da corda AB do seu arco gera- 
dor. 

No triângulo ABC, AB? = BC . BH, logo AB?=2R -h, logoS =7 : AB”. 

Como AB? = 1? + h”, temos também S = m(rº + h?). 


14.3.3 - Área da superfície da esfera 


A área da esfera pode ser obtida tratando-a como uma zona esférica cuja altura 
H é o diâmetro da esfera. 


Assim, chamando de, a área da superfície esférica, temos: 
H=2r>8,=27R-2R=>58,=4nRº 
A área da superfície esférica é equivalente à área de quatro círculos máximos. 


Por outro lado, a área da superfície esférica é equivalente à área lateral de um 
cilindro equilátero de altura igual ao diâmetro da esfera. 

Basta ver que: 

Área lateral do cilindro = 27R - 2R = 47R? 
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Exemplo: 


De fato temos: 
Volume do cilindro = 7R? . (2R) = 21Rº = V., 


Volume da esfera = EEE St 


es, 3 
Área total do cilindro = 27R - (2R) + 27R? =S,, = 67R? 


Área da superfície da esfera = 47R? =S,, 
S 2 


(2 crio Bons 
es; 3 


14.3.4 - Área do fuso esférico 


A superfície esférica pode ser considerada como um fuso de 27 rad. 


A 


A 


N 


| 
N 
R 
Q 


Y 
& 


E 
Assim, a área do fuso esférico de ângulo 6 será: 


(o) 
2 


621 


e 7 


CAPÍTULO XIV ESFERAS 


14.4 - Superfícies de revolução 


Chama-se superfície de revolução à figura gerada pela rotação de uma 
linha € em torno de um eixo xy. 


A linha € se chama geratriz da superfície de revolução e xy é o seu eixo. 


x1 
1 


já 


Todo ponto M da linha £ descreve um círculo p cujo plano é perpendicular ao 
eixo e cujo centro C está sobre o eixo. Esse círculo se chama paralelo da superfície. 

Um sólido de revolução é um sólido limitado por uma superfície de revolução. 

O paralelo e de maior raio da superfície de revolução é chamado de equa- 
dor da superfície e o paralelo g de menor raio da superfície chama-se círculo 
de gola. 

Chama-se plano meridiano de uma superfície de revolução qualquer plano 
que contenha o eixo da superfície. 

A secção de um plano mediano no sólido de revolução é cnamada secção me- 
ridiana desse sólido. 

Meridiano é a intersecção do semiplano com origem no eixo xy com a super- 
fície de revolução. 

Todos os meridianos de uma superfície de revolução são congruentes. Dois 
meridianos podem então coincidir por meio de uma rotação em torno do seu eixo 
de simetria (eixo da superfície). 

Uma superfície de revolução pode também ser entendida como a superfície 
gerada por um círculo p que se desloca continuamente mantendo-se perpendicular 
a um eixo xy com seu centro € sobre esse eixo e apoiando-se sobre uma linha fixa (. 
Neste caso, a geratriz é um círculo p e a diretriz a linha €. A diretriz € é um meri- 
diano de superfície. 

Para o nosso estudo, as principais superfícies de revolução são: 


14.4.1 - Superfície cônica de revolução 


É a superfície de revolução cuja geratriz ( é uma reta que se apoia sobre o 
eixo xy. O ponto de concurso da geratriz com o eixo é o vértice V da superfície. Este 
ponto é o ponto comum das duas folhas fe f” da superfície. 

O círculo de gola reduz-se ao vértice V. Os paralelos são os círculos p. A 
secção meridiana é um ângulo AVB cujo eixo de revolução xy é a bissetriz do 
ângulo AVB. 
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14.4.2 - Superfície cilíndrica de revolução 


É a superfície de revolução cuja geratriz ( é uma reta paralela ao eixo xy. 

Os círculos p paralelos são congruentes e todos são círculo de gola. 

Os paralelos são as secções retas na superfície e seus raios r são a distância da 
geratriz € ao eixo xy. 

O meridiano é constituído de uma reta paralela ao eixo. 


14.4.3 - Superfície esférica 


É a superfície de revolução cuja geratriz é um semicírculo ( e cujo eixo xy é o 
diâmetro do mesmo. 
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O equador será um círculo máximo e o círculo de gola é um dos polos da esfera. 


Exemplos: 


i) Um segmento esférico tem 4 cm de altura e 8 cm de raio. Determinar a 


área de sua calota. 
A área da calota é dada por S, = 27Rh, logo: 


Za 
A (2R-4)=8.8 
2R-4=16 
ZR = 20) => IRe= O) 
S.=21-10.4=>8S =807 cm” 


Num segmento esférico de duas bases a altura mede 17 cm, o raio maior 


ii) 
mede 12 cm e o raio menor mede 5 cm. Determinar a área total do seg- 


mento esférico. 
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iii) 


iv) 


Calculando o raio da esfera, temos: 
Di EEN 

Peso) jlogox=5 cmeR=13cm. 

RSS 
A área da zona esférica é dada por S = 27Rh, logo: 

S,=21:13.17 55 =442r cm 
A área total é a soma da área da zona esférica com as áreas das bases: 
S,=8,+8S,+S, = 4421 + 257 + 1447 = 6lIx 
S,= 61Ir cm? 


São dadas duas esferas tais que o raio R, da maior, é igual ao dobro do raio 
r, da menor. Sabendo, ainda, que o fuso de 60º, na maior, tem a mesma 
área de uma zona de 1,5 m de altura, na outra, calcular o raio R, da maior 
esfera. 
Temos: R=2r 
s= TR -60 2 po 

90º 3 
S,=21r-h=2nr-1,5=3nr 


Então: Co ves => FE CE Cm 
3 8 4 


Uma esfera está inscrita num cubo. Calcular o volume da porção não ocu- 
pada pela esfera, sabendo que a aresta do cubo mede 12 m (x = 3,14). 

O diâmetro da esfera é igual à aresta do cubo. 

Ioimose AR = Wo. = és 7/2 mé 


cubo 


o = E .6 
3 


Finalmente, V V = 1728 - 904,32 = 823,68 mº. 


porção” cubo es; 


Exercícios resolvidos: 


1) 


(ITA-SP) Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os 


volumes das respectivas cunhas esféricas contidas em uma semiesfera for- 
SORA DO ud 
mam uma progressão aritmética de razão TE Se o volume da menor 


3 
cunha for igual a = , Calcule n. 
Solução: 
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3 n 


E 
FAS Ms Von VW com Ni A , Tazão = rs BSM = 1 ; Ee => mr 
18 O Rico E 
S] 8) 
Pelo termo geral da PA, temos: V = da +(n-1) il 
IIS, 45 
Soma dos termos: Cio ara 
Z 3) 
REA eua li E o as 
Assim: [75 * ag *0-Das]'2737 


Simplificando, temos a equação: nº + 4n - 60=0 => n=-10 (não convém) 
ams 6 
Resposta: O número de planos meridiano é 6. 


2) Um ponto luminoso está situado a 2 m de distância de uma esfera de raio 
igual a 4 m. Qual o valor da área da porção iluminada da esfera? 


Solução: 


Temos AP=2m, OB=OA=R=4m. 
A porção iluminada será a calota de altura MA = x. 
Vem: 


OB2=0OM-.OP=>R?=(R-xX(R+29)=>x=>m 


Ce 


S =27R-h= a mº 


Resposta: o tm? 
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3) Que fração da área do globo terrestre pode ser vista por um observador 
situado a uma altura a = 20 km, acima do solo? 


Solução: 


A Terra é suposta esférica, com raio R = 6300 km. 
A área vista pelo observador situado em P é a calota BAC. 
No triângulo retângulo PCO: 


aR 
R+a. 


R2=OM-OP=(R-h)(R+ a), onde h = 


Então, a área da calota (S. = 2rRh) transformar-se-á em: 


aR — 2naR? 
ER RE 


S. = 27R 
Comparemos com a área da esfera para obter a fração pedida: 


2naR? 
E a ES “ 
S 4nRº? 2(R + à) 


Substituindo a e R pelos seus valores numéricos e simplificando, encon- 
tramos, afinal: 


SRA nio 
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4) Corta-se uma esfera de raio R por um plano AB. Determinar a distância 
deste plano ao centro, sabendo que a área da calota menor AQB é igual, 
sucessivamente, 


ID) à área lateral de cone AOB cuja base é o círculo da secção e tem o vér- 
tice no centro da esfera; 


Il) à área da esfera de diâmetro OM; 


II) à área da esfera de diâmetro PM. 


Solução: 


D Consideremos OM = x. 
21R(R = x)= 1NRº? - xº -R 
Quadrando e simplificando temos: 4(R - x) =R+x > x= SR 


ID) Sempre utilizando as notações do enunciado, vem: 
2nR(R-3) =122=> *2+2Rx-2R2=0> x=R(/3-1) 

HI) No terceiro caso, teremos: 
27R(R-3)=1(R+))2> x2+4Rx-R2=0=> x=2R(5-2) 


5) (Cesgranrio-RJ) Supondo a Terra esfé- Polo Norte 
rica de centro C, o comprimento do 
paralelo PP”, mostrado na figura, é a 
metade do comprimento do Equador 
EE. A latitude PCE do paralelo é: 


(A) 30º 
(B) 40º 
(C) 45º 
(D) 60º 
(E) 70º 


Polo Sul 
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6) 


Solução: 
R 
al É 
APAC: cos0= *=— 5 0=60 
Ro Z 
Resposta: D 


(Cesgranrio-RJ) Macapá e Porto Alegre estão situadas sobre o mesmo me- 
ridiano. A primeira cidade está sobre a linha do Equador e a segunda tem 
latitude de 30º Sul, contada a partir do Equador. Suposta a Terra esférica, 
com circunferência máxima de 40000 km, a melhor aproximação da dis- 
tância entre as duas cidades, ao longo do meridiano, vale: 


(A) 3101 km 
(B) 3152 km 
(C) 3180 km 
(D) 3254 km 
(E) 3333 km 


Solução: 


360º 

30º 

e 30 - 40000 
360 


Resposta: E 


40 000 km 


X 


= 3333 km 
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“rs 


7) 


8) 


(USP) Dois semiplanos tangentes a uma esfera de raio unitário formam 
um diedro de medida a. A corda por eles interceptada mede: 


(A) cos a 
(B) tg a 


a 
(C) 2cos (5) 


(D) 2ug( 2) 


(E) n.d.a. 


Solução: 


Hj9|» 


a 
cos|— | = 
5 
= cos (2) 
Z 
Resposta: C 


(Unesp-SP) Dois planos que se interceptam segundo a reta 1 também cor- 
tam uma esfera segundo as circunferências de centros O e O,. Tais centros 
distam der, respectivamente, 13 e 14. Se o raio da circunferência de centro 
O, mede 3, então o raio da circunferência de centro O, mede: 


(A) 4 
(B) 6 
(C) 8 
(D)9 
(E) 12 
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Solução: 


1 
(r 1 plano do papel em P) 


Usando potência do ponto P em relação à circunferência: 
(14 — x)(14 + x) = (13 - 3)(13 + 3) 
se =(6 


Resposta: B 


(Cesgranrio-RJ) Um tanque cilíndrico com água tem raio da base R. Mer- 
gulha-se nesse tanque uma esfera de aço e o nível da água sobe E (vide 


figura). O raio da esfera é: 


R 
3R R 
1 (db) = 
4 
9R 2IR 
13) == | e 
(B) 16 (E, 3 
3R 
e 
(C) E 
Solução: 
O volume da esfera é igual ao da água deslocada. Então: 
Apto (nr?) DR o r=2p' 5 = ôR 
a 16 64 4 
Resposta: A 
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10) (FCMSC-SP) Um octaedro regular está inscrito numa esfera cujo raio mede 
3/2 cm. O volume desse octaedro, em cm, é: 


(A) 36 
(B) 216 

(C) 21642 
(D) 1082 
(E) 7242 


Solução: 


2R=042 
DSG =D = (= 
«lo (2 


Resposta: E 


11) (ITA-SP) Uma esfera de raio r = 3 cm está inscrita num prisma hexagonal 
regular que, por sua vez, está inscrito numa esfera de raio R. Pode-se afir- 
mar que a medida do raio R vale, em cm: 


(A) 7 
5 


Y 
8) 
(6) NNE 
ai 
D 


(E) 4/3 
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Solução: 


Secção transversal pelo centro da esfera inscrita: 


(Ta 
Nm 


21 
a 
2a 
r=3 em 
2 
ss > a ED cin 


Altura do prisma: 

== Dus cm 

Secção vertical, com a esfera circunscrita: 
R2="+a? 

R=(3) +2º 

RES 

R=7 cm 

Resposta: A 
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12) (ITA-SP) Considere uma esfera inscrita num cone circular reto tal que a 
área da superfície total do cone é n vezes a área da superfície da esfera, 
n> 1. Se o volume da esfera é r cm? e se a área da base do cone é s cm?, o 
comprimento em centímetros da altura do cone é dado por: 


if 
(A) = 
(Bj 

Ss 


(e 
Ss 


(1) 24 
Ss 


1) e 
Ss 


Solução: 
Vista frontal. 


Pá 
Sone =: S => 1? + qyg = nánxº 
Va=1>Sm = = 
sa Os aÉSs 
> y? => = eyly+8)=4nt 
T' 41 
x(V+ 
Temos : sen 6= 2 = E >h=x+* >h= (y BR 
Ses sas x y 
3r 
xy(» + 8) x-4nx 4nx* a(o) 3nr 
= p= ã fi= 7 >h="5—= > lil= 
y y y s e! 
x 
Resposta: D 
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13) (ITA-SP) Um cone equilátero está inscrito em uma esfera de raio 4 cm. 
Cortam-se os sólidos (esfera e cone) por um plano paralelo à base, de 
modo que a diferença entre as áreas das secções seja igual à área da base 
do cone. O raio da secção do cone é: 


(A) 2,3 em (D) Ra cem 
(B) E) cm (E) n.d.a. 
(C) SE cm 

3 
Solução: 


Vista frontal. 


cossor= Ls r=4 SÉ 25 


y a(4-2) =4? EN 
tg30º=5 => 2=x3 

b19 aa a E AD GU 

Resposta: B 


14) (USP) Um cone de vértice no centro de uma esfera de raio R intersecta a 
superfície esférica segundo uma região de área S. A intersecção do cone 
com a esfera tem volume igual a: 


(A) : : SR (D) : SR 


(B) : - TSR (E) nda. 


1 
(GR 
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Solução: 
O volume V da intersecção do cone com a esfera é proporcional à área S. 
Então: 
4 
S V SE a mRº 1 
=> V= => V=— SR 

47Rº —— SR 41R? 3 
Resposta: D 


Observação: Tal intersecção é constituída de um cone mais um segmento 


a : 1 
esférico, cujos volumes somam Gu 


15) (ITA-SP) Consideremos uma esfera de raio r= 1 cm e um ponto P fora desta 
esfera. Sabemos que a distância deste ponto P à superfície da esfera mede 
2 cm. Qual é a razão k entre a área da superfície da esfera e a da calota 
visível do ponto P? 


(A)k=1 
(B)k=2 
(C)lk= 3 
5) 
(D) k= z 
(E) nid(a: 
Solução: 


Resposta: € 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Unificado-R)) A razão entre os volumes de uma esfera 


de raio R e um cilindro equilátero de raio 2R é: 


3 1 
(4) 5 (a 
2 1 
(8) 5 (ED) > 
1 
(O 5 


FZ" (UFRJ) Ping Oin recolheu 4,5 m3 de neve para cons- 


truir um grande boneco de 3 m de altura, em come- 
moração à chegada do verão no Polo Sul. 

O boneco será composto por uma cabeça e um cor- 
po, ambos em forma de esfera, tangentes, sendo o 
corpo maior que a cabeça, conforme mostra a figura 
a seguir. 

Para calcular o raio de cada uma das esferas, Ping Oin 


aproximou 7 por 3. 


“ 


Calcule, usando a aproximação considerada, os raios 
das duas esferas. 


[3º (UFF-RJ) Na figura estão representados três sólidos de 


mesma altura h — um cilindro, uma semiesfera e um 
prisma de base quadrada — cujos volumes são V,, V, e 
V., respectivamente. 

3 


A relação entre V,, V,e V, é: 
(A) Vi<V,<YV, 
(B) V,<V,<V, 
(COM <Vo<V 
(D) Vi<V,<V 
MEDVO vi eMo 


2 
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| DAM (Uerj) A superfície de uma esfera pode ser calculada 


pela fórmula 4xR2, onde R é o raio da esfera. Sabe-se 


que : da superfície do planeta Terra são cobertos por 


1 
água e 3 da superfície restante é coberto por deser- 


tos. Considere o planeta Terra esférico, com seu raio 
de 6400 km e use 7 igual a 3. 


A área dos desertos, em milhões de quilômetros qua- 
drados, é igual a: 


(A) 122,88 
(B) 81,92 
(C) 61,44 
(D) 40,96 


Es qurr- -RJ) Considere r e s duas retas ortogonais e MN 


um segmento de reta contido em r. Pode-se afirmar, 
quanto à existência de esferas de centros na reta s que 
passam por Me N, que: 


(A) existem duas únicas. 

(B) existem, no máximo, três. 
(C) existe uma infinidade. 
(D) não existe nenhuma. 


(E) se existir uma, existirá uma infinidade. 


DGM (Enem) Um fabricante de brinquedos recebeu o pro- 


jeto de uma caixa que deverá conter cinco pequenos 
sólidos, colocados na caixa por uma abertura em sua 
tampa. A figura representa a planificação da caixa, 
com as medidas dadas em centímetros. 


Os sólidos são fabricados nas formas de: 
|) | um cone reto de altura 1 cm e raio da base 1,5 cm; 
II) um cubo de aresta 2 cm; 


Ev 
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HI) uma esfera de raio 1,5 cm; 


27 
j ! E (A) —— em 
IV) um paralelepípedo retangular reto, de dimensões 8 
2cm,3cme4 cm; 19 
(B) — em 
V) um cilindro reto de altura 3 cm e raio da base : 6 
1cm. ; (O) 18 Em 
O fabricante não aceitou o projeto, pois percebeu que, : 5 
pela abertura dessa caixa, só poderia colocar os sóli- | 10 
dos dos tipos: (D) Ei 
(A) |, Ile II. 
(6) 2 em 
(B) |, ev. E 
RE tan : [9 Os raios de uma semiesfera e de um cilindro de revo- 
(D) IH, WI, IV ev. lução são iguais à altura desse cilindro, como mostra a 
(E) II IV EV. figura: 


EZ' (Cesgranrio-RJ) Uma laranja pode ser considerada uma 
esfera de raio R, composta por 12 gomos exatamente 
iguais. 


Se a área lateral do cilindro mede 12x cm?, então a 
área total da semiesfera, em cm?, é igual a: 


(A) 247 (D) 167 
A superfície total de cada gomo mede: 
(B) 207. (E) 127 
(A) 27R? 
(C) 187 
(B) 47R? 
(e) Sigo HO! (Cescem-SP) Três esferas de raios 1, 1 e 4 são tangentes 
Ei exteriormente duas a duas e tangentes ao plano a nos 
(D) 37R? : pontos A, Be C respectivamente. Os lados do triângulo 
47 p2 ABC medem: 
(E) Eni : 
(A)5,5e2 
[8 (UFRGS-RS) Uma esfera de raio 2 cm é mergulhada num (B)4,2e2 
copo cilíndrico de 4 cm de raio, até encostar no fundo, de (0)4,4€72 


modo que a água do copo recubra exatamente a esfera. ma : , 
(D) com os dados não é possível calculá-los. 


ss», (E) nenhuma das respostas anteriores. 


é MM) Uma esfera é cortada por dois planos paralelos afasta- 
: dos de 9 cm. As intersecções dos planos com a esfera 


são círculos de raios iguais a 346 cme9cm.A super- 
fície da esfera, em cm? é: 


(A) 3607 (D) 1807 


Antes de a esfera ser colocada no copo, a altura de (B) 2707 (E) 907 
água era: : (C) 2407 
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[12º (Ufam) Um plano secciona uma esfera determinando 
um círculo de 167 cm? de área. Sabendo-se que o pla- 
no dista 3 cm do centro da esfera, então o volume da 
esfera é igual a: 


(ap 100 Ri cm? 


(C) 1507 cm? 


2 cm 


| Cl >» E ç 


DGI Gaap- SP) Determine a área de superfície do primeiro 


comprimido (em cm?), sabendo-se que: 
* comprimento da circunferência: C = 27R; 


e área de superfície esférica: A = 47R?. 


31 
(D) o sa (A) En 
(E) 2007 cm) tono 
(C) = 
173 (Cescem-SP) Uma cunha esférica de raio 1 m tem vo- 2 
lume de 1 m3. Seu ângulo diedro mede: (D) 27 
(A) 1,5 rd (E) x 
(B) rd é TMZO Gaap- -SP) Determine o diâmetro do segundo compri- 
: mido de modo que o seu volume seja igual ao do pri- 
(C) E rd meiro comprimido. 
O) rd (1 
vii 
B)xrd (B) — 
E Jp 
[4 A área da superfície de uma esfera cresce 4,04% quan- RE) 
do o raio dessa esfera sofre um aumento de: (O) ST 
(A) 3% 1 
D =, 
(B) 2,5% es 
E) 22% 3 
(0) 2,2% Di 
(D) 2% 
(E) 1,5% 


175! Como deve ser alterado o raio de uma cesta de bas- 
quete se o volume da bola for alterado por um fator 
multiplicativo «? Não leve em conta a folga existente ; 
entre a cesta e a bola. 


O texto abaixo refere-se às questões 16 a 19. 


A razão na qual um comprimido de vitamina C co- 
meça a dissolver-se depende da área da superfície do 
comprimido. Uma marca de comprimido tem forma 
cilíndrica, comprimento 2 centímetros, com hemis- 
férios de diâmetro 0,5 centímetro cada extremidade, 
conforme figura a seguir. Uma segunda marca de 
comprimido vai ser fabricada em forma cilíndrica, 
com 0,5 centímetro de altura. 
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ms (Faap-SP) Determine o volume do primeiro comprimi- 


do (em cm), sabendo-se que: 


e volume da esfera: V = sua E 


e volume do cilindro: V = mR2H. 
T 

(Ag 
7/1 

(B) 96 
/m 

(O) 


Va 
(D) 96 


vi 
(5 “48 


Ed 
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H19' (Faap-SP) Determine o diâmetro do segundo compri- ; [22] (Cescem-SP) Supondo a Terra esférica com circunferência 
mido de modo que a área de sua superfície seja igual meridiana de 40 000 km, a área de um fuso horário é de: 
à do primeiro comprimido. 
102 k 
(A) 2,0 em A 5a sá 
(B) 1,5 cm 
(Bo soe! 02 km? 
(C) 2,5 cm 
D 
( ) 0,5 em (O) 210 km? 
(E) 1,0 cm 3n 
E 4 8 
[20º Admitamos que a Terra seja esférica, conforme a É (D) quis km 


representação abaixo, e que sua circunferência máxima 


tenha comprimento 4 x 10º km. 
é (E) mo” km? 


PN 
[23º (Puccamp-SP) Considere as sentenças: 
| | Se um plano intercepta uma superfície esférica, a 
p' E intersecção é um ponto ou uma circunferência. 
Il) Se os segmentos AB e CD são dois diâmetros de 
uma esfera, então o quadrilátero ABCD é um 
retângulo. 
PS Il) Todo plano tangente a uma superfície esférica 
Í é perpendicular ao raio que contém o ponto de 
Se as cidades F e G têm a mesma longitude e : suo 
latitude 9º Ne 27º S, respectivamente, então a dis- É correto afirmar que: 
tância de Fa G, medida sobre o meridiano, vale: : 
(A) somente | é verdadeira. 
(A) 3200 km 
(B) somente II é verdadeira. 
(B) 3600 km 
(C) somente III é verdadeira. 
(C) 3800 km 
(D) somente | e III são verdadeiras. 
(D) 4000 km 
(E) |, Ile III são verdadeiras. 
(E) 4200 km 


em (UEL-PR) Considere três planos que sejam dois a dois 

: perpendiculares entre si e esferas com 10 cm de raio. 

Quantas dessas esferas poderão tangenciar simultane- 
amente os três planos? 


[21 (Enem) As cidades de Quito e Cingapura encontram- 
-se próximas à linha do equador e em pontos diame- 
tralmente opostos no globo terrestre. Considerando o 
raio da Terra igual a 6370 km, pode-se afirmar que um : 
avião saindo de Quito, voando em média 800 km/h, (A) Uma. 
descontando as paradas de escala, chega a Cingapura 


em aproximadamente: (B) Duas. 
(A) 16 horas (C) Quatro. 
(B) 20 horas (D) Oito. 
(C) 25 horas | (E) Infinitas. 


Rosa motas [25 (UFPE) Derretendo uma peça maciça de ouro de for- 


(E) 36 horas ma esférica, quantas peças da mesma forma se pode 
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confeccionar com esse ouro, se o raio das novas peças 


il 
é um terço do raio da anterior? Admita que não houve | 28º (UFRGS-RS) O volume de uma esfera A é g do volume 


perda de ouro durante o derretimento. de uma esfera B. Se o raio da esfera B mede 10, então 
(A) 3 (D) 21 Í o raio da esfera A mede: 
(A) 5 (D) 2 
a KERae : (B) 4 (BJHI25 
(C) 18 Os 
126º (Uerj) - eo (Cesgranrio-R]) Os extintores de incêndio vendidos para 


automóveis têm a forma de uma cápsula cilíndrica com 
extremidades hemisféricas, conforme indica a figura. 
Eles são feitos de ferro e contêm cerca de 1 litro de 


) CO,, sob pressão de 2,8 atmosferas na temperatura de 
m (medida da 


projeção 21 ºC. A fórmula do volume da esfera é ArRº . Con- 
ortogonal : 
de ABsobree) sidere, para efeito de cálculo, 7 = 3 e que o CO, se 
comporte como um gás ideal. 
28 cm 
Na figura acima, há um círculo de raio R e uma reta e 
que contém o seu centro — ambos do mesmo plano. 
Fez-se uma rotação de uma volta desse círculo ao re- : 
dor da reta e. O menor arco AB nele assinalado des- ; 
creveu a superfície de uma calota esférica, cuja área ; tia 
pode ser calculada através da fórmula 2xRm, sendo m [at 
a projeção ortogonal do arco AB sobre a reta e. Bica 
a) Calcule o comprimento da corda AB, do círculo ori- : 
ginal, em função de R e m. O volume de ferro utilizado na confecção da cápsula, 
b) Demonstre que a área da calota esférica gerada | em cm, é de, aproximadamente: 
pelo arco AB é equivalente à área plana limitada (A) 108 (D) 312 
por uma circunferência de círculo cujo raio tem a 
mesma medida da corda AB. (B) 216 (E) 356 


(C) 288 

[27 (Unicamp-SP) Em uma pirâmide de base quadrada, as ; 
faces laterais são triângulos equiláteros e todas as oito | 0! (Vunesp-SP) Uma circunferência contida na superfície 
arestas são iguais a 1. : de uma esfera diz-se circunferência máxima da esfera 
Re E a o ds se seu raio é igual ao raio da esfera. Assim, pode-se 
afirmar que: 
b) Mostre que a esfera centrada no centro da base da 
pirâmide, e que tangencia as arestas da base, tam- 


bém tangencia as arestas laterais. 


(A) toda circunferência contida na superfície de uma 
esfera é uma circunferência máxima da esfera. 


(B) um plano e uma esfera que se cortam ou têm um 
único ponto em comum ou sua intersecção con- 
tém uma circunferência máxima da esfera. 
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c) Calcule o raio do círculo intersecção da esfera com 
cada face lateral da pirâmide. 
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(C) os planos determinados por duas circunferências 
máximas distintas de uma mesma esfera são ne- 
cessariamente secantes e sua intersecção contém 
um diâmetro comum às duas. 


(D) dadas duas esferas concêntricas distintas, uma cir- 
cunferência máxima de uma e uma circunferência 
máxima da outra são necessariamente circunfe- 
rências concêntricas coplanares. 


(E) duas circunferências máximas de uma mesma es- 
fera estão necessariamente contidas em planos 


perpendiculares. (6) VA 
, 7 Te 
[37 (Ufal) Sabe-se que o volume V de uma esfera de raio r 
Ê a 4nr ps ; 
é dado pela expressão V = . Dos gráficos a seguir, 
aquele que mais se aproxima do gráfico do volume de 
uma esfera em função do seu raio é: 
0 r 


* [821 Vunesp- SP) Seja r um número real positivo e P um 
ponto do espaço. O conjunto formado por todos os 
pontos do espaço, que estão a uma distância de P me- 
nor ou igual a r, é 


(A) um segmento de reta medindo 2r e tendo P como 
ponto médio. 


(B) um cone cuja base é um círculo de centro P e raio r. 


(C) um cilindro cuja base é um círculo de centro P e 
raio r. 


(D) uma esfera de centro P e raio r. 
(E) um círculo de centro P e raio r. 


BBNGURR RJ) Na famosa cidade de Sucupira, foi feito um 
monumento de concreto com pedestal em forma de 
uma esfera de raio igual a 5 m, em homenagem ao 

: anti-herói “Zeca Diabo”. 
= O cidadão “Nezinho do Jegue” foi informado de 
que, apesar de o preço do metro cúbico do concre- 
to ser 260 reais, o custo total do concreto do pedes- 
tal, feito com dinheiro público, foi de 500 mil reais. 
Nezinho do Jegue verificou, então, que houve um 
superfaturamento: 


Es 


(A) menor que 50 mil reais. 
(B) entre 50 e 200 mil reais. 
(C) entre 200 e 300 mil reais. 
(D) entre 300 e 400 mil reais. 


(E) acima de 400 mil reais. 


Ra 


Observação: Considere 7 = 3,14. 
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[34º (UEL-PR) Na figura a seguir têm-se uma esfera de raio 
5 cm e os planos paralelos «a e B. O plano a contém 
o centro O da esfera e dista 10 cm de B. Uma reta t, 
tangente à esfera, intercepta « em A e B em B. 


Se o segmento AB mede 18 cm e o plano determinado 
pelos pontos A, B e O é perpendicular a o.e a B, então 
a medida do segmento OA, em centímetros, é: 


(A) 9 
(B) 8,5 
(C) 8 
(D) 7,5 
(E) 7 
[35' (UFR-R]) Sendo S uma esfera de raio 1, o valor pelo qual 


deveríamos multiplicar r, a fim de obtermos uma nova 
esfera S', cujo volume seja o dobro do volume de s, é: 


(A) 3/2 
(B) 23/2 
(C) 2 
(D) 3 


(E) 4/3 


[36 (Cescem-SP) A área da intersecção de um plano com 
uma bola de raio 13 é 1447. A distância do plano ao 
centro da bola é: 


(A) 1 
(B) 5 
(C) 8 
(D) 12 
(E) 25 
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: BZ (USP) Dadas duas esferas tangentes e de raios respec- 


tivamente 1 e 2, o volume do cone reto circunscrito a 
essas duas esferas é: 


(A) 167 


(B) 3227 
(C) 277 


(dp) caça 
3 


(E) 327 


[38' (Cescem-SP) Duas esferas de raios 3 m e 4 m têm cen- 


tro no eixo do cone da figura, são tangentes entre si e 
ao cone. 


A altura h do cone mede: 


3 


(A) 25 m 
(B) s2 fé m 
6 1 
(C) (5 E ja) 
(D)32m 


(E) 21m 


Es vd 
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39" (Uerj) O modelo astronômico heliocêntrico de Kepler, ; 
de natureza geométrica, foi construído a partir dos 
cinco poliedros de Platão, inscritos em esferas concên- 
tricas, conforme ilustra a figura abaixo. 


SPL/Latinstock 


Ilustração do Mysterium Cosmographicum 
de Johannes Kepler, 1609. 


A razão entre a medida da aresta do cubo e a medida 
do diâmetro da esfera a ele circunscrita é: 


(03 as 
3 3 
e É o E 


[40 (ITA-SP) Seja S uma semiesfera de raio R dado. Se- 


jam p e q dois planos paralelos e distantes entre si ) e 


tais que interceptem S paralelamente à sua base. Seja 
To tronco do cone com bases be c, onde be csão 
intersecções de p e q com S. Seja x o valor da menor 
das distâncias d e D, onde d é a distância entre pe a 
base de S, e D é a distância entre qe a base de S. 


Seja k e —x2) (pe — k + aj JT 


Então o volume de T, como função de x, 0<x< Si á 
vale: 
(Ap URIA Dip | 

614 ) 
(Bi EÉZRO De qr ak 

1214 

R 
Fo ui 
Cla 


| (UFU-MG) Em um cubo de aresta a considere um pon- 


to P situado em uma das arestas, e que dista 7 de um 


dos vértices do cubo. Chame de O o centro da esfera 
inscrita no cubo e de Q o ponto da esfera situado so- 
bre o segmento OP. A distância de P a Q é igual a: 


(A é (O T(V5-2) 


5 (D) 5(N2-1) 


Dao (USP) A área de uma esfera, a área total do cilindro 


equilátero circunscrito a ela e a área total do cone 
equilátero também circunscrito a essa esfera são pro- 
porcionais aos números: 


(A)1,2,3 (D) q, m2, nº 
1 
(B) 0, Il; 2 (E) E 6, 9 


(€) 105" 102105 


à AB (Mack SP) A altura de um cone reto é igual ao raio 


da esfera a ele circunscrita. Então o volume da es- 
fera é: 


(A) o dobro do volume do cone. 
(B) o triplo do volume do cone. 


(C) o quádruplo do volume do cone. 


(D) : do volume do cone. 


8 
(E) 3 do volume do cone. 


aa (Mack-SP) A razão entre a área lateral do cilindro equilá- 


tero e a área da superfície esférica nele inscrita é: 


(A) 1 (D) 1 

4 

1 2 

(B) > Ds 
1 
Cs 
(So 


saga SP) Seja BC” a projeção do diâmetro BC de um 


círculo de raio r sobre a reta tangente t por um ponto 
M deste círculo. Seja 2k a razão da área total do tronco 
do cone gerado pela rotação do trapézio BCB'C' ao 
redor da reta tangente te a área do círculo dado. Qual 
é o valor de k para que a medida do segmento MB 
seja igual a metade do raio 1? 
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ê (A) 6,73 e 3. (D) 6,46 e 6. 
c' (B) 3,46 e 6. (E) 646 e 3. 
(C) 6,73 e 6. Dado: V3 = 1,73. 
M [48º (UCDB-MS) Um cilindro equilátero de volume V mº 
É encontra-se cheio de água, quando uma esfera, cujo 
raio coincide com o raio da base do cilindro, é mergu- 
lhada completamente no cilindro fazendo transbordar 
E certa quantidade de água. 
D B 
t 
1 
A) k=— 
(A) =5 
15 
B) k=— 
GS 
(C)2 
1 É Nessas condições, o volume, em mº, de água restante 
(D) k= 3 no cilindro é igual a: 
(E) Nenhuma das respostas anteriores. (A) O (D) Ag 
: 2 
[46 (Cescea-SP) Um reservatório cilíndrico de raio 3 m v 3V 
e altura 6 m estava totalmente cheio de água. Uma (B) A (E) Ea 


esfera de raio 2 m foi completamente imersa no re- 
servatório. Após a imersão da esfera, permaneceu no 
reservatório X% da água inicialmente existente. En- 
tão, entre os valores abaixo, assinale o que mais se 

aproxima de X: [49 (Cefet -PR) A indústria de bolas de borracha Cilimbola 
É quer produzir embalagens cilíndricas para colocar 3 


V 
Ejs 
Es 


(A) 791 (D) 81,28 bolas com 3 cm de raio cada, conforme a figura. 
(B) 80,24 (E) Não sei. 
(C) 81,12 


[47 (Cefet-PR) Uma indústria de cosméticos deseja em- 
balar sabonetes esféricos de raio 3 cm. A embalagem 
deverá ter formato cilíndrico de forma a acondicionar 
3 sabonetes, como mostra a figura (vista superior da 
embalagem aberta). 


A quantidade total de material utilizado para o fabrico 
da embalagem, incluindo a tampa, em cm?, será de: 


(A) 1267 (D) 727 
(B) 1087 (E) 907 
(C) 127n 


150 (ITA-SP) Considere um triângulo retângulo inscrito em 
uma circunferência de raio R tal que a projeção de um 


A medida do raio e a altura da embalagem, em cm, 


, R ; 
ES y dos catetos sobre a hipotenusa vale — (m > 1). Conside- 
deverão ser de, aproximadamente: m 


re a esfera gerada pela rotação desta circunferência 
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em torno de um de seus diâmetros. O volume da 4) O volume do sólido obtido pela intersecção da 
parte desta esfera, que não pertence ao sólido ge- esfera com o cone Co é igual a E! do volume da 
rado pela rotação do triângulo em torno da hipote- : apa A 

nusa, é dado por: 


Dime RE [sugestão volume (Co) = ns (C); peume o = a] 
Rad 6 volume (E) 2 


(B) Su Em E [52 (Cescea-SP) O volume da esfera inscrita no cilindro 

3 m É equilátero de área lateral 367 cm? é: 

Sn : quem 3 
us m (A)3 (D) 3r cm 

E 3 ã i 

2a) Rê (B) 367 cm (E) Não sei. 

(D) gor 1+ É 
já (C) 127 cm? 


(E) Nenhuma das alternativas anteriores. : 
: 153) (UFV-MG) Considere as afirmações abaixo: 


151 (UFG-GO) Quando foi questor na Sicília, o orador ro- |) | Aesfera de volume igual a 127 cm? está inscrita em 
mano Cícero encontrou e restaurou o túmulo aban- : um cilindro equilátero cujo volume é 247 cm'. 
donado de Arquimedes, no qual estava esculpido o E . 
diagrama, que aparece em seu trabalho Sobre a esfera : II) A esfera de raio 4v3 ua circunscreve um cubo 
e o cilindro, de uma esfera inscrita em um cilindro. A alento tia a dei 
figura a seguir mostra uma esfera E, de raio R, inscrita Il) Dobrando o raio da base de um cilindro circular 
num cilindro reto C, cujo raio da base é R e altura 2R : reto, o seu volume será quadruplicado. 

e Co Ee presenta Uma cane de altura R e raio da base : Assinalando V para as afirmações verdadeiras e F para 
também R, com vértice no centro da esfera. as afirmações falsas, obtém-se a seguinte sequência 
E correta: 
(V=F=V (DPS Rey 
(B)F=v=F (DV-V-V 
(CNi=W=F 


[54º (ITA-SP) Seja c um quarto de circunferência AB de raio 
Com base nessa figura, julgue os itens. Re centro O, e seja t a reta tangente a cem A. Traça-se 


: e nm pelo centro O de c uma reta que corta c num ponto M, 
1) Aintersecção do cilindro e da esfera com um plano e corta a reta tangente num ponto N, distintos de A. 


que contém o eixo do cilindro determina um círcu- Seja k a razão entre o volume gerado pelo setor OAM e 
lo inscrito num quadrado. É o volume gerado pelo triângulo OAN, ambos obtidos 


. na E girando-se de 21 em torno de AO. 
2) Aintersecção desse sólido com um plano paralelo à 


base do cilindro, que não intercepta o cone, a uma 


J2 


distância Ss do centro da esfera, determina 


dois círculos concêntricos de raios re R, onde r<R. 
As áreas do círculo menor e da coroa circular são 
iguais. 


3) O comprimento da circunferência determinada 
pela intersecção da superfície da esfera E com a su- 


perfície do cone Co é igual a n./2R. O comprimento do segmento AN é igual ao raio R se: 
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(A) I<k<2,5 (D)0<k<1,5 
(BJS == (E) n.d.a. 
(6) 0<ki=2 


[55 (UFC-CE) Um ponto L dista 2r unidades de comprimento 


do centro de uma circunferência cujo raio mede r unida- 
des de comprimento. A partir de L conduza duas tangen- 
tes à circunferência e denote os pontos de tangência por 
Pe T. Então, a área lateral do cone circular reto gerado 
pela rotação do triângulo LPT, tendo como eixo de rota- 
ção a mediana que parte de L, medida em unidades de 
área, é: 


(A) mr? (D) 2xr? 
3nr? 

(E) Smrê 
mi? 
(O 5 


156 (UFRGS-RS) A figura a seguir representa um cilindro 


circunscrito a uma esfera. 


Se V, é o volume da esfera e V, é o volume do cilindro, 


então a razão 


(a (D)2 
8) 5 3 
(1 


157) (PUC-SP) Um cone circular reto, cujo raio da base é 


3 cm, está inscrito em uma esfera de raio 5 cm, con- 
forme mostra a figura abaixo. 


O volume do cone corresponde a que porcentagem 
do volume da esfera? 


(A) 26,4% (D) 18,6% 
(B) 21,4% (E) 16,2% 
(C) 19,5% 

58 (UFMG) Observe a figura abaixo. Nela, ABC é um qua- 
drante de círculo de raio 3 cm e ADEF é um quadrado 
cujo lado mede 1 cm. Considere o sólido gerado pela 


rotação de 360º, em torno da reta AB, da região som- 
breada na figura. 


A E c 


Sabe-se que o volume de uma esfera de raio r é igual 


4mr 
a : 
3 
Assim sendo, esse sólido tem um volume de: 
(A) 147 cmê (C) 167 cm 
(B) 157 cm (D) 17x cm” 


mm (FEI-SP) A base de uma pirâmide regular OABCD é um 


quadrado ABCD de lado 2 m e a altura da pirâmide é 
m. Uma superfície esférica de centro O e raio R< m 
intercepta a pirâmide numa superfície de área: 


(A 

1 2 
(62 
(C) mR? 


p) 27Rº 
do) e 


(E) Nenhuma das anteriores. 


1607 (Cescem-SP) Em uma caixa cúbica de aresta 1 são co- 


locadas Nº esferas maciças, cada uma delas com diã- 

metro E , N inteiro, estritamente positivo. A diferença 
N 

entre o volume do cubo e o volume ocupado pelas 

esferas é: 
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(A) igual a 1 — a 


Tr 
B) iguala 1-—. 
(B) igual a 6 


: 164) (USP) Uma esfera de raio 1 cm repousa sobre uma abertu- 
; ra em madeira, em forma de triângulo equilátero, de lado 
2 cm; a altura da calota acima do plano de madeira é: 


4a (A) 5 cm 
(C) igual a 1 — Em 
É 2 
(D) estritamente crescente com N. i (B) (+15) cm 
(E) estritamente decrescente com N. 
(C) 1,5 cm 
161) (UFSM-RS) Bolas de tênis são vendidas, normalmente, : (D) 1 cm 
em embalagens cilíndricas contendo 3 unidades. É 
Supondo-se que as bolas têm raio a em centímetros : (E) Nenhuma das afirmações é verdadeira. 


e tangenciam as paredes internas da embalagem, o : 
espaço interno dessa embalagem que não é ocupado : É 650 (USP) Um cone de vértice no centro de uma esfera 


pelas bolas é, em cm?: 


de raio R intercepta a superfície esférica segundo uma 
região de área S. A intersecção do cone com a esfera 


tem volume igual a: 
(A) 214º 
!rsR l 
Amo? (A) 27 (D) 5SR 
(B) 
o (B) E SR (E) n.ra. 
(Os 
e 5 
e oO 
E) 2n0º ' Em (PUC-R)) O diâmetro de uma esfera mede 4 m; uma corda 
( = 4 paralela a esse diâmetro mede 2 m. A área da superfície 
: que se obtém girando a corda ao redor do diâmetro vale: 
162" (Cice-R]) Seja S a área total do cilindro equilátero ins- 
crito numa esfera de área Teseja U a área total do (A) is (D) 473 
cone equilátero inscrito na mesma esfera. Entre S, T, : 2 
U, existe uma das seguintes relações. Assinale-a: (B) 13 (E) 513 
(A)S+U=T Rn E 
(B)T2=U.S 
(C)Si= tem (Cefet-MG) Um recipiente cônico tem o diâmetro de 
sua tampa e as geratrizes com comprimentos iguais a 
(D) U? = 6 dm. Dentro deste recipiente está uma esfera sólida, 
p 


(E) S=(U"+T3) 


que toca todas as geratrizes e a tampa. O restante está 
cheio de água, cujo volume, em litros, é igual a: 


163" (FEI-SP) Se uma esfera tem raio r, a esfera de volume 


duplo tem o raio: 


(A) 2r 
(B) 1º 


(C) 1/2 


“w s 


(A) 13 (D) 93 
(B) 413 (E) 23143 
(D) xr (C) 513 
(E) Ear 168 Sendo a área de uma superfície esférica e P a área 
2 lateral do cilindro circunscrito, tem-se: 
(A)S=P 
(B)S<P 
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(O)P=25 
3 
ti 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


169 (FCMSC-SP) A relação entre o volume e a área de uma 


(08) Essa esfera pode ser inscrita num cilindro equilá- 
tero de altura 6 u.c. 


(16) A geratriz de um cone cujo raio da base tem a 
mesma medida do raio dessa esfera e cuja altura 
é 4u.c. vale 5 u.c. 


mesma esfera é igual a 3 m. Pode-se então dizer que ; [Z72) (Cescem-SP) Em uma esfera de raio 2R, inscreve-se um 


esta esfera: 
(A) tem o volume três vezes maior que a área. 


(B) tem volume três vezes maior que o volume da es- 
fera de 1 m de raio. 


(C) tem área três vezes maior que a área da esfera de 
1 m de raio. 


(D) tem raio de 3 m. 


(E) tem área de 3241 m?. 


!Z0' (UFSC) Calcule a soma dos números associados às al- 
ternativas corretas. 


(01) Quando exposta ao Sol, uma barra de metal com 
30 m de comprimento aumenta em 1% o seu 
comprimento. Logo, essa barra de metal quando 
exposta ao Sol passa a medir 30,03 m. 


(02) Uma parede de 4 m? pode ser revestida com- 
pletamente com 50 azulejos de 20 cm por 
40 cm. 


(04) Quando se duplica o raio da base de um cone 
(mantendo fixa a altura), o seu volume fica qua- 
druplicado, e quando se duplica a sua altura 
(mantendo fixo o raio da base), o seu volume 
fica duplicado. 


(08) Se uma esfera com volume igual a 28871 cm está 
inscrita num cilindro equilátero, então a altura do 
cilindro é 12 cm. 


[71 (UEPG-PR) A relação entre o volume e a área de uma 
esfera é 1. Calcule a soma dos números associados às 
alternativas corretas. 


(01) A área dessa esfera é igual a três vezes a área de 
uma esfera de 1 u.c. de raio. 


(02) O raio dessa esfera vale 3 u.c. 


(04) A aresta de um cubo circunscrito a essa esfera 
vale 6 u.c. 
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cilindro cuja base tem raio R. A área lateral do cilindro vale: 
(A) 3m 2R? 

(B) 127R? 

(C) 87R2 

(D) 4n/3R? 


(E) a metade da área da superfície esférica. 


é 173) (PUC-R)) O volume de um cone equilátero, circunscri- 


to a uma esfera de raio R é: 


(A) mRº (D) 47Rº 
(B) 3mRº (E) 5TRº 
(C) 27R? 


EZ4 (ITA-SP) Consideremos uma esfera de raio re nela ins- 


crevemos um cone reto cujo diâmetro da base tem 
comprimento igual ao da geratriz. O volume V do 
cone em função do raio da esfera verifica uma das afir- 
mações abaixo. Assinale-a. 


(AV =3mr? 
(B)V= SR” 
(C) V=ênr 
(D) V=sar 


(E) Nas condições dadas, não é possível obter o volu- 
me V em função do raio. 


é [75 (Mack-SP) A razão entre o volume de um cone, de al- 


tura igual a 4 vezes o raio da esfera inscrita, e o volume 
desta esfera é: 


(A)2 (DE 
3 
5 
(B)3 (E) 5 
(C) 4 
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176 (ITA-SP) Um cone circular reto com altura de J8cm e 
raio da base de 2 cm está inscrito numa esfera que, por 
sua vez, está inscrita num cilindro. A razão entre as áreas 
das superfícies totais do cilindro e do cone é igual a: 


A) 3142=1) (D) 27(43-1) 
2 8 
É 9(V2-1) S 27(/3-1) 


4 16 


(C) 9(/6 - ) 
4 


[77 (ITA-SP) Consideremos uma esfera de raio r= 1 cm e 
um ponto P fora desta esfera. Sabemos que a distância 
deste ponto P à superfície da esfera mede 2 cm. Qual 
é a razão K entre a área da superfície da esfera e a da 
calota visível do ponto P? 


(A) K=1 (D) K=5 
(B) K=2 (E) N.D.A. 
(OkK=3 


178" (UFRJ) Um grupo de cientistas parte em expedição do 
Polo Norte e percorre 200 km em direção ao sul, onde 
estabelece um primeiro acampamento para realizar ex- 
periências. Após algum tempo, o grupo percorre 200 km 
em direção ao leste, onde instala o segundo acampamen- 
to para experimentos. Após três dias, o grupo parte em 
viagem e percorre 200 km em direção ao norte, onde 
estabelece o terceiro acampamento. Supondo que a su- 
perfície da Terra seja perfeitamente esférica, determine a 
distância entre o terceiro acampamento e o Polo Norte. 
Justifique sua resposta (faça um desenho, se preferir). 


!79' (UFRJ) Uma semiesfera de vidro, de raio interno R, é posta 
sobre uma mesa plana, conforme a figura. Entre as duas, 


é colocada ainda uma bola de raio > No espaço 


remanescente (entre a semiesfera, a mesa e a bola), colo- 
cam-se bolas de raio 1, de modo que r seja o maior possível. 
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a) Calcule r. 
b) É possível colocar 8 bolas de raio r no espaço entre 


Ê . R 
a semiesfera, a bola de raio 5 e a mesa? 


180" (Uerj) Uma cuba de superfície semiesférica, com diã- 


metro de 8 cm, está fixada sobre uma mesa plana. 
Uma bola de gude de forma esférica, com raio igual a 
1 cm, encontra-se sob essa cuba. 


Desprezando a espessura do material usado para fa- 
bricar a cuba, determine: 


a) a maior área, em cm, pela qual a bola de gude 
poderá se deslocar na superfície da mesa; 


b) o volume, em cm, da maior esfera que poderia ser 
colocada embaixo dessa cuba. 


: BT) (Uerj) Uma esfera maciça de metal foi colocada 
dentro de uma caixa cúbica de plástico, sem fol- 
ga (fig. A), e o espaço vazio preenchido com água. 
Uma outra caixa, igual à primeira, foi preenchida 
por 64 esferas congruentes maciças e do mesmo 
metal, sem folga (fig. B), e no espaço vazio colo- 
cou-se água. 


VISTA FRONTAL 
Do = 


Fig. A 


Sejam V, e V,, respectivamente, os volumes de me- 
tal contidos nos cubos correspondentes às figuras A 
e B. Sobre os volumes V, e V, e as suas respectivas 
superfícies de contato com a água, S, e S,, pode-se 
concluir que: 


CO) MEN O SS 
CBDEVA vens Ss 
(E) VM Vi ess, 
CD) MM =Mo fensias, 
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POLIEDROS REGULARES 


Curiosamente, enquanto há polígonos regulares de vários números de lados no plano, há ape- 
nas cinco poliedros regulares convexos tridimensionais. Este fato já tinha sido demonstrado por 
contemporâneos de Platão, cerca de 360 a. €. (estes poliedros também são chamados de sólidos 
platônicos). Neste capítulo, resumimos as principais propriedades métricas destes poliedros. Na 
imagem, vários dados justos, mas três deles não são poliedros regulares — quais? 
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15 - POLIEDROS REGULARES 
15.1 - Tetraedro regular 


15.1.1 - Raio do círculo circunscrito a uma face 


Sabemos da Geometria Plana que em um triângulo equilátero a = 143. 


No triângulo JGA retângulo em G, temos: 
h=a-P=(r.[32-P=3"-P=2" 


h=r/2 


Reunindo as duas relações, temos: 


15.1.2 - Distância entre duas arestas opostas 


Como o tetraedro é regular, esta distância será a distância entre os pontos M 
e P médios das arestas AJ e BC ou CJ e AB, respectivamente. 
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O plano que contém os pontos MNPQ secciona o tetraedro segundo um qua- 


drado de lado ia pois Ra . A distância desejada é a diagonal do qua- 
2 AC JC 2 


o 
drado MNPQ, logo: 


15.1.3 - Raio da esfera tangente às arestas 


J 


C OBSERVAÇÃO 

As intersecções da esfera 
tangente às arestas do 
tetraedro com as faces 
são círculos inscritos nos 
triângulos das faces. 


O centro da esfera é o centro do quadrado MNPQ. O raio R, é a metade da 


esfera circunscrita esfera inscrita 
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Consideremos o plano mediador da aresta BC. Este plano secciona o tetraedro 
segundo o triângulo isósceles AMJ, em que MA = MJ. Temos que: 
h? = MP - MG? 


Mas MJ = ae por ser altura de um triângulo equilátero de lado a. 


ME dM=A Ra 
3 3 2 


do triângulo ABC. Então: 


p= ER 3a” 3a” 240º a6 


6 


porque G é o ponto de encontro das medianas 


> 4 36 36 3 


O ponto O é o centro das duas esferas. Sejam OG = R e OJ=R,. A semelhança 


EEE A E R 
E dos triângulos AOG e AMG' nos dá: ao 06 : , pois MG' = MG. 
OBSERVAÇÃO AM  MG' AM MG 


Como AM = 3MG, vem R =3R, Aalturahé asomah=R +R,=3R,+R,=4R, onde: 


O ponto O, centro dessas 


esferas, é o baricentro do 
4R,= Es - ER a6 


tetraedro que fica a 5 do | ! c 4 


vérticeea — da base sobre a x Ea o sas a 
4 O raio da esfera tangente às arestas é média geométrica dos raios das esfe- 


a Toa. 


r 


a altura do tetraedro. 
h 3h ' E ' E 
R=-|e|R=— ras inscrita e circunscrita ao tetraedro. R - R = 
4 4 po e 12 4 


15.1.5 - Ângulos diedros 


Os ângulos diedros à do tetraedro se calculam no triângulo isósceles AMB. 
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Temos AM = MB = e e AB=a. 
Pela lei dos cossenos: 
2 2 
2 (NB) (3) 3 083, 
2 2, 
] 1 o , »” 
cosô = sá Ô = arccos E = 70º31'43 


15.1.6 - Secções 


Todo plano paralelo a uma aresta BC intersecta o tetraedro em trapézios 
isósceles MNPQ ou triângulos isósceles MNR. 


Dentre os planos secantes que contêm uma aresta BC, o que passa pelo M 
médio da aresta oposta intersecta o tetraedro num triângulo isósceles BMC de 
perímetro e área mínimos. 


Planos perpendiculares a uma aresta AJ intersectam o tetraedro em triân- 
gulos isósceles paralelos ao triângulo BMC. 

O plano mediador de uma aresta AJ contém o triângulo BMC. 

Portanto, as arestas opostas JA e BC são ortogonais. 
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O plano paralelo a duas arestas opostas passando pelo ponto médio O da 


perpendicular comum LK secciona o tetraedro num quadrado MNPQ de lado = 


Todos os planos paralelos a duas arestas opostas definem secções de mesmo 
perímetro, exceto o do quadrado, cujo valor é 2a. 

Com efeito, basta ver que o triângulo EBH é equilátero, e, sendo EB = x, tere- 
mos JE = a - x = EF. O perímetro será então: p= 2(FE+ EH)=2(a-x+x) > p=2a 


Aáreaserá:S=FE.EH=(a-x)x-=>S=-x2+ax 
2 2 2 


Para x = > temos o quadrado MNPQ cuja área será S = — a = EE que é 


a área máxima. 
15.1.7 - Poliedros especiais 


O tetraedro formado pelos pés das alturas é chamado tetraedro órtico e é 


1 
semelhante ao tetraedro original com razão de semelhança 3º 
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Basta ver que o raio da esfera inscrita no tetraedro JABC é o raio da circunscri- 
ta no tetraedro J'A'B'C'. 


Úsii=s alo alo 


á 12 4 


| 
>a=3a9'ou a'= E 
3 
O octaedro regular formado pelos pontos médios das arestas do tetraedro 
tem para diagonais as perpendiculares comuns a duas arestas opostas do tetraedro. 


Suas arestas são as metades das do tetraedro. Suas diagonais são congruentes e 
se cruzam no baricentro do tetraedro. 


15.2 - Hexaedro regular ou cubo 


15.2.1 - Diagonais do cubo 


Sabemos que a diagonal de face é: d = al2 f 


No triângulo retângulo DBF, D? = dº+ a? = 2a? + a? = 34º; então IB) =0n3 


15.2.2 - Distância entre duas arestas 


e Se as arestas forem JE e BC, a distância será a aresta do cubo EC=a. 


e Se as arestas forem JE e BG, a distância será a diagonal da face BE =d=ay2. 
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15.2.3 - Raio da esfera tangente às arestas 


O centro da esfera é o centro do cubo, ponto médio da distância entre duas 
arestas opostas paralelas. 


“MP AH av2 


R E, 
* 2 2/2 / RB 


As intersecções da esfera tangente às arestas do cubo são círculos inscritos 
nos quadrados das faces. 


15.2.4 - Raios das esferas inscrita e circunscrita 


Como a esfera inscrita tangencia duas faces opostas, seu diâmetro ST é igual 


à aresta do cubo, logo 2R,= a > R, = o 


A esfera circunscrita tem por diâmetro um segmento EF igual à diagonal D 
3 
EZo 


do cubo, logo 2R =D > R = D a R, e 
2 Es 


As três esferas têm o mesmo centro que é o centro do cubo, ponto de encontro 
de suas diagonais. 
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15.2.5 - Tetraedro regular inscrito no cubo 


al3 


O tetraedro regular inscrito no cubo tem como arestas as diagonais das faces 


cujo valor é ENÇA 


A altura do tetraedro é É da diagonal do cubo, logo sua altura é h == 
À esfera inscrita no cubo é tangente às arestas do tetraedro regular inscrito nele. 


A esfera circunscrita ao cubo é circunscrita ao tetraedro, pois os vértices do 
tetraedro são também do cubo. 


15.2.6 - Secções 


Secções por um plano a paralelo a uma face ABFE do cubo são quadrados 
RSTU. 


659 Ep vd 


CAPÍTULO XV POLIEDROS REGULARES 


Secções por um plano a que intersecta quatro arestas paralelas são parale- 
logramos. Quando o plano «a é paralelo à diagonal GE de uma face, a secção é um 
losango RSTU. 


Quando o plano secante é perpendicular a uma face, a secção formada é um 
retângulo RSTU ou um quadrado RSMJ. 


Os planos diagonais AFGD, AEGC e BDHF cortam-se num ponto, que é o 
centro de simetria do cubo. 
Este ponto é o ponto de encontro das diagonais CE, AG, DF e BH. 
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Os planos AFC e DEG perpendiculares à diagonal HB a dividem em 3 
partes congruentes. Os pontos M e J são, respectivamente, baricentros dos tri- 
ângulos AFC e DEG. 


À secção no cubo por um plano que passa pelos pontos médios R,$S, T,U, V e 
X das arestas AD, AE, EF, FG, GC e CD, respectivamente, é um hexágono regular de 


lado o . Este plano é o plano mediador da diagonal do cubo e também do terço 


central MJ desta diagonal. 


Os planos perpendiculares à diagonal do cubo o intersectam: 


1) no primeiro terço em triângulos equiláteros NPQ cujo perímetro (p) varia de 


zero a 32 . Com efeito, seja x a distância do plano secante ao vértice B. Te- 


X f 
mos — = 


BM av2 


. Como BM = no, vem: 


(=av2x: EE > p=30= 3x,/6 em que: 0<x< 88 rogo: 


a3 
O<p<3a2 
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2) no segundo terço em hexágonos equiângulos (120º) de perímetro constante 
3av2 . Basta ver que os triângulos UTW são equiláteros e UT = TW = WU. 
Como SW = AF (pois SAFW é um paralelogramo), logo ST + TU=ST+TW = 
=SW=AF= ay2. Analogamente, UV + VX=UL= av2 e XR+RS=CA= 


2 
=a42, logo qualquer secção para E <x< a tem P = 3a 2. 


3) noúltimo terço, repete-se inversamente o que ocorreu no primeiro terço, logo 


3 


pA 
3av2 


Temos, então, a função que define o perímetro p da 
secção em função da distância x do plano secante 
perpendicular à diagonal a um vértice. 


> 
a3 2aN3 av3 * 
3 3 


3x6, se0<x cê 


f: 10, aV3] > RR, tal que fi) = 32, se Nº <y< 


(2/3 - x) 3/6, se aê <r<av3 


Se desejássemos a área da secção, teríamos: 


A 2 
a3 go 0N3 603 33 pegos 
3 4 4 2 2 


1) O<x< 


à. Cama 
S = Syrz— 3 * Syrw = (evo E. a. (x ps az) NE 
= ee 2x? +2/3ax- q?) 


Observe que a área S será máxima quando: 


ra 


a a RE e (ponto médio da diagonal) 


eS= 


2 
ENEM (62) +» vação 8 q? - 30º )3 
2 4 
que é a área de hexágono regular, secção do plano pelo ponto médio da diagonal. 
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2048 q, <avy3 


3) 


2 
S = NB, 3- x) por simetria ao caso 1. 
Reunindo as hipóteses, temos a função que define a área da secção: 


f: [0, a/3]> R, tal que: 


fla) = io 2442 /30x-4), so MB cy o 208 


Ea a3-*), se = <x<al3 
Cujo gráfico é: 
303 
4 


3 
2 


a 208 af 
3 3 


15.3 - Octaedro regular 
15.3.1 - Diagonal 


Como os planos diagonais intersectam o octaedro segundo quadrados de la- 
dos iguais à aresta do octaedro (MBJD), a diagonal (MJ) do octaedro é a do qua- 


drado de lado a, logo d= a2 À 
Os planos diagonais se intersectam formando um triedro trirretângulo por 


serem perpendiculares dois a dois. 
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15.3.2 - Distância entre duas faces opostas 


Como o triedro OABM é trirretângulo, e OG é a altura de O relativa à face 
ABM, temos: 
av 6 


OG = —— 
6 


15.3.3 - Raio da esfera tangente às arestas 


Como este raio é perpendicular à aresta MB, ele é paralelo às arestas opostas 
paralelas DM e BJ, valendo, portanto, a metade da aresta do octaedro. 
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15.3.4 - Raios das esferas inscrita e circunscrita ao octaedro 


O raio da esfera circunscrita é a metade da diagonal BD: 


15.3.5 - Ângulos diedros 


Os ângulos diedros ô do octaedro se obtêm no triângulo isósceles MPJ. 


Temos MP =PJ= ao e M=av2. 
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Pela lei dos cossenos: 


pas (22) (8 ANE 


2 


1 
cosô = - => 8 = arccos [- à) = 109º28'16” 


Os diedros dos tetraedros regulares e dos octaedros regulares são suplementares 
(sua soma é 180º). 


15.3.6 — Secções 


Planos a paralelos a duas arestas AB e CD do octaedro seccionam o octaedro 
em trapézios paralelos ao trapézio ABFE. 


As secções por planos que contêm uma diagonal são losangos. No caso par- 
ticular do plano mediador de uma aresta, o losango (RJOM) tem diagonais que 


medem a e ay2. 
Os planos diagonais (por exemplo, AJCM) determinam secções quadradas. 
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As secções por planos paralelos a duas faces opostas são hexágonos irregu- 
lares EFGHIK equiângulos e de mesmo perímetro 3a. 

De fato, efetuando uma translação BH = x ao longo da aresta BC, o triângulo 
ABM se desloca para ENT, logo E-=H=T=K-i- 60º, logo o triângulo TKI é equi- 
látero. Então KIH = 120º = IHG = HGF = GFE = FEK = EKI. Por outro lado, o triân- 
gulo BHG equilátero é congruente ao triângulo MTK, logo, TK = HG = BH. Assim, 
BH + HC = EK + KI = EK + KT = a. Do mesmo modo, IH + HG =GF + FE=a,eo pe- 
rímetro do hexágono é 3a, qualquer que seja x. A área deste hexágono variável será 


a área do triângulo equilátero TUV menos 3 vezes a área do triângulo TKI, então: 


o (a+x) 3 3.243 3 
4 


«(2x2 + 29x + a?) 
4 4 


: É Sead 2a a E ; 5 
Esta área será máxima quando x = Co que se dá quando o hexágono é 


2 
regular LNPORS. A área máxima será o, 


15.3.7 - Poliedros especiais 


O poliedro que tem seus vértices nos baricentros das faces do octaedro é 
um cubo. As arestas do cubo (EF, por exemplo) medem a metade da diagonal US 
do quadrado RSTU. O lado deste quadrado RS = SAB E da, pois o ponto F é o ba- 


ricentro do triângulo MAB. 


Us 
2 


Mas US = RSV2 = da 2, então EF = : . Sanz = ai logo a aresta do 


: Emei : cio ada dh 
cubo inscrito é a terça parte da diagonal do octaedro, isto é, 3 a2, ; 


Note que este cubo está inscrito também na esfera inscrita no octaedro, pois 
esta tangencia as faces do octaedro. 
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A diagonal do cubo inscrito é a distância entre duas faces opostas do 
octaedro. 


J 
O poliedro cujos vértices são os centros das faces do cubo é um octaedro regu- 


lar. As diagonais do octaedro são iguais às arestas do cubo. Sendo a a aresta do cubo e 


aN2 , ; 
a' a aresta octaedro, temos: a/2, =a>4q'= ae que é a metade da diagonal da face. 


O octaedro inscrito num cubo está inscrito na esfera e no tetraedro inscritos 
no cubo. 

A esfera circunscrita ao octaedro é tangente às arestas do tetraedro inscrito 
no cubo. 
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Para o dodecaedro temos os raios das esferas: 


V3+15 


R.= 4 (circunscrita) 
R = (1o(25+ 115) -a (inscrita) 
i 20 
R, = a -a (tangente às arestas) 
o = 116º33'54” (ângulo diedro) 
cos 8 = — E 


O poliedro cujos vértices são os centros das faces do dodecaedro é um ico- 
saedro regular. 


15.5 - Icosaedro 


Para o icosaedro temos os raios das esferas: 


pn = N10+2)5 


= (circunscrita) 
R,= n3(3+45), a (inscrita) 
12 
R, = aa “a (tangente às arestas) 
o = 138º11'22” (ângulo diedro) 
cos 6 = — RE 
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O poliedro cujos vértices são os centros das faces do icosaedro é um dode- 


caedro regular. 


15.6 - Poliedros regulares estrelados 


Existem apenas quatro poliedros regulares estrelados. Como ilustração, apre- 


sentamos sua forma geométrica abaixo. 


(1) 

Dodecaedro regular 
estrelado de faces 
pentagonais estreladas 
(20 vértices) 


(3) 

Dodecaedro regular 
estrelado de faces 
pentagonais estreladas 
(12 vértices) 
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(2) 

Icosaedro regular 
estrelado de faces 
triangulares 

(12 vértices) 


(4) 

Dodecaedro regular 
estrelado de faces 
pentagonais convexas 
(12 vértices) 


POLIEDROS REGULARES 


Exemplos: 


9 


ii) 


Encontrar o volume do octaedro regular por meio da aresta a. 
Podemos considerar o octaedro como formado por duas pirâmides qua- 
drangulares. Avaliemos o volume da primeira, ABCDE. 


ES E 


base 


Temos: V, = 


w|m 


À base é um quadrado de lado a e, sendo R o raio do círculo circunscrito, 
vem: 


HERO 


Assim: h= 4º -Rê= 0? — = = 


a 
a q. — 


3 J2 


O volume do octaedro será o dobro do encontrado. Portanto: 


RE q Bs 


Dado um cubo de aresta a, calcular, em função da mesma, a área e o volu- 
me do poliedro que tem os vértices nos centros das faces do cubo. 

O poliedro é um octaedro cuja aresta x se determina empregando o 
triângulo sombreado. 


ESSA. 


671 


CAPÍTULO XV 


ds “7 


CAPÍTULO XV POLIEDROS REGULARES 


DV: = 


iii) 


Dado um cubo de aresta a, calcular em função dela a área e o volume do po- 
liedro (cubo-octaedro) cujos vértices são os pontos médios das suas arestas. 
Temos: 


S = 6 - (área quadrado lado x) + 8 - (área triângulo equilátero lado x) 
V = (volume cubo de aresta a) — 8 - (volume pirâmide triangular (DABC)) 
Resta-nos, pois, calcular a expressão de x. 


Vem: 
2) 2) 
v= (4) *(5) Monderdo al 
Z,, Z Z, 
Assim 
a? a 3 
S=6:— +8.—.. + =[3443])a” 
e 5 A (3+/3)a 
RE a lIlaa Bad 
32 22% 2 6 
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Exercícios resolvidos: 


1) Calcule o volume do cilindro equilátero inscrito e o do cilindro circuns- 
crito a uma esfera de raio r. 


Solução: 


iz 


cilindro equilátero inscrito cilindro circunscrito 
(esfera circunscrita) (esfera inscrita) 


2r=21 2 >r.= = fr 
2 E ii = pr 
= a A mo E qp 


tr; o do cilin- 


iz 
Z, 


Resposta: O volume do cilindro equilátero inscrito é 


dro circunscrito é 277º. 


2) Calcule a área e o volume de um octaedro regular, em função da sua dia- 
gonal, d. 


Solução: 
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Diagonal do octaedro: d = EP 


d 
Temos cP=0PsoP= => 


2 


Área do octaedro regular: S = 3d? 
o) 
Volume do octaedro regular: V = a 


3) Demonstre que, em qualquer tetraedro regular VABC, as arestas VA e BC 
são ortogonais. 


Solução: 
De fato, seja M o ponto médio da aresta BC. 


Nos triângulos equiláteros VBC e ABC, as medianas VM e AM são, tam- 
bém, alturas. 
Então, BC é perpendicular a VM; 

BC é perpendicular a AM. 
Logo, BC é perpendicular ao plano AMV, já que é perpendicular a duas 
retas deste. Assim, BC será perpendicular a VÁ contida neste plano. 


4) Corta-se um tetraedro regular por um plano a, paralelo a duas arestas 
opostas. Demonstre que a secção feita pelo plano é um retângulo. Calcule 
a área dessa secção quando o plano for equidistante das duas arestas opos- 
tas consideradas e a aresta do tetraedro medir 10 m. 


Solução: 


Sejam BC e VA as arestas opostas. 
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Temos PS paralela a BC e QR paralela a BC. 

Portanto, PS é paralela a OR. 

Pela mesma razão, PQ é paralela a RS. 

Demais, PS, paralela a BC, é perpendicular a VA. 

Logo, o quadrilátero PORS é um retângulo. 

No caso da aplicação, teremos um quadrado de lado PS =5m e 
ária = 25 mê, 


(ITA-SP) Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. 
Uma formiga percorre, sobre a superfície do cubo, a menor distância entre 
Pe Q, cruzando a aresta BC em M e a aresta CD em N, conforme ilustrado 
na figura abaixo. É dado que os pontos P, Q, M e N são coplanares. 


a) Demonstre que MN é perpendicular a AC. 


b) Calcule a área da secção do cubo determinada pelo plano que contém 
P QeM em função de BC = a e BM = b. 


Solução: 


a) Se o caminho é mínimo, na planificação do cubo, P, M, N e Q estão 
alinhados: 
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Se P, M, N e Q são coplanares, PM e NQ se encontram num ponto T. 
Como PM c BCHG e NQ c CDIH, então T pertence à intersecção 
destes planos. a 

Logo, T pertence a CH. 


ses pe ING; IKC, 
Como TNC vale B, então tgB =—— > NC=— 
B do gb 
Como TMC vale a, então tg o = Les = IMC = a 
MC tga 


NC NC ta 
DoAMNE gue Cn - prasea a 
doa ne dd B Ee 


eds = y= 0 


Portanto, MN é perpendicular a AC. 
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b) Para melhor visualização da secção, invertemos as bases do cubo: 
H Q (118) E 


aresta do diedro 


A construção da secção é feita tomando KM como aresta do diedro. 

O prolongamento da aresta CF intercepta a aresta do diedro em T. 
Como T e N pertencem à face DCFE, a aresta TN intercepta DE em P. Os 
pontos Q, Re K são simétricos em relação ao plano mediador ABFE. 

À intersecção do plano PQM com o cubo é o hexágono KMNPQOR. 
Para calcular a área da figura, vamos utilizar os trapézios isósceles 
KMNR e NPQOR. 


al2 
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6) 


“w s 


o (a-bDv2 p 
b'2, ba/2. 
R'º I N 
E] 
| b2 
pn 
1 CENVDA 


cos 30º = Li. =» p, = pa SB a o 


bV2 2 
Logo, a área da secção PORKMN é: 


s=(e OA e eo bo 


2, Z, 2, 


s=(LH) ja + (205D),py8 = (0º -bº + 20h -pº)3E 
J3 


Resposta; S = (a? + 2ab - am 


Calcule o volume do cone equilátero inscrito e o do circunscrito a uma 
esfera de raio r. 


Solução: 


a) 


cone equilátero inscrito 
(esfera circunscrita) 
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b) 


cone equilátero circunscrito 
(esfera inscrita) 


n=3r=2, SB >rt.= 13 


= e núh== me SI SI Sm 


rÊ E ND : 
Resposta: O volume do cone equilátero inscrito é As e o do circuns- 


crito é 311º. 
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ET (Ufla-MG) Em um paralelepípedo retangular com di- 
mensões dadas na figura, foi feita uma cavidade em 
forma de um paralelepípedo retangular com base 
quadrada de lado y. Calcule y em função de x, tal que 
o sólido resultante tenha volume igual à metade do 
volume do paralelepípedo inicial. 


2x 


FZ" (Unic-MT) Um marceneiro dispõe de um pedaço de 
madeira maciço em forma de paralelepípedo retangu- 
lar, cujas dimensões são: 8 cm, 12 cm e 20 cm e deseja 
construir uma pirâmide quadrangular regular maciça 
com 8 cm de aresta da base e 20 cm de altura. Calcu- 
lar a razão entre o volume dessa pirâmide e o volume 
de madeira descartado do pedaço inicial. 


[3 (Mack-SP) Uma pirâmide, cuja base é um quadrado de 
lado 2a, tem o mesmo volume que um prisma, cuja 
base é um quadrado de lado a. Determine a razão en- 
tre as alturas da pirâmide e do prisma. 


P4” (PUC-SP) Determine o volume de uma pirâmide hexa- 
gonal regular, cuja aresta lateral tem 10 m e o raio da 
circunferência circunscrita à base mede 6 m. 


5) (Esal-MG) Em um cubo de aresta a, inscreve-se uma 
pirâmide, como na figura abaixo. O vértice V da pirã- 
mide é o ponto de intersecção das diagonais da face 
superior do cubo. 


“we 
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a) Calcule a razão entre o volume do cubo e o da 
pirâmide. 


b) Calcule a área lateral da pirâmide. 


(UFG-GO) Um tetraedro regular é um poliedro cujas 
faces são quatro triângulos equiláteros, como mostra 
a figura 1. 

Um octaedro regular é um poliedro cujas faces são 
oito triângulos equiláteros (figura 2). 

Considere um octaedro regular cujos vértices situam- 
-se nos pontos médios das arestas de um tetraedro 
regular, como mostra a figura 3. 

Calcule o volume deste octaedro em função da aresta 
a do tetraedro. 


figura 1 


ES”: 


figura 3 
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ET (PUC-R]) O volume do octaedro regular em função de 
sua aresta q é: 


e2 
(A) V= 5 
aê 3 
(By V= 2 
(C) V=aiy2 
22 
23 
PER 3 


[2º Calcule o volume do poliedro ABCDEF, cujas faces são 
um quadrado ABCD de lado a, dois triângulos equilá- 
teros ADF e BEC e dois trapézios CDEF e ABEF, ambos 
com bases maior EF = 2a. 


EB (Mack-SP) Um cubo está inscrito numa esfera de 
raio R. Sua área total é: 


(A) 12R? 
(B) 4R? 
(C) 6R2 
(D) 8R? 
(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


[4 (Cescem-SP) Os vértices de um tetraedro regular de 
volume 1 m3 são centros das faces de outro tetraedro 
regular. O volume deste outro tetraedro vale: 


(A) 1m3 (D) 27m3 
(B) 3m3 (E) 81m3 
(C) 9m3 


ES (ITA-SP) Um octaedro regular é inscrito num cubo, 
que está inscrito numa esfera, e que está inscrita 
num tetraedro regular. Se o comprimento da aresta 
do tetraedro é 1, qual é o comprimento da aresta do 


octaedro? 
(A) o (D) 
(8) 2 pi (E) n.d.a. 


Z 
ar 


681 


| N6HOs vértices de um tetraedro regular coincidem com 
os centros das faces de um outro tetraedro regular. A 
razão dos volumes desses dois sólidos é: 


(A) 2 
(B) 4 
(C) 8 
(D) 27 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


(Cescem-SP) Num tetraedro regular a distância de um 
vértice à face oposta é igual a quatro vezes o raio da 
esfera inscrita porque: 


(A) a esfera inscrita não encontra as arestas. 
(B) o centro da esfera inscrita é equidistante das 4 faces. 
(C) todo tetraedro é uma pirâmide. 


(D) o centro da esfera inscrita e uma das faces do te- 
traedro regular determinam uma pirâmide cujo 
volume é a quarta parte do volume do tetraedro 
regular. 


(E) o centro da esfera circunscrita é equidistante dos 
vértices. 


é [85 Dado um cubo de aresta 4, qual é o volume do octae- 


dro cujos vértices são os centros das faces do cubo? 


* UBE (Udeso) Um cubo de lado h é inscrito num cilindro de 


mesma altura. A área lateral desse cilindro é: 


o 


(Bj 


(Cc) 


(D) nh? 2 


(E) 27h? 


HO! (ITA-SP) Consideremos um cone de revolução dealtura h 


e um cilindro nele inscrito. Seja d a distância do vérti- 
ce do cone à base superior do cilindro. A altura H de 
um segundo cilindro inscrito neste cone (diferente do 
primeiro) e de mesmo volume do primeiro é dada por: 
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(6 a ah 
3 


(B) Ho" hº-dº 
h-d+hyh' -d? 
ao CN 
“h+d-h-d)h+3a) 
(D) H= ; 
(E) mídias 


[11 (Cice-R]) Se a razão entre os volumes de dois cubos 


dados é S qual a razão entre as suas arestas? 
(A) 5 

(B) 5 

(Cc) 
(D) 


(E) 


Gi= el& dl= 


172) (UFG-GO) Um cubo de aresta 4 e uma esfera E estão 
dispostos de modo que cada aresta do cubo intercep- 
ta a superfície esférica de E em um único ponto. Com 
base nessas informações, julgue os itens abaixo. 


a) A intersecção da esfera E com cada face do cubo 


(2 


determina um círculo de raio r= Ee 


b) A medida do diâmetro da esfera E é igual a - da 
medida da diagonal do cubo. 


c) O volume da esfera E é maior que o volume da es- 
fera inscrita no cubo. 


d) A área da superfície da esfera E é igual à área da 
superfície do cubo. 


173) (ITA-SP) Uma esfera é colocada no interior de um vaso 


cônico com 55 cm de geratriz e V30 cm de altura. 
Sabendo-se que os pontos de tangência estão a 3 cm 
do vértice, o raio da esfera vale: 


(A) 2/30 cm. 
35 


(B) e l 


“w s 


30 


Ee 


(D) 3 cm. 


cm. 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


é DAS (ITA-SP) Constrói-se um cone cuja geratriz é tangente a 


uma esfera de raio r, e cujo eixo passa pelo centro des- 
sa esfera, de modo que sua base esteja situada a uma 


ERA 5 JE 4 
distância 5 do centro da esfera. O volume do cone é: 


3 
AD 
as 


1 
(B) gu” 


(D) Sar 


(E) Nenhum dos resultados acima é válido. 


[75 (UFRGS-RS) Um octaedro tem seus vértices localiza- 


dos nos centros das faces de um cubo de aresta 2. 


O volume do octaedro é: 


(AE (py É 

3 3 
(B) : (E) ç 
(as 


[16 (Mack-SP) A razão entre os volumes das esferas cir- 


cunscrita e inscrita a um mesmo cubo é: 


3 


(A) 3 (Dj 
(B) AB es 
(C) 343 
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[17º (Uerj) O menor número de secções planas que se pode 
fazer em uma peça cúbica de modo a dividi-la em 
27 cubos congruentes é: 


(A) 3 
(B) 4 
(C) 6 
(D) 9 
(E) 27 
[18 (Puccamp-SP) Um octaedro regular é um poliedro 
constituído por 8 faces triangulares congruentes entre 


si e ângulos poliédricos congruentes entre si, confor- 
me mostra a figura abaixo. 


(A) E (D) R 
(B) E (E) Re 


3 


' (Cescem-SP) A esfera circunscrita ao octaedro regular 


de aresta a tem raio igual a: 


(AJ 

(B) av2 

(C) 2a 

(D) O octaedro regular é inscritível. 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


gra -SP) Numa pirâmide triangular regular, a área da 


Se o volume desse poliedro é 72N'2 cm?, a medida de 
sua aresta, em centímetros, é: 


(A) 2 
(B) 3 
(C) 32 
(D) 6 
(E) 6v2 


[19 (PUC-RJ) Tem-se um cubo de aresta a = 6 cm e no seu 
interior uma esfera inscrita, isto é, tangente às faces do 
cubo. O volume da região interior ao cubo e exterior à 
esfera é, em cm: 


(A) 27x 
(B) 6(107 — 12) 
(C) 2167 

(D) 36(6-7) 


(E) Nenhuma das anteriores. 


'20' (Fuvest-SP) Um cubo de aresta m está inscrito em uma 
semiesfera de raio R de tal modo que os vértices de 
uma das faces pertencem ao plano equatorial da se- 
miesfera e os demais vértices pertencem à superfície 
da semiesfera. Então, m é igual a: 
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base é igual ao quadrado da altura H. Seja R o raio da 
H 
esfera inscrita nessa pirâmide. Desse modo, a razão a 


é igual a: 
(A) 341 
(B) 3-1 
(6) adaga 
(D) Tugas 


(E) 4341 


[23' (PUC-RJ) Num cubo de aresta a, inscreve-se uma esfe- 


ra, depois um cubo nesta esfera, neste último cubo, e 
assim indefinidamente. O limite da soma dos volumes 
de todos os cubos será: 


Za 


A 

Nom geo 
FE 

B Sead, 

Cá 
343 

E 3 

E rei 

(D) ENE o 


3)3+2 


(E) Nenhuma das anteriores. 
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[24 (Fuvest-SP) Um tetraedro tem um triedro trirretângulo 
de arestas a, b, c e está circunscrito a uma esfera de 
raio r que tangencia as faces do citado triedro em P, Q 
eR. 
Os lados do triângulo POR são: 


ZE 2 2 2 2 az 
(A) proporcionais a dot +bt ate e vb vc $ 
b a 
(B) proporcionais a q, be c. 
(C) proporcionais a ao Ro e he. 
c 


(D) iguais a EPA 


(E) perpendiculares às faces do triedro. 


125" (Mack-SP) A razão entre a área de uma superfície esfé- 
rica e a do cubo circunscrito é: 


(A) é 
(8) 5 
doi 
dei 


(E) Nenhuma das resposta anteriores. 


[26 (Cescea-SP) Se V, é o volume de uma esfera inscrita 
num cubo de aresta 10 cm e V, é o volume de um 
cilindro reto de altura 4 cm e raio da base 2 cm, então, 


V,+V,vale: 

(A) ne Ene 
(B) e o 
(O) es ao 


(D) 1417 cm? 
(E) 1827 cm? 


[27º (PUC-RJ) O raio R de uma esfera circunscrita a um 
tetraedro regular de aresta a é: 


asé 


4 


ENE) 
2 


(A) R= 


(B) R= 


“w s 


Res 


6 
2 
aN3 
(D) Ria 
3 
6 


(E) R= 


: [28º Numa esfera de raio R está inscrito um cubo. Sua ares- 


ta mede: 
2RN3 
ae 


(B) RvV2 


(Cc) 


(D) Rv6 


(E) Nenhuma das respostas anteriores. 


[29 (Mack-SP) A razão entre os volumes dos cilindros ins- 


crito e circunscrito num prisma triangular regular é: 


1 | 
(A) 5 (D) 5 

1 PA 
(8) 4 (E) 5 
(0) 4 

8 


mo (EESC-USP) Os centros das seis faces de um cubo são 


vértices de um octaedro regular. A razão entre o volu- 
me do primeiro sólido e do segundo é: 


(A) 342 (D) 6 
(B) 4 (E) 5/2 
(C) 235 


: BT O volume do cubo circunscrito a uma esfera, em fun- 


ção do volume V da esfera, é: 


(A) (D) E 


(8) E (E) 1 
31 
[o 


x 


(Cc) 
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[32 Determine a razão entre o volume de um tetraedro 
e o volume do octaedro cujos vértices são os pontos 
médios das arestas do tetraedro. 


[33º (Mack-SP) Um cubo de aresta a tem em cada vértice 


o) 
o centro de uma esfera de raio E O volume da parte 
comum do cubo com as esferas é: 


(A) na? 
(8) 
(o) 
E 
qo qd 


[34º (ITA-SP) Se numa esfera de raio R circunscrevemos um 
cone reto cuja geratriz é igual ao diâmetro da base, 
então a expressão do volume deste cone em função 
do raio da esfera é dada por: 


(A) 3-Rº 
33 
2 


Rê 


(B) 
(C) 3/37R? 
(D) AB apo 
(E) nda. 


135" (Mack-SP) Um cubo está inscrito numa esfera. Se a 
área total do cubo é 8, o volume da esfera é: 


87 
(A) Ea 


E 


(0) E 


(D) Es 
(E) 87 


[36 (Fuvest-SP) Numa caixa em forma de paralelepípedo 
retorretângulo, de dimensões 26 cm, 17 cm e 8 cm, 
que deve ser tampada, coloca-se a maior esfera que 
nela couber. O maior número de esferas iguais a essa 
que cabem juntas na caixa é: 
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(A) 1 (D) 6 
(B) 2 (E) 8 
(C) 4 


BE USD) Cada vértice ça um cubo de aresta x é centro 


de uma esfera de raio > O volume da parte comum 


ao cubo e às esferas é: 


mé me 
(A) E (D) q 
tx* nx 
(B) a (E) 5 
tx* 
a 


387 (Mack-SP) Seja 367 o volume de uma esfera circunscri- 
ta a um cubo. Então a razão entre o volume da esfera 
e o volume do cubo é: 


3 
(o 
(e 
(Gn 


(D) 
(E) 3x 


[39 (Mack-SP) Na figura a seguir, a pirâmide de vértice A 


tem por base uma das faces do cubo de lado k. 


RL 
“ 


Se a área lateral dessa pirâmide é 44442, então o 
volume do sólido contido no cubo e externo à pirá- 


mide é: 
8 4 
(A) a (D) 3 
16 
(B) 16 (E) 3 
(e) 


ds “7 


CAPÍTULO XV EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


área lateral de uma pirâmide que tem para base uma 
face do cubo e para vértice o centro da face oposta é: 


(A) 3º 
(B) 54? 


44? 
(46) E 


(D) 3º 


(E) Nenhuma das anteriores. 


[47 (Puccamp-SP) De uma folha quadrada de papelão, 


com 60 cm de lado, devem ser cortados os quatro 
cantos, para montar a base inferior e as faces laterais 
de uma caixa de base quadrada, como mostram as 
figuras. 


x cm x cm 
xcm xcm 
| xem 


x cm 


Essa caixa será fechada com uma tampa de acrílico 
e no seu interior serão colocadas bolas com 3 cm de 
raio, acomodadas em uma única camada ou em várias 
camadas, dependendo da medida x da altura da cai- 
xa. Se todas as camadas devem ter o mesmo número 
de bolas, a maior quantidade de bolas que podem ser 
acomodadas é: 


(A) 72 (D) 24 
(B) 64 (E) 16 
(C) 48 


“rs 


40" (PUC-RJ) Dada a medida ( das arestas de um cubo, a ; [424 (UFU-MG) Considere que cada vértice de um cubo de 


aresta 1 cm é também o centro de uma esfera de raio 
1 Ea E 

en O volume da região do espaço interna ao cubo 
e externa às oito esferas é igual a: 


12-7a Emiê 
12 


3-7 


(A) 


cm 


(B) 


cm 


(Cc) 


cm 


(D) 


[43 Considere o tetraedro regular (4 faces iguais) inscri- 
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to em uma esfera de raio R, onde R mede 3 cm. 


A soma das medidas de todas as arestas do tetrae- 
dro é dada por: 


(A) 163 cm 
(B) 1346 cm 
(C) 1246 cm 
(D) 8/3 em 
(E) 6/3 em 
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6 - Resolução comentada de alguns exercícios 


CAPÍTULO | 


Exercícios de fixação, p. 18 


FZ! Note-se que este problema poderia ser enun- 
ciado como: “Inserir 5 meios aritméticos entre 
18e 96”. 

Para resolvê-lo, com a notação que estamos 
usando, escrevemos (todos os termos em mm): 
a, = 18 

a,=a,+ 6r=96 

Daqui concluímos que 6r = 96 — 18, isto é, 
r=13. Então, os termos da PA são 18, 31, 44, 57, 
70, 83 e 96. 


E8' Apenas uma observação: uma estimativa me- 
lhor do período atual do cometa Halley é 75,3 
anos; no entanto, devido à influência da gravi- 
dade de outros planetas em sua trajetória, este 
número varia ligeiramente a cada aparição. 


Exercícios de fixação, p. 23 


E1º Seja n o número de filas. Então o número total 
de soldados é 1 + 2 +... +n, que é a soma dos 
termos de uma PA de razão r= 1, coma =1e 
a,=n. Assim, devemos ter: 


go os a pu çÕÕ=O 


Resolvendo esta equação quadrática, encontra- 
mos n = 25 ou n = -26. Como n negativo não 
faz sentido, a resposta é n = 25 filas. 


5" Supõe-se que o enunciado quer que a soma dos 
n primeiros termos seja 31º para qualquer n. 
Nesse caso, uma solução simples é atribuir al- 
guns valores particulares para n: 
a=3-1"=3 
a+a,=3:22=12>a,=9 


aç=a,+7r=3+ 42=45 ea questão está resolvi- 
da. Isto dito, é mais interessante procurar des- 
de o começo uma PA que satisfaça a condição 
S,= 3nº? para todo n. Devemos ter: 


S=—"5D=Insa+a=6n+6 


o2a,+(n-Ir=6n6m+(2a -rn=6n 


Essa igualdade tem de valer para todo n, en- 
tão temos de enxergá-la considerando a e r 
constantes e n uma variável; em outras pala- 
vras, temos de considerar o lado esquerdo uma 
função em n (aliás, é uma função afim, um 
“ax + b”, só que a variável x é n, o coeficien- 
te angular é r e o coeficiente linear é (2a — 1) 
e o lado direito outra função em n (também 
afim, com coeficiente angular 6 e coeficiente 
linear 0). A única maneira de as funções dos 
dois lados serem idênticas é se tivermos r = 6 e 
2a,-r=0, isto é, a, = 3. Assim, chegamos à PA 
3;9; 15; 21; 27; ... e, novamente, a, = 45. 


16º Usando as propriedades dos logaritmos, temos: 


log, 2/25 = si +. O 
Então: 
E + E +. + a 
210 210 210 
1 20 
E + 510)" 20 z 
= : = 1, já que a soma S é 


il 
PA ão ——. 
uma de razão 210 


* BZ) Este exercício é mais difícil pois, dos dados ofe- 


A partir disso já fica claro que se alguma PA | 


satisfazer o enunciado, tem de ser a PA cujo pri- 
meiro termo é 3 e cuja razão é 6, isto é, 3; 9; 15; 


21; 27; ... Como o enunciado indica que esta PA 


existe, basta agora tomar: 


“rs 


16 


recidos, não é possível determinar a PA! 

Mesmo assim, a soma pedida pode ser encon- 

trada. Afinal, lembremos que: 
A+A,,=A,+A,. =... =a,+4,, 

como na demonstração da fórmula da soma 

dos termos da PA. Assim: 


S, = (ut iud26 (atuo. (qya3)= 903 


26 
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Exercícios de fixação, p. 35 : E59 A bola desce 9 m, depois sobe 3 m, depois desce 


06º Sugerimos que o professor oriente seus alunos a : 
se acostumarem a calcular acréscimos percen- : 
tuais por meio de multiplicações em vez de 
somas, pois isso é uma preparação para o capítulo 
seguinte sobre Matemática Financeira (juros 
compostos). Um acréscimo de 10% é uma mul- 
tiplicação pelo fator 1 + 10% = 1 +0,1= 1,1. As- 
sim, três acréscimos sucessivos são uma multipli- 
cação por (1,1)3, isto é, o preço pedido é 
R$ 100,00 (1,1) = R$ 133,10. 


FZ" Lembre que, numa PG de números positivos, 
cada termo é a média geométrica de seus dois 
vizinhos. Então: 

a,=vaa, =v'160 = 4/10 = 12,649 


MO Novamente, o ideal é pensar em fatores. Em 
vez de pensar “some 4% todo mês” pense em 
“multiplique pelo fator 1 + 4% = 1 + 0,04 = 1,04 
todo mês”. Se o fator mensal é 1,04, ao final 
de um ano os preços serão multiplicados por 
(1,04)!2, isto é, o fator anual é (1,04)!2 = 1,601... 
(use uma calculadora). Infelizmente, como 
não se costuma trabalhar com fatores, temos 
de transformar novamente para acréscimo per- 
centual subtraindo 1: a inflação anual acumu- 
lada é 1,601 — 1 = 0,601 = 60,1%. 


3 m novamente, depois sobe 1 m, desce 1 m, 
e assim por diante. Então temos de calcular a 
seguinte soma: 


RR 
SR O 


Z 


Note que o primeiro termo é “diferente” e só 
aparece uma vez. Então façamos o seguinte: 
agrupemos os outros termos de dois em dois 
(considerando subidas e descidas), e isolemos 
aquele 9: 

S=9+ 6+2+54 D+. 
A expressão dentro dos parênteses é uma PG de 


primeiro termo 6 e razão — Então: 


=9+9=18m 


: Exercícios de revisão, p. 45 


* EMP Cuidado, os termos a, não formam uma PA, já 


que ds 
ds, = 45, + 3(50) = (4,5 + 3(49)) + 3(50) =... = 
=0,+(3+6+9+...+ 150) 


A expressão entre parênteses é a soma dos 50 
termos de uma PA de razão 3. Então: 


— a, =3n varia com n! A solução é: 


asa Cr DONSO dao 
Exercícios de fixação, p. 44 2 
RE a Alternativa (A). 
4º O primeiro quadrado tem lado a, e o segundo 
tem lado 22. 16" As opções dadas permitem ao aluno encontrar 


Assim, a área do primeiro é q? e a área o segun- 
. q : z ; 
do é 2 Assim, cada área nova é metade da 


anterior. A soma de todas elas será, então, 


Be: e E mA 
++ +.=a 
2 A E 

2 


já que essa soma é a soma dos termos de uma 


= 24º 


PG infinita de razão = 


17 


a opção correta sem “resolver” a questão. 
Afinal, note que, se (A) fosse verdadeira, (E) 
também seria (pois se a, Db, c são uma PA então 
c, b, a também são); analogamente, se (C) fosse 
verdadeira, (B) também seria. Então, partindo 
do pressuposto de que a questão só tem uma 
opção correta, ela tem de ser (D). 

Isto dito, vamos resolver a questão da maneira 
“esperada”: o número do meio tem de ser a mé- 
dia aritmética dos outros dois. Assim: 


tar 
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= 
1 o X+Pp X+2Z 200 Ix+y+Z 
v+Z o 2 v+z (Xx+x+2) 


> 2(x+y)x+27)=(2x+y7+2)(v+2) > 
> 2x2 + 2xy + 2x2 + 2y7 = 


2 2 
=2xy+2x2+ 421425 2=!2 


Então, a soma desses dois termos é 15L, só que 
contamos a, em ambas! Assim, a soma pedida é: 
S=15L-9,= 3L. 

Alternativa (C). 


: 27 Como são pedidas apenas frações irredutíveis, 


indicando que y?, xe 22 (ou 22, x2 e y?) estão : 


em PA. 
Alternativa (D). 


E8) Cada figura contém dois palitos a mais que a 
figura anterior. Assim, o número de palitos é : 


uma PA de razão 2 (usando como índice o nú- 
mero de triângulos da figura). Então: 
a=a+(n-Ir=3+2(n-1)=135=>n=67 
Alternativa (E). 


MO! Ostermossãoa-2ra-raa+rea+2r Como : 


a soma destes termos é 15, temos a = 3, então os 
termos podem ser reescritos como 3 — 2r, 3 — 1, 
3,3+1,3 + 21. Como o produto é O, um desses 


termos deve ser nulo, mas esse termo nulo não 


a ' 5 3 : 
pode ser o primeiro (pois teríamos r = E eo É 


enunciado diz que a razão é inteira) nem al- 
gum dos dois últimos (pois r seria negativo). 


Assim, a única opção é 3 -r=0, istoé,r=3,e : 


o segundo termo é O. 
Alternativa (A). 


27 Seja a, o comprimento do lado MN, onde 
1=1,2,3, « 9. Note quea, = q,= L é que: 


a, = 21 (propriedade do hexágono regular). 


Agora, como o segmento M M, está dividido 


em 8 partes iguais, os temos de a, até a, for- 


mam uma PA (pense assim: M,N, é base média 
de M,N,N,M,, então a, é a média aritmética de : 


a com a,; idem para M,N,e M,N,). Então, 


(a +a)s SL 
A +a+a,+a +a= 2 E 


Analogamente: 
15L 
A, HAÇÃA, + Ag += 
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os numeradores têm de ser ímpares. Então, 
S= a + E +... + dg 
4 4 Co 4 


que é a soma dos termos de uma PA de razão > 
39 1 


Como 4 A + =(n- 1), são n = 20 termos. 
Assim: 
[4 + 2) -20 
S = = 100 


Alternativa (E). 


| Suponha que a PA original tem primeiro termo 


a, razão r e 2n termos. Os termos de ordem 
ímpar formam uma nova PA com n termos cuja 
soma é: 


S = (a, +om-Dy E as (a, aid — 21, ” 


=(a,+(n-Drnn 


Analogamente: 

ata) t+ Qa=DO.. 
S, = a te 3 n= 
=(a, +nnn 


Precisamos eliminar a, dessas equações (para 
obter r em função de S, S,e n). Então, sub- 
traímo-las: 


2 E 


S,-S=nr>r= 
2 1 n 


Alternativa (A). 


Bs Para que a soma seja a menor possível, soma- 


remos apenas os termos negativos! Note que os 
termos negativos satisfazem a condição: 
a,<0S-177+(n-1)4<064n<181]4 


encit-asos 
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isto é, o último termo RR é: 


=-177 + (4499) =-1 
Então, a soma pedida é S = A - 4005. 


Alternativa (D). 


45) Ignore os segmentos verticais (que nada acres- : 
centam à abscissa). Começando de O, a soma : 
dos comprimentos horizontais (um total de 8 : 


segmentos) é: 
S=1-p+p'-ps+p'-piosp2o pls 


que é a soma dos termos de uma PG de razão 


(-p?). Então: 


(=p?) — O qi 
Rss (-p?) - 7 1+p 


Alternativa (D). 


157 Seja a o número de exercícios corretos e bo : 
número de exercícios errados. Então, o filho : 


recebeul+2+4+..+2%1= a 

E pagou 1l+2+4+.. 42 1=2b— 

Como o “lucro” foi de R$ 120,00, Es 
2º - 2» = 120. 


Claramente, a > b: Então, fatorando o 2” dos 


dois lados: 2”(2º-" - 1) = 120. 


O produto do lado esquerdo é de uma potência 
de 2 por um número ímpar. Assim, fatorando 
120=23.3.5 em fatores primos, nossa única 


Ê a : EB? Como são 350 cm de altura e cada azulejo tem 
2º seja a potência de 2 ao passo |; 


opção é que 2º = 
que 2º-"- 1 = 15seja a parte ímpar. Em suma, 
b=3ea=7. 

Alternativa (C). 


ZT Seja (0, 1, 21, 
(a, aq, aq”, ...) a PG (onde q > 1). Temos: 
0+a=2 
r+ag=1 
2r+aq?=2 
Substituindo a = 2 nas outras duas equações 
r+2q=1 
r+q2=1 


Subtraindo essas equações, temos q? = 
é (0,-3,-6, -9, -12, ... 


A diferença a, — a, é (32 —- 12) - (16 - 9) = 13. 
Alternativa (A). 


.) a PA (onde r< 0) e seja 


24; então 
q =2 (pois foi dado que q+0) er=—3. Então a PA 
jeaPGER, 4,8, 16, 32, o) | 


: Desafios 


: MM a) Note que os afilhados do sócio n são 2n e 


2n + 1. Assim, os afilhados de 5017 são 
10034 e 10035. 


b 


— 


Consequentemente, o número do padrinho 
é a parte inteira de z Neste caso, como 
=. 2508,5, o padrinho de 5017 é 2508. 


c 


n— 


Note que o primeiro sócio do nível x é o só- 
cio 2*-!. Para calcular o nível de 5017 preci- 
samos descobrir a maior potência de 2 que 
está abaixo de 5017. Com o auxílio de uma 
calculadora vemos que log, 5 017 = 12,293...; 
assim, o nível do sócio 5017 é 13. 


d 


no 


O primeiro sócio do nível 13 é 212 = 4096. 
Assim, há 5017 — 4096 = 921 sócios com nú- 
mero menor que 5017 no nível 13. 


ZH O número de pontosé1+2+3+.. + 100= 5050. 


Percorridos em ordem, cada segmento cor- 
responde a um ponto (onde aquele segmento 
começa) exceto pelo último ponto, onde não 
começa segmento algum. Assim, há 5050 — 1= 
= 5049 segmentos. 


50 em de lado, serão 7 fileiras de azulejos. De 
cima para baixo, o número de placas é 1, então 
2, então 4, etc., até a fileira de baixo que terá 
2º = 64 azulejos. O total de azulejos é 


S=1+2+4+8+16+32+64=127 


mm a) Como t era o tempo inicialmente previsto 


para o pagamento da dívida, o total da dívida 
era, em reais, de 500t. No primeiro mês, Ge- 
raldo pagou 500; no segundo, 500 + k; con- 
tinuando a PA, Geraldo paga 500 + (n — DK 


a z : x , t 
no mês n, até o ultimo mês |de número 2) 


À soma destes pagamentos é 


e [500 +[s0o io a x) 


Bar 
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Por outro lado, a dívida (que não tinha ju- : 


ros) foi quitada, então 


500 ER 


[500 + 


Como t 0, podemos cortá-lo e operar o res- : 


to: 


1000 2000 


É E=2 
RR 
2 


1000 +[5- 1)k= 2000 = K = 


que é o pedido. 


b) Se a dívida original era de 9000, então 


= 2000 = 18. Então K = Sono = 125. 


, 500 18-2 


ES" b)a, , e a, são dois números triangulares con- : 


a PZ' Seja x a parte que cabia a cada ganhador. O prê- 


que: 


o n(n-1) ” n(n+1) 


2 
Ay + ã, DA A n 


CAPÍTULO II 


Exercícios de fixação, p. 60 


- 17 > : À 
cações: em A, restaram 20 do que tínhamos, isto ; 


17 12 4 

é 201º Em B, restaram 17 do que ainda há no 
as 12 /17 3 

t , t 1 t t 17 lan = e 

anque, isto é, restam no tanque 17 o ) 5 


Enfim, em C ficam todos estes 10500 litros. 
Então, 5T = 10500 > T= = (10500) = 17500 


=> 16000 < T< 19000. 
Alternativa (A). 


Exercícios de fixação, p. 66 


18º Pelo enunciado: F = kLH? 
onde k é uma constante a ser determinada. 
Usando a primeira linha: 

- 2000 125 125 

— 483 3 


2000 = k(3)(4?) > k 


DU: = 


Usando a segunda linha: 
>». 9000 
Xº= = 
250 
(a raiz x = —6 é descartada, pois o enunciado 
nos diz que todos os valores são positivos). 
Alternativa (B). 


3000 = 155 2x? TRE 


* MO! Lembremos que a área é proporcional ao qua- 


drado do diâmetro. Então, se x é, em reais, O 

valor procurado, temos: 
360 
30? 20? 

Alternativa (C). 


> x= 8,10 


Exercícios de fixação, p. 71 


mio original era 10x. Como o prêmio de cada 
um diminuiu em R$ 700,00, temos: 

12(x — 700) = 10x => 2x = 8400 > x = 4200, 
ou seja, o prêmio original era 10x = 42000. 
Alternativa (A). 


Exercícios de fixação, p. 75 


ES" E mais fácil avaliar o que restou usando multipli- * E87 Como sempre, é mais fácil pensar nos fatores 


de acréscimo e redução (em vez de trabalhar 
diretamente com as porcentagens), e só ao 
final retomar as porcentagens, se necessário. 
Assim, seja a o fator de redução aplicado duas 
vezes sucessivas (note que, sendo redução, te- 
mos 0<a< 1). 

O enunciado indica que as duas reduções suces- 
sivas são equivalentes a um desconto de 19%, 
isto é, um fator de redução de 1 —- 0,19 = 0,81. 
Assim, a? = 0,81 > a = 0,81 = 0,9, ou seja, O 
porcentual de redução foi 1 —- 0,9 = 0,1 = 10%. 
Resposta: K = 10. 

Alternativa (E). 


F9" Novamente, utilize fatores. O fator aqui é 


1,2, então os lucros são sucessivamente 500, 
500 (1,2) = 600 e 600 (1,2) = 720. O lucro acu- 
mulado é a soma 500 + 600 + 720 = 1820. 
Alternativa (A). 
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NO Seja x o número de alunos ao final do ano an- 


terior. O enunciado traz a informação de que : 


x + 100 — 15 é 10% a mais do que x, isto é: 
x+85=1,1Ix => 0,1x=85 > x=850 


Então o número de alunos no final do novo 


ano é x + 85 = 935. 
Alternativa (D). 


NM4 O itinerário é 1,17 vezes o anterior, mas a velo- ; 


cidade média é 1,3 vezes maior. 


Assim, se t era o tempo que este motorista fazia 
habitualmente, o novo tempo será multiplica- : 
do por 1,17 e dividido por 1,3 isto é, o tempo 


do novo trajeto é: 


L17t 
3 


= 0,9t 


Agora, temos de recorrer novamente às porcen- : 
tagens: uma multiplicação por 0,9 é uma redu- : 


ção de 1-0,9 = 0,1 = 10%. 
Alternativa (B). 


'25' Para resolver este problema, a chave é perceber : 
que, como ambas as heranças estão sendo multi- : 
plicadas pelo mesmo fator 1,1 todo ano, não há : 


necessidade de fazer contas do tipo 10 (1,1)'º ou 


15 (1,1)'º. A proporção entre ambas as heranças 


continuará sendo sempre de 10: 15 0u2:3. 


Como a divisão é inversamente proporcional 


; a PRA : 
a esses números, o mais rico receberá 5 da : 


herança. 
Alternativa (B). 


Exercícios de fixação, p. 86 


FZ" Lembre-se de que uma das duas parcelas é paga 
no ato da compra, e, portanto, não há juros que 
nela incidam. Dos R$ 702,00 iniciais, R$ 390,00 : 
foram pagos à vista, restando apenas uma dívida 
de R$ 702,00 — R$ 390,00 = R$ 312,00 a serem : 
pagos. Como pagamos R$ 390,00 novamente, o 


fator pelo qual a dívida cresceu foi e = 1,25 


indicando juros de 25% ao mês. 


Alternativa (D). 


: M5' Se houvesse apenas um depósito no início do 
período, João teria 10000 (1,05)! = R$ 17.103,00 
ao final de seu investimento (no início do déci- 
mo segundo mês — note que há apenas 11 meses 
entre o primeiro depósito e o último). Mas note 
que João deposita mais 10000 todo mês! Então 
o segundo depósito de 10000 tem 10 meses para 
render juros, o terceiro tem 9 meses, e assim por 
diante. O montante que procuramos é: 

S = 10000 (1,05)! + 10000 (1,05)!º +... + 

+ 10000 (1,05)? + 10000 (1,05) + 10000 

em que a última parcela é o último depósito, 
que ainda não teve tempo de render juros. Len- 
do de trás para a frente, esta é a soma dos ter- 
mos de uma PG cujo primeiro termo é 10000 e 
a razão é 1,05. 


Então: 
LOS2=-1 18-11. 
S = 0 qo” 00 os = Sl 
0,8 
== z == 1 
100007 05 60000 


, 


Alternativa (B). 


; Exercícios de revisão, p. 92 


8º Resolva usando fatores. No primeiro ano, o fa- 
tor foi 1,25; no segundo ano, o fator foi x. En- 
tão, ao final de dois anos consecutivos, temos: 
2, 
dd STO Ag 
Assim, o fator de valorização foi de 1,6 no se- 
gundo ano. Recorrendo às porcentagens: a va- 


lorização foi de 60% no segundo ano. 


25! Uma taxa de juros de 5% significa um fator 
multiplicativo de 1,05 ao mês. Se a última par- 
cela era de R$ 462,00, um mês antes o paga- 
mento deve ser reduzido por este fator, isto é, o 
valor da última prestação é: 

462, 

1,05 
Alternativa (C). 


= 440 reais 


27 Seja x a quantia investida em ouro (em milha- 
res de reais, para facilitar o cálculo). Então, a 
quantia investida em CDBs é 100 — x. 


21 Eh vd 
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Agora, com os dois acréscimos (usando fato- 
res), o novo saldo é (em milhares de reais): 
x(1,08) + (100 — x)(1,10) = 108,5 = 
> 0,02x= 1,5 > x=75 
Alternativa (B). 


CAPÍTULO III 


Exercícios de fixação, p. 105 


EZ3 O item (a) tem várias respostas possíveis. Para o 
item (b), basta seguir este raciocínio: há 7 op- 
ções para a primeira nota; independentemente 
de qual seja a primeira nota, há 6 opções para 
a segunda (qualquer nota exceto a primeira, 
que não pode ser repetida); qualquer que seja 
esta, há 6 opções para a terceira nota (qualquer 
uma, exceto a segunda); enfim, para cada esco- 
lha das três primeiras notas, há 6 opções para a 
última nota (qualquer uma, exceto a terceira). 
Pelo princípio multiplicativo, há um total de 
7-6:6-6=1512 possíveis melodias. 


MZ! É mais fácil contar todos os números que con- 
têm esses algarismos e então retirar os que não 
contêm o algarismo 2. Então, são: 
5-5-5=5º= 125 números de três algarismos 
que têm os dígitos de 1 a 5. Se não pudermos 
usar o dígito 2, ficam 4º = 64 possibilidades. 
Assim, há 53 — 43 = 125 — 64 = 61 números com 
3 dígitos de 1 a 5 que contêm o dígito 2. 


Outra opção é contar diretamente: 


* o conjunto A dos números da forma 2xy tem 
5 -5=25 elementos; 


* o conjunto B dos números da forma x2y tem 
25 elementos; 


* o conjunto C dos números da forma xy2 tem 
25 elementos. 


Porém, não basta somar estas contagens: nú- 
meros que contenham mais de um dígito 2 se- 
rão contados mais de uma vez! Então, se dese- 
jarmos uma solução desse tipo, temos de usar o 
princípio da inclusão-exclusão (cap. 2, vol. 1): 


à VA: 22 


n(AUBUC)=n(A)+n(B) +n(C) -n(A NB) — 
-m(ANC)-n(BNC) +n(ANBNC) 

onde AU BU Céo conjunto dos números que 
tem algum 2 em sua representação, ou seja, O 
que desejamos calcular. Os outros termos são: 


e o conjunto À N B é o conjunto dos números 
da forma 22.z, então tem 5 elementos. Analo- 
gamente, n(AN C)=n(BN C)=5. Enfim, o 
conjunto AN BM C tem apenas o elemento 
222, portanto, tem apenas um elemento. 

Juntando tudo: 

n(AUBUC)=25+25+25-5-5-54+1=61 


: MA A chave para a resolução está em perceber que 


uma rota de A para B tem sempre de ir por uma 
das estradas secundárias ou para a direita; se, 
em qualquer momento, a rota for para a es- 
querda, ela não conseguirá chegar a B sem au- 
tointersecção. Então, há as seguintes escolhas: 


e na saída de A, pode-se escolher a rota de cima 
ou a de baixo: 2 escolhas; 


x 


* em qualquer caso, ao se chegar à primeira 
estrada secundária, pode-se escolher segui-la 
ou não: 2 escolhas; 

* independentemente da opção escolhida, em 
seguida, a rota tem de ir para a direita até 
chegar à segunda estrada secundária; ali, 
novamente há a opção de seguir esta rota 
ou não: 2 escolhas. 

E assim por diante; cada estrada secundária 

oferece uma bifurcação, e, seguindo ou não tal 

estrada, a única opção é continuar para a di- 

reita. No total, são 2 - 2!º opções (o primeiro 

2 referente à escolha na saída de A, os outros 

fatores 2 correspondentes a cada uma das estra- 

das secundárias). 

Portanto, a resposta é 2! = 2048. 


À frente, deve ir a locomotiva; para O carro 
seguinte, temos 5 opções; independentemen- 
te de qual foi a primeira escolha, há 5 opções 
para o próximo carro (os 4 vagões restantes ou 
o carro-restaurante, que agora pode ser consi- 
derado um vagão qualquer); agora há 4 opções 
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para o próximo, 3 para o seguinte, e 2 para os 
últimos dois carros. 

A resposta é, portanto, 5-5 :.4.3.2=600. 
Outra maneira para resolver é a seguinte: pri- 
meiro, escolha o lugar do carro-restaurante: 
como ele não pode ocupar a primeira posição, 
há 5 opções para tanto. A partir de agora, é só 
escolher onde ficarão os outros carros: 5 pos- 
síveis lugares para o vagão A, 4 para o vagão 
B etc., até o vagão E, que fica com o lugar que 
restou obrigatoriamente. 

Resposta: 5. 5-:4-.3.2= 600 (de novo). 


H1Zº Como as diagonais têm de estar sobre os eixos, 
temos de escolher 2 vértices em cada eixo. 
Mais ainda, como o quadrilátero deve ser con- 
vexo, não podemos escolher os pontos do eixo 


x do mesmo lado com relação ao eixo y. Por : 


exemplo, escolher M,, M,, e dois pontos do 


11º 


eixo y dá um quadrilátero não convexo, pois a : 


diagonal sobre o eixo y cortaria a reta que pas- 
sa por M, e M,, fora do segmento que os une. 
Assim, somos levados a escolher um ponto em 
cada um dos 4 semieixos que saem da origem. 


Sendo 3 opções sobre o eixo x+, para cada uma 


destas 3 em y+, 2 em x- e 4 em y-, temos um 
totalde3.3.2.4=72 opções. 
Alternativa (C). 


19 Enquanto não é difícil listar todos os divisores 

de 72 explicitamente, é melhor resolver da se- 
guinte forma: a decomposição em fatores pri- 
mos de 72672 =2º.32 
Um divisor de 72 é um número que tem esses 
mesmos fatores, com expoentes menores ou 
iguais aos presentes em 72. Por exemplo, 22 - 3, 
23 . 3º são divisores, mas 22 . 5 e 2º. 3 não ser- 
vem. Em suma, os divisores de 72 são os núme- 
ros da forma 2º . 3/ para os quais i E (0, 1,2,3) e 
j Elo, 1, 2). Como há 4 opções para i e 3 para j, 
são, no total, 4 - 3 = 12 divisores. 
Note que este raciocínio é facilmente generali- 
zável: o número de divisores de 2º . 3”. 
(em que esta é a decomposição em fatores pri- 
mos do número em questão) é (a + 1) (b + 1) 
(c+ 1)... (z+ 1). 


Sep: 


: Exercícios de fixação, p. 109 e 117 


Apenas um comentário a respeito das seções 
sobre arranjos e permutações: a maioria dos 
exercícios dessas seções pode ser feita direta- 
mente pelo princípio multiplicativo — não há 
realmente a necessidade de usar as fórmulas de 
arranjos e permutações, a menos que o enun- 
ciado já as proponha. 


Exercícios de fixação, p. 117 


: EZ) Basta considerar AR uma unidade, como se fosse 


uma letra só. Então temos de permutar as “qua- 
tro letras” C, L, ARe A: P, = 4! = 24 maneiras. 


| E8º Façamos uma contagem detalhada de todos os 


números com os dígitos 1, 3, 5, 7 (sem repeti- 
ção) que são menores que 5731: 


* começando por 1 ou 3: há 2. 3! = 12 opções 
(duas opções para o primeiro dígito, uma 
permutação dos outros 3 dígitos); 

e começando por 5, com segundo dígito 1 ou 
3: há 2-2! = 4 opções (duas para o segundo 
dígito, duas para o terceiro; explicitamente, 
são os números 5 137, 5 173, 5317 e 5371); 

* começando por 57: há apenas 5713, ou seja, 
mais uma opção. 

Resumindo, há 12 + 4 + 1 = 17 números an- 

tes de 5731. Portanto, 5 731 é o décimo oitavo 

elemento. 


: E9) Este problema é análogo ao anterior. Os núme- 


ros menores que 61 473 na lista são: 

* começando por 1, 3 ou 4: são 3 - 4!= 72 opções; 

e começando por 6, o segundo dígito tem que 
ser 1; as opções são 61 347, 61374 e 61437. 

Como há 72 + 3 = 75 opções antes de 61 473, ele 

é o 76º da lista. 

Alternativa (A). 


MT! O numerador da fração pode ser fatorado por 


n!. Afinal: 
(n+Dl-nl=(n+4Dnl-nl=nl(n+1-D=ne-n! 
Colocando isso na equação, temos: 
nen! 
(n=D! 


Bar 
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Agora é só lembrar que nl=n- (n- 1)!: 
nen=In>nº=In>n=00oun=7 
Como esta álgebra foi feita com implicações 


lógicas (não com equivalências), as raízes têm 
de ser testadas. Em particular, note quen=Onão 
dá solução (pois neste caso (n — 1)! = (-1)! não 


81-7! 
6! 
Assim, n = 7 é a única resposta. 


faz sentido). Testando n = 7: = 49 


Exercícios de fixação, p. 133 


[5º Para que a soma seja par, há apenas dois casos 
a considerar: ou todos são pares (PPP), ou dois 


são ímpares e um é par (IIP). Façamos cada um | 


desses casos separadamente: 
e PPP: nesse caso, escolheremos 3 dentre os 15 
números pares que há de 1 a 30, são: 
CY, = 455 possibilidades. 
e TIP: nesse caso, escolheremos 2 dentre os 15 ím- 
pares e um dos 15 pares, são: 
Ci. Ci = 1575 possibilidades. 
Juntando tudo, são 1575 + 455 = 2030 possibi- 
lidades. 


E8” É melhor separar a situação em dois casos mu- 
tuamente exclusivos: 
e se escolhermos o casal, sobram 2 vagas para 8 
estudantes: C? = 28 possibilidades. 
* caso contrário, são 4 vagas para 8 estudantes: 
C& = 70 possibilidades. 
Total: 98 maneiras. 


MO! Cuidado, esta questão não é de “combina- 
ção”! Como cada porta está aberta ou fecha- 


da, são 2º = 32 possibilidades de posiciona- 
mento das portas, das quais apenas uma não 


serve (todas fechadas). 
À resposta é, portanto, 31. 


IT! Em vez de somar os números diretamente, é 


melhor pensar na contribuição de cada dígito. 


Por exemplo, o dígito “5” aparecerá na posição 
das centenas 6 vezes (pois, se o “5” está nas cen- 
tenas, ainda há 3 opções para as dezenas e 2 para 
as unidades). Analogamente, ele aparece 6 vezes 
na posição das dezenas e mais 6 vezes na posição 


“e 


das unidades. Portanto, a contribuição total do 
dígito 5 na soma que queremos calcular é: 
500-6+50-6+5.6=555.6=5-111.6= 
=5-666=3330 

Analogamente, a contribuição do dígito a será 
666a. Enfim, a contribuição de todos eles será 
666 (1+3+4+5)= 8658, que é a resposta 
procurada. 


: 013) Podemos escolher dois pontos de s e um de t, ou 


vice-versa. Melhor separar estes casos mutua- 
mente excludentes: 

e sst: há CZ . C; = 80 possibilidades; 

e stt: há Ci. C! = 140 possibilidades. 

O total é então de 220 triângulos. 


: Exercícios de revisão, p. 144 
| EM Temos: 


20 - 18-16 -...-6-4.2=2(10)2(9) 2 (8) 
“..-2(3)2(2)2(1)=21º.10.9.8....3-.2.1= 
210.10! 

Alternativa (D). 


| BZ" Queremos que n! seja divisível por 1000 = 23. 5º, 


isto é, temos de encontrar os fatores primos 2 e 
5 pelo menos 3 vezes no produto 1-2 -3.....n. 
Note que para n = 4 já temos todos os fatores 2 
necessários, pois, no produto 1.2.3.4, há um 
fator 2 em 2 e dois fatores 2 em 4). Para conse- 
guirmos os fatores 5, precisamos que 5, 10 e 15 
apareçam no produto (cada um contribuindo 
com um fator 5). Portanto, a resposta é n = 15. 
Alternativa (B). 

A título de curiosidade: com o auxílio de uma 
calculadora, é rápido obter: 

14! = 87178291 200 e 

15! = 1307 674368000. 


3º Este problema é semelhante ao anterior: pre- 


cisamos descobrir quantos fatores 2 e 5 há no 
produto 1-2-3-..- 1000. Aliás, note que 
sempre haverá muito mais fatores 2, então o 
número de zeros ao final de 1000! é determi- 
nado pelo número de fatores 5 neste produto. 
Assim: 

e os números 5, 10, 15, 20, ..., 1000 contribuem 

com fatores 5 — só aqui há 200 fatores 5; 
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e mas os números 25, 50, 75, ... 1000 contri- ; 
buem com dois fatores cada, isto é, um fator |; 
extra cada. Então somamos mais 40 fatores 5 ; 


que não havíamos contado; 


e ainda não acabou: 5º = 125 e seus múltiplos 
250, 375, ... 1000 contribuem com ainda 
mais fatores extras que não contamos no item 


anterior. Dessa forma, são mais 8 fatores 5; 


e enfim, ainda temos de notar que 5º = 625 está 
na lista, e só contamos 3 dos 4 fatores com 
que ele contribui — ou seja, adicione mais 1 : 


fator 5. 


Somando tudo, são 200 + 40 + 8 + 1 = 249 fatores 
5 no produto 1-2-3-...- 1000;0 que correspon- 


derá a 249 zeros ao final de 1000!. 


A propósito, uma calculadora não conseguirá cal- 
cular explicitamente os 2568 dígitos deste núme- : 


ro, mas um bom computador consegue fazê-lo: 


1000! = 402 387 260 077 093 773 543 702 433 
923 003 985 719 374 864 210 714 632 543 799 : 
910 429 938 512 398 629 020 592 044 208 486 
969 404 800 479 988 610 197 196 058 631 666 : 
872 994 808 558 901 323 829 669 944 590 997 
424 504 087 073 759 918 823 627 727 188 732 : 
519 779 505 950 995 276 120 874 975 462 497 
043 601 418 278 094 646 496 291 056 393 887 : 
437 886 487 337 119 181 045 825 783 647 849 
977 012 476 632 889 835 955 735 432 513 185 : 
323 958 463 075 557 409 114 262 417 474 349 
347 553 428 646 576 611 667 797 396 668 820 
291 207 379 143 853 719 588 249 808 126 867 : 
838 374 559 731 746 136 085 379 534 524 221 
586 593 201 928 090 878 297 308 431 392 844 : 
403 281 231 558 611 036 976 801 357 304 216 
168 747 609 675 871 348 312 025 478 589 320 : 
767 169 132 448 426 236 131 412 508 780 208 
000 261 683 151 027 341 827 977 704 784 635 
868 170 164 365 024 153 691 398 281 264 810 : 
213 092 761 244 896 359 928 705 114 964 975 
419 909 342 221 566 832 572 080 821 333 186 : 
116 811 553 615 836 546 984 046 708 975 602 
900 950 537 616 475 847 728 421 889 679 646 
244 945 160 765 353 408 198 901 385 442 487 : 
984 959 953 319 101 723 355 556 602 139 450 
399 736 280 750 137 837 615 307 127 761 926 : 
849 034 352 625 200 015 888 535 147 331 611 
702 103 968 175 921 510 907 788 019 393 178 : 


25 


114 194 545 257 223 865 541 461 062 892 187 
960 223 838 971 476 088 506 276 862 967 146 
674 697 562 911 234 082 439 208 160 153 780 
889 893 964 518 263 243 671 616 762 179 168 
909 779 911 903 754 031 274 622 289 988 005 
195 444 414 282 012 187 361 745 992 642 956 
581 746 628 302 955 570 299 024 324 153 181 
617 210 465 832 036 786 906 117 260 158 783 
520 751 516 284 225 540 265 170 483 304 226 
143 974 286 933 061 690 897 968 482 590 125 
458 327 168 226 458 066 526 769 958 652 682 
272 807 075 781 391 858 178 889 652 208 164 
348 344 825 993 266 043 367 660 176 999 612 
831 860 788 386 150 279 465 955 131 156 552 
036 093 988 180 612 138 558 600 301 435 694 
527 224 206 344 631 797 460 594 682 573 103 
790 084 024 432 438 465 657 245 014 402 821 
885 252 470 935 190 620 929 023 136 493 273 
497 565 513 958 720 559 654 228 749 774 011 
413 346 962 715 422 845 862 377 387 538 230 
483 865 688 976 461 927 383 814 900 140 767 
310 446 640 259 899 490 222 221 765 904 339 
901 886 018 566 526 485 061 799 702 356 193 
897 017 860 040 811 889 729 918 311 021 171 
229 845 901 641 921 068 884 387 121 855 646 
124 960 798 722 908 519 296 819 372 388 642 
614 839 657 382 291 123 125 024 186 649 353 
143 970 137 428 531 926 649 875 337 218 940 
694 281 434 118 520 158 014 123 344 828 015 
051 399 694 290 153 483 077 644 569 099 073 
152 433 278 288 269 864 602 789 864 321 139 
083 506 217 095 002 597 389 863 554 277 196 
742 822 248 757 586 765 752 344 220 207 573 
630 569 498 825 087 968 928 162 753 848 863 
396 909 959 826 280 956 121 450 994 871 701 
244 516 461 260 379 029 309 120 889 086 942 
028 510 640 182 154 399 457 156 805 941 872 
748 998 094 254 742 173 582 401 063 677 404 
595 741 785 160 829 230 135 358 081 840 096 
996 372 524 230 560 855 903 700 624 271 243 
416 909 004 153 690 105 933 983 835 777 939 
410 970 027 753 472 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 


tar 
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000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 : 
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 


000 000 000 000 000 000 000. 
Pode confirmar: 249 zeros no final. 


E5º Note que n! termina com 00 sempre que n = 10. 


Assim, os dois últimos algarismos desta expres- 
são são determinados pelos dois últimos alga- 
rismos de 1! + 2! +... + 9!. Agora é só descobrir 
os dois últimos algarismos de cada um destes 
fatoriais: 
11+21+31+41+5!+6!+7!+8! + 9! termina com 
os mesmos dois algarismos de 01 + 02 + 06 + 24 + 
+ 20 + 20 + 40 + 20 + 80 = 213, ou seja, os dois 
últimos algarismos da soma pedida são 1 e 3. 


H4 Três pontos determinam um plano. Assim, dos 


20, basta escolher 3 (e nenhum plano será con- 
tado mais de uma vez, pois não há 4 pontos 
coplanares). 

Portanto, a resposta é Ci, = 1140. 


'20' Como as damas e cavalheiros têm de se alter- 


nar, há apenas duas opções: DCDCDCDC ou 


CDCDCDCD (C é cavalheiro, D é dama). No 


primeiro caso, há 4! maneiras de ordenar ape- 
nas as damas da esquerda para a direita, e, para 
cada uma delas, há 4! maneiras de permutar os 
cavalheiros. Em outras palavras, o número de 
ordenações do tipo DCDCDCDC é (4!)? = 576. 
No caso CDCDCDCD, analogamente, há 576 
outras maneiras de ordenar as 8 pessoas. Assim, 
no total, são 576 + 576 = 1 152 disposições. 


24 O caminho tem de começar pela letra I. A par- 


tir dali, há duas escolhas para chegar à letra B 
— indo para baixo ou para a direita. Agora note 
que, não importa em que letra B estejamos, ain- 
da há duas opções, para baixo ou para a direita, 
para chegar à letra M. E assim por diante, para 
cada caminho até a letra M, há duas opções, 
esquerda ou direita, para chegar ao E. Portan- 
to, o total de caminhos é 2º= 16 (note que há 
5 letras, então há 4 mudanças entre as letras). 
Alternativa (A). 


[27º Para responder a esta questão, é necessário utili- 


zar-se de um conhecimento de Biologia: os úni- 
cos pares de bases possíveis são AT e GC (e suas 


“rs 


reordenações TA e CG). Um fragmento, portanto, 
deverá conter um os pares AT ou TA e o outro terá 
de ser GC ou CG. Assim, temos 2 escolhas para o 
primeiro fragmento, 2 escolhas para o segundo, 
e 2 maneiras de ordenar estes dois fragmentos. 
Portanto, a resposta é2.2.2=8. 

Alternativa (B). 


Bu Com as informações do enunciado, é impos- 


sível descobrir exatamente qual é a disposição 
dos times em chaves. Até é possível que um 
dos times tenha sido favorecido de forma que 
sua primeira e única partida no torneio seja o 
jogo final! Mesmo assim, o seguinte raciocínio 
resolve o problema: cada partida elimina um 
time; como 17 times têm de ser eliminados, o 
número de partidas tem de ser 17. (Uma versão 
mais complicada deste problema é o problema 
43, a seguir). 


:* 35 Como os pontos estão sobre uma circunferên- 


cia, não há 3 colineares. Assim, cada par de pon- 
tos determina uma reta distinta das demais. 
Portanto, a resposta é (7, = 4950. 


Be A chave para a resolução está em perceber que, 


como a partícula tem de terminar onde come- 
çou, devem ser 5 movimentos para a esquerda 
e 5 para a direita. Representando um movi- 
mento para a esquera por “E” e um movimen- 
to para a direita por “D”, a trajetória da par- 
tícula pode ser representada por uma sequên- 
cia de letras do tipo DDEDEEDEED (e se- 
quências distintas nos dão trajetórias distin- 
tas). Em suma, das 10 “posições” para as le- 
tras, temos de escolher 5 para colocar as letras 
D, e as outras 5 ficam automaticamente reser- 
vadas para a letra E. 

Portanto, a resposta é CS = 252. 


Le Há C3 = 84 maneiras de escolher 3 pontos para 


serem os vértices de um triângulo. Mas, cuida- 
do: algumas destas escolhas não geram triângu- 
los de fato, pois os vértices seriam colineares! 

Quantas escolhas então são “ruins” e devem 
ser descartadas? Cada uma das 3 colunas é uma 
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escolha não válida, assim como cada uma das 
3 linhas e cada uma das 2 diagonais. Dessa for- 
ma, são 8 escolhas que devem ser descartadas. 
Portanto, a resposta é 84 — 8 = 76. 


43! Como no problema 31 comentado anterior- 
mente, não é possível determinar o formato 
exato do campeonato, mas é possível desco- 
brir quantas partidas houve: afinal, cada joga- 
dor eliminado (que são 20 — 1 = 19 jogadores) 
perdeu exatamente 2 partidas. Juntando todas 
essas partidas (note que nenhuma delas foi 
contada duas vezes, pois há apenas um perdedor 
por partida), são 19 - 2 = 38 partidas. Também 
é possível considerar que o campeão tenha 
perdido uma partida, então o total de partidas 
jogadas é 38 ou 39. 

Como a questão pede o número máximo, a res- 
posta é 39. 


M4 Esta é uma interessante questão de contagem. 
Para garantirmos um par de bolinhas diferen- 
tes, temos de retirar pelo menos 19 + 1 = 20 
bolinhas. Afinal, retirar 19 não é suficiente (com 
muito azar, é possível retirar exatamente as 19 
roxas). Por outro lado, com 20, não há como to- 
das serem da mesma cor (o máximo de bolas da 
mesma cor é máx(13, 17, 19) = 19). 

Então, a resposta é 20. 

[53 Se os réus forem PPPMM,G6G,6.BB,, há 10! 
maneiras de permutá-los. As ordenações que 
não servem são aquelas em que os 3 paulistas 
aparecem juntos; para contá-las, imagine que P 
é um bloco dos 3 julgamentos dos paulistas, e 
permute P com os outros 7 réus — há 8! maneiras 
de fazer isso. Note que para cada uma destas 8! 
maneiras ainda há 3! maneiras de permutar os 
paulistas dentro do bloco P; então, são de fato 
3!8! permutações que não servem. 
Portanto, a resposta é 10! -3!.8!=P,,-P 
Alternativa (E). 


P 


83º 


154 Sendo n o número de piadas que o professor 
conta, temos C? possíveis escolhas das 3 piadas 
que ele vai contar em um determinado ano. 


Assim, precisamos ter: 
n(n - D(n-2) 
| 


Ci=35< >35< 


e n(n- D(n- 2) > 210 


Em vez de resolver esta equação algebricamen- 
te, é mais fácil lembrar que n deve ser um natu- 
ral positivo e experimentar alguns valores até 
encontrar o mínimo necessário (até porque C? 
aumenta quando n aumenta). Se denotarmos 
f(n)=n(n-1) (n- 2), note que (5) = 5.4.3 
= 60 não serve; f(6) = 6: 5 - 4 = 120 ainda é 
pouco; mas f(7) = 7 . 6-5 = 210 está na medi- 
da exata. Assim, a resposta é que o mínimo de 
piadas que ele contou foi 7. 


CAPÍTULO IV 


Exercícios de fixação, p. 154 


: ZA A ideia é primeiro escrever C! + C;= Ci usando 


a relação de Stifel. Agora dá para comparar isto 
com o lado direito: 

C5=Citr? o x+2=5S0ux+2+5=6+6 
ex=30ux=-1 


: BZ9 Antes de resolver este exercício, o professor 
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deve, observando o triângulo de Pascal, ana- 
lisar a igualdade de combinações que têm o 
mesmo índice superior. Em termos algébricos, 
considere a equação Cº = Cº (o caso analisado 
no texto era distinto: nele, os índices inferiores 
eram iguais). Uma interpretação desta equação 
é a seguinte: duas combinações estão na mes- 
ma coluna (dada por a) do triângulo de Pascal. 
Como elas podem ser iguais? 
Note no triângulo de Pascal que não há duas 
combinações iguais na mesma coluna — à me- 
dida que descemos no triângulo, os números 
certamente aumentam (uma maneira de justi- 
ficar isto é a relação de Stifel). A única coluna 
que é exceção para esta regra é a primeira: nela, 
todos os números são iguais a 1. 
Em suma, como podemos ter Cº = Cº? Há ape- 
nas duas opções: 
* ou: temos a = O e estamos na primeira coluna 
(então seria C4 = Cº = 1 independentemente 
demen); 


Br 
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' = ag : z il 
* ou:m=ne ambas as combinações estão tam- ; 8 O termo geral é T,,,=C&-q1º-*= 


bém na mesma linha. 


Agora podemos resolver este problema sem ter 
de abrir as combinações em polinômios gran- 
des. Queremos: (? =Ci 


Ji n+1 


Mas sabemos que C? = Ct-D-2=Cr-2, ao pas- 

so que Ci || = CtrtD-4=Crrº. Assim, podemos 

reescrever esta equação como: C"-* = Cr-í. 
Agora podemos usar a discussão anterior: como |; 
os índices superiores são iguais, há apenas duas 
hipóteses, n-3=0oun+1=n-1.A segunda 
opção não oferece solução, então fica apenas o 
caso n = 3 (que é a única solução). 


Exercícios de fixação, p. 160 


9" Veremos posteriormente uma maneira de resol- 


Cj 
010% 10% 
Para encontrar o termo máximo, vamos com- 


parar T, com T, |, - o primeiro é menor se, e 


somente se, 

Co! . Cã 50! 

1057 “4108 S (k- DI(50 — (k- D)!10T É 
50! 10%k! (51 -k)! 


“ISO - WO ? 10 Ak-D! S(50-K!S 


é 10k<51-k e k< DE = 4,636... 
Assim, temos T;<T<T,<T;<L<T,>T,>.. 


ou seja, o termo máximo é: 


Ci 230300 
= 550 = 290500 9303 
5 10!" 10000 


: Exercícios de revisão, p. 173 


ver este exercício notando que esta soma é exata- : ES9 Substituir x e y na expressão do jeito como está 


mente (1 — 1) quando expandido pelo binômio 
de Newton. Por ora, uma solução é escrever cada 
combinação destas em função da linha anterior 
usando a relação de Stifel várias vezes: 

Ch=C, 

-Ch=-03-C] 

Estad 

-Co=-C-C; 


“Co =-C-C 
use | 
Somando tudo, note que os termos à direita : 
cancelam todos! Portanto, a resposta é O. : 


Exercícios de fixação, p. 169 


M15' Vamos escrever x= 2 e a="/5 para facilitar a : 

notação. O termo geral é T, ,, = Ciatx”-+. 
Para que este termo seja racional, precisamos 
que o expoente de v2 seja par e o de 45 seja : 
divisível por 3. Como 7 — k tem de ser ímpar, ; 
k tem de ser ímpar. Então k tem de ser um múl- 
típlo ímpar de 3. Como k = 0, 1, 2,..., 7, a única 
opção é k = 3. O termo correspondente é: 


T= Cite =26:9.5.4-700 
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é uma opção trabalhosa demais. O melhor é, 
em primeiro lugar, usar o binômio de Newton 
para coletar os termos: 
x*—- 4xºy + 6x2? - 4x3 + yt= (xy) 
Agora é bem mais simples, afinal: 

1+/6 v6-1) [2] 2 

Vs Vs | . 5 | ss 

Alternativa (C). 


(e —y)*= 


:* W6) Novamente, para evitar cálculos trabalhosos, 


usemos o binômio de Newton: 

995 + 5(99)* + 10(99)º + 10(99)2 + 5(99) + 1 = 
= (99 + 1)º = 100º = 1010 

Alternativa (D). 


: IZ0 Em primeiro lugar, observe a notação para nú- 


n 


p 
com a inversão da ordem dos índices!). Agora 
basta notar que os termos equidistantes dos ex- 
tremos correspondem a combinações comple- 
mentares e, portanto, se cancelam, isto é: 


meros binomiais, e lembre que C? = 


) (cuidado 
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[2)-| ú ) ' CAPÍTULO V 
2 n-2 
Exercícios de fixação, p. 190 


Assim, a expressão pedida tem valor 0. 
Ê P P : B4 Denotemos “K” para Cara e “C” para Coroa. Se 


22 Antes de começar, reescreva a expressão cole- : 


tando os termos entre parênteses: 
(08 -3x2+3x- 1) =((x- D) =(x- 1) 


Agora sim, a questão volta aos padrões familia- 


res. O termo geral é T, ,, = Ck(-1)*xº-* 

Para termos grau 4 em x, escolhemos k = 5. 
Então, T, = C5(-1)* x! = —126xº 

Portanto, o coeficiente pedido é -126. 


29 O termo geral é T,,,= Ci Eva, 
Para que este termo seja um número racional, 


é necessário e suficiente que k e 10 — k sejam | 


ambos pares, isto é, que k seja um número par. 


Como k varia entre O e 10, os valores que resul- 


tam em termos racionais são k = 0;2; 4: 6;8; 


10, isto é, seis termos (que supomos não terem 


sido coletados em um único número, é claro). 
Alternativa (B). 


30 Pelo binômio de Newton, temos: 
1+a)?=1+Cia+Ciad+..= 
=1+204+ 1904? + 


Note que, se a é bem pequeno (como é o caso 


aqui), os termos rapidamente diminuem à me- 
dida que a potência de a aumenta. Então, 
(1 + 0,003)!º = 1 + 20 (0,003) = 1,06 


já que o primeiro termo descartado na aproxi- : 


mação, 190 (0,003)? = 190 (0,000009) = 0,00171, 


já está na casa dos milésimos e nenhuma das 


respostas apresenta esta precisão (além disso, 


os termos descartados só aumentariam a nos- 
sa estimativa, e todas as outras respostas estão 


abaixo de 1,06). 
Alternativa (D). 


32 Esta é a relação de Stifel, então vale para qual- | 
quer valor de n, desde que as combinações exis- 


tam. Para tanto, precisamos tern- 1 =3, isto é, 


n > 4. Como n é natural, esta condição é equi- 
: 889 Vamos à tabela com as 36 possibilidades para 


valentean>3. 
Alternativa (D). 


acreditarmos que os lançamentos das moedas 
não têm influência entre si, então é razoável 
pressupor que os quatro resultados possíveis 
CC, KC, CK e KK são igualmente prováveis, 


cada um com probabilidade — 


Assim, a probabilidade pedida é: 


; A RS 
púCC,KC,CK)=7+7+7=5 


o O espaço amostral é a tabela apresentada na 


seção 5.2, isto é, é 0 = A X À, onde À = (1; 2; 
3; 4; 5; 6) (note que O tem 36 elementos, su- 
postamente igualmente prováveis). Há apenas 
4 pares destes onde a soma é 5, isto é, o evento 
“a soma é 5“ é E = ((1, 4); (2, 3); (3, 2); (4, 1)); 
em que cada um destes quatro eventos elemen- 


tares tem probabilidade e 


Assim, a e aa pedida é: 
LO 1 141 
pus E "ao Je Je Go” O” 


= 0,111... = 11,11% 


ue À resposta desta questão depende de como os 


números são escolhidos. Vamos supor que cada 
uma das possíveis escolhas é igualmente prová- 
vel; como são C? = 45 escolhas, cada uma delas 


deve ter probabilidade e 


Para que o produto dos dois números seja 
ímpar, ambos têm de ser ímpares; assim, há 
C? = 10 maneiras distintas de escolher um par 
de números ímpares, cada uma com probabili- 


dade + Portanto, a probabilidade pedida é: 


1 4 “Pas as q 


10 termos 


o resultado dos lançamentos. Note que as que 


Bar 
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servem ao enunciado estão próximas à diago- 


nal principal da tabela, enfatizadas a seguir: 


1 2 3 4 5 6 
(1, D/(1,2)/(1,3) (1,4) (1,5) (1,6) 
(2, 1) (2,2) 1(2,3) (2,4) (2,5) (2,6) 
(3, D (3,2) 1(3,3)1(3, 9) 1(3,5) (3,6) 
(4,1) (4,2) |(4,3) | (4,4) | (4,5) | (4, 6) 
(5, 1) (5,2) (5,3) ](5, 49) (5,5) (5,6) 
(6,1) (6,2) (6,3) (6, 4) |(6,5) | (6, 6) 


O NB wnNm 


Ou seja, são 2+3+3+3+3+2= 16 possibilida- 


des favoráveis, cada uma com probabilidade se 


Portanto, a resposta é: 
1 A 1 da de 1 16 4 
36 36 ” 36 36 9 


16 termos 


= 44,44% 


Comentário geral: note que estamos demons- : 
trando as resoluções do "jeito comprido": so- 


6: 6: 6 = 6 resultados possíveis e suposta- 
mente equiprováveis. Assim, a probabilidade é 
6 1 

6º 36 


mo São 6º possibilidades para a trinca ordenada que 


nos dá os três resultados; supondo que o dado 
é justo e os lançamentos são independentes, to- 


das teriam a mesma probabilidade de = 
a) Se os números devem ser diferentes, há 6 
possibilidades para o primeiro lançamento, 
5 para o segundo e 4 para o terceiro. Então, 
há 6-5 - 4= 120 resultados possíveis. 
b) Podemos listar explicitamente as poucas 
possibilidades de obter soma maior ou igual 
a 16. São elas: 
e se um dos dados for 3 ou menos, os ou- 
tros dois têm de somar 13 ou mais, o que 
é impossível; 
e se um dos dados for 4, os outros dois têm 
de somar 12. Então, temos apenas (4, 6, 6) 


mando várias probabilidades do tipo a para 


É e suas permutações: 3 possibilidades; 
obter as respostas. A vantagem de seguir esse P j P , 


raciocínio inicialmente é que, se o aluno tiver 
de lidar com espaços amostrais que não são ' 
equiprováveis (dados ou moedas viciadas, pes- 
quisas estatísticas em que não há o mesmo nú- 
mero de leitores para cada candidato etc.), este : 
método da soma continua valendo, ao passo 
que a famosa fórmula "número de casos pos- : 
síveis sobre número de casos favoráveis" falha 
(apesar de ela ser extremamente útil se os even- 
tos forem igualmente prováveis, como veremos 
na seção a seguir). 


e se um dos dados for 5, a soma dos outros 
dois tem de ser 11 ou 12. Então, temos 
(5, 5, 6) e permutações (3 possibilidades) ou 
(5, 6, 6) e permutações (3 possibilidades); 
e enfim, se todos os dados forem (6, 6, 6), 
temos a soma 18; o que nos dá mais 1 pos- 
sibilidade. 
Assim, são 3 +3 + 3+ 1 = 10 casos favoráveis 
dentre os 6º casos possíveis. A probabilidade 
pedida é: 
10 5 
no = 108 = 4,62% 
Exercícios de fixação, p. 198 Ou seja, é possível, mas um pouco incomum. 
Em todos os exercícios que se seguem, temos de ms Há 75 - 74 . 73 maneiras de escolher as 3 pri- 
supor que os dados, moedas etc. são justos, e que meiras bolas; como a cartela de bingo tem 24 
lançamentos consecutivos são independentes, a ' números, há 24 - 23 - 22 maneiras de estes nú- 
menos que indicado o contrário na própria ques- : meros estarem na cartela. 
tão. Sem essa hipótese, é impossível resolver muitos : Portanto, a resposta é: 
desses problemas. 24.23.22 2024 
75.74.73 67525 
H6 São P, = 3! = 6 maneiras de obter estes três re- Ou seja, outro evento possível, mas um pouco 
sultados em qualquer ordem, de um total de raro. 


à VA: 30 


= 3,00% 
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M4 Seja ABCDEF o hexágono. Há apenas duas ma- : 
neiras de os vértices escolhidos formarem um tri- : 


ângulo equilátero, com as escolhas ACE e BDF. 
Portanto, a resposta é: 


Ea = 10% 


C3 10 


6 
15 a) As bolinhas favoráveis são 3, 6, 9, 12, 15. 
São cinco possibilidades favoráveis de 15 
5 1 


possíveis, então a probabilidade é E 


(não importa se o dado é viciado: sempre obte- 
remos “3 ou mais” ou “3 ou menos”!). 

Então, p(A e B) = p(A) + p(B) —- p(A ou B) = 

= 95% + 18% — 100% = 13% 

Note que A e B significa exatamente “obter 3 
no dado”, já que esta é a única hipótese comum 
a “3 ou mais” e “3 ou menos”. 

Portanto, a resposta é 13%. 


| Exercícios de fixação, p. 210 


Ci = 105 possíveis escolhas (supostamente 
igualmente prováveis). Destas, há 14 pares 


em que os números são consecutivos ((1, 2); 
(2, 3); ...; (14, 15). 
Então, a probabilidade pedida é: 

14 2 


o E 0 
105 15 Pano 


Exercícios de fixação, p. 203 


E3º Seja A o evento “número da etiqueta é múltiplo 
de 2” e Bo evento “número da etiqueta é múl- : 


típlo de 5”. 


Como há 10 números pares entre 1 e 20, temos 


10 
PA= 55: 


Como há 4 múltiplos de 5 entre 1 e 20, temos 


4 
B)=—. 
PB = 
Como há 2 múltiplos de 10, temos 


2 
plAeB) =. 


O. 4 2 1 


= = 9 
20720 20 207 00% 


Então, p(A ou B) = 


P4! Com a notação usual, 
p(6 ou cara) = p(6) + p(cara) — p(6 e cara) = 
E GR DR 
Cão Z Br 


E5º Como o dado é viciado, não podemos mais usar 
“favoráveis sobre possíveis”! Ainda assim, pode- 
mos resolver o problema da seguinte forma: seja : 
A o evento “obter 3 ou mais” e seja Bo evento : 
“obter 3 ou menos”. Note que p(A ou B) = 100% : 


31 


O o EB” O espaço amostral é O = (KK, CC, CK, KC). 
b) Como o sorteio é feito sem reposição, são 


Seja A o evento “pelo menos uma vez deu cara” 
e Bo evento “deu cara em ambas as vezes”. 
Explicitamente, temos A=[KK,CK, KC]eB=[KK). 
Então, o pedido é: 


ta 


- PBeA 
P(A) 


p(BJA) 


me joj|m 


pois B e À é o mesmo que B. 

Outra maneira de resolver: como é sabido que 
pelo menos uma das moedas deu cara, nosso 
novo universo é o conjunto A. Ele apresenta 
3 situações igualmente prováveis; qual a chan- 
ce de obtermos KK nesse conjunto? 


Resposta: 1 de 3 igualmente prováveis, então = 


Comentário: note que dizer que “pelo menos 
uma delas deu cara” é diferente de dizer “a pri- 
meira moeda deu cara”. Se a questão fosse: “Sa- 
bendo que a primeira moeda deu cara, qual 
a probabilidade de ter dado cara em ambas as 
vezes”, então o novo universo seria apenas (KK; 
KC) e a resposta seria > a resposta dependeria 


apenas da outra moeda, que tem 50% de chan- 
ce de ser cara também. 

Se quisermos ir além: suponha que alguém viu 
o resultado de ambas as moedas. Você pergun- 
ta a essa pessoa “pelo menos uma moeda deu 
cara?”, e essa pessoa, em quem confiamos sem 
restrições, diz que sim. Este é o caso do enuncia- 


do original: a chance de haver duas caras é 


3 
Agora, se você pessoalmente espiou uma das 


moedas (que será designada aqui “a primeira”), 


Bar 
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e viu que ela é cara, então a situação não é a do 


: a | 
enunciado! Aqui, a resposta seria 2 


Em suma, devemos tomar muito cuidado ao 
considerar informações obtidas nos nossos cál- 
culos de probabilidade condicional - a resposta 
pode também depender de como a informação 
foi obtida. 

Se você não acredita nisto, faça experiências dos 
dois tipos (perguntando a quem viu as moedas, 
ou espiando uma delas aleatoriamente) com 
seus alunos, e note como as proporções variam! 
Cerca de 50% das vezes em que você espiou uma 


a 
das situações em que o aluno disse sim à pergun- 


ta “uma delas é cara?” havia de fato duas caras. 


moeda K havia KK, mas em apenas cerca de 


Não é que há mais KKs de um jeito ou de outro 
— é que o aluno responde sim mais frequente- 
mente do que você vê uma cara! De fato, ele diz 
sim todas as vezes que você viu cara, mas tam- 
bém em todas as vezes em que a outra moeda, 
que você não viu, é cara. 


6! Este problema pode ser feito apenas com fórmu- 


las, mas é mais fácil fazer uma tabela assim: 


Total 


Fraudulentas 


Suspeitas 


Não suspeitas 


Não 
Fraudulentas 


Total 


Queremos começar a preencher a tabela pelo 
total geral do número de declarações, mas este 
número não é dado nem é possível obtê-lo! As- 
sim, escolheremos 1000 como referência (es- 


colhemos 1000 para facilitar o cálculo). Como 
10% delas são “suspeitas”, temos para começar: 


Suspeitas | Não suspeitas | Total 
Fraudulentas 
Não 
Fraudulentas 
Total 10% - 1000 = 100/1000 - 100 = 900| 1000 


“e 


Lembre-se: o número 1000 foi inventado e é 
apenas uma referência; não é verdade que este 
é o número de declarações. Porém, os números 
da nossa tabela “fictícia” respeitarão as propor- 
ções dos números corretos. Então, como 20% 
daquelas 100 suspeitas são fraudulentas e 2% 
das não suspeitas são fraudulentas: 


Suspeitas | Não suspeitas| Total 
Fraudulentas | 20% - 100 = 20 2% - 900 = 18 
Não 
Fraudulentas 
Total 100 900 1000 


Agora é só acertar as outras células por somas e 
subtrações. Temos: 


Suspeitas | Não suspeitas| Total 
Fraudulentas 20 18 38 
Não 
80 882 962 
Fraudulentas 
Total 100 900 1000 


Podemos resolver qualquer questão referente a 

proporções dentre estas quantias. No caso: 

a) Proporcionalmente, são 20 suspeitas frau- 
dulentas dentre 1000 declarações, ou seja, 


a probabilidade é 


0 
1000 


=2%. 


b) Proporcionalmente, são 20 suspeitas dentre 
as 38 fraudulentas, ou seja, a probabilidade 
, 20 


—— = 52,6%. 
é 38 52,6% 


Exercícios de fixação, p. 221 


: EBZ Cuidado com a interpretação de sentenças do 
tipo “ter isso mais do que aquilo”. Com porcen- 
tagens, por exemplo, ter “50% mais carpas do 
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que trutas” seria dizer que “o número de car- 
pas é 1,5 vezes o número de trutas”. Devemos 
adicionar 1 à porcentagem para obter o fator 
multiplicativo, e a palavra “vezes” não aparece 
junto da porcentagem. 

No entanto, a expressão “ter n vezes mais X do 
que Y” (note agora a palavra “vezes”) é usada 
em língua portuguesa com outro significado. 
Afinal, interpreta-se “n vezes mais trutas do 
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que carpas” como “o número de trutas é n ve- : 
zes o número de carpas” (sem adicionar 1 para 
se obter o fator). Além disso, não se ouve al- 
guém dizer “eu tenho 1 vez mais trutas do que 
carpas” (simplesmente não se usa esta expres- 


são com n = 1). 


Então vamos resolver a questão usando a in- 
terpretação usual (ainda que ligeiramente iló- : 
gica — afinal, o uso da linguagem é que acaba 
por determinar o seu significado). Dessa for- : 
ma, se Fernando pescou x carpas, suporemos 
que Fernando pescou 2x trutas (“duas vezes 
mais trutas do que carpas”), em um total de 
3x peixes. Então Cláudio pescou um terço dis- : 
to, isto é, x peixes, divididos igualmente entre 
carpas e trutas. Fica mais fácil ver tudo isso 
em uma tabela, na qual apresentamos o cál- 


culo de alguns totais: 


Trutas Carpas Total 
Fernando 2x x 3x 
f & XxX X 
Cláudio 5 x 
X = 5% x 3x = 
Total pi ico 3x+x=4% 


Note que é impossível determinar o valor de x, 


mas também é desnecessário: ao escolher uma 


5x 


das — trutas ao acaso, a chance de ela ser de 


2, 
Fernando é 2x a = 80%. 
5x 5 


2 


P4º a) Para que o produto seja par, é necessário e 
suficiente que pelo menos um dos núme- 
ros seja par. Cálculos probabilísticos com 
“pelo menos um” costumam ser facilmente 
resolvidos pela sua negação — vamos então 
calcular a probabilidade de o produto ser ; 
ímpar, isto é, de que todos os três números 
lançados sejam ímpares. Cada um dos da- 


dos tem o = - de probabilidade de mostrar 


um número ímpar; como eles são indepen- : 
dentes, a probabilidade de todos serem ím- : 


Assim, a probabilidade pedida é a do com- 
plementar p(produto par) = 1 — E = = 

Para que o produto seja múltiplo de 10, é 
necessário e suficiente que (pelo menos) um 
dos dados seja par, e também (pelo menos) 


um dos dados seja múltiplo de 5. 


b 


— 


Denotemos por P a obtenção de um número 
par (2, 4, 6) em um dos lançamentos; por 5 
a obtenção do número 5; e por N a obten- 
ção de nenhum desses casos (isto é, 1 ou 3). 
Assim, o resultado do lançamento pode ser 
descrito por expressões como PPP (três nú- 
meros pares) ou N5P (primeiro número é 1 
ou 3, segundo é 5, terceiro é par). Para que 
o produto seja múltiplo de 10, há três casos 
para serem considerados: 


e dois P e um 5: são três subcasos (PP5, PSP, 
SPP), cada um com probabilidade 
11 1] 
p(P) + pl) PO) =5. E Ja 


No total, estes três casos nos oferecem 


1 de ! + de el de probabilidade; 
24 24 24 8 


eum Pe dois 5: são três subcasos (P55, 
SP5, 55P), cada um com probabilidade 


E Le d 
estes três casos E oferecem 
1 + 1 + 1 de probabilidade; 


o 2. 


º um P, um 5 e outro que não é par nem 
múltiplo de 5: são seis subcasos (PSN e 
suas permutações), cada um em pobapt- 


1 
lidade p(P) - p(5) - p(N) = A e a Bá 
: .. 6 1 
No total, esses seis casos nos dão — 36” E 


de probabilidade. 


Juntando tudo (é um caso, ou outro, ou outro, 
e eles não têm intersecção), a probabilidade de 
o produto ser múltiplo de 10 é: 


L,1,1.1.3333% 
& 24 é 8 


tar 
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Outra solução (curta, mas mais difícil): seja : 


A o evento “produto é par” e seja B o evento 
“produto é múltiplo de 5”. Como no item (a), 
é fácil obter 


a =(1) E E a 
PR =[5] = pm =1 [5 E 


Analogamente, B só não acontece se nenhum 
número for múltiplo de 5: 


SE ra 
p= > p(B=1 E 


Enfim, A ou B só não acontece se nenhum dado 


for par nem 5. Em outras palavras, o produto 


não é par nem múltiplo de 5 se, e somente se, 
todos os dados forem 1 ou 3. Em símbolos: 


3 


= p(A ou B=1-H] 


26 


XouB)=|2 26 
pRoaB) = 


Agora, usamos a lei da adição: 
P(A e B) = p(A) + p(B) - p(A ou B) = 
ERP AR PE 
8 216 27 216 3 

Comentário 1: Cuidado! Queremos p(A e B), 
mas não podemos igualar isso com p(A) - p(B), 
pois A e B não são independentes! Os dados são 
independentes, mas os eventos A e B não o são. 
Intuitivamente, quando A ocorre, a probabilidade 
de B é afetada para menos (se algum dado é par, é 
uma chance a menos para algum dado ser 5). 


Comentário 2: desenhar uma árvore com todas 
as possibilidades é cansativo demais: são 6º = 
216 possíveis resultados para os 3 números pro- 
curados. Isso dito, a árvore pode ser reduzida 
consideravelmente se os ramos representarem 
apenas o que nos interessa: se o resultado é par, 
múltiplo de 5 ou não. Uma possível árvore (ain- 
da bastante complexa, mas desenhável) seria: 


p(PPP) = 3/6 - 3/6 - 3/6 = 27/216 


p(PP5) = 3/6 -3/6- 1/6=9/216 
p(PPN) = 3/6 - 3/6 - 2/6 = 18/216 
p(PSP) = 3/6: 1/6: 3/6=9/216 


p(P55) = 3/6 - 1/6 - 1/6 = 3/216 
p(PSN) = 3/6 - 1/6 - 2/6 = 6/216 
P(PNP) = 3/6 - 2/6 - 3/6 = 18/216 


P(PNS) = 3/6 - 2/6 - 1/6 = 6/216 
P(PNN) = 3/6 - 2/6 - 2/6 = 12/216 
p(SPP) = 1/6 - 3/6 - 3/6 = 9/216 


p(SPS) = 1/6 - 3/6 - 1/6 = 3/216 
p(SPN) = 1/6 - 3/6 - 2/6 = 6/216 
p(55P) = 1/6 - 1/6 - 3/6= 3/216 


p(555) = 1/6 - 1/6 - 1/6 = 1/216 
p(SSN) = 1/6 - 1/6 : 2/6 = 2/216 
p(SNP) = 1/6 - 2/6. 3/6 = 6/216 


P(SNS5) = 1/6 - 3/6 - 1/6 = 3/216 
P(SNN) = 1/6 - 2/6 - 2/6 = 4/216 
P(NPP) = 2/6 - 3/6 - 3/6 = 18/216 


p(NPS) = 2/6: 3/6: 1/6 = 6/216 
Pp(NPN) = 2/6 - 3/6: 2/6 = 12/216 
p(NSP) = 2/6 - 1/6 - 3/6 = 6/216 


Essa árvore indica o seguinte espaço amostral: 


PPP, PP5, PPN, PSP, P55, PSN, PNP, PNS, 
q = IPNN, SPP, 5P5, 5PN, 55P, 555, 55N, 5NP, 
5N5, 5NN, NPP, NP5, NPN, N5P, N55, 

NSN, NNP, NN5, NNN 


A: 


p(NS5) = 2/6 - 1/6 - 1/6 = 2/216 
P(NSN) = 2/6 - 1/6 - 2/6 = 4/216 
P(NNP) = 2/16 - 2/6 - 3/6 = 12/216 


p(NNS) = 2/6 - 2/6 - 1/6 = 4/216 
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P(NNN) = 2/6 - 2/6. 2/6 = 8/216 


not que a soma de todas as probabilidades à 
direita é, de fato, =— = 1) As possibilidades que 
dão múltiplos de 10 são as que contenham pelo 
menos um Pe ums. 
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Explicitamente, são elas: 


= (PPS, PSP, P55, PSN, PN5, 5PP, 5P5, SPN, 
55P, 5NP, NP5, N5P) 


Agora, tome muito cuidado: apesar de haver 12 : 
elementos aqui, de um E amostral com 


27, a probabilidade não gde 7 


2 Afinal, a fórmula | 


“casos favoráveis sobre casos possíveis” só serve | 


se todos os tais casos forem igualmente prová- 
. a aus : 90 a) 1º peça 22 peça 3 peça e peça 
veis, que não é o caso deste espaço amostral : 


(veja a probabilidade de cada caso à direita da 
árvore — note como 555 é muito mais raro que 
PPP, por exemplo). Em vez disso, a probabili- 
dade desejada no item (b) pode ser obtida pela 


soma das probabilidades dos eventos acima: 
p(Z) = p(PPS) + p(PSP) +... + p(NSP) = 


2 3:9+3-.3+6:6 72 1 
E 216 “26 3 


Comentário: A desvantagem da árvore é que : 


ela dá bastante trabalho. A vantagem é que, 


uma vez feita, qualquer problema de probabili- : 
dade (que envolva números pares ou múltiplos 
de 5) pode ser resolvida com a árvore! Experi- : 
mente descobrir na árvore onde estão os even- 


tos À, B, A ou B da solução anterior. 


E8'º Denotando por A a extração de uma bola azul e 


por V a extração de uma bola vermelha, temos 


o espaço amostral: 

OQ=(AA, AV, VA, VV] 

Destes eventos, nos interessa: 
X = (AV, VA) 


Mas cuidado novamente: os eventos do espaço ; 
amostral não são igualmente prováveis, então : 


colocar a probabilidade em E 50% é um erro! 


Em vez disso, calculemos: 


3. 2.3 
P(AV) = P(A) PIA = =10 
23. 8 
POA =P(V) PAM) =2-2=10 


5.3 


Então, p(X) = + 10 5 


= 60%. 


Comentário: novamente, apesar de termos 

p(A) = E e p(V) = = não podemos dizer que 
3 2 l E 

p(A e V) = ss pois esses eventos não são 


independentes! 


Aprovado? 


P=>(P PPP) 5 


D=>(BPPD) s 
| 994P > (P PD, P) 


a 


D=>(PPD,D) N 
S 


| 
3 
o 
fe 
Zn 


| 
Ss 
sy 
EE: 


b) p(rep) = p(PPDD) + p(PDD) + p(DD) + p(DPDD) 
= (0,9)*(0,1)? + (0,9)(0,1)? + (0,1)? + (0,9)(0,1)* = 
= 2,80% 
o) p(D)=01 
P(DD) + p(DPDD) | 
PD) 


— (0,1)? + (0,9)(0,1)* 
E (0,1) 


p(rep|D) = 


= 10,9% 


: Exercícios de revisão, p. 222 


: EZ9 No momento em que se diz que a bola é ímpar, 


(Em palavras: no começo, há 3 bolas azuis em 5; 
retirada 1 bola azul, ficam 2 vermelhas de 4; isto : 


explica a primeira linha. A segunda é análoga.) 
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o “novo universo” é (1, 3, 5, 7,9, 11). Supondo 
que o sorteio é “justo”, estas bolas seriam igual- 
mente prováveis. A probabilidade de o número 


ser menor que 5 (isto é, 1 ou 3) é então E = > 


sw, 
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4º No primeiro caso, a probabilidade X de ele ga- 


nhar é: 


3 


=—— 3 9 
X 10 30% 


No segundo caso, é um pouco mais complicado 
calcular a probabilidade de ele ganhar direta- 


mente (ele pode ganhar no primeiro sorteio, no 
segundo ou em ambos). E mais fácil descobrir a 


probabilidade de ele não ganhar, o que signifi- 
ca não ganhar no primeiro nem no segundo: 


1-Y= 8 Pe eai 


10 10 


da primeira e colocada na segunda gaveta, a se- 
gunda gaveta terá 2 moedas de ouro dentre 4. 
Analogamente: 


2 3% 3 
POO)=-4"10 
Portanto, a resposta é: 
e õ 
p(X) 107 10 5 = 60% 


: MZ Melhor separar em dois casos. 


Dessa forma, a probabilidade de ele ganhar al- 


guma coisa é: 


Finalmente, no terceiro caso, a probabilidade 


de ele nada ganhar é: 
1 Z7=9..9.9 129 
10 10 10 1000 
E a probabilidade de ele ganhar algum prêmio é 
Z=271%. 
Portanto, X>Y>Z. 
Alternativa (E). 


= 72,9% 


e Caso 1: ambos tiram O coroas: 


Ir 1.4 
pla =0e8=0)=[5] 28 


e Caso 2: ambos tiram 1 coroa cada: 
i à ti 


22) 274 
Como os casos não têm intersecção, a probabi- 
lidade total é: 


il 
P(A =B) Ea 


plA= teB=1=(! 


ei 
00] w 


: 16! Para resolver este problema, é necessário que 


Comentário: se você estranhou esta resposta ; 


— há menos chance de ganhar alguma coisa no 


caso Z. Porém isto é compensado pelo fato de ; 
que, nesse caso, há uma pequena chance de o 


apostador ganhar mais de uma vez! 


5" Veja solução anterior: 1 - Z = 72%. 


Alternativa (C). 


MM! Representemos por O, a retirada de uma moeda ; 


de ouro da gaveta i, e por P, a retirada de uma 


pi de prata. O dao amostral é, então, 
= |P,P 2" PO, O 1 P, O 0,) 

e lp a Wiobabilidade do evento 
=(PO, 0O0,) 


1521 
mas, claramente, não podemos considerar os 
eventos igualmente prováveis. Mas não é difí- 
cil calcular cada probabilidade separadamente. 
Por exemplo: 


PRO) =p(P)-p(OJP)=>-2=3 


“5 4 10 


já que há 3 moedas de prata dentre 5 na primei- 


ra gaveta e, se uma moeda de prata foi retirada 


“rs 
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se suponha que os eventos são independentes, 
isto é, que a probabilidade de um jogador errar 
não se altera quando o outro erra (o que não é 
necessariamente correto em uma competição 
— se seus companheiros erraram pênaltis, você 
pode se empenhar mais no seu, ou pode ficar 
abalado e piorar a sua pontaria). Com essa hi- 
pótese, temos: 


p(erros = 3) = | 


eo 


EEE 
acao 


e 
“2 
Alternativa (B). 


39) 


ns Estamos supondo que todas as 5 chaves serão 


testadas (o normal é parar quando se acha a 
chave correta — neste caso, sim, a correta é sem- 
pre a última), e que são igualmente prováveis 
(já que são “parecidas”). Então, a chance de a 


EO ae 2d j 
primeira ser a correta é = 20%, assim como 


a chance de a quinta chave ser correta. A chan- 
ce de a chave correta não ser a primeira seria 
1-20% = 80%. 
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Em suma, as respostas são, na ordem, 80%, 20% : 


e 20%. 


Comentário: A impressão de que a gente nunca 
acerta de primeira é um viés da nossa memória | 


— tipicamente lembramos mais as vezes em que 


tivemos de tentar várias chaves até achar a corre- ; 


ta, especialmente quando estamos com pressa. 


1 Z 4.3 1 


viciado, com probabilidades 


3 E 
E respectivamente, para os números de 1 


20! Baseado na tabela, admitiremos que o dado é 


a 6. Não há certeza de que apareçam 2, 4 ou 6 
nos próximos 2 lançamentos (apesar de pelo 
menos um deles ser bastante provável), então 


eliminamos as opções (A), (B) e (D). 


A probabilidade de ocorrência de uma face 


par em um dado é 2 + É E as = 
12 12 12 12 3 


Para que a soma seja 5 em dois números, os 
resultados têm de ser (2, 3) ou (3, 2). Supondo 
que os giros são independentes, temos: 


E ação a ua 
P(2, 3) = p(B, 2) = a 
Ou seja, p(soma = 5) = É + 


Alternativa (C). 


[35' Se n é ímpar, nenhuma diagonal passa pelo cen- 
12" 12 12º 12" 12 


tro, então a probabilidade é O. Se n é par, são 

um total de Dist diagonais, das quais E 

passam pelo centro. Então, a probabilidade seria 
no 1 

n(n-3) n-3 

Alternativa (E). 


| 36 a) A probabilidade de A tirar o 6 em uma joga- 


Assim, a chance de não ocorrer face par alguma 


à EM A | 1 
em dois dados é + - 5 = 9 


— isto é, a chance de 


,8 
ocorrer pelo menos uma face par é 9 A chance 


2 2 
f Ps E 
de ocorrer duas faces pares e 33 9 


Ea então 


a chance de ocorrer exatamente uma face par é 


5 = > Em suma, seja qual for a interpreta- | 
ção da opção (E), nenhuma das probabilidades 
acima é E É 
7 
A chance de não ocorrer 6 algum é E a 
PP jo DG 
então a chance de aparecer algum 6 é 1 — oa 
P 8 16 16) 


Alternativa (C). 


É razoável supor que cada setor do disco tem | 
a mesma chance de ser sorteado. Assim, o es- 
paço amostral de uma rodada do ponteiro é : 


O =(1,2,3), cujas probabilidades são a 
respectivamente. 


pa 
6 6; 
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da é À 


6 
b) Para isto ocorrer, A não pode ganhar na pri- 


meira jogada [probabilidade ) e, em segui- 


da, B deve tirar 6 [probabilidade 3) Assim, 


a probabilidade de B vencer na segunda jo- 


gada é E 
6 6 36 
c) Continuando o padrão do item anterior: 


e a probabilidade de A vencer na terceira jo- 
gada é a 
6 6 6 
mas então A tira 6); 
e a probabilidade de A vencer na quinta jo- 
4 


“6 (as primeiras quatro joga- 


e (A e B não tiram 6, 


gada é Ka 


das não dão 6, mas a quinta dá); 


e a probabilidade de A vencer na 
5 2n 1 
(2n + 1)-ésima jogada é Ea 
Assim, a chance de A vencer em algum mo- 


mento é: 
RCE O a tm 
Pal Edo o “el E 


Baer 
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que é a soma dos termos de uma PG cujo pri- : 


: a Ee z 
meiro termo ê E e à razão € 


que 1, então podemos fazer a soma infinita). 
Assim, esta soma dá: 

1 4 36.6 

: js RR 


a 
= a 


as 


Ou seja, A tem uma ligeira vantagem por 
primeiro”. 


39 Das 36 possibilidades equiprováveis para o 
lançamento de dois dados, há 6 em que os nú- 


meros são iguais. As outras 30 são divididas: 


To Cu que o umero de emo 15 em que * 54 O enunciado quer que uma flecha não atinja o 


o número de Y é maior. Como X ganha mesmo 


que os números estejam empatados, temos: 
15+6 7 


p(X ganhar) = de 


Alternativa (C). 


MO! Os pares (n, n,) que dão n = 7 são: 
* sen, >n,; temos (6, 1), (5, 2) €(4, 3); 


esen <=n, devemostern =7-1=6;entãosó ; 


pode ser (6, 6). 


Assim, são 4 possibilidades de 36 igualmente 


prováveis. 
Alternativa (A). 


42! Para resolver esta questão, temos de pressupor 
que os 6 números são igualmente prováveis : 
(que é uma suposição duvidosa se os jogado- 


res estão tentando fazer o máximo de pontos). 


Então a pergunta é “qual a probabilidade de 


obter soma 4 nos dois próximos lançamentos”. 


à des (1, 3), (2, 2), (3,1 
Sonia Sopro e) cho eo : 159 A chave para a resolução deste problema é ana- 


Brad 
possíveis, a probabilidade seria — 36” 12 


M4 São 6º = 


ordens diferentes, das quais apenas uma serve. 


“e 


a! 
E] (que é menor 


ltd 


216 resultados possíveis. Destes, 6 - 5 - 4 
têm números distintos. Agora, cada resultado 
com três números distintos aparece em 3! = 6 : 


Assim, são Ed) possibilidades que pres- 
220 
tam. Então, a probabilidade é —— 216 7 54º 


Alternativa (B). 


| 46 São 52! maneiras distintas de arrumar as car- 


tas. Destas, temos 13 - 12 - 50! maneiras váli- 
das — 13 opções para a carta de cima, 12 para a 
carta de baixo (pois a de cima já foi de copas), e 
as outras 50 podem ser ordenadas de qualquer 
jeito. Assim, a probabilidade é: 

13:12:50! 13-12. 1 

52! “62.51 17 

Alternativa (A). 


ad 1 3 1/1 
alvo | probabilidade 1 | 10 Co 2/1 o)e ane 


as outras duas atinjam a região III. Há 3 pos- 


sibilidades de isso acontecer, dependendo de 
qual das 3 flechas não atinja o alvo), cada uma 


di 1 11 1 a 
com probabilidade 10 2 "5º Assim, a 
robabilidade pedida é E + E 3 
E ad a 40 * 40 40 


[55 Basicamente, queremos saber qual a probabi- 
lidade de o aluno encontrar 2 ou mais sinais 
fechados. Seja x o número de sinais fechados; a 
distribuição binomial nos permite escrever: 


lri2i 2 
=9=Cd=| .|2|-=> 
pa=2=Chã) E 9 
3 

1 

pa=3=[5] 27 

Zed 7 

Então, a resposta é 9*27727 


lisar o jogo de duas em duas rodadas. Afinal, em 
duas rodadas, há apenas as seguintes opções: 
e Caso A: o jogador A eo ambos os lan- 


Eat . Se isso 


çamentos probabilidade À q 


acontecer, o jogo acaba. 
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e Caso B: o jogador B ganha ambos os lança- 


mentos probabilidade a) Se isso acontecer, 


o jogo acaba. 


e Caso C: cada ne vence um lançamento 


1. 


probabilidade 2 > 2. 5 


cer, O jogo continua. 


1 : E 
5) Se isso aconte- : 


Ou seja, a cada 2 lançamentos, a chance de o 


jogo acabar é ze chance de continuar é tam- ; 


bém + Mas, mais importante, se o jogo conti- 


nuar, ele volta ao estado original, e podemos 
aplicar o mesmo raciocínio de novo! Em outras 
palavras, a chance de o jogo continuar após : 


4 rodadas é = a 


E (50% de chance de sobre- | 


viver às duas primeiras, e 50% de chance de 
ú É : PAM A afirmação é verdadeira. De fato, seja B= A+ AS, 


sobreviver às duas próximas); após 6 rodadas, 


3 
a chance de o jogo não ter acabado é 5] ==. 


E assim por diante, a chance de o jogo não ter ; 


acabado após 2n rodadas é 5 : 


Portanto, a chance de o jogo não ter acabado 


49 


após 98 rodadas é [5 . Se o jogo chegar à 98º 


rodada, certamente chegará à centésima (pos- 
sivelmente terminando na centésima, mas isso 
está incluído na pergunta). Assim, a probabili- : 


Então, conclui-se que o quadrilátero é de fato 
um losango formado por dois triângulos equi- 
láteros justapostos, congruente à figura abaixo: 


Pp 


4 


Pp 


2 


A partir disso, é fácil ver que a distância de P a 
P, é duas vezes a altura de cada triângulo, isto 
é, vê + vê = 3. Este é o elemento que falta 
na matriz, e é o pedido no enunciado. 


e note que 

B'=(A+A) =At+AU=DA+A=B 
mostrando que B é simétrica. Analogamente, 
seja C = A — A*, e note que 
C'=(A-A) =A'-A=A-A=-(A-A!)=-C 
mostrando que C é antissimétrica (seja lá qual 
for a matriz A). 


o a) A soma de cada linha é K, ao passo que S 


pode ser pensada como a soma de todas as 
linhas. 


Então, S = 3K, ou seja, K = =. 


49 
dade pedida é 5 : b) Some as duas diagonais e a linha e a colu- 
na do meio. Pela propriedade do quadrado 
4 gd aos «uv 4S 
CAPÍTULO VI mágico, isso dá 4K = 3º Por outro lado, es- 


crevendo essa mesma soma em função das 
variáveis em cada célula, temos: 
E3º Concentremo-nos na metade triangular supe- : S 


Exercícios de fixação, p. 245 


4 
rior desta matriz. Os dados são os seguintes: a+b+c+d+4e+f+g+h=—— 
PP,=PP,=PP,=PP,=PP,=1 


Isso indica que P,P,P, é um triângulo equilá- 


tero de lado 1, assim como P P,P,. A princípio, 
poderia ser que P, e P, fossem o mesmo ponto, 
mas então P P,P.P, não seria um quadrilátero. 


39 


3 
(pois cada letra aparece exatamente uma 
vez, exceto e, que aparece nas 4 fileiras 
usadas). Assim: 


Fageso 
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; MO! Novamente, o meio para descobrir um padrão nas 


Exercícios de fixação, p. 266 


18º Comecemos, calculando Aº*: 


JP Ap O 2) fog 
A = 1 . 1 = = I 
lolol 


Isso significa que A*= A?. A=A, que 


At=A?2.A?=I,e assim por diante — todas as 
potências pares de A são I, e todas as ímpares : 


são A mesmo. Então: 


12 
a) ca il 
b) SO A=A+I4A++..+A+1=5(A+D= 
12 5 10 
=.5 = ; 
21128 


EM a) 


lhares de reais”. Assim, seja x a quantia, em 


esperado do investidor em um ano será: 
x(1,15) + (40 — x)(1,30). 


potências sucessivas de A é a tentativa. Temos: 


ee E 


1 —2 


—2 


E 


1 


ei 


sn no 83 j1i 3) 

co fã a E | 
=8 0 

[4 Srs 

Assim: 


AI9S8 = (A3)656 = (—81)9%6 = 8559556 = 


9 1298 


O) 


0 


91228 


= 91998] — | 


Para facilitar, usemos como unidade “mi- ; Exercícios de fixação, p. 272 


E5º Prestando bastante atenção, é possível resolver 
milhares de reais, aplicada em A. O ganho 


Como queremos que isto corresponda a um 
ganho esperado de 18% ao ano, devemos ter: : 


x(1,15) + (40 — x)(1,30) = 40(1,18) > 
> 15x=480 => x=32 


Ou seja, ele deve aplicar R$ 32.000,00 em A 


e R$ 8.000,00 em B. 
b) 

nho esperado, devemos ter: 

1,15x+ 1,30y= (1 + RJC 


Como na equação acima, para obter o ga- 


e, por outro lado, há uma relação entre x e 


yqueé:x+y=C 


Uma maneira de escrever essas duas equa- 
: 06% à) Não há grande segredo neste item, é só fa- 


ções em forma matricial é: 


115 130][x] [(1+RJC 
1 12 |ly| | € 


mas não é a única: nada impede que a or- 
dem das linhas seja trocada, ou, subtrain- : 
do x+y=C da primeira equação, fiquemos 


com o sistema equivalente: 
0,15 0,30||x| |RC 
1 1 |ly) LÊ 


“e 


40 


equações matriciais sem ter de abrir tudo em 

coordenadas e matrizes. Por exemplo: 

a) AX+B=CS AX=C-B 
Como a solução é única, A deve ser inver- 
tível. Multiplicando ambas as equações por 
Ai pelo lado esquerdo (o lado é importan- 
te!), temos: 


AIAX=AUC-B)>X=AMC-B) 


b) XA-X+B=CSX(A-D=C-B 


Agora, multiplicamos por (A — 1) pelo lado 
direito, para ficar com 


X=(C-B(a=DA 


que é a resposta. 


zer o cálculo: 


ns E o: 
EI 
DA E RA 


[ - 


5 
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b) Há uma dica que pode ajudar. Note que 
(PAP-º = (PAP)(PAP-)...(PAP-D) = 
= PA(PIP)A(PAP)A(P-IP)A...AP = 
= PAIAL...AP- = PAºP- 


Assim, podemos calcular PAºP-! elevando o 
resultado do item anterior à sexta potência. 


Como PAP+ é uma matriz diagonal, temos: 


6pl -1)6 4 07. 
PAP =(PAP=| 6 | 
“las o | [4096 0 
“o er) |O q 


Exercícios de revisão, p. 273 


9 Novamente, o truque é tentar achar padrões : 


nas sucessivas potências de A. Temos: 


eba 


Portanto, todas as potências pares de A são da 


2n — Nn-—Tr— 1 3 i 
forma A” = (A?)"=[" = e todas as ímpares são ' Exercícios de fixação, p. 293 


Awm+1=AWm.A=[.A=A. À soma pedida é: 
Ar+A+.+AV=DA+I+A+I+..+Ã+I= 
11 
=20(A+1)= 20 
11 
Alternativa (A). 


29 Como Y = AX (onde A é a matriz 3 x 3 dada, 


Xé3x1e, por consequência, Y é 3 x 1), se 
tomarmos X = (a, b, c) e Y = (64, 107, 29), vem: 


64 22 Ol la 2a + 2b = 64 
107/=|3 3 1|-|b|=5134+3b+c=107 
29 10 1 Cc a+c=29 


(note como os vetores têm de ser transpostos 
para que as multiplicações façam sentido). ; 


Agora é só resolver o sistema: por exemplo, 


fazendo a segunda equação menos as outras 
duas, temos b = 107 —- 64 — 29 = 14. Substi- ; 
tuindo na primeira, temos 2a + 28 = 64 > 
: BZ9 Como no exercício 5, como cada linha pode 


> qa = 18. Na terceira, 18+c=29 => c=11. As- 


sim, a mensagem original é (18, 14, 11), isto | 


é, “SOL”. 


CAPÍTULO VII 


Exercícios de fixação, p. 286 


é [29 A maneira usual para resolver este exercício é 


calcular primeiro 


sela aba aloluo é 


para depois fazer 
detAB=8.8-10.5=14. 
Por outro lado, podemos utilizar uma decor- 
rência do produto de duas matrizes quadradas: 
dadas duas matrizes A e B quadradas de ordem 
n, tem-se det AB = det A - detB. 
É um exercício interessante mostrar esta pro- 
priedade pelo menos para matrizes 2 X 2 (para 
matrizes maiores, dá bastante trabalho demons- 
trar isto). De qualquer forma, sabendo que vale 
esta propriedade, poderíamos ter feito: 

det AB=detA-detB=(4-6)-.(-1-6)=14 
Alternativa (E). 


: E5) Pode-se usar a regra de Sarrus, ou desenvolver 


o determinante pela primeira linha: 


x O 
x X 


demo 


O x x 
x O xl=(-1)x- 

x 
x x O 


=x-(x2) +x:x2=2x 

Uma terceira opção válida: podemos dividir 
cada linha por x; para compensar, multiplica- 
mos tudo por xº (pois são 3 linhas). Então: 


O x x 011 
x O x=xI1 0 1 
x x O 110 


E o determinante que sobrou é mais simples de 
ser calculado (de novo, por Sarrus ou desenvol- 
vendo por alguma fila). 


ser “fatorada por x”, é fácil ver que o cálculo 
deve ser “algo vezes xº”. Afinal: 


Bar 
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2X 0X X -1 1 1 
x -x xl=x:x-x/1 -1 1 
XX —& 1 1 +41 


Agora, é só descobrir o número que dá aquele de- 
terminante — fazendo o cálculo, o número é 4. 


Exercícios de fixação, p. 301 


Ez” Não há uma solução única! Aqui, para facilitar : 


a notação, sejam C,, C, e C, as colunas da ma- 
triz. Vamos trocar C, por C, - C, (pois esta tro- 
ca não altera o determinante, mantém todos 
os números inteiros e cria um 1 na segunda li- 
nha); a seguir trocaremos C, por C, —C, (pelos 
mesmos motivos). Ficamos com: 


-5 7 6 5 7 
bs GS dCec=-=G za 
É <iir B E 6 -11 19 

E | 

C+eC -C|2 1 1 

= é AT 16 


Dessa forma, se trocarmos C, por C, - C, (isto 
é, usando a nova coluna C, — as operações com 


linhas ou colunas têm de ser feitas de forma 
sequencial, uma de cada vez), temos: 


= 12, +] E 1 | 
E & Leg 1 4 
6 17 19 E 23 -17 19 


que é um determinante com apenas números in- 
teiros, e a segunda linha tem apenas o número 1. 


E3º Trocando a primeira linha pela sua soma com 


a segunda, temos: 
a-b b-c c-a 
D=|b a a-bLeL+L, 
c-a a-b b-c = 


Cc C 


a-c b-a c-b 
=lb-c c-aa-b 


c-a a-b b-c 


E, neste novo determinante, a primeira linha é 


um múltiplo (fator —1) da terceira. Então, D = 0. 


“e 


; B4M Há várias maneiras de resolver (incluindo usar 


a regra de Sarrus diretamente e expandir tudo). 
Aqui, faremos o seguinte: vamos subtrair a ter- 
ceira coluna da segunda e, em seguida somar a 
(nova) segunda coluna à primeira: 


b+c a-b a 
D=ic+a b-c bC, e C — C, 
ar ds é o 
b+c -b a 
cra +€ bCeCl =C 


a+b -a c 


c-ba c ba 
a -cbl=-la cb 
b -a c ba c 


(na última passagem, fatoramos o -1 que apa- 
rece na segunda coluna). Não há muito mais a 
se simplificar na matriz — agora, é usar a regra 
de Sarrus mesmo (ou notar que este é exata- 
mente o determinante do último exercício re- 
solvido desta seção). 
D = —(ccc + bbb + aaa — bac — bac — bac) = 
=3abc-a'-b'-c 


16º Temos: 
k —k 2k 1 -12 
det kD =|3k k 4k|=k|3k kk 4k|= 
6k O Sk 6k O S5k 
1 12 1 -12 
=kI|3 1 4/=K|3 1 4]=-16k 
6k O S5k 6 O 5 


Observe que, em geral, se A é uma matriz n X n, 
então det kA = k” det A (em vez de k det A) — 
veja a próxima seção. 


E8º a) Como a terceira linha foi multiplicada por 


5, o novo determinante é 5 vezes o anterior, 
isto é, a resposta é 54. 


b) A matriz dada é a transposta da anterior, 
então o determinante não se altera. 


Resposta: A. 
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c) A primeira linha foi multiplicada por 3, a se- : 
gunda por 2 e a terceira por 5; assim, o novo 


determinante é 2.3 - 5 vezes o anterior! 
A resposta é 304. 


Exercícios de fixação, p. 312 


E5" Vamos começar desenvolvendo pela primeira ; 


linha: 

x 1 00 

LAS O da dO 
o1x1) Tllxiricoxa 
001% 01x DO 


O primeiro determinante pode ser resolvido 


pela regra de Sarrus: 


x 10 
1 x 1)=x)+40+0-x-0-x=x)-2x 
01 x 


O segundo pode ser feito pela primeira coluna: 


110 
x 1|= ne =x-1 
1 

01x E 
Portanto: 
x 100 
1 1 

é O eis p=Gd=) == Aga 

01 x1 
O 01x 


n6º A primeira operação a fazer é diminuir a quan- 
tidade de “x” presente na equação. Por exemplo, 
subtraindo a primeira linha das demais, temos: 


x+2 x+7 x+6 LeL-L, 
x+9 x+5 x+41 Ed = E 
x+4 x+3 x+8 = 


X+2 x+7 x+6 


Agora, desenvolvemos pela primeira linha (ou- | 
tra possibilidade útil era somar todas as colu- 


nas à primeira — deixamos esta alternativa para 


o leitor): 
Xx+2 x+7 x+6 si E e - 
— pao =(X . = 
7 2 5 Lia 
2 —4 2 
Esp pe O undeója( Ejs 
2 2 2 —4 


=-24(x+2)-24(x + 7) - 24(x + 6) = -24(3x+ 15) 


Finalmente, podemos resolver a equação da se- 
guinte forma: 
Xx+2 x+7 x+6 
x+9 x+5 x+1]=053x+15=06x=-5 
x+4 x+3 x+8 


: Exercícios de revisão, p. 313 


* MA Temos: 


2 a,+1 
+1 b,+1 
441 b,+1 
+1..b.+1 


D+ c+1 
E +). 


c;+1 


DN NO 


c,+1 
bel é +] 
bl gd di) 
b+1 c +]. 
Br e + 


Hm 


ss 


a, +1 


o) 
o) 


a, +1 


w 
(9%) 


a 
a 
a 
1 a+1 
il 
1 
1 


1 a 

1 a 
2; 

1 a 

1 a 


Lo A DS 2 A 


a, +1 


na 


4 


onde, no primeiro passo, fatoramos o 2 da pri- 
meira coluna; e, no segundo, subtraímos a pri- 
meira coluna de cada uma das outras. 
Alternativa (D). 


: [16 Basta notar que a soma das duas primeiras co- 


lunas é a terceira. 
Portanto, a resposta é zero. 
Alternativa (E). 


[22! Sugerimos desenvolver pela última coluna (pois 


assim os termos de cada grau em x já vêm juntos): 


1-1 x 


(W=|3 5 -I=x É (=1) Pla 
X= — = . — (— . 
& ; 12 12 
1 2 x 
RE | 
+ x? =8x2+x+43 
3 5 


tar 
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que é uma função quadrática de discriminante : 


A=1-4-.8.3<0. Assim, g(x) não tem raízes reais, 
isto é, seu gráfico não intersecta o eixo OX. 
Alternativa (D). 


'23 Queremos resolver det (A - AI) = 0, isto é: 


1-à 0 ! 
1 —À 1 |=0 
0 1 1-à 


Somando a segunda e terceira colunas à pri- : 


meira, temos: 


oo 4 Loo q 
Dedo t|osP=ajle 4 
De 1 T=A E RR 


28 =1.=>2=0 

7=2>x=1 

Assim, os valores reais de x que resolvem a 
equação são apenas O e 1. 

Alternativa (E). 


25! Abrindo D, pela primeira linha: 


D =2"(2"-0)+1(1-2.2)= 

=2m .2.2"+1=(2"-1)º 

Por outro lado: 
D,=2"-1=(2"+1)(2"-1) 

Como n 0, temos 2n - 1 0, então: 
Do (Qr-1)2 o 2"-1 

D (Q'+D(2'-1) 241 


1 
2 


Alternativa (C). 


No determinante que resta, podemos subtrair a 


primeira linha da segunda, depois desenvolver 
pela segunda linha: 


10 1 10 1 


1a 1 1=/0 à = 

11 1-à 1 1 1-» 
I 1 

=(A = (NO(A 

uh Es EN) 


Juntando tudo na equação original, temos: 
N(2-N)=0 

cujas raízes são À = O (raiz dupla) e À = 2. Assim, 

a soma pedida é 2. 

Alternativa (B). 


24º Para facilitar a notação, façamos 2* = y. Então 
4x =2*=y e 8º =y3. Então, desenvolvendo : 


pela primeira linha: 


Psy 
1 1 1/=/(2-0)-v(2+D+yH0+1)= 
-1 0 2 


=2-32+2y=0>y=00u/2-3y+2=0=> 
>y=louy=2 
Voltando para x, temos: 


2” = O > impossível 


“e 


[27º Abrindo tudo pela primeira linha: 


cos 6 0 sen 6 
sen 6 1 cos 0] = 
cos 6 sen 6 sen 0 


=cos 0(sen 6 — sen 6 cos 0) + sen O(sen? 0 — cos 6) = 
= sen 9(sen? 6 — cos? 6) = -sen 6 cos 20 
Assim, os valores de 6 (entre O e 27) que zeram 
essa expressão correspondem a: 
sen6=0=0=0,7, 27 ou 

x 3r 57 mn 


Ca a 
sg-T 31 57 7x 
4 4" 4! 4 
Tt 3n ST Jm 
R 2 
esposta 0, 4? a 4a? n) 
' CAPÍTULO VIII 


Exercícios de fixação, p. 334 


FZ" e) A matriz completa é: 


2-1 3 5 
3 4 12 7 
12 63 


Trocaremos L, por L, (para que fiquemos 
com coeficiente 1 em x na primeira linha, o 
que facilita um pouco as contas). Em segui- 
da, vamos escalonar o sistema: 


: bel -3L, 
E Le, 2, 
21 35 E 
12 63 
O «1030 =D] 6-1 = 2 
O -5 15 -1 = 
1 2 6 3 
=|0 -10 30 -2 
O 0 0 0 


Eliminando a linha formada apenas por 


zeros, ficamos com um sistema equivalente 
ao original, escalonado, com 2 equações e 3 
incógnitas, a saber: 


x+2y —-62=3 
—10y + 30z = —2 


Como há mais incógnitas do que equações, 
o sistema será indeterminado. Para encon- 
trar todas as soluções, identificamos a(s) 
variável(is) “solta(s)” — no caso, podemos to- 
mar z = k como um número real qualquer e 
Y fica em função de z pela segunda equação. 
Dessa forma, substituindo y e z na primeira 
equação, encontraremos x (possivelmente 
em função de k). Façamos os cálculos: 


10y+30k=-25> p= DEI ap, os 


5 
ns afsta S)-6k=3 a 


Em suma, as soluções (x, y, z) do sistema são 


5 5 


as ternas da forma E 3k + Ea H) na qual | 


k é um número real qualquer! Em outras 
palavras, o conjunto-solução é: 


13 1 
=4|— > k|lkE R 
S [E tes) | 


Por exemplo, tomando k = 0, encontramos 
E = o) que é uma solução; tomando 


k = 4, temos a solução [5 o 4) e assim 


por diante. 


45 
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g) Como um dos coeficientes não tem valor 


numérico conhecido, temos de fazer o es- 
calonamento com mais atenção. Trocando 
a ordem das linhas para facilitar o escalona- 
mento, temos a seguinte matriz completa e 
seu escalonamento: 


la-d 1 a —1 

: 1 | os o 1-4 a 

E esta já é a matriz do sistema escalonada. 

Temos: 

* O sistema será impossível se a última Ii- 
nha representar uma equação do tipo 
Ox + Oy = Db, onde b O. Isto ocorre se e 
somente se1l-a?=0,mas 1+4azo0, isto 


é, sea = 1. Em suma: se a = 1, o sistema é 
impossível. 


Caso contrário, temos de analisar se a úl- 
tima linha pode representar uma equação 
do tipo Ox + Oy = O. Isto ocorre se e somen- 
tesel-a?=0etambém 1+4=0,ouseja, 
se a = -1. Em suma: se a = -1, o sistema 
é possível indeterminado (pois tem uma 
equação e duas incógnitas). Aliás, é fácil 
escrever a única equação que restou: 
x-y=-1 > solução geral o tipo (k — 1, k) 
para qualquer k real. 


Finalmente, se tivermos 1 - q? 0, isto é, 

se a £ +1, o sistema escalonado tem duas 

equações e duas incógnitas, e é portanto 

possível e determinado. Aliás, neste caso, 

não é difícil encontrar a solução: 

O-a)y=(1+a)=> 

5 y- l+a = 1 Si 
A+a(l-a) 1-a 

> x+ayp=-1 > 


-a 1 
ici l-a l-a 


ou seja, no caso possível determinado, a 


Z i ] = Z ( ) l 1 
' 1 , 1 — da j 


º Sea=1,o conjunto solução é S = (2 (siste- 
ma impossível). 


tar 
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e Sea=-1,o conjunto solução é 
S=[(k-1,k) |k E R(sistema possível 
indeterminado). 


e Caso contrário, o conjunto solução é 


Si= 


l-a'1-a 


terminado). 


- E a | (sistema possível de- 


Exercícios de fixação, p. 339 


F2º Como não precisamos descobrir a matriz in- 
versa, em vez de fazer o escalonamento, vamos 
apenas verificar se o determinante é não nulo. : 
Em outras palavras, a matriz não é invertível 
se, e somente se, 


primeira equação 2x — 2y = —5. O sistema é, 
portanto, possível indeterminado. 

º Sea =2, esta equação indica que Oy = 4. O 
sistema é impossível. 


Enfim, caso a £ +2, temos: 
- 342 + a — 10 E Ga — 5a + 2) 3a-5 
P=ê-a (a+2(a-2) a-2 


Substituindo novamente na primeira equação: 


2x+ay=3a+1 > 
5) -2 -1 


>2x=3a+1-a RED Ee ad 

ou seja, nesse caso, o sistema é possível e 

determinado com única solução dada por 

ú p= 1 5) 
, a-2' a-2 


1 x-3 4 : 
3 O -x|=0 | P4” Pelo método dos retângulos: 
—2x 4 —8 
x y Z 
Usando Sarrus, vem: 1 il -3 -6 
0+2x(x-3)+48-0+4x+24(x-3)=0 6 5 l -4 -5 
6 2x)-6x2+28x-24=0 46 1 1 = 0 
62-32+14x-12=06(x-D(G2-2x+12)=0 | 1 5 im 4 
Como a função quadrática x? —- 2x + 12 não tem —4 11 25 
raízes reais, a conclusão é que a matriz não é 0 2 6 
invertível apenas para x = 1. 4 mA 3 5 
Portanto, a resposta é xx 1. -8 24 
-4m — 56 -120 


Exercícios de fixação, p. 349 


FZ Para usar o método dos retângulos, vamos co- 
meçar trocando a ordem das equações (para 
garantir que a, 4 O). Então, usando o método 
dos retângulos, temos: 


x Y 
2 a 3a+1 
a 2, 5 


4-a? | -342-a +10 


Aúltima linha indica que (a? - 4)y = 34? + a — 10. 

Temos os seguintes casos a considerar: 

e Sea =-2, esta equação indica que 0y = 0, : 
ou seja, y está livre. Ficamos apenas com a 


“ré 46 


A penúltima linha indica que —-8z = -24, isto é, 
z=3. Para que haja solução, este valor de z tem 
de servir para a última linha, isto é, 

(-4m — 56)z = (-4m — 56) -. 3 = -120 => 

> 4m+56=40=>m=-4 

Com este valor de m, é certo que o método dos 
retângulos terminará por encontrar uma solu- 
ção (x, y, z), então o problema está resolvido. 
De qualquer forma, vamos encontrar explicita- 
mente esta solução: 

-4y+112=25 > 

> 4y=112-25=11.3-25=8=>y=2 
x+y-32=-6>x=32-y-6=9-2-6=1 
Ou seja, param = -—4; a solução (única) do siste- 
ma é (x, y, Z) = (1,2, 3). 
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12º Pelo algoritmo dos retângulos: As respostas são: 
” y E a) O sistema admite (pelo menos uma) solu- 
ção param + -3. 
1 2 —1 (0) y ) 
b) Sem=o0, a solução geral é (x, , Z) = (3a, —a, o) 
1 —-m —3 0 ; 
onde a é um real qualquer. 
1 3 m m 
-m-2 =2, 0 [13º Como está, o sistema não parece ser linear, mas 
1 m+1 m é só reescrevê-lo: 


3. GSI x+y+Z2=0 


Troquemos a ordem das linhas antes de conti- ps 


nuar (evitando discutir separadamente o caso : pp 4 N=deox-y-z=2 
-m-2=0): i 
=>16/472 = — x+2yp+2 — 41 per = 
1 E = 41674 di 416 x+2y+2=-1 
-m-2 —2, (O) Agora, é resolver o sistema linear pelo seu mé- 
m+3m m(m+2) todo favorito — nós gostamos do algoritmo dos 
retângulos: 
O comportamento do sistema depende apenas : 
desta última equação: x V Z 
m(m+3)z=m(m+2) 1 1 1 0 
e Sem = 0, a equação torna-se Oz = O; neste ] 1 -1 2 
caso, z está livre e o método dos retângulos 4 2 i E] 
obterá x e y em função de z, a saber: É 2 2 Z 
yv+z2=0>y=- 1 0 1 
x+2y-z=0>x=2-2y=z2+227=37z 2 4 


Ou seja, se m = 0, o sistema é indeterminado | E 
com solução geral (x, y, 2) = (32, —z, 2). Então: 
: 27 = —4 Es Z= —D 


-2y-22=2>y=-1-2=1 
x+y+2=0>x=-y-z=-1+2=1 
Resposta: a única solução é (x, y, z) = (1, 1, 2). 


e Sem=-3, a equação torna-se Oz = 3, fazendo : 
com que o sistema seja impossível. É 


e Caso contrário, o sistema é possível e deter- ; 
minado. Apesar de a solução não ter sido : 
pedida explicitamente, vamos encontrá-la : 
assim mesmo: : Exercícios de fixação, p. 353 


m+2 É ) . . 
m(m+3)z=m(m+2)>2="5 : EB9 Note que o sistema é homogêneo, e tem 3 equa- 


ções e 3 incógnitas. Se ele for possível determi- 


v+(m+1Iz=m=> 
nado, a única solução será (x, y, z) = (0, 0, 0). 


>y=m-(m+ 12 a Isto acontece exatamente d int 
MES Mad quando o seguinte 
determinante não se anula: 
x+2y-z=0> 

e ja dps + +56 k 3 
m+3 m+3 m+3 1 1 4]=-4k -4k+24=-4(k+3)(k-2) 

ou seja, neste caso a única solução é | E de O 
(x,y D= m+6 í—2 m+2) Ou seja, se k 2 e k z -3, a única solução é 
Ed m+3'm+3'm+3 (x,y 2)=(0,0,0).Sek=2ouk=-3, o sistema 

A análise do sistema está completa. terá outras soluções. Vejamos: 
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Caso k = 2. O método dos retângulos nos dá: 


X y É 
2 3 -1 O) 
1 -1 4 0 
6 = 15 0 
-5 9 0 

-20 36 0 

0 0 


esperada (para que o sistema seja indeter- | 


minado). 


A variável z está livre, digamos, z = « em 
que a é um real qualquer. As outras variá- : 


veis ficam em função de z: 


9z 9a 
— 9 = 2— D— 
5y+92=0 =>» 5 25 
— 2a 
Zz—-3y 5 la 
A 3 — =0 = = = 
x+3y-2=0=>x Z ; 5 


Assim, se k = 2, a solução geral é (x, y, Z) = 


a, so | (ou, trocando a por 5: 


= - A 
(x, Y, Z) = (-118, 9B, 5B) com B real qualquer). 


Caso k = -3. Então: 


É y Z 
-3 3 —-1 0 
1 -1 4 0 
-6 15 O 

0 -13 O 

O -39 0 


Temos de interromper o procedimento 
aqui: os zeros na coluna do y indicam que y : 


é que tem de ser a variável livre, digamos, 


y = a. Então, qualquer uma das duas últi- : 
mas linhas diz o mesmo: -132=0 ou -39z= : 
O, isto é, z= O (z não está livre!). Colocando 


tudo na primeira linha: 


“3x +3p-2=0>4=y-S=a 


“e 
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b 


' mo) 


A presença da última linha de zeros já era 


nn 


Ou seja, se k = -3, a solução geral é 

(x,y Z2)=(a, q, 0). 

Resumindo tudo: 
eSek=-3,entãoS=[(a,a,0/a E Rj. 
eSek=2,entãoS = ((-11B,9B, SB) |B E Rj. 


e Caso contrário (k 2 e k 4 -3), temos 
S = [(0, 0, 0)). 


Queremos: 


A 1 1 
1»h1/=-06543-3+42=06 
11 


esNA+29)-1)2=05h=1ouh=-2 
Ou seja, as raízes são -2 e 1. 


Para A =-2, o sistema é homogêneo. Como 
detA = O, já sabemos de antemão que 
ele será possível indeterminado. Vamos 
resolvê-lo: 


x y Z 
-2 1 1 0 
1 —2, 1 0 
1 1 —2, 0 
3 —3 0 
-3 3 O) 
O) O) 


Note como a última linha confirma que o 
sistema é indeterminado, e que, de Oz = 0, 
podemos concluir que z = « é um real qual- 
quer. Os valores de y e x devem resolver 
a primeira linha de cada bloco, de baixo 
para cima: 


3y-32=0=>y=z2=a 


PAZ 


-2x+y+2=0>%x= 5 


Assim, se À = —-2, a solução geral do siste- 
ma é (x,y, z) = («, a, «) onde a é um real 
qualquer. 


MANUAL DO PROFESSOR 


Exercícios de revisão, p. 354 


[8º Pelo método dos retângulos: 


x y Z 
1 —1 2 1 
3 1 —1 m 
1 3 n 2m-n 
4 —7 m-3 
4 n-2 2m-n-1 
4n + 20 4m -4n+8 


A última equação, (4n + 20)z = 4m —- 4n+8, ou 


seja, (n+5)z=m-—- n+ 2, classifica o sistema. 
Os casos são: 


eSen=-Sem-n+2=0,istoé,m=-7 então : 
esta equação é Oz = O e o sistema é indetermi- |; 


nado. A solução geral em função de z = a é: 
4y-72=m-3=-10 = p= 12-10 
x-yv+2z=15x=y-22+1= 


10-10 s.4,1- -a-6 
4 4 


e Sen=-S5em-n+2%0, isto é m -7, então 
esta equação é do tipo Oz O e o sistema é 


impossível. 


e Enfim, se n + -5, o sistema é possível deter. : 


minado. 
Agora, respondemos às questões: 


a) Para que o sistema admita infinitas solu- : 
: 3º O determinante do sistema é simplesmente: 


ções, ele tem de ser possível indeterminado, 
istoé,m=-7en=-5. 


b) No caso indeterminado, a solução que tem 


x = O exige que td 0, isto é, a = —6. 
Assim, 
p= jgen=a=b 


4 
ou seja, esta solução é (0, -13, —6). 


M2' Em primeiro lugar, vamos reescrever o siste- ; 
ma no formato ao qual estamos acostumados : 
e multiplicar as linhas por 2, 3 e 4 respectiva- : 


mente, para evitar frações: 


2Xx+y+2Z2=2p 
x+3y+z2=3p 
x+y+47=4p 


Pelo método dos retângulos: 


x y Z 
Z 4 1º 2 
13 1º 3p 
4º 4p 
5 1º 4p 

1 7º 6 

34 26p 


Então: 

347 = 26p = 2 = JSP 
Cê cds a 
2x+yY+2=2p>2x=2p-y-z= 


Sp, Mp 139) 
17" 17" 17) 


Sy+z=4p > 5y=4p-z= 


Então, a única solução é (x, y, Z) = 


Daqui: 

a) Sex, y e z são inteiros, então p tem de ser 
múltiplo de 17 (para eliminar o 17 do deno- 
minador). Isto demonstra a letra (a). 

Por outro lado, se p = 17k para algum k intei- 
ro, O raciocínio acima mostra que (x, y, Z) = 
= (5k, 11k, 13k) será uma solução do sistema 
(e note que 5k; 11k e 13k serão inteiros). 


b 


n— 


(1+a)2-(1-a)2=4a 

Sempre que a % 0, o sistema terá solução única 
(pois tem 2 equações e 2 incógnitas). Por outro 
lado, se a = 0, o sistema é: 

x+y=1 

x+y=1 
que é claramente indeterminado, com uma in- 
finidade de soluções. 
Então as respostas são: 
* O sistema tem solução para todo a real. 
* A solução é única sempre que a a * O. 


: [16 Este sistema não é linear, mas pode ser resolvi- 


do, primeiro elevando a primeira equação ao 
quadrado, vem: 


sw, 
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(X+y+2)2=(-1) => x2+y2+2º 
+2xy+2x2+2y2=1 
Agora, substituindo a segunda e a terceira equa- 
ções nesta, vem: 
1+2:()=1>5=1 
Assim, o sistema é impossível. 
Alternativa (C). 


20 Usando a linearidade do determinante, temos: 


a+m+1 b+n+1 c+p+l) ja bc 
1 1 1 =/1 1 1|+ 
2x 2y 2z 2x 2y 227 


mn p 1 1 1 a bac 
+11 1 1+|/1 1 /1]=-2x 2y 227- 
2x 2y 27) 2x 2y 27 1 1/1 


mn p 
-2x 2y 27+0-2A -2B 
1 1 1 


já que a última tem duas linhas iguais (e a ter- 
ceira linha é o dobro da terceira linha das ma- 
trizes dadas). 

Alternativa (A). 


126! Para que os sistemas sejam equivalentes, eles 
devem ter as mesmas soluções. Em particular, 
a solução do primeiro sistema é (x, y) = (-1, 2); 
estes valores têm de servir no outro sistema, 
então: 
-a-2b=5 
2a+b=-1 


Resolvendo este sistema, vem a= 1 eb=-3. 
Alternativa (E). 


27! A única solução das duas primeiras equações 


é (x, y) = (2, 4). Ela tem de satisfazer à terceira 


equação, isto é: 
2(m — 1) + 8m = 105 => m = 10,7 
Alternativa (D). 


33 Em primeiro lugar, a equação de cima pode ser 


escrita como x = O ou x + 3y = 0. Assim, temos 


“e 


dois sistemas para resolver: 
E =0 ou | Xx+ 3y =0 
X—V= 2 Xx-y= 2 
O primeiro nos dá a solução (0, -2), ao passo 
que o segundo nos dá (5 5) A soma pedida 
-5 


: ' 1 
2-—> =. 
é então 2 2 


Alternativa (A). 


: 35 Como as equações nunca serão múltiplas uma 


da outra (note que ambos os termos indepen- 
dentes são 1; se as equações fossem múltiplas 
uma da outra, seriam iguais, masentãoa=a+1, 
o que é impossível), o sistema nunca será pos- 
sível indeterminado. Para que o sistema seja 
impossível, basta então que o determinante do 
sistema a - (-a) —- (a + 1)(a - 1) = 29º + 1 seja 


: ç 1 
nulo, isto é, a? = 2 


Alternativa (A). 


| M4 Sejam x, y e z respectivamente os preços uni- 


tários do hamburguer, refrigerante e porção de 
fritas. Os dados levam às equações: 

4x +2y+2z=18 

6x + 8y + 32 = 30 
Resolvendo esse sistema pelo método dos re- 
tângulos, temos: 


X y Fá 
+ 2Z 2 18 
6 8 3 30 

20 O) 12 


A última equação nos diz que 20y = 12, isto é, 
Y = 0,60. Por outro lado, a variável z está livre 
(O na sua coluna do último bloco), e a variá- 
vel x pode ser colocada em função de z da se- 
guinte forma: 

9-y-Z. Z 
= e 4,20 — Z 
Em suma, as soluções daquele sistema são todas 


da forma (x, , Z) = [4,20 — E 0,60; 2) O fato de 


4x +2y+22=18=>x= 


x e z terem de ser positivos impõe restrições a z, 
a saber, z< 8, 40ez>0, respectivamente. 
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Vejamos o que sabemos sobre a conta da tercei- : 


ra mesa: 
2x+37+2=2[4,20-É) + 3(0,60) + 2 = 10,20 


Ou seja, mesmo sem saber os valores exatos de : 
x e z, sabemos que esta conta será de R$ 10,20; : 


e o valor unitário do refrigerante é y, isto é, 
R$ 0,60. 
Alternativa (A). 


49 Suponha que x é o número de litros de P, que 
produziremos, e que y é o número de litros de 
P, que produziremos. Supondo que os volumes 
se mantêm nas misturas, precisamos de 0,2x de 
Ae 0,8x de B para produzir P, e precisamos de 


mais 0,1y de A e 0,9y de B para produzir P,. 
Em suma: 

0,2x + 0,1y=2 

0,8x + 0,9y = 13 


Fazendo a segunda equação menos quatro vezes 
a primeira, temos 0,5y = 5, isto é, y = 10. Substi- : 
tuindo de volta na primeira, temos 0, 2x+1=2=> 
=> x=5. É fácil verificar que (x; ) = (5; 10) real- 


mente resolve ambas as equações, então: 


Resposta: Ela pode fabricar 5 litros de P, e 10 


litros de P,. 


157 Suponha que são x filhos e y filhas. Temos as : , mo , 
: 167 Seja x o número de irmãos e y o número de 


seguintes equações: 
x-1=y 
x=2y-1) 


Agora é só resolver o sistema: (x, y)) = (4,3), e o 


total é 7. 
Alternativa (E). 


[58 Primeira solução: faça com calma, passo a pas- 
so. Suponha que inicialmente os números eram: 


(x, Y, Z) 


Enfim, x — y vão da terceira para a primeira: 
(2x-2y2y-2z,22-(x-7)) 

Como estes números são iguais a 24 (pois são 

72 no total), temos o sistema: 


bp —-2y=24 


2y-z=24 
Xx+/+27=24 


que pode ser resolvido pelos métodos usuais. 


Segunda solução: achamos mais interessan- 
te, porém, começar da última posição e desfa- 
zer os movimentos um a um. Na última fase, 
tínhamos: 

(24, 24, 24) 
Devolvendo metade dos palitos da primeira 
caixa para a terceira: 

(12, 24, 36) 
Devolvendo metade dos palitos da terceira para 
a segunda: 

(12; 42; 18) 
E, finalmente, devolvendo metade dos palitos 
da segunda para a primeira: 

(33, 21, 18) 
Esta era a configuração inicial! 
Alternativa (C). 


irmãs. Temos: 


X 
dio a 
x-1=3y 


Resolvendo, vem (x, y) = (16, 5). São 5 filhas. 
Alternativa (A). 


; 164 Vamos ao método dos retângulos: 


Após a primeira transferência de y palitos da 


primeira para a segunda, ficam: 


(x =)» 2, Z) 


Em seguida, são z palitos que vão da segunda 


para a terceira: 


(x-y 2y- 2,22) 
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Da y Z 
2 -1 3 
1 2 -1 3 
Yi 4 3 13 
5 -5 6-a 
15 -15 26 — 7a 
O) 40 — 200 
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Note que o sistema não pode ser determinado, 


por causa da equação Oz = 40 - 20. A única 


maneira de ele ser possível é tomar 40 — 20,= 0, 


isto é, a. = 2. Assim, esta última equação deixa 
z livre, isto é, z = o com o real qualquer. Para as ; 


outras variáveis, temos: 


2x-y+32=a=2 5x0 14258. La 


Os valores de a podem ser escolhidos de várias : 
formas; por exemplo, tomando a = O vem a so- 


ali dal: .2 +) 
lução (£, = 0) tomando a = 5 vem (1 515) 


Em suma: 


e Para que o sistema seja possível, devemos ter ; 


a = 2. 
ã, j 7 4 
e A solução geral é (x, y, Z) = q —-a, a + 3 a; 
onde « é um real qualquer. 


e Duas dessas soluções são [É s 0) e (1, E ) 


(dentre outras). 


CAPÍTULO IX 


Exercícios de revisão, p. 397 


APAB é retângulo => PB? = PA? + AB? 
PB2=02+02=292=V24º 

PB? = av2 

PC=PB=av2 
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AO = BO = CO = DO = 


av'2 
Fo 2 = 
OM é comum aos 4 triângulos e OM é perpen- 


dicular ao plano 7. 
Os triângulos são equiláteros congruentes. 


2 
OM? + [uz ) =q? 


OM? = q? - 22 — 28? 
4 4 
oM = 2 
2, 


S'=8m? 

4x=8>x=2m 
2p=4+4+2+2=>2p=12m 
S'=S.cosa 

8 = 16 cos «=> cos a=— 

a = 60º 
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CAPÍTULO X 


Exercícios de fixação, p. 422 


EZa 
a 
a) n= + [5] 
ne dE = MS 
a [av5) 
se= (3) +| 2 | 
jp= E, 2 p= 26 
2 
b) Kft= t+ [5) = KI = 8 


2 
Rp=spa(Ão, 9 
2 
4a? Sa? 3a 
pa ca Reis 
KP = 4 PA => Kl= 2 


Pela lei dos cossenos: 


Efe es 


64? 94? Sa? 6a2v'5 


4 4 4 4 
6a/5 cos 6 = 84º 


cos ge 6 AS = VE o 
65 v5 30 
p=arccos [AS] 
15 


|-2 


Sa a 
ã 


cos 6 


4v'5 
15 


5 
2 


cos 6 
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: Exercícios de revisão, p. 435 


IPS 


pa 


feias És. 
2a 2 


a = 30º 
AVD = 2a = 60º 
Alternativa (C). 


OPP"P” é um quadrilátero. 


S, = 360º 
90º + 90º + 45º + a = 360º 
a = 135º 


Alternativa (E). 


x2= 5º + 10? 
x?=25 + 100 = 125 
x=5v5 


Alternativa (A). 


tar 
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C= 27R | 27R = 21Rv'2, 
4 4 4 
onde R = aresta do cubo = 1 m 


C=h, E, 12 =. Im+nv'2 
2 2 2, 2 
c-2+v2)n 
2 


Alternativa (A). 


CAPÍTULO XI 


Exercícios de fixação, p. 443 
BS =360º(A-F) 
1440 = 360 (10 - F) 

1440 
10-E="360 
F=6 

Bo r-8 
1 
A, Em ÇA 
S, = 360º (A — F) 
307=2n(A-8)-n(k-2) 
30=24-16-k+2 
2A —-k = 44 


=4>10-4=F 


e A=6k 
bd = 


2-6k-k=44 
12k — k = 44 > 11k = 44 
k=4 (quadrilátero) 
Alternativa (B). 


Exercícios de fixação, p. 449 


4 F=15 
V,=2 
V,=4 
V;=* 
A=? 
3V, + 4V,+5V,=2A 
3:.x+4.4+5.2=2A 


“e 


54 


3x + 16 + 10=2A 
3x- 2A = -26 
V+F=A+2 
6+x+15=A+2 
x=A-19 
3(A- 19) -2A = -26 
3A-57-2A =-26 
A=31 


3F, + 4F, = 2A 
3y+4x=2.20 
4x + 3y = 40 
V+F=A+2 
10+x+7=20+2 
x+y=12 

4x + 3y=40 


x-y=12>y=12-x 
4x + 3(12 — x) = 40 

4x + 36 — 3x = 40 
x=4>y=8 


Exercícios de fixação, p. 454 


ES" O icosaedro é formado por 20 triângulos equi- 


láteros. a = 6 cm 
Ag =20- VB 25.63 A, = 180V3 cm? 
Su, = 30 - 6= 180 cm 


arestas 


Exercícios de revisão, p. 455 
: EM F,=80 


F, = 12 

3F, + SF, = 2A 
3-.80+5-12=2A 
240 + 60 = 2A 

300 = 2A 

A= 150 
V+F=A+2 
V+92=150+2 
V=60 

Alternativa (B). 
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ESE S, = 5760º 
F,=* 
F,=7 
A=28 
180x + 180. 5y = 5760º 
Xx+5)=32=>x=32-5y 
3x +7y=2:28 
3(32-5)+7y=56 
96-15y+77=56 
—8y = -40 
y=5=>x=7 
Alternativa (C). 
HO F=6 
V=8 
A=? 
Para fechar basta colocar 1 face. 


Os números de arestas e vértices não se alteram. 


F'=7 

V=8 
V+F=A+2 
7+8=A+2 
A=13 
Alternativa (D). 


5º Planificando a superfície lateral: 


50º .n < 360º 
< 360 
50 
n< 7,2 
Logo: n=7 


Alternativa (C). 


: CAPÍTULO XII 
| Exercícios de fixação, p. 467 


| DGM 1 lata > 50 mº 


3m 


PocsSDScncDcsSccssLocn assess cso sd 


4m 


8m 


S$,=2:8.3+2.4-3 
S, = 48 + 24 
S,=72mº 

50 m? — 100% 
28m? — x 

x = 56% 


Exercícios de fixação, p. 472 


[8º Planificando: 


.B 
4 Mo | 
4 Ea 4 
xá 
a” 
A 
8 Do À 8 8 
A 
Á 9 
4 a? 4 
4 4 
9 
4 4 
9 


dº=122+9=144+81=225 
d=15 


MO a+b+c=15 
S, = 124 cm? 
d, = 10 cm 


55 Eh vá 


MANUAL DO PROFESSOR 


S,=? 
V=S,.h 


ve (BS no 134 


ESA mpj= Bá 
2 
(a+b+0)?=a2+b? ++ 2(ab + ac + bo) Po 429=11345x)=27 
Dº S X=3 
152=D2 + 124 S.=2:8,45, 
225 — 124 =D? 
D? = 101 Sp = Dam 
D2=102+c? o 15 . 
101 = 100 +€2 | S,=12-9+4. 2 - 21 = 108 + 630 
cs iem 3,= 738 dm? 
a | Exercícios de fixação, p. 501 
a? + b? = 100 ' mm 
a=8 cm 


ab 
b=6 cm a 


Exercícios de fixação, p. 486 


3 
EZa 

VV Va 

cil.gr cil.pq 
V=nR?h-nrh 
V=1:32.3-n-12.3=27n-37 
V=24remº 
S = 27Rh + 2arh + 2(mRº — qr?) 
S=27:3-3+27-1:3+2(9m-7n) 


S=187+617+ 167=S=407cm? 


D=4. 1 
d=3.3=9 dm Exercícios de revisão, p. 506 
h=21 dm É 
2 : 
9 81 É (2) 
2 — 2 = E : 
e=6 +] 36 + 4 
1) x+1 
pp 144+81 225 
4 4 x 
15 
(= dm x x+1 
A d=3x x x+1 
D A Sy=4:* 
D=4x So =4-(x+ 1) 
h=D+d= h=7x S,, =S, + 164 
V=1134 dm? 4(x2 + 2x+ 1) = 4x2 + 164 


à VA: 56 


MANUAL DO PROFESSOR 


4x2 + 8x + 4= 4x2 + 164 

8x = 160 > x = 20 
V=x=208=>V=8000mº 
Alternativa (C). 


3x=6 cm 


5x = 10 cm 
7x=14 cm 


(2/83)? = (7x)? + (5x)? + (3x)? 
4.83=49x2+ 25x? + 9x? 
4.83=83xº 

x2=4>2x=2 

V=14.10-6 

V = 840 cm? 

Alternativa (E). 


46,2 61,6 
x=6m 
Alternativa (D). 


h 
S -bih 8-3 “om 


B 


2 2 
V=12.3=36mº 
Alternativa (C). 


57 


Lei dos cossenos: 


care eg 


2 
2a? = 58,56 dE cos 
de as a= Es 
4 4 
Cases 
3 


a = arccos |-À 
E 3 


Alternativa (C). 


6m=60 


8 m = 80 dm 


Vy=80 - 60 - 0,05 = 240 dm” 
Alternativa (D). 


V=abc 

V=x-(20-x):2 
V=40x-2x 

V(x) =-2x? + 40x 
A=402-4.(-2).0 = 1600 
Volume máximo => y, = 
Alternativa (C). 


“dao 


fas Joosa 


0,5 em = 0,05 dm 


3m=30 dm 


dm 


— 1600 
8, 200 
Bwr 


MANUAL DO PROFESSOR 


36 D EE» 
E h=1 cm — E h=1 cm 
R R+4 


S, = 27R? + 27Rh= 27R?+27R -1 
S,=27(R+4)-.h=27(R+4)-1 
S,=21R +87 

21R? + 27R = 217R + 87 
2nR?=817=>R?=4 

R = +2 => solução positiva R = 2 cm 
Alternativa (B). 


B8 «) 


26 cm 


40nR? — 1 kg 
247R? — Pkg 


24; 6 
40 10 
Alternativa (A). 


=0,6kg=600g 


ANS =55, => 2mRh= >nRº 


4h=R 

4R + 2h = 18 
4.4h+2h= 18 = 18h=18 
h=Im R=4m 
V=R%h 
V=n-4.1>V=l6nam 
Alternativa (D). 


“e 


: MM h=15m 


58 


d=8m=>R=4m 
S = 90 m? 

x: 15=90 
x=6m 


42=y2+3º 
16=72+9 
A 
p=v7 m 

k= (4+v7)m 
Alternativa (D). 


800m=h 


R= 200 
x 


m 


Planificando: 
A 


T-R :B 
x - 200 
E 


OD — 


As 200 m 


Je no 


d? = 800? + 200? 
d? = 640 000 + 40 000 = 680 000 
d=200v17m 


MANUAL DO PROFESSOR 


CAPÍTULO XIII 25m [2 + | 
Exercícios de fixação, p. 553 Naa = E | génio. 5 
É Nai E (h — 5) h = ) 


1 
EH V=5:S,h 


Considerando como base o AABC, temos: Sh— 25 = am +5 => 3h=30 


: h = 10 cm 
1 3.3 9 : j 
V= E 3= 2 | Alternativa (C). 
Considerando como base o AACF: | ER 
2 : 
vel. 6W3)v3 .g R=2 
3 2 S, = TRG 
v=9:2:v3 Ho ve SS H 1 rG"=7RG 
12 3 
Como a pirâmide é a mesma, seu volume é Ega R=2>5G=6 
igual independentemente da escolha de sua ; 3 
base, mo Sg=1R2=n2? = 
Eid S=4r41º 2. spa 
: 167 — 100% 
Alternativa (B). | k=25 
2 Lei dos cossenos: Alternativa (B). 
2 : 
E] toma 
2 2 2 2 
32 Po IL IIS 
E A + 4 : cos M 
(2 
20º vê ZLVS cosM = + 
243 cos a =1 
cos M = 3 = cosM = 3 
Ec v3 6 


Alternativa (B). 


Exercícios de fixação, p. 576 


4 Vinagre: 
Viu = AR . (h o 5) 
E tonto = 5) 

Elevando ao quadrado, temos: 
Azeite: » 3h; nº 
Vo=2R?.h-Voa | Rg E 
V.. = 251h- e (h-5) Substituindo em S, vem: 

: = n2 
mise 
V.=25m/h- n + e a 
aa 3 3 Alternativa (C). 


59 Eh vd 


MANUAL DO PROFESSOR 


Exercícios de revisão, p. 579 am 


H6 Admitindo que a base do cubo seja coincidente : 
com a base da pirâmide, conforme figura, temos: : 


6/2 6 6/2 6V3 
Edo OR a - 
x=2/3-2/2 

x=2(Y3 -Y2) em 
Alternativa (D). 


Alternativa (C). nm IS 


E á eixo 
A h h 1 
asas [ (4) GV 
tronco = Va e V, = TV, 
8V, — 100% 
7V, — PW 
P=87,5% 
Alternativa (D). 


S, = 144 m? 
Sp = 64 m? Veado Fe Vai o Vim 
2 : 2 
hj SS Vi = ati ME 
H/*S, sê 3 
2 É 
4) 64 16 64 | Vo=2aRh=27.42.3 
H/ 144 “H2 144 ' 3 3 
H=36>H=6m 4 V=32m 
Alternativa (D). Alternativa (C). 


à VA: 60 


MANUAL DO PROFESSOR 


2 


BB'=RV3 + R- RV8  RVS+2R 


BB'= 5v3 49) 


ai Área do tronco: 5 
s=-n-[52-v3 +7- 5 (3+2) + 5, 
2 
IE s,=T5.[4-43+3)+(344v3+4)]+5, 
| 2 
Vesndá EE Va o 2 . Vu o o = = -14+ S, 
Va=m-2r=2n" 
a CC mê.r o nr Semelhança: 
cone 3 = 3 8 = La 
2nr 41º G R 
no 3 
Vol 211 3 E 3 É g — (2 e v3) 
Alternativa (C). g+ 2R E R Ro V3) 
É 2 
, 28 +8V3=2g-8V3 + 4R-2RV3 
CAPÍTULO XIV o ogvã=4R-2RV3 
Exercícios de revisão, p. 637 peéRs RvV3,/3 - 2/3R-3R 
— e v3 v3 É 
26 b) AB= V2Rm = ABº=2Rm EN R 
Po g=5(203-3) 
S=21km => S=71(2Rm) 3 
=> S=1(AB?, que é a área do círculo cujo raio G= 2N3R-3R +2R= 2V3R-3R 
mede AB. R : 
27! b) Basta mostrar que a distância do centro às arestas RE 3 (23 +3) 
laterais é igual à distância do centro às arestas da ; Área lateral: 
base, isto é, igual à metade da aresta da pirâmide. S,=7RG -mg=1(RG-rg) 


45 É S=m:[5 (0342). (2U3+3)-5 (2-3). 
É (233) 
EE es va/0 60) MB =6=64000) 


| 


5-2 .[12+73+12-73)- 25.24 


S, = 47R? 
Área total: 
71R? 15mR? 
| ma= o tAR="5— 
2 
x=R-RV3 5» y = 2R-RV3 | [sm E 
o E —=2k=>k="2 
x=5(2-v3) E 
2 : Alternativa (B). 


61 Eh vá 


MANUAL DO PROFESSOR 


58 V=5":3'=36r 


367 


Meia esfera: V = = 187 


Va=t P.l=a 
Vo =187-7 


sólido 


Voa = 177 cm 


sólido 


Alternativa (D). 


PGM V=Vo-3V,, 


Va -q2.6da-3- Pa 


R 
Projeção 1: — 
rojeção 1: — 


Vis = 601 — 4aºT 


d 


Projeção 2: 2R — e Do Nana 
Alternativa (A). 


hº = (proj 1) - (proj 2) 


R R 2R? Rº? | 
h? = 2R — = — : = 
nº — 2Rêm - Rº R=3 dm 
m? Í 
mz>1 
Va = SaR? 
Voólido = aaa + DV agaad 
2) 2 
Veonei = qittt di E | as 
m 
2 2 
cone? — = «(to ii E E pr - a 
m 
2 
Vogtido = T «(rem EE É E sor 
2 E 
sólido — E (2m 
V= Na ia 
as 41Rº dent (Qm-1) 
3 
v= dE E fe 2-3(2m + 1] 
3 
E (Cm? - 6m-3) É Vo =09/3-n4y3 
3m? líq 
: = 3 
gra DE 6 8 o Via Ri 
"3 a ni Vias 537 litros 
Alternativa (E). Alternativa (C). 


à VA: 62 


MANUAL DO PROFESSOR 


; 2 
74 = te + (02) 


Alternativa (B). | 
CAPÍTULO XV Ê 


Exercícios de revisão, p. 681 


sia “a 
3247 =x 
9+72=-9.M 


= 


Aternativa (C). 


63 Eh vd 


MANUAL DO PROFESSOR 


25 
a=2R 
Razão: 
4mR? | AmR? ad 47R? q 
64º 6-(2R) 6-4R 6 
Alternativa (A). 
33 


Alternativa (C). 


“e 


26 cm 


A maior esfera deve ter raio igual a 4 cm. 


Cabem 6 bolas. 


Alternativa (D). 


k k kky/2 | kky2 


Bos , 
Ms," q 2 


=kskv2=k(1++42) 
k(1+/2)=4+42 
k(1+v2)=4(1+v2) 


k=4 
k=2 
VEM qu a 

1 8 24-8 16 
=293-.—.9D2. = — = = 
V=2 3 22.2=8 3 3 3 


Alternativa (E). 


Capítulo | 
PROGRESSÕES 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 18 


ET a) razão igual a 2 (crescente) 
b) razão igual a -8 (decrescente) 
c) razão igual a O (constante ou esta- 
cionária) 
Ea a,=2n+2 
BB aç=119 
ES a, =-37 
ES n=80 
6 a,=0+7b 


ES 31 mm, 44 mm, 57 mm, 70 mm e 
83 mm. 


18º 27 vezes 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 23 


7 25filas 

BZ 150 

EB! 25 linhas por página 
4! 101º. (101041) 

ES 0,=45 

B6 s=1 

7 923 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 35 


Ea a) crescente 
b) crescente 
c) decrescente 
d) decrescente 
e) constante ou estacionária 
f) oscilante ou alternante 


GABARITO 
ER q,=2" 
BB a,=81 

1 


Bo 


[5 Arazãoéq=2.EaPGé(2,4,8,16, 
32, 64, 128, 256). 


16" Será R$ 133,10. 

7) Arazão q=1,2649e 0a, = 12,649. 
EB! A 

[9º (3,6,12) ou (12,6,3) 


NO 60,1% 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 44 


mM s,-968 


2 s,=29524 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 45 


EH A 
E B 
ED 
Ea 70 
EI D 
Pó D 
EH B 


687 


EB” E 
Fo] A 
Ho A 
mm E 
2! B 
mB E 
Má a 
15! 120º 
6! a) 150º b) 
HZ s 
8 E 
9 A 
20 900 latas 
tl c 
22 E 
23 A 
iz4l c 
25! B 
26 D 
EA E 
28 A 
29 E 
Bo D 
99 
BT 2? 
B2 D 
B3! B 
B4 a 
B5 D 


n|- 


tar 


GABARITO 


B6 a) 295 
BZ a) 120 
B8 D 
B9 A 
Mo a 
jam! c 
MZ a 
43! c 
Ma E 
45 D 
46 A 
MZ c 
(48 2420 cartas 
49 D 
50! c 
51 c 
52 c 
53 D 
54 E 
55 D 
56 A 
E c 
58 D 
[59] c 


60 a) F 
b) V 


61 A 
62! B 
63! c 
64 A 
[65! B 


ds 


b) N=83 


b) 14859 


o) V 
d) V 


66 E 
67 A 
[68 c 
65) is b) 
Zo E 
Za 
Z2 A 
Za B 


Nnjw 


DESAFIOS 


[7 a) 10034e 10035 o nível 13 
b) 2508 d) 921 sócios 


FZ! 5049 segmentos 
E3' 127 placas 


Ea Sugestão: 
a) Demonstração. 


b) K=125 


n+n 
sa = 


b) Demonstração. 


Capítulo II 


NOÇÕES DE 
MATEMÁTICA FINANCEIRA 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 60 

1 1 4 
DB Eu b) — E 


3 
Db EA 
b) Não. A razão entre moças e rapa- 


zes até 2 horas foi de EO 


c) Às 22 horas. 
[3º 280 km/h 
E») 


688 


EH A 

F6! B 

ED 

EB! A 

Fo! B 

Ho c 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 66 

7) 6 dias 

F2' 20 horas diárias 
E3' 2560 peças 
F4' 10 horas 
ED 

H6! B 

EZ' R$ 36,00 
EB! B 

93 D 

Mo! c 

ma B 

HZ D 

3 E 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 71 


| Po 


E2' Comprei 30 de uva, 20 de laranja e 
10 de guaraná. 


[3º 80;60e 120 
P4' 80;32€20 
EI D 
F6' B 


GABARITO 


BZ a : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : 0 
: Página 80 : 
E8' R$50,00 : : 16) R$ 3.960,00 


ED 
EH B 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO mo 
Página 75 É : EB] 60% 


“ED : 
HH A o 


EH A : : MOD 


mA Madi mo 
Bam a * EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO mo 
mc Página 86 EM 
Dé B mm: mc 
EA me mo 
EE Dali não 
mA ms 


93 A 
o D mm A mes 
6! B 


mo | e 
Ha B Rai mc 
H5 di A 
ED = [MZ R$ 100,00 Em: 
HZ D 
8 E 
9 A 
zo! E mo É BRA 
mm E * EXERCÍCIOS DE REVISÃO sá 
22 A Página 92 BO E 
23 A Rali mo 
24 c Lo Ba 


[2 a) R$3.036,00 b) 51,8% ES c 
[13 R$500,00 ' mc 
Ha c pos 


25 B E : 83 a) Não, M=R$ 288,10. 


b) 1,45 
26 E : MA 


689 E vá 


GABARITO 


B4 E : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: Página 109 : Página 119 
35 a) R$ 280,00 b) R$ 269,00 : 
: ma) 860 b) 64 : mao o) 60 
B6 B b) 60 d) 34650 
i Das b) 8 : 
Ez! 300 
; | BBla)1680 d) 30 9) 840 E 9! 8! 
— Capítulo ll b)210 e) 480 h)144 Mo sa 9 51 
ANALISE COMBINATOÓRIA o) 210  f) 360 É 8! 81 Bl 
D) 3.21 Data. 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : EM só mms 
Página 105 É : 21.31 
: 2 : . 
ET a) 900 b) 648 E : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: TE 420 : Página 123 
EM 336 
É O 34 à EH 120 
: E8! 216 palavras : 
E c : BI 240 
: F98 729 i 
EH D E DAS a) 20! b) 19! 
: Ho! 720 
16" a) 158184000 placas b) = 3,85% ! EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: í x : Página 133 
FZ) a) Resposta pessoal. b)1512 melodias ; EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : a 
: Página 117 EE: 
EB c : 
Em) 360 ms 
Poa B : 
EZ8 24 : EB) 210 copos 
Ho! 630 
BBº 24 | a 200 
am so 
ne PAS a) 362800 b) 10080 HE 2030 
61 
: 06) 1500 
: ES a) 120 b) 24 
mB : EZO a) 120 b) 56 
: 6a 7! c) 8! : 
4! 2048 rotas b) 71.3! d) 81.3! DBO 98 
HS! 600 Mo: o 41.2 BN O 
b) 41.41.2 d) 2-6! É 
Hé D : MO! 31 
[8 18ºlugar : 
HZ c É : mm 8658 
A Ê 
18 13440 É na : HZ a) 210 b) 140 co) 70 
9 12 | Mo! a) o d) nº. n! 513º 220 triângulos 
: (n+ 1)! i 
b) 9! 90 . ' 
20 A pln+1-p)! | EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
o) n! : Página 140 
21 250 
mm n=7 = Da b)n=5 


à VA: 690 


GABARITO 


Ea 21 b) 56 o 35 
BB a 6 b) 10 o) 4 
Da a) 15 b) 35 o 15 
EI 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 144 


EH D 

ES B 

Ea 249 

Ba E 

E511e3 

F6l B 

7 8462 

EB! E 

ED 

Ho! 160 

HM! 5760 configurações 
MZ c 

173! 840 comissões 
M4 1140 planos 
115º 210 triângulos 
16 132 jogos 
MZ) 40 retas 

8! 90 

9! 110880 

20! 1152 

21 161280 

22! 58º lugar 

23 c 

24! A 


[25] c 

26 1800 
27 s 

28! 72 

29 55 

Bo 21 

37 17 jogos 
BZ E 
Ec, 

B4 792 

35 4950 retas 
B6 252 

BZ c 

'38' 76 triângulos 
B9 c 

40! 240 

41 2880 
[42] 86400 
43 39 jogos 
[44! 20 

45 20 

46! B 

az (a! 
48 3'º talões 
49! B 

50 D 

[51 210 

[52 56 

[53 E 

154 7 piadas 


691 


55  B 
[56 B 
[57] c 
58 E 
59] 45 
60 21 
67 84 
62 ci; 


Capítulo IV 
BINÔMIO DE NEWTON 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 154 


HE ;-1 
EH x-=1o0ux-3 


EB a) x=-1 oux=4 
b)x=1oux=2 
)x=20ux=3 


x—-4 
= 


ES x=6 


6 Demonstração. 
EH n=3 

EB! a) x=1 b) p=30up=2 
E93 n=90 

O n=3 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 160 

Bm n=10 


n(n+ D(n+ 2) 
sm 3 


3 m=8;p=4 


m=8;p=5 


EM c 


m+1 


Ez 


tar 


GABARITO 


E 2.1 
ES 32 

EB a m=11 
9. zero. 

Ho (1p.c., 
E s-6.c, 
nz c, 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 169 


DM xw-3X+32-1 


62048 
Ez 729 


3) 448x 
E4s 70 
EH 6 


16) 59136x 


1 

BH n=sr, 
3 n=4;7T, 
Má 64 

15 700 
M6' 1 


— 4º 8 yl2 
HZ n=4Gx 


18 23,03 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Página 173 
EH D 
Ez B 
EH A 


“e 


b) m=12 


b) 1 


Ea B 
EI c 
F6! D 
E D 
E c 
FoM E 
Ho! B 
ms 
HZ! c 
53! B 
Ha c 
5! E 
6 D 
HZ a 
8! B 
9 s 
'20 zero. 
21 90 
22! -126 
23 c 
z4' B 
25! 96 
26! B 
2z s 
28 c 
29! B 
Bo D 
BT A 
BZ D 
B3 D 
Ba B 
B5D 


692 


B6 c 
BZ c 
B8 E 
B9! B 
Mo D 
at a 
42! B 
las! B 
Ma D 


Capítulo V 
PROBABILIDADE 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 185 


7º Q= (uva, coco, limão, manga, choco- 
late) 


BR o- (janeiro, fevereiro, março, abril, 
maio, junho, julho, agosto, setembro, 
outubro, novembro, dezembro) 


BE 2=((1,2); (1,3); (1,4); (2,1); 2,3); 

(2,4); 3,1); (3,2); (3,4); (4,1); (4,2); 
(4,3) 

b) E=((1,2); (2,1) 

O E=((1,2:(1,3);01,4):(2,3);: 0,4); 
(3,4)) 

d) E=O 

e) E=((1,2); (1,4); (2,1); (2,3); 2,4); 
(3,2); (3,4); (41); (4,2); (4,3) 

f) E=O 


O a 0=(1,2,3,4,5,6) 
b) E=(5, 6) 
o E=(1,3,5) 
d) E=(2,3,5) 
e) E=(1,2,4,5, 6) 
9) E=(1,2,3,4,5,6) 
9) E=(2,3,4,5,6) 
h) E=O 


15 a) E=(1,2,3,5,6,10,15, 30) 
b) E=(4,8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 
36, 40, 44, 48) 
o) E=(1,4,9,16, 25, 36, 49) 
d) E=(25) 
e) E=O 


GABARITO 


[6 a) Lançamentos 


ADA, DIA, 3 SA, 5), 6) 


(2, DI(2, DI2, DIZ, HI2, SI(2, 6) 

(3, DG, 2)/(3, DIB, DIB, 5)I(3, 6) 

(4, DI(4, 2)/(4, BICA, AA, S)I(4, 6) 

(5, DIS, 2105, 3)I(5, HI(5, S)ICS, 6) 

(6, DI(6, 2)(6, 3)(6, 4I(6, 5)I(6, 6) 

b) E=((1,1); (2,2); (3,3); (4,4); (5,5); 
(6,6) 

o) E=((2,1); (1,2); (1,1) 

d) E=((5,1); (4,2); (3,3); (2,4); (1,5)) 

e) E=O 

f) E=o próprio espaço amostral 


alulafwln|=|- 


BD o S=(VV);(V, A), (Y, P(A, V); 
(A, P); (PV); (P, A)) 


b) E=((V, V)) 


o) -E=((V, A); (V, PCA, V); (A, P); 
(P, V); (P, A) 


a) D=((V, V); (V, A); (MV, PJ 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 190 
1 
mo 
1 8 4 
Ho D 5975 
1 1 
| 
c) sz 


Ea Ao ou 33,33...% 
3 
Ea FE ou 75% 


ES sou 11,11...% 


| 
H 


496 
peisiaaoo 0, 
500 ou 99,2% 


5 1 
EE 9 
20 7 OU 25% 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 198 


E s ou = 66,6...% 
3 7 
EH a gu 37,5% b) gu 87,5% 


Ba o ou 35% bb) o ou 65% 


Ei 250 
5 = Do = 4,35% 
4 ci, 5289 “PO 


E a 4 ou 1,92% 


1 
— [o 
b) 13 ou 7,69% 


48 12 
SE = É op 0d Sd 
qa q UBS 


6 e ou 2,77% 


Ea no ou 3,5/% 


1 
ss. 0, 
8s 552 ou 0,18% 


9" a) 3000 b) + ou 23,3% 
5 
==: 0, 
Ho a) 120 b) 108 OU 4,62% 
MT a) 20 b) 70% 
2 a) 108 b) = ou 22,2% 
3 
ma 2a = 3,0% 
Aê 
78 
14 o ou 10% 


5 a) +ou 33,3% bb) dou 13,3% 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 203 


EM a > ou 83,3% b) = ou 33,3% 
2 

[1521] 3 OU 66,6% 
3 

Ea seu 60% 
7 

ES 7 CU 58,3% 


51 13% 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 210 


EM a) ou 0,25 ou 25% 
1 
b) 7 ou 14,2% 


ES To Ou 0,1 ou 10% 


E] +ou 0,33... ou 33,3% 


27 
[71] 50 ou 0,54 ou 54% 


71 
0 
DB 200 04 17,75% 


b) sou 25% 


6) a) 2% b) 52,6% 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 221 


Em +ou 25% 
33 
EE 0 
[5 | 55 OU 34,73% 
4 
[3º 80%ou = Ou 0,8 
7 
Ea a) FU 87,5% 
1 
[5 a) 150 b) 9% 
FS) 5 ou 8,33% 
b) n> log, 0,5 ou (n>4, pois 
6 


logs 0,5 = 3,8) 
6 


FZ a) = ou 37,5% 


b) ou 50% 


3 
8 = OU 60% 
E9" a) Construir árvore de possibilidades. 


b) 2,80% 
o) 10,9% 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 222 


1 
mo! 
nm 

3 


GABARITO 


ou 60% 


3 
8 ou 37,5% 


80% 


b) 20% 


o) 20% 


BT D 
B2' B 
B3' c 


48! à) 120 b) — 


13 
sa 18424 


158 a) x=400, y=1100, z=300e 
w=1400 
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1 
i 49 
= (> 
Capítulo VI 
MATRIZES 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 239 
mm o a-[, 3 a] 
3.72 41 
2 dos 
b)A=|2 4 6 
3 6 6 
100 
9A=|0 10 
001 
RA 
E3a 48 
D4º a) 2º linha 


b) 1072 coluna 
Es a) 3 unidades 


b) 33 unidades 


6 a=2;b=-5;x=1ey=2 
7) Não existem. 


EB x=2;y=4;2=1;w=1 


9 x=-"3;y=5;z2=+9 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 245 


15 9 13 
2 6 10 14 
3 Cpo pts 
4 8 12 16 


34 
» À a 
BM = 2,,=J6el=io 
Ha, 3 


GABARITO 


F4 verdadeira 
EE :B 

s s 
EG a) dE b) *=9 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 254 


45 1/1 
f 
BH o Ê ) ) E à 
15 41 
b 
ZE j 9) E ] 
-3 0 41 
h 
d) não existe i) E j 
0 4 
Ee aÃ 
e) não existe 
) ) E | 
210 
Bo l1 65 
05 4 
ER «= 
4 32 -8 
T= 
me E 20 Bi 
7 
1 -L 8 
2 
7 
Lo +3 
[5] 2 
É é 
2 
E6) n=10 
PM atra=5 b)trB=4 
EB! A 
EI c 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 266 


BE a) (AB),,, 


d) não existe 


b) não existe e) (A-AD,,, 
c) não existe 
35 
EM &) (56) o |33 
—5 


b) [4 16 -8] 


O -9 6 
Bajo -6 4 
O =-3 2 
Pas 94 
o 2 
A? = 
E np à 
6 a-=1eb= 


7 x=2,y=2e2=4 


= : | : 5 
a) |1 b) |5 
21 Re 


9) a) R$ 32.000,00 em A; 
R$ 8.000,00 em B. 


0,15 0,30] [x] [RC 
b) . = 
1 1 y E 
21998 0 
nm (2 O 
1,00 1,00 


25 50 200 20] |8,00 10,00 

mm a : 
28 60 150 22/'|0,90 0,80 
1,50 1,00 


) ps 705 


: R$ 164,00 
676 770 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 272 


a 2 : 

2 

3 3 
3..2 
E a A!= 6 Ç 
6 3 


b) Não admite inversa. 


ml; é 


PE DV DV IDE IDE WvV 


EE a) x=4".(C-B) 
b) X=(C-B)-(A- 
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+1,.. E 
é inversa de si mesma. 


FE = 
Q 
+ 
pe 

I 
Q 


I I 
-> 19) 


f 


Ho! E 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 273 


E c 
ED 
BD 
Pas E 
EH A 
6) A 
ES c 
EB! A 
Fo B 
Ho! D 
mo 
HZ D 
3 E 
Má D 


5 D 
1202 

M6 |1 11 
0 01 


HZ B 
8! c 
9 A 


tar 


GABARITO 


23 E 
1 sen 2x 
24 a) 
sen 2x 1 

b) (0; 27) 

25 c 
2 + 

26 Ê | 
2z a 
28  B 


29 x=(18,14,11), que é SOL. 
Bo! c 
BT A 
BZ E 
B3! c 


Capítulo VII 


DERTERMINANTE DE UMA 
MATRIZ QUADRADA 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 286 


HH a 22 b) “10 
EM E 

EB] Ke R|-1<x<7) 

Pao a) (1,4) b) (0, 3) 


“e 


E 2 


16 a) 61 


mm S=4 


[8 a)x=10ux=4 
19] x=10ux=5 


MO k=37 


b) 169 


b) x=1 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 293 


EM -148 


EI Sim, são iguais a = —2. 


EB -36 
| =4 10 
Ea 20 so 3 
130 -30 


E5) É verdadeira a igualdade. 

16 É verdadeira a igualdade. 

EZ) É verdadeira a igualdade. 

EB) x=a 

E9' sen(a- b)+sen(b- o) + sen(c- a) 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 301 

Bm x.y 


E2' Não há resposta única; uma possibili- 
-17 12 1 
dade é | 1 1 1 
23 17/19 


3a Zero. 
EI Demonstração. 


15º O determinante fica ao final assim: 


8 9 891 
3 7 374): 
4 6 462 


6) “16% 
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PZ detAa=6edetT=6 


EB! a) 5A b) A o) 30A 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 312 

Em 769 

EH 12 


El x- 1,oux=-20ou x=3 


El a) 0, pois C, ou C, são iguais a zero. 
b) O, poisC,=C,-C,. 


Ea Demonstração. 
BG x=-5 
EH 12 


8 m+nº+p?-2mn-2mp-2npou 
(m+n-p)?- 4mn 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 313 


ED 
EH 1 
EE B 
Pam E 
ES 61 
F6) A 
EH 1 
E c 
Fo A 
Ho! c 
Hm A 
Hz! c 
3 D 
4 D 
5! B 
6 E 


GABARITO 


HZ B 
8 E 
9 B 
20 A 
os 
22 D 
23! B 
24 E 
25 c 
26 B 


28 D 
29 B 
Bo c 
BT A 
BZ c 
B3 c 
B4 a 
B5 E 


Capítulo VIII 
SISTEMAS LINEARES 


b) zero. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 326 


7 a) Coeficientes 


b) Coeficientes 


dependente: 


P2º sim. 

53 sim. 

Pá! Não. 

ESA a) É 1 ) 
2 3 


:-2,3 e -6; termo in- 
dependente: 


3. 
:4, 3 e -6; termo in- 

0. 
b)j2 11 
1 1/1 
112 
211 
111 
112 


P6) sim. 


EZ3 Não. 
BD a s=(2,2) 


b) S=((2, 4)) 

o) S=((+4, -2)) 

d) S=((-1, 2)) 

e) S=((0,-10, -5)) 


o s-(255) 


9) S=((6,3, 2) 
h) S=((0,2,3)) 
D S=((3,-2, 2) 


: 3. 5 

ps-[.-4.-4) 

k S=((2,-3,5)) 

Db S=((sena, cos a)) 

m)S => O sistema é indeterminado, 
tendo solução geral dada por 
(-a;—1 =; A). 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 334 


ET) Para ax 2, o sistema é possível deter- 
minado. 
Para a = 2, o sistema é impossível. 


EZa a) O sistema é impossível. 
b) O sistema é possível determinado; 
solução única: S = ((-3, 1)). 
c) Solução única: S = ((4, 4)). 
d) O sistema é impossível; S = 2. 


e) Osistema é possível indeterminado, 

solução geral: S = G dE k). 
5 5 

f) Solução única: S = ((0, 1, 1)). 

9) Seaz1eaz-l, o sistema é pos- 
sível determinado; se a = 1, o siste- 
ma é impossível; se a = —1, o sis- 
tema é indeterminado. 


BB s=((4,-2)) 
Pa s=(,5) 
ES s=((1,2,-1) 
ER) 


BZ a s=((1,1) 
b) S=[(0, 0); (0, 2) 


€ E > s=[[,0, 5) b) S=((C4k, 2k, W) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 339 


4 
PEA 
1-1 
5 2 
6 3 
b) A 
dicas RE 
6 3 
c) A matriz não admite inversa. 
1-1 2 
d)A!I=|2 1 72 
11 1 
EB x>1 
1-1 
A = 
E É E 


tm 

D 

Es 

] | 

PG OR EO ET O 

oojw Cl+ A|= 
Nja nja O 

anja 
00]— co) 


= 0600 «2 
3 15 3 
al 92º 6 
AS qe q 
2 Ao O 
3 CS 1 
TD 
9 72 252 504 
o 1 14 1 
ásia 8 28 56 
oo 1 1 
* 4 
oo o Jd 
6 


f) Não existe A. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 349 


BM a) V=((6,-1) 
b) V=((2,0)) 
o) V=D 
d) V=D 
e) V=((1,1,1) 
9 V=((1,2,3)) 


Bar 


GABARITO 


9) V=((-1,0,1)) 
hm Vv=((1,1,1,1) 
D) V=(01,-1,-2,-3, -4)) 


2 qxz2: possível e determinado 
a=-2: possível e indeterminado 
a = +2: impossível 


[3º a) mz 2: sistema indeterminado 
m = 2: sistema impossível 
b) k 10: sistema determinado 
k = 10: sistema indeterminado 


co) kz1;k 0, sistema possível e de- 
terminado 


k = 1; sistema impossível 
k = O; sistema possível e indeter- 
minado 


4 m=-4 
ES 5 mesas. 
16 R$ 1.900,00 
7 89F 


E8' Faca: R$ 5,50; colher: R$ 3,00; garfo: 
R$ 4,00 


El c-2 
O 0=3eb=4 
Mm os-(555 


1 
7 2 5) bjm= Densa 


2 a) mz-3 
b) S=((30,-a, 0), Va E R) 


B x=1;y=1ez=-2 
x+y+z=0,5 

HA a) 5x+ 20y+ 162= 5,75 
v=5"(4+2) 
em que x, ye z são as quantidades 


de amendoim, castanha de caju e 
castanha-do-pará. 


b) x=2509;y=1259gez=1259. 


15 a) Sem 1, há uma só solução, siste- 
ma determinado. 


b)m=-1 e p= 380, sistema indeter- 
minado, infinitas soluções. 


co) m=-1 e pz 80, sistema impossí- 
vel, não há solução. 


A: 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 353 


EMO a) v=((0,0)) 
b) V=((0,0)) 


[2 Parakz6. 


o) V=t(0,0, 0)) 
d) V=((0,0,0)) 


[3º sek=-3,entãoS=((w,w,0);a E R). 
Sek=2,entãoS = ((-11B, 9B, 5); 
BE R. 
Caso contrário, (kz 2 e kz 3), 
S=((0,0, 0)). 


BM a 1e- 
b) S=I(a,a, 0);a E R) 


5 
b) a=-1 ou lado] 


5 a) a=-4 


16 e az0€eax1, sistema possível e 
determinado. 
e a=0oua-= 1, sistema possível e 
indeterminado. 


EZ) a) Demonstração. 
b) S=((a, -a, 0), Va E R) 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 354 


E 
ED 
ERA 
Pas c 
15) Uma reta. 


16º -37;8;39e40 


mv) 


8 a m=-7;n=-5 


b) (0, -13,-6) 
9 a=Deb=10 

Ho! À 

ms 


12 a) Demonstração. 
b) Demonstração. 


13 (E R|ax0) 
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Ha! s 

5 D 

6! c 

E c 

8! c 

9 D 

20 A 

tr D 

22 D 

23 E 

24 D 

25 B 

26! E 

27 D 

28! B 

29! B 

Bo E 

BT c 

BZ c 

B3 A 

B4 a 

B5 A 

B6 c 

BZ a) F b) V o F d) F 
B8'B 

39 a) R$1,10 
Mo! 
at D 

(42 15deA;4deBe2Z dec. 


b) R$ 18,40 


[43 R$ 4,00; R$ 13,00 e R$ 5,00 
[44 A 

45! c 

46 100 W; 60 W; 150 W 

MZ s 

48 c 

49 5eTo litros. 


GABARITO 


50 4;6€e6 
51 E 
52 c 

53 7;8€e10 
54 c 

55 a)5 
[56 325 km 
[57 8 
[58 c 

[59] t=40;m=20ep=30 


b) 9 


160! 200 9; 400 ge 4009 
61 A 
62 B 
63! B 


[65] E 
66 16<x<20 
67 c 
[68 B 
[69] E 


Capítulo IX 
GEOMETRIA ESPACIAL 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 371 


EM! Infinitos planos passam por P. Veja, 
por exemplo, a figura a seguir, onde 
destacamos pelo menos 4 planos. 


N ad E 


E o v 
b) V 
o) V 
d) V 
e) F 
9 F 


Ea quatro 


9) V 
h) V 
D E 
DF 
kh V 
D E 


4 CG = 35 planos. 


m) F 
n) F 
o) F 
p) F 
q) F 
9 F 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 381 
Hs 
BH A 


BID ar 
ID) à) V 
EM a) F 
b) V 
co) F 


El D 


b) F 
b) F 


d) F 
e) V 
9 F 


o) V 
Cc) V 


9) V 
h) V 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 386 
mm av 

b) F 

co) F 
EH D 
CE 
Eas a 
E 


F6 E 


d) F 
e) V 
9) V 


9) F 
h) V 
DV 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


Página 396 


EH a 242 cm 
b) 242 cm 
c) 2/3 cm 


d) 243 cm 
EH A 
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e) 2 
2 
9 N6 


9 


9) V2 em 


d) E 
d) V 


E3º 90º 
Pai 60º 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 397 


EH B 

ES c 

BB 

Pal a 

EI c 

EEE E 

E 

E 

E 

Ho! B 

am E 

HZ E 

mB E 

Ha a 

5 A 

é c 

MZ c 

8 D 

H9! E 

zo! A 

BT pB-=PC= av2 
22 aM= ay2 
23] om- a 
Z4 12cm 

'25 Perímetro 12 cme a = 60º. 
26 DE=9cm; EF=12cm 
27 13m 

28 422cm 


tar 


GABARITO 


Capítulo X 


DIEDROS E TRIEDROS 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 412 


EH 54 
Ez 60º 
BB 14m 
Ea B 
EH E 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 422 


Ea 40º 
E" 96º 
EB" 66º 
4 74º46' 
15) 45º;90º;90º 
16) 45º; 120º 
Em o 26 
2 
b) 6 = arccos Ea 
15 

[8 133 cm 
9 14,07 cm 
mo o2 

2 
am 4sº 
Ha até 

6 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 433 


HE D 
ED 
BB m0º<c<170º 


BM à) 042;043;a/2 


A: 


2.042.043 
o a Di 
J6 
c) 3 
y3 
3] 13. 
E6! 60º 
EM 120º 


[8 VA=117m;VB=44m;VC=240m 


E9) 105º; 90º; 75º 
Ho! 72º 

1 67º30'e 112º30' 
2 90 cm 
= 

M4 25cm 

15 4,62 cm 

Né B 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 435 


mm D 
ES c 
E 
4] 10cm 
RR 
6) A 
EH B 
EH . 92 b) N3 


Capítulo XI 
POLIEDROS 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 443 


É 
E ao b) 3 o 4 
El sB 


[4 a) v=20 o) 6840º 
b) 60 d) 155 diagonais. 


EH E 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 449 


EH E 

BZ r=8 

Bl v=12 

Ba A=31 

ES F=11 

H6! B 

BZ v=9 

EB! v=10 

9] A=15ev=10 


NO 8 faces triangulares e 4 faces qua- 
drangulares. 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 454 


ET) icosaedro. 

EH A-30ev=-20 

DB F=5,V=6e1º=0 

F4' Tetraedro, hexaedro e dodecaedro. 
E53 1803 cm? e 180 cm 

F6! 3600º 


BZ) 10 triangulares e 2 pentagonais. 


GABARITO 


E8' 5 quadrangulares e 2 pentagonais. 
E9' 5 quadrangulares e 10 triangulares. 
Ho c 

mp 

EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 455 

Bm D 

EH E 

EI D 

Eao B 

EI c 

F6l A 

HH r-=12 

[8 F=174=35,V=20,5,=648ºeD=133 
EI c 

Ho D 

mm A 

HZ D 

3 D 

Ha D 

5 c 

Hé c 


HZ a) v=12,F=8ea=18 
b) 743 à? 

8 E 

ao B 


Capítulo XII 
PRISMAS E CILINDROS 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 467 


mm 94m 


BZ) 240+ 75/3 mº ou s(48 4 1543) m? 


EA 


Pas A = 19243 m? 
5º 6dm 
D6' 56% 


mo 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 472 


Mm a=5m 

E D=23m 

BB! 15m 

BA -=2 

E53 15m 

16 3cm4cme5Scm 


EZ7' a) Projeto 1: R$ 4.820,00 
Projeto 2: R$ 5.000,00 


8000 


b) = 


EB! 15 


9 2m,3me4m 


+ 20x + 4000 


MO 8m,6cmel cm 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 486 


EH 2m 


Pa gm 

53 54,83 cm 

D6) v = 48/119 dm? 

7 738 dm? 

EB! t=5m,h=12meA,=180m? 


9) pc= 29 epD= 33 


701 


Mo v-s 
ms 

2 D 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 501 
Em v=4m? 
[2º 120m 
BB! h=2em 
P4 0,3768 mt 
15 967 cm? 
16 7504 


7 a) 60 cm? 
b) A,= 36 cm? 


E8' Aproximadamente 4 g de ouro. 
19] 407 cm? e 24x cm? 


MO 1507 cm? 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 506 


EH A 
EH A 
Ec 
E 
El c 
F6 E 
ES c 
Es! D 
E 
Ho! c 
ms 
HZ! c 
EJA 
Ha! B 


tar 


GABARITO 


5 c E MD E EB DE ADV DV INF 
Me B i use O 
az D É 149] 20017 m NE 
a8 E : 50 D E 
20 c sa A 
me A MO A 
22 A Ba 2mis mo 
à Ec i mes 
56 c mo 
57 B MME 
58 D E E 5-=01+04 
59 c i 6 c 
160) B mac 


zo 6 mms a 
É nc 
13 1 nd 
Bm (6 + 51) unidades mc ' EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
E : Página 576 
3 |: 65 c É 
: 66 VEEVF : 
mm a-2$ ; à Ec 


2. : 67 B 
apo Sue i ese Di 
1 = 6 ea mc 

2 i go D ES! 2007 [1-8 ) eme 
Ze ZE 
ad ms 
EH A mc 
Za B 


B8 A Emo 1 hi 


B9 E EE D HO p=2rsena 


ao a é mc 
: Capítulo XIII : 
a me 
: PIRAMIDES E CONES 

mm e : À om 
: EXERCICIOS DE FIXAÇÃO E 

as E Página 553 4 c 

pai A mo 

ess É mm e 6 D 
a : 

46 V,V,V,V,F ma pj mm 


à VA: 702 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO : Mc OB E 
Página 579 E E 
BM ,7e1 | 64 D 
ma: NE EA 
mm e ' mac NT 
O: o EI 
mac * Rc NT 
E E NT ie 
16] v=1000 cm: 38 E 70 A 
LE ' A NE 
Bm A ' mo c o 
E c “ao A 
mm : ET uso 
NB A “mo Madi 
Ma E mm : 78 


NS A ame Madi 
né s : 80 44-04+08+32 


48 A 

É A 
EE MDA - 

É 82 E 


8 A : 50 A 
: [83 c 
9 c | Ec 
É [84] c 
zo c : BZ A 
[85 D 
ra 53 
É 86! B 
22 a : [54 5=01+04 
8yz : 87 A 
23 3 2/22m bsm o Dm E: 
3 Bs A 
24 D : 56 A mc 
Ec ' BãE Em: 
26 D : 58 D mo 
27 E E: mc 
29 B DD) BA 
B0 15m : 62 6m POE 


703 Eh vá 


GABARITO 
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5 —- Comentários sobre cada capítulo 


5.1 - Vetores 


Procuramos inovar neste capítulo, pois apresentamos toda a Geometria Ana- 
lítica sob um novo enfoque, isto é, com um tratamento vetorial. Por se tratar de 
uma grande novidade para um livro do Ensino Médio, deve ser bem estudada pe- 
los alunos e apresentada a eles como um recurso matemático que vem para facili- 
tar o ensino desse tópico. Apresentamos os espaços cartesianos IR? e IR*. Sugerimos 
que sejam dados conforme os assuntos são apresentados no capítulo, pois visam, 
sobretudo, um encadeamento dos conteúdos de forma a dar segurança e transpa- 
rência em sua apresentação, facilitando o ingresso dos alunos no Ensino Superior. 

Apresentamos o conceito de vetor, o plano cartesiano, algumas das transfor- 
mações, como a rotação, e o conceito de módulo de um vetor (distância entre dois 
pontos). Trabalhamos as operações elementares com vetores: a adição, a multipli- 
cação por um escalar e a subtração de vetores. Introduzimos, a ideia de um ponto 
que divide um segmento numa certa razão, o conceito de vetor unitário (versor de 
um vetor), os vetores paralelos e a condição de alinhamento de três pontos. Apre- 
sentamos também o conceito de centro de massa — ou baricentro — de um triângulo 
e de baricentro do tetraedro. 


5.2 - Produtos de vetores 


Iniciamos este capítulo introduzindo o conceito da expressão analítica de um 
vetor a fim de explorar o produto escalar, cuja interpretação geométrica nos per- 
mite encontrar o ângulo entre dois vetores. Também destacamos as bissetrizes dos 
ângulos das direções de dois vetores e verificamos a condição para que dois vetores 
sejam perpendiculares e suas aplicações. 

Introduzimos o conceito de produto vetorial de dois vetores do [Rê e sua in- 
terpretação geométrica, que nos permite encontrar a área de um paralelogramo, 
de um triângulo e de um polígono. Verificamos, assim, a condição para que dois 
vetores sejam paralelos e suas aplicações, tais como a distância de um ponto a uma 
reta ou entre duas retas reversas. 

Apresentamos o produto misto que se aplica para três vetores do IR, cuja inter- 
pretação geométrica nos permite encontrar o volume de um prisma de base qua- 
drangular ou de um prisma de base triangular, assim como o volume do tetraedro. 
Exploramos tais conceitos para apresentarmos a ideia de dependência e indepen- 
dência linear de vetores. 
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5.3 —- Geometria Analítica no plano 


Estudamos a reta no R? caracterizando que toda equação do 1º grau repre- 
senta uma reta e que toda reta pode ser representada por uma equação do 1ºgrau. 
Apresentamos a reta que passa por dois pontos, assim como a reta que passa 
por um ponto e é normal a um vetor do IR?. Apresentamos as condições para 
que uma reta seja paralela a um vetor, as equações paramétricas, a forma seg- 
mentar e a forma reduzida da reta no R2. Destacamos a inclinação da reta, com o 
seu coeficiente angular, o ponto de intersecção dela com o eixo das ordenadas 
e o coeficiente linear, assim como o ângulo entre duas retas no R? e a distância 
de um ponto à reta. 

Na abordagem da equação cartesiana da circunferência no IR?, fizemos um es- 
tudo com vista a determinar o centro e o raio usando a estratégia de completar os 
quadrados ou por meio das fórmulas. Apresentamos a intersecção de circunferência 
e reta no IR2. 

Descrevemos a construção mecânica da elipse, que é uma cônica, bem como 
apresentamos suas equações na forma geral, destacando a existência do triângulo 
retângulo obtido por pontos dos eixos maior e menor. 

Apresentamos também as cônicas hipérbole e parábola, assim como a equação 
da hipérbole na forma geral, destacando a existência do triângulo retângulo obti- 
do por pontos dos eixos maior e menor; e a equação da parábola na forma geral, 
destacando a importância do foco, da diretriz e do vértice. As parábolas já vistas 
no Volume I são as mesmas que estão agora sendo estudadas, mas naquele volu- 
me analisamos apenas as parábolas que são funções e aqui consideramos qualquer 
possibilidade. 

Relacionamos os cortes possíveis em um cone com a parábola, a elipse e a 
hipérbole, além, é claro, da existência da circunferência, de um ponto ou de duas 
retas concorrentes. 

Abordamos as desigualdades no plano cartesiano, onde analisamos duas ou 
mais regiões definidas por uma reta, pela intersecção de retas ou de uma reta e uma 
cônica. 


5.4 - Geometria Analítica no espaço 


Iniciamos este capítulo com a ideia do plano, destacando sua equação e suas 
posições em relação aos eixos coordenados. Verificamos quando um vetor é normal 
a um plano e discutimos suas características. Apresentamos as equações paramétri- 
cas da reta no [Rê e a suas equações simétricas. 

Destacamos a esfera e suas propriedades, sobretudo a forma de ver a intersec- 
ção entre uma esfera e um plano. Valorizamos a interpretação geométrica entre três 
equações com três incógnitas para a resolução de um sistema 3 X 3. 
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5.5 — Números complexos 


Introduzimos este capítulo a partir do número representado por i e do campo 
dos números complexos. Destacamos o conjugado de um complexo, a igualdade de 
dois complexos e suas operações, tais como adição, subtração, multiplicação, divi- 
são e potências de i. Abordamos a validade da raiz quadrada e a forma geométrica 
de um número complexo, combinada com a forma trigonométrica do complexo. 
Quanto à forma trigonométrica do complexo, introduzimos o conceito de módulo 
como a distância da imagem de z à origem, como já visto em vetores. 

Apresentamos uma conexão de módulo com a ideia das transformações usando 
o conceito das operações já conhecidas. Exploramos a definição de argumento e a 
forma trigonométrica ou polar do número complexo. Desenvolvemos com a forma 
trigonométrica a multiplicação e a divisão, para enfim aplicarmos a Fórmula de 
Moivre. Valorizamos a radiciação e a interpretação geométrica das raízes de um 
número complexo com a apresentação de logaritmo e a forma vetorial. No apêndice 
temos a forma matricial de um número complexo. 


5.6 - Polinômios 


Neste capítulo, procuramos disponibilizar, de forma clara e sucinta, a am- 
pliação do conceito de polinômios, já de conhecimento dos alunos, valorizando 
a obtenção do valor numérico de um polinômio, a identidade entre polinômios, 
quando um polinômio é identicamente nulo e quando dois polinômios são idên- 
ticos. 

Na divisão por x — a e por ax — b, destacamos o algoritmo de Ruffini. Analisa- 
mos a condição para o quociente da divisão por ax — b, assim como as divisões por 
x" +a"e por x +ae a decomposição de uma fração (frações parciais). 


5.7 - Apêndice: indução finita 


Neste capítulo, oferecemos aos alunos conteúdo mais avançado, visto que esse 
é um assunto mais estudado no Ensino Superior. Entretanto, podemos afirmar que 
o nosso propósito foi validar as condições para o princípio da indução finita e, para 
isso, estudamos suas várias aplicações, inclusive com a apresentação das matrizes 
em que se destaca nos determinantes a proposta do teorema de Vandermonde. 
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SÍMBOLOS MATEMÁTICOS 


Símbolo Significado Seção (página) 
AB ou V vetor 11 (p. 12) 
Iv Il módulo de um vetor v 11 (p. 12) 
u vetor unitário 11 (p. 12) 
V para todo; qualquer que seja; para cada 11 (p. 12) 
E pertence a; é elemento de 11 (p. 12) 
c( classe 11 (p. 12) 
| tal que 11 (p. 12) 
> implica; acarreta; se... então... 11 (p. 12) 
e se, e somente se; é equivalente a 11 (p. 12) 
R ou - relação de equivalência 11 (p. 12) 
R ou R! espaço unidimensional 1.2.1 (p. 13) 
R? espaço bidimensional 1.2.2 (p. 14) 
Rº espaço tridimensional 1.2.3 (p. 15) 
ABI módulo de um vetor AB 1.3.2 (p. 32) 
Fi) vetor nulo 1.3.2 (p. 33) 
> maior que 1.3.2 (p. 34) 
< menor que 1.3.2 (p. 34) 
< menor ou igual a 1.4.1 (p. 39) 
/M sentidos opostos 1.4.1 (p. 39) 
// paralelo 1.4.2 (p. 42) 
Pd mesmo sentido 1.4.2 (p. 42) 
—o0 menos infinito 1.4.2 (p. 47) 
+00 mais infinito 1.4.2 (p. 47) 
A diferente 1.51 (p.55) 
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M não paralelo 1.5.2 (p. 58) 
FA j ek vetores unitários dos eixos 21 (p. 74) 
Viv; produto escalar (ou interno) de dois vetores 2.21 (p. 78) 
Proj; V, projeção ortogonal do vetor V, sobre o vetor V, |2.2.2 (p.81) 
alg proj ; V, valor algébrico de projeção de Y, sobre v, 2.2.2 (p. 81) 
dE perpendicular 2.3.1 (p. 88) 
> maior ou igual a 2.31 (p. 88) 
Vi XV, produto vetorial de v, com v, 2.4.2 (p. 93) 
[7 Vo, V; ] produto misto (ou triplo) dos vetores V;, V, € Vs |2.7 (p. 117) 
Á não existe 3.1.8 (p. 163) 
É não pertence a; não é elemento de 3.7 (p. 201) 
N intersecção 3.7 (p. 202) 
i unidade imaginária 5.1 (p. 260) 
C conjunto dos números complexos 5.1 (p. 260) 
Re (z) parte real de um número complexo 5.1 (p. 260) 
Im (z) parte imaginária de um número complexo 5.1 (p. 260) 
Z conjugado do número complexo z 5.1.1 (p. 261) 
N(z) norma do número complexo z (N(z) = z - Z) 5.2.3 (p. 265) 
|Z| módulo do número complexo z [12 |=/N() 5.4 (p. 272) 
arg (z) argumento de um número complexo z 5.6.2 (p. 281) 
cis O ce 5.6.3 (p. 282) 
e número de Euler 5.10.1 (p. 300) 
= coincidente 6.1.3 (p. 319) 
H produtório Apêndice (p. 390) 


413 


tar 


ALFABETO GREGO 


Letra Letra Nome em 
maiúscula minúscula português 


Alfa 
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Rô 
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Tau 
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Cefet-PR — Centro Federal de Educação Tecnológica (Paraná) 
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EEM-SP — Escola de Engenharia Mauá (São Paulo) 
EN - Escola Naval (Rio de Janeiro) 
Esam-RN - Escola Superior de Agricultura de Mossoró 
ESPM-SP - Escola Superior de Propaganda e Marketing (São Paulo) 
Faap-SP — Fundação Armando Alvares Penteado (São Paulo) 
Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de São Paulo 
FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial (São Paulo) 
FGV-RJ - Fundação Getúlio Vargas (Rio de Janeiro) 
FGV-SP — Fundação Getúlio Vargas (São Paulo) 
FOC-SP — Faculdade Oswaldo Cruz (São Paulo) 
Fuvest-SP — Fundação Universitária para o Vestibular (São Paulo) 
IBMEC-R]J - Instituto Brasileiro de Mercado de Capitais (Rio de Janeiro) 
ITA-SP -— Instituto Tecnológico da Aeronáutica (São Paulo) 
Mack-SP - Universidade Presbiteriana Mackenzie (São Paulo) 
Puccamp-SP - Pontifícia Universidade Católica de Campinas (São Paulo) 
PUC-MG - Pontifícia Universidade Católica de Minas Gerais 
PUC-PR - Pontifícia Universidade Católica do Paraná 
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ENF -— Universidade Estadual do Norte Fluminense (Rio de Janeiro) 
EPG-PR - Universidade Estadual de Ponta Grossa 
erj — Universidade do Estado do Rio de Janeiro 
fal — Universidade Federal de Alagoas 
fam — Universidade Federal do Amazonas 
FBA — Universidade Federal da Bahia 
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E 
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UFC-CE - Universidade Federal do Ceará 

Ufes — Universidade Federal do Espírito Santo 

UFF-RJ - Universidade Federal Fluminense (Rio de Janeiro) 
UFMG - Universidade Federal de Minas Gerais 

UFMS - Universidade Federal de Mato Grosso do Sul 

UFMT - Universidade Federal de Mato Grosso 

Ufop-MG - Universidade Federal de Ouro Preto 

UFPE — Universidade Federal de Pernambuco 

UFPI - Universidade Federal do Piauí 

UFPR - Universidade Federal do Paraná 

UFRGS - Universidade Federal do Rio Grande do Sul 

UFRJ - Universidade Federal do Rio de Janeiro 

UFRN - Universidade Federal do Rio Grande do Norte 
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UFSM-RS - Universidade Federal de Santa Maria (Rio Grande do Sul) 
UFU-MG - Universidade Federal de Uberlândia (Minas Gerais) 
UFV-MG - Universidade Federal de Viçosa (Minas Gerais) 
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Unifesp - Universidade Federal de São Paulo 
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VETORES 


Rio DE JANEIRO 
6 055 KM 


Vetores são objetos ideais para modelar várias grandezas físicas que têm tamanho, direção e sentido 
— como posição relativa a um ponto, velocidade, aceleração e força, por exemplo. Além disso, o uso de 
vetores facilita muito a resolução de problemas em Geometria e Geometria Analítica, como veremos nos 
capítulos a seguir. Na fotografia, um poste indica direções e distâncias para várias cidades do mundo. 
Usando esta fotografia e um mapa-múndi, você consegue descobrir em que lugar está este poste? 


www.plainpicture.com 


1 - VETORES 
1.1 — Definição 


DEFINIÇÃO 
Segmento orientado. 


Num segmento orientado, destacamos três elementos: 
* Módulo (ou comprimento, norma, tamanho) 
É a distância entre os pontos A e B, numa determinada unidade. 


EETCOTUOOS 
NOTA e Direção 
Direção de uma reta r é É a direção da reta r suporte dos pontos A e B. 


o conjunto de todas as 

retas paralelas a r. Para 

determinar uma direção, r 
basta escolher uma reta 

desse conjunto. 
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é [e] 
e Sentido 
NOTA 


É a ordem em que são tomados os pontos A e B. Usa-se a notação (A, B) ou sa 
Sobre uma direção existem 


(B, A), dependendo da ordem em que são tomados os pontos. dois sentidos: o de A para B 
eodeB para. 


NOTA 

Quando A = B, temos 

o caso particular do 
segmento orientado 
nulo. Seu módulo é nulo, 
sua direção e sentido são 
indeterminados. 


DEFINIÇÃO 
Equipolência ou 
equivalência de segmentos 


Dois segmentos orientados são equipolentes ou equivalentes se e somente 
se têm o mesmo módulo, a mesma direção e o mesmo sentido. 


orientados. 
B, 
A B, 
, LI B, 
A, 
A, 
Exemplo: 
Num paralelogramo MNOQOP: 
N Q 
rá / 
Pp 
os segmentos orientados (M, N) e (P, Q) são equivalentes, assim como (M, P) 
e (N, Q). Já (M, P) e (Q, N) não são equivalentes, pois têm sentidos opostos. 
Classe de equivalência de um segmento orientado é um conjunto de seg- : 
DEFINIÇÃO 


mentos orientados equipolentes ao segmento dado. Classe de equivalência de 


segmentos orientados. 


n 8 UM 
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[=| 

OBSERVAÇÃO Exemplo: 
Uma relação de A figura abaixo ilustra duas classes de equivalência: 
equivalência R num 

conjunto C é uma relação B, B, B.... 

que goza das propriedades: 
1) Reflexiva 

VxE C xRx 

Il) Simétrica 

vs yeCxRyoSyRx 

HI) Transitiva 

Vx yzEC, 
xRyeyRz=>xRz A A 


il 2) 3 eee 


Neste contexto, uma 


classe de equivalência C4 (A, B)) És (A, B), (A, B,), mi 


de um elemento xe C 
é o conjunto de todos os (e ((C,, D)) = Co Di); (C,, Di; ses 
elementos y de C tais que 
xRy: C(x)=(VEC|xRy). 
É comum usar o símbolo - 
para indicar a relação: 


x-y. 

EEE Usa-se a notação AB, ou ainda à, b, v etc. 

DEMERO AB=CU((A, B)=[2]x-(A, BJ =((A,, B,), (A,, B,), ..) 
etor. 

Podemos escolher qualquer segmento orientado da classe de equivalência para 
representar o vetor. Em geral, ao nos referirmos a um vetor, usamos apenas o repre- 
sentante da classe. Se ABe AB, representam a mesma classe, AB=AB,. 

[TE] 
NOTA 


Não confundir vetor com 
segmento orientado. 

Um vetor é uma classe 
de equivalência de um 
segmento orientado 
associada à relação 

de equivalência “ser 
equipolente” e um 
segmento orientado é um 
par ordenado de pontos. 


Véo conjunto de todos os vetores. (A, B) é o representante da classe AB. 

Módulo, direção e sentido de um vetor são o módulo, a direção e o sentido de 
qualquer segmento da classe de equivalência. Para o módulo do vetor v, usa-se a 
notação I|v!|. 

Quando o módulo de um vetor é 1, ele é dito unitário: 


à VA: 12 


VETORES 


CAPÍTULO | 


Quando se escolhe o segmento orientado (A,B) para representar o vetor AB, 
dizemos que o vetor AB está aplicado no ponto A. Neste caso, o ponto A é chamado 
de origem do vetor AB e B de extremidade do vetor AB. 


Vetores que têm a mesma direção são ditos colineares. Vetores colineares apli- 
cados num mesmo ponto A têm a mesma reta suporte. 


e 
E 4 
Na 4 
E é 


Vetores que sejam paralelos a um mesmo plano são ditos coplanares. Note que dois 
vetores são sempre coplanares. Já com três vetores, isto não ocorre necessariamente. 


V, 


1 


1.2 - Referenciais cartesianos 


1.2.1 — Espaço unidimensional R 


Um ponto P qualquer da reta x'Ox fica determinado por apenas um número 
que é a sua abscissa. Por isso, é comum dizer-se que a reta forma um espaço unidi- 
mensional ou de dimensão 1. A dimensão do espaço fica determinada pelo número 
de valores necessários para determinar um ponto nesse espaço (coordenadas). 


0) P= (x) R 

——— oo > 

x (0) 1 X, x 
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NOTA 

O vetor nulo é considerado 
colinear com qualquer 
outro. 


NOTA 
v, e v, são coplanares, mas 
não é coplanar com 


Va 
Vv/ev; 


Es 
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1.2.2 —- Espaço bidimensional R2= R x R 


Consideremos dois eixos x'Ox e y'Oy perpendiculares, orientados como na figura. 


Ay 


Um ponto P qualquer do plano fica 
que são as coordenadas do ponto P. 


determinado por dois números reais x ey, 


O número x, será a abscissa do ponto P, e y, será a ordenada do ponto P. 
Os eixos x'Ox e y'Oy dividem o plano IR? em quatro regiões que são os quadrantes. 
Tais quadrantes são numerados no sentido contrário ao dos ponteiros do relógio. Assim: 


origem O 0 
A” 
(1) (1) 
o BM... 
O A=(6+) 
+ F=(0,+) 
Gs! | 
e T À + e 1 > 
; O =|(0,0)  E=G,0) x 
OR 
C=(65 [RES tas iate eD=(+,-— 
(LIL) $H=(0,5 (IV) 
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1.2.3 - Espaço tridimensional R3 = R x R x R O 
NOTA 
Consideremos três eixos x'0x, y'Oy, z'Oz perpendiculares dois a dois, e orien- Emp, R2e IP3, o vetor OP é 
tados como mostra a figura. chamado vetor posição do 
ponto P. 
ZA 


sa Y 


Um ponto P qualquer do espaço fica agora determinado por três números reais 
Xy Y, e Z,y que são as coordenadas de P. Aqui, x, é a abscissa, y, é a ordenada e z é a 
cota ou a altura do ponto P. 

A figura OQMRTSUP é um paralelepípedo. Quando escrevemos P = (x, y,, Z), 
o primeiro número do terno ordenado é sempre a abscissa, o segundo é sempre a 
ordenada e o terceiro é chamado cota. Como o ponto fica determinado por um 
terno ordenado, dizemos que o espaço é tridimensional, ou de dimensão 3. 

Os planos xOy, xOz e yOz dividem o espaço em oito regiões como indicam as 
figuras. 


AZ 


E: = (6, E; +) 
P,=(++,+) 


(LIT) 


(+, 0) 


ev 
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(VIII) 


Po=(+,=,— 


Exemplos: 
i) Marcar no Ros seguintes pontos: 


A= (dl, 2, 5), B= (2, 2, -1) (S C = (-2, =3, 0) 


AZ 


SA 


Observe que o ponto C está no plano xOy. 
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ii) Qualo lugar geométrico dos pontos do espaço tais que y = 2? 


Todos os pontos do Rº que têm y = 2 são pontos de um plano paralelo 
ao plano zOx, que passa no ponto A = (0, 2, 0), isto é, são os pontos de 
coordenadas (x, 2,7), Vx E R. 


iii) Quais os simétricos do ponto A = (2, —1, 3) em relação: 
a) ao plano yOz? 
b) ao eixo xx? 
c) à origem? 


MED =il, 8) 


(0, 1,3) 


A= (2, =l, 3) 


(2, =, 0) A” = (2 it; =3) 


(2, =; 83) A” = (2, it, =83) 
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Temos que: 

S,o/tA) = (2, —1, 3) = À 
SA) = (2, 1, -3) = A” 
SotA) = (-2, 1, 3) = A” 


iv) Qual é a condição necessária e suficiente para que um ponto do Rº per- 
tença ao plano xOy? 
É fácil notar que a condição é que z = 0. 


ZA 


Bs e Zp =0,Vx,Vy 
P=(X, Yp 0) 


1.2.4 - Coordenadas de um vetor - notação de Grassmann 


Coordenadas de um vetor são as coordenadas do único ponto P tal que seu 
vetor posição OP seja equipolente ao vetor dado. 


a) Em RR: 
P A B 
0) X, X, X, x 
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b) Em R: 


Ay 


c) Em IRº: 


Xp 


As coordenadas do vetor AB são as coordenadas do ponto P tal que OP = AB. 
Sejam P=(x,)ouP=(x,y,)ouP=(x, Y, Z,) respectivamente no R!, R? ou 
Rê. Temos: 
Xp=*,-Xy Vp=V,—Y, €Zp=2,-2Z4 
e escrevemos: 
a) no R!: 


b) no R?: 


c) no IR*: 


19 Eh vá 


CAPÍTULO | VETORES 


NOTA 

Tracemos pelo ponto A um 
plano paralelo ao plano 
yOz e pelo ponto B outro 
plano também paralelo ao 
plano yOz. Esses planos 
determinam sobre o eixo 
Ox as abscissas x, e x,. A 


abscissa do vetor AB será 
a diferença x= x, — X,. 

De maneira análoga, com 
planos paralelos ao plano 
xOz e xOy, respectivamente, 
obtém-se a ordenada 
Y=Y-yeacotaz=z,-2.. 


NOTA 

Se os segmentos orientados 
são equipolentes, os vetores 
são iguais. 


dd: 


Obtemos as coordenadas de um vetor fazendo a diferença entre as coordenadas 
de mesmo nome da sua extremidade e da sua origem, nessa ordem. Sendo A=(x,,V,,Z,) 
eB=(X, Y; Z,), temos simbolicamente: 


AB =(4 “Ay Yo Ya 2p —Z)= 


=(U144, Yp» Z3)—(X, Var Z)=B-A 


Como B é a extremidade e A é a origem de AB, temos: 


vetor = extremidade — origem 
AB=B-A 


Exemplos: 


|) 


Sendo A = (1,2), B= (1, 3), C=(1, -1,2)eD=(0, 2, -1), determinar as 
coordenadas dos vetores AB e CD. 
Temos que: 


AB=B-A=(-1,39-(,D)=(1-1,3-)=(-2,1) 


CD=eD=C=02-D- U=12=0-12H,01-D=(-1309) 


Verificar se o quadrilátero cujos vértices são os pontos A = (1, 2, —1), 
B=(5,3,0), C=(3,1,3) e D= (-1,0, 2) é um paralelogramo. 


ABCD é um paralelogramo se os vetores AD e BC forem equipolentes, 
isto é, tiverem as mesmas coordenadas. 
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AD DA = C1LO02-02=D=- 223) 
BE CC BSG 33 0)= (20,5) 
Como AD = BC, o quadrilátero é um paralelogramo. 


iii) Sendo À = (1,2,3), B= (-1,2,2) e C= (1,1, 2), calcular D sabendo que 
AB=CD. 
TemosB-A=D-Ceseja D = (x,y, 2). 
(il, 2, 2) =(l, 2, = (63% 2) = (1, 11, 2) 
(-2,0,-D=(x-1,y-1,2-2) 

Logo: 

gola nas 

p= l=()=>4= | 

go = =>2e 

donde DESC) 

ou simplesmente D=B -A+C. 


1.2.5 — Vetor como operador de translação 


Um vetor pode ser considerado como um operador de translação, ou seja, apli- 


cado a um ponto, transporta esse ponto de uma posição do espaço para outra. 
Sejam A = (X,, Y, Z,) e um vetor V= (x, y, 2). 
Aplicando o vetor Y ao ponto A, obtemos o único ponto B tal que AB = 7. 
Seja B=(X,, Yp Zp)- 


sit 


A 


Como AB=B-A, temos: (x,-x, Y;-Yv Z5-Z)=(% 2) 
que igualando dá: x,=X, +X =) +hZ=2Z,+t2Z 
Simbolicamente, temos: 
B=X+XA+PZ+D= Vu Z)+HMNZ=A+V 
ou seja: o | 
B=A+Vou B=A+ AB que vale em qualquer espaço. 
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NOTA 

Observe que podemos 
operar com as letras A, B, C 
e D em vez de operar com 
as coordenadas. Só no final 
devemos substituir suas 
coordenadas. 

Assim: D=B-A+C. 


NOTA 

Esta propriedade sugere o 
nome vetor, que vem do 
latim vehere que significa 
“transportar”. Quando 
somamos (aplicamos) a um 
ponto um vetor, obtemos a 
extremidade desse vetor. 


Es vá 
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Exemplos: 


d Oponto A=(1,-3) é a origem do vetor v = (5, 1). Qual é a extremidade 
do vetor V? 
Temos: 


o ed 


B=A+v=(1,-3)+(5, D)=(6,-2) 


ii) O ponto M = (-1, 1, 2) é médio do segmento AB em que A = (0, -2, 1). 
Calcular o ponto B. 
Temos que: AM = MB 
AM=M-A=(-1,3,1) 


A 


Aplicando AM = MB em M, obtém-se B: 
B=M+MB=M+AM=(-1,1, 2)+(-1,3, 1) 
Logo: B = (-2, 4,3) 


ii) Sendo ABCD um paralelogramo em que A = (2,-1,3), B=(0,1,1)e 
C = (-3, 2, -2), calcular o ponto D. 
D 


A B 


O ponto D será obtido somando-se ao ponto A o vetor AD. 


Como AD=BC,AD=C-B=(-3,2,-2)-(0,1,1) 
AD= 3,1,-3) 

Logo: 

D= A AD (2 = 9) (28, 1,=3) 

D=(-1,0,0) 
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1.2.6 - Ponto médio de um segmento - centro de massa 


Sejam P,=(x,Y, Z) e P,=(X,, Y; 25). 


P, 
M 
P, 
Seja M = (x, y, z) o ponto médio de P P.. 
Temos que PM= MP,=>M-P,=P,-M. 
ek y= pp iz) V= MZ) 


. A+ 
Segue-se que: x-x =x, -x=>2r=x +14, x=-£ 


Analogamente, temos: ,-41/2 6, . Ai? 
2 2 


+ + + 
Temos o ponto M = [i a Zá o a - 


] que simbolicamente denotamos: 


Usando a notação de Grassmann: 


PM=MP, 
M-P, =P, -M 
M+M=P+pP, 
2M=P, +P, 
Ro 

2 


M 


Exemplos: 


Calcular o ponto médio do segmento AB, dados: 


Do M=(S)ei= (06), então M=255 -4 


ii) A=(3,2)eB=(5, 6), então M= TH O O (, 4) 


ii) A=(3,0,-DeB=(1,2,-3), então M= == = matt dA 


M = (2,1, -2) 
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Exercícios resolvidos: 


“ra 


1) 


2) 


Se A =(1,2)eB=(3,5) são os pontos que dividem MN em três partes 
congruentes, calcule M e N. 
Solução: 


N=B+BN 

BN=AB=B-A=(3, 5)-(1, 2)=(2, 3) 

N=(3, 9+(2, 3) 

N=(5, 8) 

M=A+AM 
A=M+MA=M+AB=>M=A-AB=(1, 2)-(2, 3) 
M=(-1,-1) 


Sendo A = (1,1,3) eB= (-1, 2, 2) vértices consecutivos de um paralelo- 
gramo ABM] cujo centro é € = (-2, 0, 1), calcule os outros dois vértices 
MeJ. 

Solução: 


M=C+CM=(-2, 0, 1)+AC 

Como AC = CACO DS C3 12) vem: 
M= (200, D(3,-1,-2) 

M=(-5,-1,-1) 

J=C+CJ=(-2, 0, D+BC 

EC o Dc 21 

1=(63,-2,0) 
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3) Calcule os pontos que dividem AB, A=(-1,3,2)e B= (3, -5, 6), em 
quatro partes congruentes. 


do, il e E 
2 
4) Dados os vértices do triângulo ABC, A = (1,3), B=(-3,-3)e C=(5, 1), 
mostre o segmento que une os pontos médios dos lados AB e AC é 
paralelo a BC e equivale à metade de BC. 


M= (2, ES) 5) 


Solução: 
A 
M N 
po 
B Pp (& 


Sejam M, Ne P os pontos médios de AB, AC e BC respectivamente. 
Temos: 


M 


Cho (io 
2 2 E 


N=(155.282) 6,2) E p-(SEE SH) .a, 1) 


2, 2 2 2 


Calculemos MN, BP e BC: 
MN=N-M=(4, 2), BP=P-B=(4, 2) e BC=C-B=(8, 4) 


donde MN = >BC 


Como MN, BP têm as mesmas coordenadas, então são equipolentes, o 
que demonstra a proposição. 
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5) Sendo M=(-1,0,2), N=(1,1,-2)eP=(2,1,0) os pontos médios dos 
lados de um triângulo, calcule os vértices. 


Solução: 
B 
M 
A 
P 
N 

(c 

Temos que: 


MN=PC=>MN=N-M=(2, 1,-4) 
NP=MB=>NP=P-N=(1, 0, 2) 

PM=NA =>PM=M-P=(-3,-1, 2) 

Logo: 

C=P+PC=(2, 1, 0)+(2, 1,-4) = (4, 2,-4) 
B=M+MB=(-1, 0, 2)+(1, 0, 2)=(0, 0, 4) 
A=N+NA=(1, 1,-2)+(-3,1, 2)=(-2, 0, 0) 


Outra solução: 
Usando a propriedade do ponto médio: 


M= 


= A+B=2M (1 


CsaRE 


N = A+C=2N ( 


Bane 


Pp =B+C=2P 


Somando as equações (1), (II) e (Il), temos: 2A + 2B + 2C = 2M + 2N + 2P, 
logo, A+B+C=M+N+P(IV). 

Fazendo (IV) — (1), (IV) — (II) e (IV) - (TIN), vem: 
C=N+P-M=(4,2,-4) 

B=M+P-N=(0,0,4) 

A=M+N-P=(-2,0,0) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Marque os seguintes pontos em IR, R?, R*: 
a) A=(-2) 
b) B=(-1,3) 
co) C=(2,-2,1) 


FZ" Quais os simétricos do ponto: 


a) A=(-1) em relação a P = (3) e à origem? 


: AM Ache as coordenadas do ponto B, conhecendo o pon- 


to Aeo vetor AB: 

a) A=(-1), AB = (5) 

b) A=(-1, 4), AB = (3, -1) 

o A=(1,-2,2), AB =(4,1,1) 


[5 Calcule as coordenadas do ponto M, médio do seg- 


b) A = (-2, 3) em relação a Ox e à bissetriz dos qua- 


drantes ímpares? 


c) A=(-1, 2, 2) em relação ao plano yOz e à origem? 


[35 Dê as coordenadas dos vetores AB em que: 
a) A=(-3)eB=(2) 
b) A=(3,5)eB=(-1,2) 
o) A=(1,0,-1)eB=(2,1,1) 


mento AB: 

a) A=(3)eB=(-5) 

b) A=(1,3)eB=(3,5) 

o) A=(2,-1,1)eB=(4,5,-3) 


[6 Determine as coordenadas dos extremos A e B do seg- 
É mento dividido em 3 partes iguais pelos pontos M e N: 
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b) M=(-1,3), N=(2,2) 
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1.3 - Rotação e módulo 


1.3.1 - Rotação de 90º num vetor do plano R? 


Seja Y=(a, b) um vetor que se deseja girar +90º ou -90º no sentido trigono- 
métrico. 


V 4900 = (=D, a) 


+ =(ca, Db) 


NOTA 
Na rotação de um vetor, 
seu módulo não se altera. 


Voo =-V,900= (Db, —a) 


Os triângulos indicados na figura são congruentes, logo: 


Como V-»: é oposto a V+9, então: Vs =—V 0º =—(—D, a)=(D, —a) 


Exemplos: 


D v=(23 > Vesv=(-3,2) e Vs=(3, -2) 


v=(0,4) > Vsvr=(-4,0) e Vor=(4,0) 


ii) Qual o ponto que se obtém quando se efetua uma rotação de 90º, 


no sentido trigonométrico, no ponto A = (1, 4) em torno do ponto 
B=(3,-1)? 


A'=B+BA 
BA'= BA. =(A-B),y = (2 Doo (5, —2) 
A'=(3, -D+(-5, -2)=(-2, —3) 
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iii) ABCD é um quadrado que tem a origem no seu interior. 


Se A=(3,0)eB=(0, 2), calcular os vértices C e D. 


Temos: 

C=B+BC 

BC-BA ,=(A-B) gp =(3, 2) =(-2, —3) 
C=(0, 2)+(-2, —3)=(-2, —1) 
D=A+AD=A+BC=(3, 0)+(-2, -3)=(1, -3) 


iv) Determinar os vértices de um quadrado ABCD conhecendo dois vérti- 
cestopostosfA UNS ee (Sr 


+90º 


A B 


Seja M o centro do quadrado: 
2“ A+C (1, 59403, -1) -(2,2) 

2 2, 
D=M+MD=M+MC | =(2, 2)+(C-M) 
Doi, 280 5) 2, 2)406, 1)=(9, 3) 
Como M é médio de BD: 

ae lD) 

> B=2M-D=(4, 4)-(5, 3)=(-1, 1) 


M 


M= 
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Exercícios resolvidos: 


1) ABC é um triângulo retângulo isósceles tal que A = (1, 3), B pertence ao 
eixo Oy e C à bissetriz dos quadrantes ímpares, y = x. Calcule Be C. 
Solução: 


Ay 


B=(0,y) 


B=(0,y)eC=(x,x) 
AB=B-A=(0,))-(1,3)=(-1,7-3) 
AC =C-A=(g)-(,3=(x-1,x-3) 
Devemos ter: 
AB =AC ouAB=AC. 

+90) -90 
aJAB =AC,>(-1, y=3)=(2-1, 4 


(1, »y-3)=(-*+3, 4-1) 


—1=-x+3 x=4 
> 
ui SE A=I6 


Logo: B=(0,6)eC=(4,4) 


DAB =AC,.=> (1,7-3)=(x-1, 2-3), 


(VS), e) 


-1=x-3 x=2 
> 
= S==4+1 vez 


Logo 3 = (0, 2)e C = (2, 2) 
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(Problema clássico do tesouro) Um náufrago conseguiu chegar a 
uma ilha com um tesouro. Viu duas pedras P e Q afastadas por 
uma distância de 10 passos e uma árvore A. De P, olhando para A, 
andou para a esquerda uma distância igual a PA. De Q, olhan- 
do para A, andou para a direita uma distância igual a QA. Sejam A 
e A” respectivamente os pontos alcançados. Caminhou de A” até A” e 
enterrou o tesouro a meio caminho. Tempos depois, lá voltando, não 
encontrou mais a árvore. Determine o ponto onde o náufrago enterrou 
o tesouro. 


Solução: 

Coloquemos um referencial numa posição conveniente. 

Façamos P na origem, Q sobre o eixo Ox e A numa posição qualquer. 
emos RETO TO) TORTO RO) Fera 


Ay 


Tomemos o vetor PA e façamos uma rotação de +90º obtendo PA”. 
PA'= PÃsoo =(A-P) = (4 Pp =) 2) 

Logo: A'=P+PA'=(0, 0)+(-y, )=(=), 2) 

Tomemos agora o vetor QA efaçamos uma rotação de -90º resultando QA”. 
QA"=QA ,. =(A-Q) ,. =(4-10, 7) =(97, 10-2) 

Logo: A*= O+0A"=(10, 0)+(y, 10- x) = (10+ y, 10- x) 


AGRADO (Cy 3)n(105%7, 105%) 
2 » 


O ponto T será médio de A'A”: T 
T=(5, 5) 


Basta então, saindo da pedra P em direção à pedra Q, caminhar até 
a metade do caminho (5 passos), dobrar à esquerda e caminhar uma 
distância igual (5 passos). 

Resposta: O ponto onde o náufrago enterrou o tesouro é T = (5, 5). 
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1.3.2 - Módulo de um vetor 


ETTA 
NOTA Seja d(A, B) a distância entre os pontos A e B. Seja OP o vetor posição de P tal 
Lembrar que: AD = AR 
que OP = AB. 
— 2 
Dia — Mal = (Co 4) Temos que: 
isto é: — —- 
NX 


No Rº: |[AB|| = |OP|l=[2" + 


onde AB = (x, )), isto é, x=X,-X,€/=Y,—)Ya 


Logo: ||: 


Ay 


Y 
(0) x x 


No R:: ||AB||=VOM? + 2”, mas OM? =xº+y?. 


Então: = 
WIAB|j=/2" +)? +2”, onde AB = (x, y, 2). 


Logo: 


ZA 


“v 
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Propriedade 


Exemplos: 


i) Os vértices de um triângulo são A = (1,3), B=(2,-1)) e C= (8,1). 
Calcular o comprimento da mediana relativa ao vértice A. 
A 


AM=M-A=(4, -3) > |[AM||=V16+9=5 


ii) Determinar sobre o eixo Ox um ponto equidistante dos pontos 
= (2 O) De (2, 2, 


sa Y 


D= (60,0) A quensmacóns EO 


Seja P = (x, 0, 0) o ponto sobre Ox. Er s 
Temos que: d(P, A) = d(P, B), ou seja: || PA ||= || PB || 


PA=A-P=(1-x, -2-0, 3-0) 


IPA ||= 1-2) +4+9 
PB=B-P=(2-x,2-0, -1-0) > I|PB|j= (2-1) +4+1 
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NOTA 

Quando os lados forem 
diferentes, devemos 
comparar o quadrado do 
maior lado à soma dos 
quadrados dos outros dois: 
Sea>bea>c: 
o2>b?+c? (obtusângulo) 
q? =b?+c? (retângulo) 

q? <b?+c? (acutângulo) 


dd: 


iii) 


iv) 


v) 


vi) 


Como ||PA ||=|| PB ||, vem: 
1-2x+xº+13=4-4x+x"+5 


o US) E 


O ponto procurado é P = E 0, 0 ) 


Determinar a natureza do triângulo cujos vértices são: A = (-1, 3), 
B=(0, 10)eC=(-8, 4). 
Calculemos || AB ||, ||AC!|| e ||BC |]. 


AB=B-A=(1, 7) 
AC=C-A=(-7, 1) 
BC=C-B=(-8, -6) 


LAB ||=/1+49 = 50 
IAC ||=49+1=/50 
I| BC || = 64 + 36 = 100 


Como || AB||=|| AC ||, O triângulo é isósceles. 
Por outro lado, ||BC | =|| AB |P +|| AC | logo, o triângulo é retângulo 
em A. 


Sendo A =(2,3)eB= (8,-5) determine os pontos C e D, tais que CD 
paralelo a AB tal que || CD || = 10 com C pertencente a Ox e D a Oy. 
AB=B-A=(6, -8) => I|AB||=36+64=10 


4” Então: AB=CD, mas C = (x, 0) 
ID) = (0) 10) 

Logo: CD=D-C=(-+, Y). Como 
AB=CD, vem: x=-6ey=-8. 
Temos C=(-6,0)eD=(0,-8). 


N 


(0) 


ny 


Dar a natureza do triângulo cujos vértices são: 

E (a, 2, asi B= (1 5; 1) eC= (2, 2, 1) 

AB=B-A=(0,3, -3) > |AB|=3/2 

AC=C-A=(3,0, -3) > I|AC||=3V2 

BC=C-B=(3, -3,0) > IIBC||=3V2 

Como || ABI|=|| AC I|=||BC Il, o triângulo ABC será equilátero. 


Calcular o ponto equidistante de A = (1, 1, 2), B=(3, 1,2) e dos semieixos 
positivos Ox, Oy e Oz. 
emos (e eIPARSIRD: 


ra Pare Aa) = a ID): 
Pra srs) n=l=Ps=(, 1,1) 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM verifique se o quadrilátero ABCD cujos vértices são : MMA =(5, 1) é o vértice, mais afastado da origem, de um 


A=(1, 2, —1), B = (5, 3, 0), C=(3, 1, 3) e D = (1, 0, 2) 
é um paralelogramo. 


[2º Calcule o ponto B sabendo que: 
aJA=(-1,4) e AB =(3,-1) 
b)A=(1,-2,2)e AB =(4,1,1) 


[3 Calcule os extremos A e B do segmento dividido em 3 
partes congruentes pelos pontos M e N. 


dM=(1,3) N=(2,2) 
D)M=(21,1) N=(0,2,-1) 


P4 Sendo A=(1,2),B=(2,0)e C=(-1,-1) vértices con- 
secutivos de um paralelogramo ABCD, calcule D. 


E5 sendo A=(1,1,3)eB=(-1, 2, 2) vértices consecutivos 
de um paralelogramo cujo centro é (-2, 0, 1), calcule 
os outros vértices. 


[6 Calcule os pontos que dividem o segmento AB em 4 
partes congruentes. A = (-1,3,2),B=(3,-5, 6) 


EZ SendoM=(1,0,2,N=(1,1,-2)eP=(2,1,0)os 
pontos médios dos lados de um triângulo, calcule os 
vértices. 


E8" Qual o ponto que se obtém quando se efetua uma 
rotação de 90º no ponto A = (1, 4) em torno do ponto 
B = (3, -1), no sentido trigonométrico? 


[9 Determine os vértices de um quadrado ABCD conhe- 
cendo os vértices opostos A = (1, 5)e C=(3, 1). 


HO! Qual a natureza do quadrilátero ABCD cujos vértices 
sãoA=(2,2),B=(-1,6), C=(-5,3)eD=(-2,-1)? 


[MT Determine C e D para que ABCD seja um parale- 
logramo cujo centro tenha cota nula. A = (1, 0, 2), 
B = (1, +, D, C = (2, m, n), D = (x, 1, -1). 


[2º Os pontos A=(3,0)eB=(0, 4) são vértices consecuti- 
vos de um quadrado ABCD. Calcule os outros vértices 
sabendo que D é o mais próximo da origem. 


[13º Os pontos A = (-5, -1) e C=(-1, 5) são vértices opos- 
tos de um quadrado ABCD. Calcule os outros vértices. 


quadrado ABCD. O ponto B pertence ao eixo Ox e € 
pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares. Calcule 
os vértices do quadrado. 


1510 ponto A = (-1, 4) é vértice do ângulo reto do triân- 


gulo retângulo isósceles ABC. O vértice B está na bisse- 
triz dos quadrantes pares e C está no eixo Oy. Calcule 
os vértices. 


60 ponto A = (2, 5) é vértice de um quadrado ABCD em 


que B tem ordenada 1 e D tem ordenada 2. Calcule os 
vértices do quadrado. 


NIZ3 Os pontos M = (-8, 1) e] = (0, -1) são extremos da 


diagonal do quadrado MNJP. Calcule N e P. 


[18º Os pontos M = (-8, 1) e J = (0, —1) são vértices con- 


secutivos de um quadrado MJNP. Calcule os vértices 
sabendo que a origem de coordenadas está no interior 
do quadrado. 


* [9 Considere o paralelogramo ABCD. Construa, sobre os 


lados, quadrados externos ao paralelogramo. Sejam 
M,), Pe Q os centros desses quadrados. Mostre que o 
quadrilátero MJPQ é um quadrado. 


[20 Os vértices de um triângulo são A = (1, 3, -1), 


B=(2,5,4)eC=(4, 7, 6). Calcule o comprimento da 
mediana relativa ao vértice A. 


[27 Determine sobre o eixo Ox um ponto equidistante de 


A=(1,WeB=(5,9). 


[22º Mostre que o triângulo ABC em que A = (2,3, 1), 


B=(-4,3,7)eC=(-6,1, 1) é equilátero. 


[23' Determine um ponto equidistante de A = (-1, 1, 2), 


B = (3, 1, 2) e dos semieixos positivos Ox, Oy e Oz. 


é IZ4N Ache no eixo das abscissas um ponto M cuja distância 


ao ponto ) = (2, -3) seja 5. 


é 25) Mostre que o triângulo ABC é retângulo. 


A=(2,-1,1),B=(1,-3,-5)e C=(3,-4, -4). 


: 26) Sejam A=(2,1,5),B=(3,k, 0)e C=(9, 7, 4). Calcule 
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[27' Determine sobre a bissetriz dos quadrantes ímpares um 
ponto C tal que o triângulo ABC seja retângulo em A. 
A=(3,5)eB=(0,2) 


[28º Calcule um ponto P sabendo que sua distância à ori- 
gem é 6 e suas distâncias aos pontos (0, 0, 1) e 
(2, 2, 2) são respectivamente RE, e nz. 


[29 Um foco luminoso está em M = (5, -3) e ilumina o 
ponto ) = (4, 4) depois de incidir em Oy e sofrer refle- 
xão. Determine: 


a) a distância percorrida pela luz de M até ); 


b) o ponto de incidência em Oy. 


130) Determine os pontos de reta y = x + 1 que distam 5 
da origem. 


DV: 


: BBTI Os pontos (0, 1), (x, y) e (-y, x) são vértices de um 


triângulo equilátero. Calcule x e y. 


[32º Determine os pontos do plano que distam 2 da 


origem e que distam igualmente dos pontos 


(0, De (0, -1). 


1837 Dos pontos cujas coordenadas são (4? -2, 12), qual o 


mais próximo da origem? 


[34º Dos pontos que distam 1 do ponto (-1, -1), qual o 


mais afastado a origem? 
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1.4 - Operações elementares 


1.4.1 — Adição de vetores 


DEFINIÇÃO 
Adição de vetores. 


É muito comum, para determinar-se a soma 5 dos vetores , e V,, USar-se a re-  NNEINTTETTTTNEN 
gra do triângulo: pela origem O, traçamos o segmento orientado (O, A) que está na NOTA 
classe de equivalência de , e por sua extremidade A, um outro segmento orientado Se O'for um ponto 


RR o (de 2 qo qualquer do espaço, então, 
(A, B) tal que AB = v,. A soma será o vetor OB. repetindo a construção 


com O' no lugar de O, 
obtém-se O'B = OB. 


sEAR?RY DS 
A adição de vários vetores se efetua mediante a aplicação sucessiva da regra do NoTA 
triângulo. Os vetores Vviev, foram 
traçados “consecutivos”, 
Sejam por exemplo quatro vetores v,, V,, V, e V, quaisquer do espaço. isto é, a extremidade do 
E . — — primeiro é a origem do 
Tomemos um ponto O do espaço como origem e apliquemos em O o vetor OA segundo. 


da classe de equivalência de V,. Em seguida, apliquemos em A o vetor AB da classe de 
V,. O vetor OB será a soma 7, + Y,. Apliquemos agora em Bo vetor BC da classe de Y.. 


O vetor OC será a soma OB+V,=(V,+V,))+V,=V,+V, +), 
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Analogamente, apliquemos em C o vetor CD , da classe de v,. O vetor OD será 
a soma: 


OD=0OC+HV,=(V,+V,+V)+V =, +V, AV +V,=S 


= 


=! 


at) 


sl 


Temos então a regra da poligonal: 


Se a poligonal fechar, isto é, a extremidade do último coincidir com a origem 
do primeiro, a soma dos vetores será nula. 


C 


sl 
[0] 


OA+ AB+BC+CD+DO=0. 
VLV, AV, +V,+V,=0 
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Propriedades da adição 


1 Comutatividade: arb=D+ã 


a 


(à+b)+C=ã+(b+0) 


a 


HI) Desigualdade triangular: Wall =Blll< lã + ls all BI 


Ilã+ b|| 


au 


Ia HIGI 
Hall Io! 
Iall+ ll 


RE 
IV) Elemento neutro: arõ=ã NOTA 


Os vetores à e (-ã) têm o 


V) Vetor oposto: arcao-0 mesmo módulo, mesma 


direção e sentidos opostos: 


a2/ (à) 
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Exemplos: 


i) Dados três pontos quaisquer, é sempre possível escrever: 
AC=AB+BC ou C-A=(B-A)+(C-B) 


A 
| [MN 
ii) A notação de Grassmann é muito cômoda para obtenção da soma de 
vetores. 
ç B 
NA 
(0) 
Temos que: 
OC = OA+ AB+BC 
Pela notação de Grassmann, temos: (A- O) +(B-A)+(C-B)=C-O 


que é equivalente à equipolência acima. (As letras se simplificam como 
na álgebra). 


iii) Sendo: | an: A. 
AB=qa, BC=b, DC=Ce ED=d, calcular FA. 


D 
ir É 
(e 
E 
Temos que: 


AB + BC+CD +DE+FA = O porque o polígono fecha. Levando em conta 
que: CD=-DC =(-L) e DE=-ED= (à) vem: 

a+b+ (-C)+ Ed)+EA = 0 

Transpondo: 

EA = (-d)+(-b)+E+d 


à VA: 40 
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iv) Sendo Vo vértice de uma pirâmide quadrangular regular ABCD, expri- 
mir VA em função de VB, VC e VD. 
V 


Temos: 

VA = VB+BA 

Como BA=CD, vem: VA = VB+CD 
Usando a notação de Grassmann: 
A-V=(B-V)+(D-C)+(V-V) 
A-V=(B-V)-(C-V)+(D-V) 
Logo: VA = VB — VC + VD 


Adição em coordenadas 


Como as coordenadas de um vetor não dependem do ponto onde ele está apli- 
cado, podemos considerar os vetores parcelas da adição aplicados na origem. 
Sejam: v,=(%,), 2) e v, =(X,, Y,, Z,). Estas coordenadas são também dos 


pontos P e P, respectivamente. O ponto M é médio de P,P,, logo: 


M=[87% hth Atz ] 


2 2º 2 


Por outro lado, se 5 = (x, y, z), então M é também ponto médio de OS. Assim: 
M=[4 2 Z 
2» DD 
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Mo M+HX, Po yv+y. E Z m+Z2 
2 "2 2 2 2 


As coordenadas da soma serão: $=(X+%X, Jit Va, Z1+ 22) 


Portanto, 


As coordenadas da soma de dois vetores são as somas das coordenadas de 
mesmo nome das parcelas. 


Para o R2 temos: S=(x,+%, Ji+ 2) 


Parao R! temos: $=(x1+ x.) 


1.4.2 — Multiplicação de um vetor por um escalar (número) 


E E. 

DEFINIÇÃO “Dado um vetor v e um número real m, chama-se produto de Y por m o vetor 
Multiplicação de um vetor m :Vtal que: 

por um escalar. 


NOTA 

Se |m| > 1, temos uma 
“dilatação” e se |m|<1, 
temos uma “contração”. 
Caso particular: 


BA =-AB = (-1)-AB 


a) 1 77v ||= [77] - || 71] 
EEFMI b) 777v tem a mesma direção que V (paralelos): 777v // V 
NOTA c) 77Y tem o mesmo sentido de v sem > 0: mv VV; 
Sem=0,0-V=0. e sentido oposto sem <0: mv Xv 


Produto por um escalar em coordenadas 


É fácil concluir, por semelhança de triângulos, que as coordenadas de 77y são 
os produtos das coordenadas de Y pelo escalar m. 


a) 


Wv 


à VA: 42 
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b) 


mv 


c) 


Assim: 
a) No 
b) No 
c) No 


Exemplos: 
i) Sev=(6), calcular 2v. Temos: 27=2-(6) = (12) 
ii) SeA=(1,2)eB=(10,-10), calcular -5AB. 


Temos: AB =B- A = (9,-12) 


isso 
Logo; --AB= “(0 -WD)=( 3,4 
80: —3 3 )=( ) 


ii) Sendo A = (1,2, 3) e B= (-1, 4, -1), calcular C de modo que AC =3.AB. 


Temos: AB=B-A=(-2,2,-4). 
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AC=3AB=3(-2, 2, -4)=(-6, 6, —12) 
C=A+AC=(1, 2, 3)+(-6, 6, -12)=(-5, 8, —9) 


iv) Calcular o ponto C sabendo que AC=5-BC, sendo A = (-5) e B= (3). 
Seja C = (x), temos: 
Re e Cs os 
BC=C-B=(x)-(3)=(x-3), logo 
Psp Sy=lS=g+5= 1=35=C=(9) 


v) Determinar as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em 
3 partes congruentes. Dados A = (1, —3), B = (4, 9). 
B 


Devemos ter AM = 


3 
AB=B-A=(3, 2 AM 12)=(1, 4) 
Segue-se que: É 
M=A+AM=(1, -3)+(1, )=(2, 1) 
Como MN = AM = (1, 4), calculemos N: 
N=M+MN=M+AM=(2, D+(1, 4)=(3, 5) 


Propriedades do produto por um escalar 


1 Distributividade: 


Temos: (77 + n)V = 

=(m+m(x, », D)=((m+m)x, (m+m)y, (m+n)z)= 
=(MX+mX, My/+NV, MZ+nZ)= 

=(mmx, my, mz)+(nx, ny, 2)= 

=m(x, y, D)+m(x, Y, 2)= 


=mv+nv 


à VA: 44 
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Temos: m(ã+b)= 
=M(4,+X%,, V,+Y,, 2,42,)= 


=(MX 40X, My, +, MZ, +MZ,)= 
=(0X, mp, mz )+4+(MX,, MY, MZ,)= 
=(4,, Vi ZA, Vo Z)j= 


=mã+mb 


II) Associatividade: m(nD)=(m ny 


Temos: (mn)v = 

=mn(x, Y, Z)=(mmnx, my, mmz)= 
=m(mx, my, nZ2)= 

=m(nv) 


HI) Elemento neutro: 1. v=v 


IV) Elemento absorvente: EE DD 
V) Vetor simétrico: (CD v=—7 


Exemplos: 


i) Sendo AB=ã, AC=b e M médio de BC, calcule AM. 


Temos que AM = SAD ; 


Como AD = à + b, segue-se que: AM = =(ã+D) 
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ii) Sendo de b dois vetores quaisquer, construir os vetores: 
a)u=34+2b 


ii) Seja o paralelogramo ABCD e os vetores AB =ã e AD=b. Calcular em 


função de à e b os vetores AM e MN, sendo M médio de CD e BN = = BC. 


D M 


Temos, pela regra do triângulo: 
AM =AD+DM =b+ã 


MN=MG+CN-li-25 
2 3 


à Vs) 46 
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Exercícios resolvidos: 


1) 


2) 


O que representa a equação P = A+ Ay, onde A = (-1,2, 1), V=(3,-2,2) e: 
a) À é um parâmetro real tal que -1< A <3? 
b) À é uma variável real, isto é, À E (-0, +00)? 


Solução: 

a) À equação P = A + Y representa uma translação do ponto A segundo 
o vetor AV. Como À é um parâmetro variável, a equação P= A+ y re- 
presentará uma infinidade de pontos, limitados por -1< A <3. Quando 
A=-1, P=A-v,ouseja, P =(-1,2,1)-(3,-2,2)=(-4, 4, -1). 
Quando 1=3, P=A+3V=(-1, 2, D)+3(3, —-2, 2)=(8, —4, 7). 
Observe que quando A=0, P=A, logo a equação representará o seg- 
mento de reta que passa pelo ponto A, compreendido entre os pontos 
ein 


b) Quando À E R,o lugar dos pontos P será a reta que passa pelo ponto 
À, paralela ao vetor V. 


Uma mesa de bilhar POSR tem seus vértices dados por coordenadas 
cartesianas P = (0,0), Q = (5, 0), R= (0, 4) e S = (5, 4). Dadas duas bolas 
nos pontos X = (1,3) e Y = (2, 1) sobre a mesa, determine em que ponto 
da tabela RS deve ser atirada a bola X de modo que ela atinja sucessi- 
vamente as três tabelas RS, OS, PQ e vá depois chocar-se com a bola Y. 
(Admite-se que o ângulo de incidência é igual ao ângulo de reflexão, 
em cada choque com as tabelas.) 
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considerações são análogas. 
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reta nos espaços RR? e IRº. 
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Solução: 


e Y 


Devemos ter: D= A+AAC 
Seja A o simétrico de X em relação a RS: A = (1,5) 
Seja B o simétrico de Y em relação a PQ: B = (2, —1) 
Seja C o simétrico de B em relação a QS: C= (8, —1) 
Então: 
AC=C-A=(7, -6) 
Logo: 
D=(1, 5)+M(7, —-6)=(1+7A, 5-64) 

o Nap= a 
Mas D = (x, 4), logo: fe 


6A=151=5 e daí 


ep >D= neo 4 
6 6 6 


1.4.3 - Subtração de vetores 
EE 


DEFINIÇÃO 
Subtração de vetores. 


NOTAS , 
1) Como v,+d=v,,a 


diferença d = vi-v,éo 

vetor que somado a V, dá v.. 
2) A diferença d=V,—V, é R . . 
a soma de V, com o oposto Sejam 7, =(%, M, 2) €V, =(%, Ya, 25). 


dE IDEs Dre Como —», =(-x,, — Ya —Z,), então: ERES 
hà VE: 48 
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No RR? teríamos: 


No R! teríamos: 


Si 


Então: 


AB=B-A=(B-A)+(0-0)=(B-0)-(A-0)=OB-OA 


Exemplos: 


i) Calcular o vetor X tal que 2X +34 = b, onde ã=(-1,3, 5)e b= (3, —1, 3). 
Temos: 


as O ae Ei 
t=5(b-34)=+0, 1, 3)-3(1,3,5)] 


2=+8, -1, 3)+8, 9, -15)]=>(6, -10, -12)=(3, -5, -6) 
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EEE 
NOTA 

v, está aplicado na 
extremidade e v, está 


aplicado na origem do 
vetor diferença. 


Ed 
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ii) Escreva o vetor X em função dos vetores V, e V, nas figuras abaixo: 


a) 


ii) Calcular os vetores X e y tais que: 2X+y7 =(1, 2)ex-y =(5, 1). 
Temos o sistema: 
[2747 =, 2) 
fz -Y=(5, 1) 
Somando membro a membro, vem: 


Se = (6, Sj= 2 =(2, 1) 
Da 2º equação: 


pero Cons = 50) 
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iv) Dado o tetraedro OABC em que: OA=á, OB=b, OC=CeM,N,P são 
pontos médios de BC, ABe OC, respectivamente. Calcular AM e NP em 
função de à, bec. 


AM = OM OA =>(D+0) d=5(b+ê 2ã) 

NP=OP-ON=> (0+AN)=>-0-AN 
ss) 8) : To e. 

Mas AN = e =-—(OB-OA)= UA, logo: 


v) Notriângulo ABC: AB=á, AC=bD, AR SAM, Cil= SN, Me N são mé- 


dios respectivos de BC e AB. 


tg, 


9 | ny) 
NI ay 


Calcular RN, IM e TR como funções lineares de ã e b. 
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EO ce pa e e e 
a) RQN=AN-AR =ã AM = 58 i q(i+b)= a (ã +b) 
RN 
88 
Due ui copo quo Cn CO 
E alo 
EE ei il 1- 
MES 
RE 
ES So nf 
9 MR =AR-M=[AM AO + CM =4 260 + D-[DAç0] 


Ee ep DCE sl, 
8 8 24 


vi) Calcular o módulo da soma de todos os vetores indicados na figura. 


B D I 
2 42 
45º 45º 
» C mf 2 
1 
E 
A (ae a 
AB+ED=0 


BC + CD = BD =" ||BDI| =2 


IBD+GHI| =3 
llrG+Hill=1 


5 Ro 
Da 
| E - 


BC+CD+GH 


Isl=9+1 = 10 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


F7 Calcule o módulo da soma dos vetores: e M é médio de DC 


a 
ate asc 


) 
| 3 
2 Ny N2 ad 

; E a e NB= Fi AB 

1 
1 F3' Calcule o vetor X. 

1 
1 
2 2 
1 


b) a) 


NO 
0) 


E) 


d) 


P4 No logotipo abaixo, há 14 segmentos. Cada um deles 
: sugere um vetor. 


EN Seja o paralelogramo ABCD e os vetores AB=ã e ; LS E 4 
AD = b. Calcule AM, MN, MJ e JN em função de deb 0,5 
sabendo que: 1 1,5 
: 1 
D M 
Cc 1,5 1 
b J 
Considere os seis verticais orientados para cima e os 
A sete horizontais para a direita. Calcule o módulo da 
ã N x soma desses 14 vetores. 
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1.5 —- Aplicações das operações elementares 


1.5.1 - Ponto que divide um segmento numa razão dada 


Diz-se que o ponto P divide o segmento AB numa razão k (e escreve-se ni =k) 


se PA = APB. Logo P E AB. 


E ===] Temos: 
NOTA A-P = k-(B-P) 
Os pontos P, A e B devem 
estar alinhados. A-P=kB-kP 
A-kB=P-kP 
P(1-4) = A-kB 
p= ADAB 
1-k 
e e< e pe 
Pp A Pp B 


a) k > O significa que os vetores PA e PB são do mesmo sentido, logo o ponto P 
está fora do segmento AB. 

b) k< siginifica que os vetores PA e PB têm sentidos contrários, logo o ponto 
P está entre A e B. 

c) Sek =-1, o ponto P será médio de AB. 


=== — d) Diz-se que P e Q são conjugados harmônicos em relação ao segmento AB se 
OBSERVAÇÃO PA QA 

Não existe conjugado e = 

harmônico do ponto médio PB OB 


de um segmento, pois 
não há ponto externo ao 
segmento AB na mesma 
reta tal que PA = PB. 
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A 


Isto é: PA=kPBe QA =-KkQB 


O conjugado harmônico de um ponto interno ao segmento é externo ao mes- 
mo e vice-versa. 


Dados dois vetores colineares AB e CD com CD z 0, podemos definir a razão 
AB ' ; o 
=> = k como a razão entre seus módulos com sinal positivo ou negativo conforme 
AB e CD sejam de mesmo sentido ou de sentidos contrários, respectivamente. 

Se AB e CD não forem colineares, não existirá o número real k, pois o produto 
de um número real por um vetor mantém a direção do vetor. 


Exemplos: 


PA 1 
i) Calcular as coordenadas do ponto P tal que = =—, sendo A = (1,3,2) e 
= PB 2 
B=(0, 1, 1). 
Devemos ter: 


PA=PB = uj=2 |U 
Sejati (ey) 

PA =A-P=(1-x,3-y,2-2) 
PB=B-P=(-x,1-y1-2) 
2PA =(2-2x,6-2y 4-22) 
Dj = Div st => ses 2, 
6-2y=1-y>y=5 

4 Dpn="2=>27=8 

Hoso BETA)» 


Ou usando a notação de Grassmann: 


PB = 2PA 
B-P=2(A-P) 
B=P=2A-2P 
P=2A-B 
PSD G 4401 1) 
P=(2,5,3) 
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ii) Seja AB o segmento tal que A = (1,3) e B= (-4, —1). Seja P o ponto do eixo 
Oy sobre o segmento AB. Determinar P e Q conjugado harmônico de P. 


49%? 


MA 


Sejam P=(0,y) e PA=4-PB. 

PA =A-P=(1,3-)) 

PB =B-P=(-4,-1-) 6 k.PB=(-4k-k-ky) 
Devemos ter: 


gs E 
4 
re 1 E il en il 5 R 11 
non eita si 
Seja Q o conjugado harmônico de P. Então: 
ca seja: 
OB 4 
QÃ="0B +» OB=40A 
Seja Q = (x, 7). 


OB=B-Q=(-4-x,-1-)) 
Q4=A-Q=(1-x,3-y) => 4.04 =(4-4x, 12 - 4y) 
Então: 


4-44= 4 ro BM=Ba rod 


12-4y=1-y513=3p>y= 


Os pontos pedidos são: 


e Upa (E E 
pe) 
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Exercício resolvido: 


Mostre que se os pontos C e D são conjugados harmônicos de AB na 
razão k, então o ponto médio de CD divide AB na razão kº. 


Solução: 
e e e e e 
A E BM D 
CA DA RO Ae. 
=>" Á> = e —>—— = —k 
CB DB B-C B-D 
o ASAB o ado 
1-X 1+% 
m-C+D I(A-AB A+AB) 1(A-ABL+A)+(A+RB)L- A) 
o) 2 |=/6 1+X 2, il=/8 
M=LALAR-RB-RB+A-AR+AB-RB 124-28B A-RB 
a ils DA: 1|=/4* 


Logo, M-RM=A-KB=> KB-KRM=A4-M>K(B-M)=A-M 


então: &º. MB-=MA > MA p 
MB 
1.5.2 - Vetores paralelos - condição de alinhamento de três 


pontos 


Sejam v, e Y, dois vetores não nulos. Temos que os vetores v, e Y, são paralelos 
se existe um escalar m tal que v, = 7777. 


Sev,=(X,Yy, Z)eV,=(X, Y» Z,), então: (X,, Y,, Z,) = (mx, my, mz), O que nos dá: 
X,=MX,Y,=my,ez,=mz, ou se nenhuma das coordenadas de v, for zero, 
temos: 


X2 Ji Za 
X Ya 2 
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Exemplos: 


id) | Verificar se os pares de vetores são de vetores paralelos. 
20 Sn 


La CEC 
pie ns2-S- Tv, 

Vo=(-4, =, 2) 

=: Do Ob dO Duca 
b) E (o, 5 Dm Rom 

v, =(10, 15, 20) 


ii) Calcular o valor de k de modo que os pontos À = (1,2), B=(3,-1) e 
C=(k 2k- 1) estejam sobre a mesma reta. 


A B Cc 
Tm bo 


Devemos ter AB // AC. 


AB=B-A=(2, -3) ge 
AC=C-A=(k-1,2k-3| 3 2 
-34+3=4k-6 
nie ee 

7 


1.5.3 — Unitário de vetor (versor) 


DEFINIÇÃO 
Versor de um vetor. 


v=li, =|lvll=[77]-||úi,]| 
Como: 
úl=1=[|77=|[v]| 

Logo: 


v=lyla,=>u,= 
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DEFINIÇÃO 
Vetor unitário. 


Exemplos: 


i) Calcular o unitário do vetor V =(-2, 3, 6). 
a 
“hill 


Ilv||=4+9+36 =7, logo: 


icons é Cs 
7 PARTA RA 


ii) Calcular um vetor paralelo e de mesmo sentido que o vetor V = (1, 2, 2), 
cujo módulo seja 5. 
Basta determinar o unitário de v e multiplicar por 5. 


v=(-1,2,2)=||| =V1+4+4=3 >, -— v 


O vetor procurado é então: 


DEFINIÇÃO 
Baricentro de um triângulo. 


L M J 


N é médio de AC, logo J é médio de MC. 

Temos que: 

MB =2M] > MB = -2MJ (Note que o segmento MB mede o dobro de MJ, mas o 
vetor MB é o dobro de MJ com o sinal negativo porque são vetores opostos.) 
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Donde: GB =-2GN 
B-G=-24N-G) 
B-G=-2N+26 
3G =B+2N 


36 cnap E 


3G=A+B+C 


Exemplos: 


i) Calcular o baricentro do triângulo ABC, sendo A = (1,2,3),B=(3,0,-1) e 


CD 
Temos: g=-AtStE 
g = 2, SEO, 0, = 2, E | 
a) 
G=(2, 1, 0) 


ii) Calcular os vértices Be C do triângulo ABC sabendo que seu baricentro 
é (2,-1), A=(3,5), B=(-3,a) e que o vértice C está sobre a bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 
emosiquelc= (co) 


g=A+B+C 
3 
3G=A+B+C 


S(2, SS SS, a)ulc 0) 
(6, -3)=(c, 5+a+c) 


c=6 
SPA re=--3 = q =-14 
Logo: B = (-3, -14) e C= (6, 6) 


iii) O ponto M de intersecção das medianas de um triângulo está situado 
sobre o eixo das abscissas; dois de seus vértices são os pontos A = (2, 3) 
e B=(-5, 1); o vértice C está sobre o eixo das ordenadas. Determinar 
IVigeres 
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Sejam M = (x,0)eC=(0,y). 


Temos: 
p= EO >x=-1>M=(-1, 0) 
0-E22.,0 De DD G-(02) 


1.5.5 - Baricentro do tetraedro 


DEFINIÇÃO 
Baricentro de um tetraedro. 


Logo: BG, = 6) 
GB 67.3 
GP 2) 


GB=--3GP e GB--366G, 
B-G=-%KG,-G) 
B-G=-3G,+3G 
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Exercícios resolvidos: 


1) Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB, 
A=(-1,2)e B=(2,-4), em três partes congruentes. 


Solução: 
IB 


A 


M=A+AM=A+AB=A+5(B-A) 


NS, 2)+5(8, = ei, DjeAdl =D) 
M=(0, 0) 

J=M+Mj=M+5(B-) 

VAO, OEA = =D) 


2) Sejam A=(-1,0,2)e B=(1,-1, 1). Prolonga-se o segmento AB, a partir 
de B, de modo que o segmento quintuplique em C. Calcule C. 


Solução: 
(6 


Ea É 
A 
AC=5AB=5(B-A)=5(2, -1, —1) 
C=A+AC=(-1, 0, 2)+(10, —5, —5) 
C=(9, -5, —-3) 
3) ABCD é um trapézio em que a base AB mede o triplo da base CD. 
Mo 1,0) AD= (QI eCc= 3,3). CaleuleB, 


Solução: 
D (G; 
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4) 


5) 


6) 


D=A+AD=(1, -1, 0)+(2,1, )=(3,0, 1) 
DC=C-D=(3,3,3)-(3, 0, D=(0, 3, 2) 
AB =+3DC =+3(0, 3, 2)=(0, 9, 6) 
B=A+AB=(1, -1,0) + (0,9, 6) 
B'=(1,8, 6)ouB”=(1, -10, —6) 


Calcule as coordenadas do ponto P tal que PA = do sendo A = (1,3,2)e 
BE PB 2 

Solução: 

Dolo = 
=> = PA == MA PD=D=P=2DÃ=2pP= =] 
PB 2 
P=2AB=P=(?, 6, = (l, 1 D=(, 5, 3) 


Divide-se o segmento AB em 7 partes congruentes. A = (-1,3)eB=(6, -11). 
Calcule o terceiro ponto de divisão, mais próximo de A. 


Solução: 

3m 4m 
ASS =" j nÊ + po 
m 
m=>— 
y 
PA 3m 3 
PB 4m 4 


PA - PB = 4PA = -3PB 


4A-P)=-3HB-P)=>4A-4P=-3B+3P => 7P=4A+3B 
u Eis Fe) E (18,-33) (14, — 2) (2-3) 


Pp 


Calcule os comprimentos das bissetrizes interna e externa do ângulo A 
no triângulo ABC. 
MES Bo (35 2 pe CE 5,0) 
Solução: 
A 
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mB la 

MC ac] 
AB=B-A=(2, 2,1) 
laB|=V4+4+1=3 
AC=C-A=(-8, 4, -1) 


JAC|=/64+16+1=9 


E am qo e EC) 
MC 9 3 
3B= BM = =Cu MAM =SBnCo M- cer St, SER 
= Pas NENE ps 

DR NO » dd 
e pp Ee 

4 4 4 2, 

Re , JB ss 

Como J é conjugado de M em relação a BC: Co a 


3B-C (9,9, 6)-(-7,5, 0) 
Paes D 


AJ=|Aj)=/49+1+4 = [54 = 3/6 


7) O centro de massa do triângulo ABC, A = (a, bc), B=(ca,b) e 
C = (b, c, a), dista 3 unidades da origem. Calcule-o. 


E(S 23) NZD) 


ANarlaciO (rapa misrlanE isento 
Gi Ra RR Gu E então x=y =z. 
Solução: 


Chamemos então G = (x, x, x): 
0OG=G-0=(x, 1, )> logl=/"2 +22 +? =3 
bi3 Si 43 => x=+)3 


lemos GESSO Poucos so) 


8) Obaricentro do tetraedro ABCD é G = (-1, 2, 0). Sabendo que A = (a, 1,0), 
B= (a, O Cs (O, 2, 3), caleule D = (0, 4 0). 
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Solução: 
G = JAN ap 8) ar (O se ID) = (E D0 = Geno Leao c+a+3+a 
4 4 + 
gps [> => 
4 
A RO > D=(0,10, —5) 
CEtÊ00-10+3-0>c=7 


9) Calcule os vetores x de módulo 10, paralelos ao vetor V = (4, 8, 1). 


Solução: 
meo di cedo O ces SSL = CS 
[71 V16+64+1 9 


a 40 80 10 
X= 2, gu +) com correspondência de sinais. 
10) Calcule o simétrico do ponto M = (3, 4) em relação à reta que passa 
pelos pontos A = (-1, 3) e B= (4, -2). 
Solução: 


M 


Seja J = (x, y) a solução. 
MJ é paralelo a fi = AB oo 
n=B-A) = SD =(-5, —5) 
MjJ=]-M=(x-3, 7-4) 

x-3 y-4 


M//i => SO E >x-V=-1 


É 
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Por outro lado, Q é médio de MJ e está na reta que contém A e B. 
M+ x+3 +4 


2, DER 
Como AQ é paralelo a AB, temos: 


NO O A-[H58m, v+4 3 [E | 


É 2 DRE, 
AB=(5, —5) 
lala e eso 
10  -10 
= p=eil 
A d > N > J=(2,) 
RE=8 y=-1 


11) Aé vértice do ângulo reto do triângulo ABC. A = (2,1), B=(-1,5) e 
AC mede 8. Calcule C. 


Solução: 
(e 
D 
B A 
10) 
(64 


AC=8-up  AD=tAB,, =H(-3, 9), =H(-4, -3) 


90 


AD O a ed 
paes elê 5 


mou 
55 55 


C=ALAÃC 

c-o [2 2) (2 2 
Sds Ge 

c-,n-[2 2 2a 
Ra RR E 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Péo ponto até o qual se deve prolongar o segmento 
AB, no sentido de A para B, de modo que seu com- 
primento quintuplique. Sendo A = (1, 2) e B= (2, 4), 
calcule o conjugado harmônico de P. 


E2"0 ponto B = (5, 12) é um dos vértices do triângulo 
ABC. Uma reta que contém G, ponto médio de AB, 
e é paralela ao lado AC, intercepta o terceiro lado em 
H=(10, 2). Calcule C. 


E3" Mostre que os pontos A=(-5,4),B=(3,2)eC=(7,1) 
estão alinhados. Calcule M tal que lidas Ria 

MC BC 
PA Seja o trapézio ABCD em que A = (-1,3), B=(-3, 1), 


BC = (5, -2)e CD = 2-AB. Calcule os vértices C e D. 
[5 Calcule os pontos C e D sabendo que: 


e CDé paralelo e de mesmo sentido que AB, A=(4,5), 
B=(8, 8); 


* o comprimento de CD é 10, C está sobre Ox e D 
sobre Oy. 


H6' Dê os valores de x e y para que os pontos (-2, 0, 3), 
(1,6, e (3, y, —7) estejam sobre a mesma reta. 


PZ Os vértices de um triângulo são A (2, -5), 
B=(1,-2)eC=(4, 7). Determine o ponto de intersec- 
ção do lado AC com a bissetriz do ângulo B. 


E8' Calcule o baricentro do triângulo ABC. 
A=(2,1,B=0,0€C=(1,5): 


P9 Calcule o vértice A do triângulo ABC, sabendo 
que seu baricentro dista uma unidade da origem. 
A=(xx+1,9;B=(2,1,3)eC=(-1,-2,-2). 

HO! Verifique se os pares de vetores são paralelos. 
aju=(1,2,3)evVv=(-2,4,-6) 
bi=(2,-3)ev=(4,-1) 


[17 Calcule o valor de a de modo que os pontos A = (a, a + 1), 
B=(2,5)e C=(-1, 4) estejam em linha reta. 


12) Calcule os unitários dos vetores AB nos casos: 
aVA=(3, )eB=(0,5) 
b)A=(1,2,3)eB=(-1,5,-3) 


: MB%O segmento AB é tal que A =(8, 8) e B=(-4, 1). 
: Determine o ponto P pertencente a AB e ao eixo Oy. 


Calcule Q, o conjugado harmônico de P, Es eP. 


É MAS Sejam A = (0, 0, 0) e B = (4, 8, 1). Prolonga-se AB até 


o ponto C de modo que o módulo de AC seja 10. 
Calcule C. 


[15 Sendo v = (3x + y, x- 2y, -y — 8), calcule x + y quando 
: v é paralelo aos semieixos positivos Oy e Oz. 


H16' Calcule t de modo que os vetores sejam paralelos nos 
É casos: 

a) (t, 2) e (-2t, —4) 

b) (t, 2) e (-8, d) 


[17 Calcule t de modo que os pontos (1, —1, 3), (3, 5, 7) 
i e (4, 8, t) estejam alinhados. 


: [78] Determine o vetor paralelo ao vetor (1, 2, -2) que tem 
módulo 9. 


119" Sejam A = (x, -1) e B = (2, -3). Calcule x sabendo que o 
vetor BA é paralelo à bissetriz dos quadrantes pares. 


[20º Um ponto P está a : da distância de A até B. Se 
P=(2,4)e B=(-7, 5), calcule A. 


E21' Calcule o baricentro do tetraedro ABCD sabendo que 
: A=(-1,2,1),B=(3,4,5), €C=(2,0,3)eD=(0,2,3). 


[22 As coordenadas dos vértices de uma mesa de bilhar 
são A = (8, 0), B= (8, 6), C=(0, 6) e D=(0, 0). Con- 
sidere as bolas M = (1, 5) e) = (6, 2). 


a) Determine na tabela BC o ponto P sobre o qual se 
deve atirar a bola M para atingir a bola ). 


b) Determine sobre BC o ponto P e sobre AB o ponto 
Q tais que, atirada a bola M sobre P, ela atinja a 
tabela AB em Q e em seguida a bola ). 


é [23 As coordenadas dos vértices de uma mesa de sinuca 

são A = (0,0), B=(8,0), C=(8,4)e D=(0, 4). Con- 
sidere as bolas J) = (x, 0) e L = (3, 2). Sabe-se que ) é 
atirada sem efeito na tabela BC, atingindo depois a 
tabela CD e em seguida a bola L que entra na caçapa. 
Calcule x. 


Ev 
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[24º ABCD é um trapézio retângulo tal que: ; [2510 baricentro de um tetraedro ABCD tem suas coorde- 
: nadas em progressão aritmética. Calcule-o sabendo que 


e Aéovértice do ângulo reto e está situado na bisse- MEO E PEC SC DADO IA, 


triz dos quadrantes ímpares; 
* Déa origem de coordenadas e C pertence ao eixo Ox; 
e olado AB tem o mesmo comprimento que BC; 
e a área do trapézio é 48. 


Calcule A, Be €. 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (Unificado-RJ) ABCD é um quadrado. O vetor AB -BC 


é igual a: 
(A) DB (C) CB (E) AC 
(B) CA (D) BD 
BZ" seli+v|=|ú-v|, então: 
(A) V=0 (B)U=0 ouv=0 (0) =|) 
(D) ú e v são paralelos (E) U e V são ortogonais 


3 Os pontos A(2, -1), B(8, 7) e C(4, 3) são vértices de 
um paralelogramo ABCD. Determine: Í 


a) as coordenadas do vértice D; 
b) o ponto de encontro das diagonais; 


c) a medida de cada diagonal. 


PA” (Unirio-R)) 


Considere os vetores a, b e € acima representados. 


O vetor V tal que v=50+b-sE é: 


Z 7 7 
(A) [56 a] (0) = o) (E) [5 a 
Z 
(B) (2, 3) (D) [a 6) 
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: ES (Unirio-RJ) Considere os vetores abaixo: 


Assinale o gráfico que representa o vetor 
se 05 lies 
R=29->b+-c. 
po 
(A) (D) 
y 


Ev 
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E6) (UFRJ) Sejam A(1, 0) e B(5, 43) dois vértices de um 
triângulo equilátero ABC. O vértice C está no 2º qua- 
drante. Determine suas coordenadas. 


FEZ" (Unificado-RJ) O ponto Q é o simétrico do ponto 
P(x, y) em relação ao eixo Oy. O ponto R é o simétrico 
do ponto Q em relação à reta y = 1. As coordenadas 


de R são: 
(A) (x, 1-3) (O (-x1-0) (E (y-—) 
(B) (0, 1) (D) (-x, 2 —y) 


E8' Os pontos (a, b) e (c, d) estão representados na figura. 


+ 1º bissetriz 


= 22 bissetriz 


O ponto (a + b, c— d) está situado no: 
(A) 1º quadrante. 


(B) 2º quadrante. 
(C) 3º quadrante. 
(D) 4º quadrante. 
(E) eixo Ox. 


9" (UFF-RJ) No hexágono equilátero ABCDEF, represen- 
tado na figura abaixo, AB//DE e são conhecidas as co- 
ordenadas dos vértices A(3, 0) e F(O, 4). Determine as 
coordenadas de todos os outros vértices. 


MO! (Unirio-R]) Considere a função real definida por [16 (Cesgranrio-RJ) Sejam ú e v vetores ortogonais de mó- 


f(x)=1+418 —- 24º e um ponto A(2, 1). Sabe-se que 


EM Na figura, 


(A) 1º quadrante. 
(B) 2º quadrante. 
(C) 3º quadrante. 
(D) 4º quadrante. 


(E) ponto de origem do sistema xOy. 


OP|- 18. Determine as coordenadas carte- 


sianas (x, y) do ponto P. 


609 


[12 (PUC-RJ) ABCD é um paralelogramo. M é o ponto médio 


do lado CD e P é tal que AP = SAB. 


Se T é o ponto de intersecção de AM com DP, o valor 


da razão ca é de: 
DP 


1 3 4 

(A) 2 (C) Z (E) 7 
7 3 

(B) 5 (D) 7 


513" (Uerj) Uma lanterna está no ponto A = (-2, 2) e ilumi- 


na o ponto B = (10, 3) depois da luz incidir no espelho, 
que é o eixo Ox. Calcule o comprimento do caminho 
percorrido pela luz. 


É DO (UFR)) Sejam M, = (1,2), M,= (3,4) e M, = (1, 1) os 


pontos médios dos lados de um triângulo. 
Determine as coordenadas dos vértices desse triângulo. 


[15º (PUC-RJ) Os pontos A(3, 1), B(4, -2) e C(x, 7) são coli- 


a distância de um ponto P do gráfico de fao ponto A 


é J10.0 ponto P encontra-se no: 


DV: 
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neares. O valor de x é igual a: 
(A) 1 (CS) 
(B) 2 (D) 6 


(E) 7 


dulo 1; e seja A um eixo do plano dos dois vetores, 
como mostrado na figura. Se o ângulo entre A e ii é de 


30º, calcule o módulo da projeção de u + V sobre A. 
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: [27 Um trem viaja para o oeste com velocidade de 
: 80 km/h. Para um observador situado no trem, o ven- 
to parece soprar do norte. Quando a velocidade do 
trem é reduzida para 20 km/h, o vento parece soprar 
do nordeste. Qual o módulo da velocidade do vento? 


é [22) Dadas as figuras abaixo, calcule o vetor X. 


[IZ) (UFRJ) Três cidades A, B e C estão representadas no 


: a) 
mapa a seguir. Escolhendo uma cidade como origem, ã 


é possível localizar as outras duas usando um sistema 
de coordenadas (d, 0) em que d é a distância, em qui- 
lômetros, entre a cidade considerada e a origem e 0 é 
o ângulo, em graus, que a semirreta que une a origem 
à cidade considerada faz com o vetor norte N; O é me- 
dido a partir do vetor N no sentido horário. 


Usando A como origem, as coordenadas de B nes- 
se sistema são (50, 120) e as coordenadas de C são 
(120, 210). 

a) Determine a distância entre as cidades Be C. 


N 
PA 


b) Determine as coordenadas da cidade B, se escolher- 


mos € como origem. 


[18º (UFF-RJ) Em um retângulo ABCD, M e N são, respecti- 
vamente, os pontos médios dos lados ABeCD. 
Tem-se que BM=(n3,1) e BN=(243,-2). 
Determine o perímetro do retângulo. 


É 23) Considere um quadrilátero convexo ABCD. Seja P a in- 

tersecção das diagonais AC e BD e seja Q a intersecção 
dos suportes dos lados CB e DA. Se PC = 2PA e PB =3PD, 
determine k de modo que BQ = kBC. 


M9'Um trem viaja para o sul com velocidade de 
40 km/h. Para um observador nesse trem, o vento pa- 
rece soprar do oeste. Quando a velocidade do trem é 
reduzida para 10 km/h, o vento parece vir do noroes- 
te. Calcule o módulo da velocidade do vento. 


É ZA) Para um barco rumo noroeste, o vento parece vir do 
oeste. O barco muda o rumo para nordeste com a 
mesma velocidade, e o vento parece vir do leste. Sa- 
bendo que o módulo da nova velocidade aparente é 


3 vezes o módulo da anterior, qual a direção real do 


20" Sendo AB, AC e AD três arestas de um paralelepípedo, veria? 
calcule o ponto P mais afastado de A nesse paralelepí- 
pato ea na pr aU ds oa : [257 Um paralelogramo ABCD tem vértices A = (2, -3, 5) 
Dados: À = (1, 1,0), B=(2,1,1), C=(0,2, 2)e : e B=(-1,3,2). A intersecção de suas diagonais é 
D=(3,0,0) M= (4,1, 7). 
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: 290 ponto B = (5, 12) é um dos vértices de um triângulo 


Calcule as coordenadas dos vértices do paralelogramo 
que se obtém efetuando-se uma translação de ABCD 
segundo o vetor V = (-5, 2, -15). 


[26' Dê os valores de xe y para que os pontos (-2, 0, 3), 
(1,6, x) e (3, y, 7) pertençam à mesma reta. 


[27º Os pontos A = (1,2),B=(3,-2)e C=(-1, 1) são três 
vértices de um paralelogramo. Dê o conjunto das co- 
ordenadas prováveis do vértice D. 


[28º Os pontos médios dos lados de um triângulo são 


A=(1,2),B=(2,3)eC=(3, 4). Calcule as coordena- 
das do baricentro do triângulo. 


DV: 


ABC. Uma reta que contém G, ponto médio de AB, 
e é paralela ao lado AC, intercepta o terceiro lado no 
ponto H = (10, 2). Calcule o ponto C. 


: 130) Calcule o conjunto de valores de x de modo que os 
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pontos (1, x), (2, 0) e (x, 3) fiquem em linha reta. 


CAPÍTULO II 


PRODUTOS DE VETORES 


Neste capítulo, estudaremos vários produtos distintos que podem ser feitos entre dois, e até três, vetores. 
Por exemplo, não é apenas a magnitude da força aplicada a uma ferramenta que faz girar a porca - o 
importante é que o torque (produto vetorial desta força com o vetor que liga o centro de rotação ao 
ponto onde ela é aplicada) seja o maior possível. Por este motivo, não adianta empurrar a ferramenta em 
direção à porca, mas, quanto mais longe dela for o ponto de aplicação, menos força precisará ser feita. 


Mikhail Malyshev/Dreamstime.com 


2 - PRODUTOS DE VETORES 
2.1 - Expressão analítica de um vetor 


Sejam i, j e k os vetores unitários dos eixos, tais que: |/i |=|jlj=|[k||=1 


No RR?, esses vetores são: 
i=(1, 0) 


j=(0, 1) 


No IRº, esses vetores são: 
i=(1, 0,0) 
j=(0,1,0) 
k=(0, 0,1) 


Y 


x 


Consideremos um vetor qualquer v=(x, y)E R?. 
Note que: 


V=(x,)=(x, O+(0, )=x(1, O)+/(0, D=xi+yj 
Logo: 
E a 
P=(1, p)=2i+yj 
Analogamente, no IRº vem: . 
v=(xy2)=(x,0,0)+(0,7 0)+(0,0, 2) = x(1, 0,0) + Y(0, 1,0) + Z(0,0, 1) = xi +yj + zk 
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Logo: 


P=(1,p D=a +yj+ik 


Exemplos: 


i) Passar para a forma analítica os vetores: 
me (2 0,3) vi (Iv 2 sv O 200) 
Temos: 
v=2+0j+3k =2i+3k 
pls hi oe es o DR 
+2j=i.+2j 
Oi + 2j + Ok = oh 


asi 
to 
| 


sell 
vw 
IH 


E! 
= 
IH 


ii) Sendo v = 2i + 3j, calcular 27. 
Temos: E do a 
9 ==9(Di + 3 ==4i =06] = (4-6) 


2.2 - Produto escalar ou produto interno 


Sejam dois vetores V, e v,. Apliquemos os vetores v, ev, em um ponto O qual- 
quer. O ângulo O entre os segmentos orientados (O, A) e (O, B), representantes de 
v, ev, respectivamente, é o ângulo dos vetores v, e v,. 


ang (,, v,) =ang (V,, %) = 6,0<0<180º 


ou Vz 
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Exemplos: 


i) São dados dois vetores à e b tais que la — |b| = 
Calcular a JE bl, sabendo que o ângulo de à eb é 60º. 


á 


e Y 


Coloquemos à sobre Ox e calculemos as coordenadas de à + b. 
Temos: à = 2i 
b = (2cos 60ºi + (2cos 30)j = + 3 j 


Então à + b=3i + 3 j, logo: 


[ncb||= JOR p SON 
ii) Sendob=4i,c= 15j, láll=5 e ang(ã, c)=(ang à, b)=60º, calcular as coor- 


denadas de à + b + é assim como seu módulo. 


Temos: 
B=xi + j + zk 
E) 


X=)=5cos60º = Z 


Como Ill= x? +y? +z?, vem: 


E gos 
4 4 Z, 
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Logo 
Ge du Za 
paes 
Cn Apae 
pu E 
135,35, 2; 
DR õ 
la + D+ cl = 36-19 


Observe que os ângulos do vetor à (são dois) com o eixo z são tais que: 


Zs 


Cosa = = e ou seja, 45º e 135º. 


ã 


=v 


14 


1 


Sejam Ye v, dois vetores e consideremos seus unitários, respectivamente, 
úeu,. 
O paralelogramo relativo à soma ii + 11, se transforma num losango e suas dia- 


gonais são as bissetrizes das direções de ve v,. Logo, a soma ii + ij, será paralela 


à bissetriz do ângulo dos vetores, e a diferença 14 — 1, será paralela à bissetriz do 


suplemento, já que as diagonais de um losango são perpendiculares. 
Temos: 
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Exemplo: 


Determinar dois vetores paralelos às bissetrizes das direções de: 
p= 2 hev=(2s, 6) 


Calculemos os unitários de y e v,. 


o VAR e DO 
[,| EA 35 


TEME, de= ns | 


E reed 
Os vetores paralelos às bissetrizes são: 
e E 8 -5 -11 a ir 
= deh = E  T do ângulo de v e v,. 
EO da ES 20 -23 25 
B=u,=u, = Hi BI do suplemento. 


DEFINIÇÃO 
Produto escalar. 


Conforme o ângulo 6, temos: 


NOTA a) 8=0 = cos6=1 
Em particular, vv =|. 
Se os vetores são paralelos e de mesmo sentido, então: m=|f) 


Vz 
2 D—>———)—S>» 


Vi 
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e) 0=7 => cos6=-1 
«4 
v Y, 


Se os vetores são paralelos e de sentidos contrários, então: Pv =| 


Resumindo: 
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Os produtos escalares entre os unitários dos eixos coordenados são: 
Z 


Pad! 
[am] ta O [Seas 
na o oOlz4 


-1.cos0=1 
-1.cos90º= O 


Exemplos: 


i) | Sejamosvetores à e b de módulos respectivos 4e 5, que formam o ângulo 
de 60º. Então: 


à-b=Ial-lblcoseo=4.s.-10 
à-à= úl-lúlcos0º=4-4-1=16 
ii) Seja o triângulo equilátero ABC de lado 2. Calcule AB-BC. 


Temos que: 


AB - BC=AB|- |BClcos (AB, BC) = 2 - 2 cos 120º = -2 


uma vez que ang (AB, BC) = 120º. 


iii) O produto escalar de dois vetores de módulos 5 e 10 é -5. Calcular 
o ângulo desses vetores. 


oo fase cos pra = (= 189º 


la! - lol 50 J2 


Ee lãll . lb| Ecos cosbE 
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Note que o ângulo entre dois vetores v, ev, pode ser obtido a partir de: 


DEFINIÇÃO 
Projeção ortogonal de um 
vetor sobre outro vetor. 


O valor algébrico da projeção de v, sobre v, é OH] se OH tiver o sentido 
de v, ou -Jonl se OH e v, tiverem sentidos contrários. 

Usaremos as notações proj , V, e alg proj, V, para a projeção ortogonal de v, 
sobre v, e seu valor algébrico, respectivamente. 


Exemplo: 


Octor pv 3j + 4k tem como valor algébrico de sua projeção so- 
bre os eixos: Ox a sua abscissa x = 2; Oy a sua ordenada y = 3; Oz a sua 
cota z = 4, uma vez que V = Eni 3j +4k = (2,3, 4). 


v=(-2,3, 4) 


(-2, 3, 0) 
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EE 
NOTA 


Lembre-se que alg Proj; V> 
é um número. 


LV: 


Em geral, se o ângulo entre os vetores v, ev, é 0, temos que: 


alg proj, 7, =|, |cos6 


Portanto: 
5,9, =|, coso= [pag pri, 


Analogamente: 


De onde: 


R1 


Vo -U=|p,|-1-cos6=alg proj, , 


Enfim, o vetor projeção OH pode ser obtido por meio de: 
OH = (alg proj, v,)-n=(P, Wu 


Em particular, se V=(x, y, Z), temos: 
alg proj/ = x => proj.V = xi> v.i=* 
alg proj) = y > projV = j>vj=y 


algprojv=z=>projv=zk=>V-k=z 
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2.3 — Expressão analítica do produto escalar 


Dados Vv,=(x,, Y, Z))ev,=(x,, Y,,Z,), calculemos a expressão analítica de 
V,-Y, em função de suas coordenadas. 
Temos: 


P,=(X, Yy 2) 


P=(x,Yy 2) 


> 
á 


x 


LE =P-P=l- VV ZA) 
0=ang(V,V,), 0<0<7 


Op =[7, e OP, =|7,| 


Utilizando a lei dos cossenos, temos: 
PERº=OPPHOR"=2 «OP: QE  dosb= 
> (x,-x)+(p,-y) +(2,-2,)) =x) +yi+2)+x) +); +27; -2:OP, -OP, - cos 


2: OP, -OP, -cos8=2x,x, +27), +22,2, 


Como OP, =/v,| e OP,=[p, 


, Vem: 


IA | . > | COS0=%,X,+),Y, +2,2, 


Como [y,|-|v,] cos 6 é o produto escalar Y, -Y,: 


Analogamente para IR?, temos: 
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Exemplos: 
i) Dados os vetores d=(1, 2, 3) eb=(-1, 2, 1), calcular: 
a) à-b 
b) (2ã-3b)-(ã+2b) 
Temos: 
a)á-b=1.(-1)+2:2+3.1=6 
b) (25-3b)-(ã+2b)=(5, -2, 3)-(-1, 6, 5)=-5-12+15=-2 
ii) Calcular o valor de a de modo que os vetores ú=ai+j+(a+Dk e 
V=2i+aj-6k sejam perpendiculares. 
Devemos ter: i-V=0 
(a, 1, a+1)-(2,a, -60)=0 > 2a+a-6a-6=0 > a=-2 


ii) Determinar o vetor projeção do vetor v=(5, —1, 1) sobre o vetor 
w=(-1,2, —2). 
Temos que: 

Sp Ro) 


V1+4+4 


=-3, logo proj;V =-3U, 


algproj,V=V-ú; =(5, —1, 1)- ( 


922, 
3) 


De onde: proj,V =-3- = = E o) 


alg proj;V = 


iv) Calcular o ângulo entre os vetores à=(2, 1, 1)e b= (= =2, Dk 
Temos que: 
Gelo nes 


all do 6 2 


ILogog (8) = 112408 


cos B = 


Exercícios resolvidos: 


1) Mostre que as diagonais do quadrilátero ABCD, cujos vértices são A = (1, 1), 
B=(1,3),C=(3,2)e D=(-2,9) são perpendiculares. 


Solução: sa, el 
Às diagonais serão: AC=C-A=(2, 1)eBD=D-B=(-3, 6) 


O produto escalar AC. BD=-6+6=0, logo são perpendiculares. 


2) Calcule o valor de m de modo que o módulo da projeção de PR sobre 
AB seja 1. Dados: P= (1,m), R=(2,-1), A= (1, -2) e B= (3, 1). 
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Solução: 
Temos que: 


El 


|proj;;PR[=1 = alg proj;; PR 


pp. AB 


[aB| 
PR=R-P=(1, -1-m)ecAB=B-A=(4,3) 


=1> pr. ABl=[AB| 


Logo: |-4-3-3m|=16+9 =|-3m-7|=5=>3m + 7=t5 


) 
ea = inss cia 


3) Determine a relação que deve existir entre as coordenadas de um vetor 
do RR?, de modo que forme 45º com o vetor V=(3, 1). 


Solução: 
Seja w =(x, Y) o vetor em questão. Devemos ter: 
cos 45º = 1 582. 3x+7 
Era 2 goi 
Logo: 


45 dx + =3x+p=>5x2+572=9x] +6x/+7º > 2x) +3x)-27" =0 
Resolvendo esta equação em relação a x, vem: 

-3y+,9yº +16? 
== É > 4x=-3y+5y, de onde: 


4x=-3)-5V > Xx=-2y ou 
A = VER VE Vi 2% 


4) Calcule o valor de a de modo que o triângulo ABC, A = (3, 0, -1), 
B=(2,2, DeC=(-1,1,a), seja retângulo em A. 


Solução: 
(o 
A B 
Devemos ter x,x, + Y), + Z/Z, = O para Os vetores AB e AC. 


AB=B-A=(-1, 2,2) (-D(-4)+21+2-(a+D=0 > 
AC=C-A=(-4,1,a+1) 5 44+24+4=0 >a=4 
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5) e 


No paralelepípedo retângulo ABCDEFGH, AD = DC, AE = 4AD, 
DH = 2DJ e CM = 3MG. Calcule os ângulos EMJ e EM]. 

Solução: 

Coloquemos os eixos sobre as arestas do paralelepípedo com a origem 
no ponto H. 

Temos então: F= (4,4,0), M=(0,a,a)eJ=(0,0,2a) 


Logo: ME=E-M=(a, 0, -ageM=]-M=(0, -a, a) 


E a-0+0-(-a)+(-a)-a a” il é 
Então: cos0 = = => &> D= 12) 
Va? +0+4º .VO+a+a” avZa2 2 


Por outro lado: ME=E-M=(a, 0, 0)-(0, a, a)=(a, a, —a), 
pois E = (a, 0, 0): 
O-a+(-a)-(-a)+a-(-a) 


Oss ae oo se set 


6) Calcule a distância do ponto P = (2, 3, -1) à reta que passa pelos pontos 
= (il, 2, 19) eb=(S1, 0, 5) 
Solução: 
Temos que: 


cos B = = 0) => [8 = 90º 


AP=P-A=(1,1, -14)eAB=B-A=(-2, -2, -8) 
SP =, SO) 


V4+4+64 


alg proj, AP = ANP = (01, 1, 


AB 


E ao 


6/2 6/2 


d= (las —halg proj;; ;AP| = os io Ho 6 
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7) Calcule o valor de a de modo que o ponto P = (a, 1) diste 1 da reta 7 que 
passa na origem e é paralela ao vetor V =(3, 4). 


Solução: 
Temos que: 


OH =alg proj, OP = OP. ii, 
OP = (a, 1) 
Ei 349) 63,49 (5 5) 


RT TARA 
3a+4 
— 
(3a+4) 


OH= Como Joni += lop|, vem: 


=150=>20º-34-2=0=>q=2 oua=-— 


2.3.1 - Propriedades do produto escalar 
As expressões cartesianas: 
VV, =%X, +71, (para RR?) 


Vi Va =XX, +Y1Y, + 2Z,Z, (para Rº) 


permitem estabelecer as seguintes propriedades do produto interno: 
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Demonstraremos apenas esta última em IRê. 
Dados v,=(X,,), Z)), V,=(X,,Y,, Z,) € V;=(X,, Y3, Z;), temos: 
Ve HD) Voz) (+ Yo Ya Zo +23) = 
=4(%, EX) + VV, + Va) + Zi(z, + 25) = 
=(22% VV) + (MA, ++ ZE) 
=Vob+HVov, 
| Outras propriedades algébricas do produto interno são: 


NOTA 
A lei do cancelamento 47-0-0. 


não vale para o produto 
escalar, isto é, não vale que 
VV, >V,=V 
mesmo que v, 0. 

De fato, V,-V,=V;:V, & 


A 
significa apenas que vV, é 
perpendicular a V, -V,. 


Exemplo: 


sendo Ilãll = 2, |bl = 3 e ang (à, b) = 120º, calcular: 

a) lã + bl 

b) (à +b)-(ã — b) 

co) (3ã — 2b) - (à + 2b) 

a) lã + DÊ = al? + 2 aj: lb) + IblÉ = 
=4+2-2-3c08120º +9=7 

Diana » ja = 4 O 

o) (3ã-2b)-(à+2b)=3ã .ã+6ã -b-2b.ã-4b-.b= 


= 3lal + ala). Iblcos120" - alblf = 
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Exercícios resolvidos: 


19) Sendo lál=1, lbl=2, lkl=3eã+b+&=o0, calcule: 


| 
pe bipao bc 


Solução: ET 
Basta elevar a equipolência à +b+c=0 ao “quadrado, escalarmente”: NOTA 

' 2 : o ; x E Lembre que: 
la+b+cl=lalf+ bl +leaf+2ã-b+2ã-c+2b-c bsirdf- 
Q=1545942gelbs wo bo) =(a+b+E).(a+b+E) 


= —7 


GRU 


Logo: à-b+a-c+b- 


2) Sabendo que os vetores à, be formam dois a dois ângulos de 60º e que 
lal =1, 


bl = 2e lcll = 3, calcule: |ã + b + cl 
Solução: 
Devemoster: 5=ãà+b+c. 
Elevando ao “quadrado escalar”: 
=ES = = 
Is" = lalf + bl +lclf+2ã-b+2ã-C+2b-c 
IslÍ=1+4+9+2-1-2c0560º+2-1-3c0560º + 2-2: 3c0560º 
kf=14+2+3+6=25=Is|=5 


3) Sabendo que Iãl| = 12 e |bl = 2, calcule os valores de m de modo que 
os vetores à+mb e à-mb sejam perpendiculares. 
Solução: 


Devemos ter: n 
(à + mb) - (à — mb) = O (condição de perpendicularismo) 


>IJ2 
lalf - mº|bl = 
144 -4m' =0>mº =36>m=t6 
4) O quadrilátero plano ABCD é tal que os ângulos B = 120º, É = 120º e 
AND = IX, HC = 3 e CID) = 5 Callealto AUD). 
Solução: 
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Considerando os vetores AB, BC e CD, temos: 


AD = AB + BC + CDe 
ang (AB, BC) = ang (BC, CD) = 60º e ang (ab, cd) = 120º. 


Elevando ao “quadrado escalar”, vem: 


IaD|É = |aBl! + |Bc| + |CD|" + 2AB - BC + 2AB - CD + 2BC -. CD 
AD? =144 4042542 12.3.) 42 1208 [5] 42035, 


AD? =144+9+25+36-60+15=169 
Logo, AD=13. 


5) Demonstre o teorema de Pitágoras, usando o produto escalar. 


Solução: 


Cc b A 


Seja o triângulo retângulo ABC de hipotenusa a e catetos b e c. 
Temos: CB=CA + AB 


Elevando ao “quadrado escalar”, vem: 


cel! = IicalÉ + laBl + 2 .CA- AB 
Mas CA-AB =0, pois ang(CA, AB) =90º, então: 


GP = o? ap 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Compare a tabela de produtos escalares e calcule: 


i jo k 
F 1 o O 
j 0 10 
k |O 0 1 


a) ke) +k) 
b) (i+j) (ij) 
o) (ai+bj - ak) - (bi - aj — bk) 


[2 Calcule à -b. 
a) d=(1,2,3); b=(5,7, -2) 
b) à=(2, -3); b=(8, 1) 


o) à=(4, 0); b=(0, —2) 

d) d=5i+3)-2k; b=2i-4j+5k 
e) à=2i-3j; b=3i+4k 

f) 0=5j; b=i-k 


trapézio retângulo ABCD, calcule A, Be C. 


e Aéo vértice do ângulo reto e está situado na bisse- ; 


triz dos quadrantes ímpares. 


e D é a origem de coordenadas e C pertence ao eixo ; 


Ox. 
* O lado AB tem o mesmo comprimento que BC. 


e A área do trapézio é 48. 


P4” Dados os pontos A = (1,4,3),B=(-9,1,3), 
C=(4,1,9)eD=(1,2,-3), calcule: 


a) AC - BD 


b) (2AB-CD)-(AC +3BD) 


: [5 Calcule o valor de x de modo que: 


a) (x, 2, x) e (x, 2, —5) sejam perpendiculares. 
b) (x, 2) e (x, 1) sejam perpendiculares. 
o) (x, 1,5) e (x, —4, 0) formem ângulo obtuso. 


d) (x, -3x, 1) e (x, 2, 5) formem ângulo agudo. 


6 SejamA=(2,1,5),B=(3,k0)eC=(9, 7, 4). Calcule 


k de modo que o triângulo ABC seja retângulo em A. 


é [7 Calcule o ângulo dos vetores: 


a) i+jej+k 

b) 3/-2/+6k e -3i-5j+8k 
9(1,3)e (-1,2) 

DB De(-1,-2,1) 


: [BN Calcule os valores de a de modo que o ângu- 


lo A do triângulo ABC, A =(1,0,2), B=(3,1,3)e 
C=(a+1,-2,3), seja 60º. 


: [9 Calcule o valor algébrico da projeção do vetor ii sobre 
[3º Considerando as características abaixo referentes ao 


o vetor V, assim como suas coordenadas. 
a) U=10/-5jev=3i-4j 
b) ú=(10,5, 9ev=(1, -2,2) 


; MO) Calcule a distância do ponto P à reta que passa pelos 


pontos A e B. 
aP=(1,-2), A=(0,1); B=(4, 4) 
b) P=(6,-4,4),A=(2,1,2);B=(1,3,0) 
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2.4 - Produto vetorial de dois vetores 
ou produto externo 


2.4.1 - Orientação do espaço Rº 


Sejam três vetores à, b e & aplicados num ponto O do espaço, e não paralelos 
dois a dois. Tais vetores formam no espaço um triedro (à, b,c). 


[o 


Diz-se que (à, b, 0), nesta ordem, é um triedro direto se um observador colo- 
cado em pé no plano o de à e b, com o pé direito em à e o esquerdo em b, ficar no 
mesmo semiespaço que c em relação ao plano a. Tal triedro é também chamado 
positivo. O triedro (à, b, €) será chamado inverso ou negativo se o observador e o 
vetor Cc estiverem em semiespaços opostos em relação ao plano a. 


Due 


São diretos os triedros: (à, b, C), (b, E ,á)e(c, à, b) 
São inversos os triedros: (à, C, b), (b, à, C)e(c, b, à) 
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Exemplo: 


O triedro (i, j, k) é direto, enquanto (k, j, i) é inverso. 


2.4.2 - Produto vetorial ou externo 


DEFINIÇÃO 
Produto vetorial de dois 
vetores. 
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Outra regra para obter o sentido do produto vetorial é conhecida como “regra 
da mão direita”. 

Coloca-se a mão direita com os dedos esticados no sentido do vetor v,, com a 
palma da mão voltada para o vetor V,. Giram-se os dedos no sentido de v, para v,. 
O sentido do produto vetorial é aquele para o qual o polegar aponta. 


Vv XV, 


NOTA o. 
Em particular yxv = 0. 


Conforme o ângulo 6, temos: . 
a) 6=00u6=7=>seng=0= |, xv,|=0=V,xv,=0 


Neste caso, os vetores v, ev, são paralelos e o plano a não está definido. 


b0<6<r>0<seno<1>[|7 xv,|<|v|-|,| 


Perceba que V, Xv, é um vetor, enquanto y, - v, é um número real. Note 


também que V, X V, só está definido para vetores em RR, enquanto V, : V, faz 


sentido em R? ou Rº. 


Exemplo: 


Sejam à eb de módulos respectivos 2 e 3. Calcular: 


a) 


lã x b], sendo ang (à, b) = 30º; 


b) máximo lã x bl; 


c) lã x 7) sabendo que à .b = 4. 
Temos: 
a) lá x bl = Ilãll -lblsen 30º = 2-3. : = 


b) máx lá x bl=ál-lblsen9oº =2-3-1=6 


“rs 
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c)seá b= 4, então lã - lblcos o = 4, ou seja, 2 - 3cos0 = 4 > cos6 = 
Como sen 6 = 1 — cos? 6 > sen 6 1-5 = a 


(Só serve o valor positivo, pois O < 0 < 180º.) 


W|N 


Então: |ã »b| = lil: |bjseno = 2: 3:12 = 245 


Os produtos vetoriais entre os unitários dos eixos coordenados são: 


k 
i 0 k -j 
j —k 0 i 
k j =f 0 


Pois eles são perpendiculares dois a dois e, por exemplo: 
lx] = hill. ljlsen > =qjuqed=l 


Uma regra prática para obter esses produtos pode ser obtida observando o 
diagrama abaixo. 


O produto de vetores adjacentes é igual ao seguinte obedecendo o sinal indi- 
cado pela ordem. 
Assim: 


EE EE EH GE E EE 
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2.4.3 - Interpretação geométrica do módulo do produto vetorial 


Sejam dois vetores v, e v,. Temos que: 


fo, x 7a = 91): |v,lsen 


Mas |y, |sen 8 = h = HR que é a altura do paralelogramo OPQR relativa à base 
OP, logo: 


IZ a v,| - A “HR = OP - HR = Soon 


Conseguência: 
Área do triângulo 


A 


A área de um triângulo ABC é a metade da área do paralelogramo ABCD, logo: 


Exemplo: 


Considere os possíveis triângulos isósceles cujos lados iguais valem a. 
Qual o de maior área? 


Sem oe Sera 
z 2 


A área será máxima se 0 = 90º. 
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2.5 — Expressão analítica do produto vetorial 


2.5.1 - Propriedades do produto vetorial 


São elas: 
1) Anticomutatividade 


2XV, 


Com efeito, o triedro (V,, V,, V,xV,) é direto. Como o triedro (V,, V,, V;XV,) 
deve ser também direto, os vetores y, x, ev, xi gerão opostos, logo: 


2) Associatividade em relação ao produto por um escalar 


e Casom>oO: e Casom<o0: 


mv, xv,)=(mv)xv, 


m(v,xv,)=(mv))xv, 


No caso em que m > 0, a direção e o sentido de (mv,)xv, são os mesmos de 
V,xV,, enquanto: 


fm x euf=fo|ofeeno=h fa eno=mbp,x2, 
Assim, (mv) x v, = (mv) x iz E 


O caso em que m < O é análogo, mas o sentido de m(v, x v,) é o oposto do 
sentido de V, xV,. 
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Aliás, pode-se mostrar que, para todo m e n números reais, temos: 


3) Distributividade em relação à adição 
Demonstraremos após a definição do produto misto que: 


[En Resumindo: 


NOTA 

Assim como no 
produto escalar, a lei do 
cancelamento não vale. 


Exemplos: 


i) Calcular Pp =(2i-j) x( +3j — 2h). 
Como o produto vetorial é distribuído em relação à adição, temos: 


p=2ixi+6ixj-4ixk-jxi-3jxj+2]xk 
Pp=-0+6k+4j+k-0+2]=2i+4j+7k =(2,4,7) 

ii) Determinar um vetor 7 do plano xOy tal que 7 X(2i —3j) =11k e 
que seja paralelo ao vetor (1, 4). 
Seja v =(x,)) = xi + yj. 


X 


Como Y é paralelo a (1, 4), vem: i = f >y =4x 


Por outro lado, (xi + vj) (ai 3j) = Tik, de onde 
2xi xi -3xi Xj +2yj Xi —-3yj Xj = 11k 

3xk —2yk =11k=—3x —2y =11 
Temos então o sistema: 


A a => x=-"|ey=-4 
3x + 2y=-11 


Logo: V=(-1,-4) 


Exercícios resolvidos: 
1) Sabendo que os vetores à eb formam um ângulo de 120º e que 


lal =2e lb =3, calcule |(3ã — 5) x (à +25). 
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Solução: 

(3ã-b)x(ãa+2b)-=3ãxã+6ãxb-bxã-2bxb= 
-6ãxb+ãxb=7ãxb 

Sia O Rá 120º = 
ED a 5-2 


2) Sejam âa,bec os vetores-posição dos pontos A, B e C. Mostre que 


àxb+bxce+écxã é um vetor perpendicular ao plano de A, Be C. 


Solução: 


A condição é necessária: um vetor perpendicular ao plano de A, Be C é: 
n=ABxXAC=(b-a)x(é- à) 

i=bxc-bxa-axc+axã 

Logo: i=âaxb+bxe+exã 

que coincide com o vetor do enunciado. 


2.5.2 - Expressão analítica do produto vetorial 
Sejam: . . . . º . 
4 = uZ)=*%+uIi+ak e VA o dA pr Ek 
Façamos o seu produto vetorial: 
V XV, = (xi + vi + z,k) x (Mi + »j + z,k) 
VXx=x8ixi+xypixj+xzixk+ 
+ pMiXi+pyXI+ nai Xk+ 
+zxkxi+tapkxj+zzkxk 
Levando em conta os produtos dos unitários dos eixos, vem: 
Vi XP, = 3),k— X,2Z,j -“yok+yZi+zj— Zi 


Vi XV, = (42, — AY — (42, — 2X) +47, — Yk 


que se resume no determinante: 


i PK 
— a Zi x Z1|= X, Val 
=X YN &|= E — jar k 
2 2 X Z X Y,> 
X Yo 2; 
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Exemplos: 


i) Calcular o produto externo dos vetores v, =(2, 1, 3) ev, =(1, —1, 2). 


i k 
sas á 413) 42 3 2/1 
v Xv, =|2 Dm Em e 
LES 


vxv=Si-j-3k=(5, —1, —3) 
ii) Calcular a área do triângulo ABC em que A = (2,3,2), B=(1,2,2)e 
C=(1,4,-2). 


Temos: Sc = SIAB x Ac| 


AB=B-A=(-1, -1,0)e AC=C-A=(-1,1,-4) 


Logo: 
Pop K 
= o O “st 0 Ss 
ABxAC=|-1 -1 O=i = |) ar IX 
4 1 —-4 lo dl 
mA 


ABXAC=4i -4j-2k=(4, —4, —2) 


1 6 
o TORRE 


Exercícios resolvidos: 

1) Calcule um vetor unitário, perpendicular ao plano dos pontos 
= (il, 1 D, B= (8 3 2)eC= (8,1, 2) 
Solução: E se RO 


Um vetor perpendicular ao plano de A, Be € é o produto vetorial 


AB x AC. 

AB=B-A=(2,2,3)eAC=C-A=(2, -2, -1) 
pa 

ABxAC=2 2 3]=4+8]-8k=(4,8,-8) 
e] 


Temos então: 


PRE Ee CO) E z 3 


JaB xd] Se 
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2) Determine um vetor Y tal que ixv=(-4, 26,-20) e que vxw=1, 
sendo úi=(8, 2, Dew=(1, —1, 1). 
Solução: 
Seja v = (x, y, z). Temos que: 
E pv (6406 20) “UI 
v x(1,1,1)=1 (II) 
Da equação (1): 


l j k 22-y=-4 
SD iliez= pas 8y= Dm) | ez 06 
do E 8y —- 2x=-20 
Temos: 


Wi = Ma dp dl E ge = 26 4p tz 


Substituindo na terceira equação: 167 + 32 — 52 — 167 = -20 => -20 = -20 
Esse sistema é indeterminado. 
Tomemos duas equações desse sistema e a equação (II) do sistema inicial. 


y=22+4 y=22+4 

3 = DO Ar tz => qu=Modprtoa 

(ITR xd (Ez) EA x=Vv+z=1 

26 +8z2-27-44+7=1>7z 2 = m = =8) 
V==2, 
=? 


Resposta: O vetor procurado é v = (2, 2, -3). 


Regra prática 

As coordenadas do produto vetorial podem também ser obtidas com a seguin- 
te regra prática: 

Escrevem-se as coordenadas dos dois vetores na ordem do produto vetorial 
duas vezes. 

Assim: 


x Ya Z x é q 


X Yo Zo My Ya £y 


Retiram-se a primeira e a última colunas. 


=: 
| 1 4 Z, X, Va | 
2 v> Z, X, yv> 2 
ls ndo 


E h Z Z x, x, Y 
Os determinantes de segunda ordem x = » Y= e Z= 
2 Z, Z, x, x, Y,> 
- — E Rip cala ne 
serão as coordenadas do produto vetorial vxv,=|[" | M/1 CH. 
Y,> Z, Z, X, x, Xv,» 
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Exemplo: 


Dados v, =(2,1, 3)e v,=(3, 0, -1), calcular v xV, ev, xV,. 


V 
Pao pro qo SO o RS Sn 
e > Vi XV= , , 
Ee bro dO pre uns ao 
coluna * coluna sv (al Ds) 


retirada 


res (Ri O ol RP O cm par ap E ep 
pi ER 


a (0, ii Sj= = e 


2.6 - Aplicações do produto vetorial 


2.6.1 — Área do paralelogramo no R* 


Sejam dois vetores, do 2, = (M, Y)=%i+yje=(M, Y)=%i+yj. 


Z 


(4), — XV )k 


Podemos considerá-los como vetores do IR?, bastando fazer V,=(x,,),, 0) e 


Vo =(X,, Yo, O). 

A área S do paralelogramo dos dois vetores é o módulo do produto vetorial 
ViX Vo. 

Temos: 


VXV, = (xi + 2) x (Xi + 5) 
= XxX xi+ Xi x Fi + Yj xi+ Yj x j 


[HE SR bs OA DAR 
NOTA AáreaS será: 

A área do triângulo definido 
pelos vetores v, ev, é: 


det, Xv) S = [ya — op) Rf= Ps — x5r,|- JJ= Peya — 25h, 
qIdt(M, XV; ta ais, 


fi ] N Ê 
S=|det(7, x P)j=| 
2 Ya 
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Exemplos: 


i) Calcular a área do paralelogramo definido pelos vetores v, =(3,-2) e 
vo = (do) 


—2 


. =15-(2)=17>8=17 


3 
det (7, X 7,) = 


ii) Qualo valor do parâmetro m de modo que os pontos A = (1,2), B=(2,m)e 
C = (3, 4) estejam alinhados? 


AB=B-A=(L,m-2)  AC=C-A=(2,2) 
m-2 
p 


==  =s 1 
Sapo 0 det(ABEx 5-0=) 


2-2(m-29)=0>2m=6=>m=3 


Exercício resolvido: 


Determine sobre o eixo Ox um ponto P tal que a área do triângulo ABP 
seja o dobro da área do triângulo ACP. Dados: A = (1,2), B= (0, 3) e 
C= (2, 2). 


Solução: 
Temos: 


Sw => det(AB x AP) 


e Sr=5 [der (AC x AP) 


Seja: 
P=(x,0), AB=B-A=(-1,1,AC=C-A=(1,-4) e 
AP=P-A=(x-1,-2) 

Devemos ter: S,,,=25S 


logo: 


det(AB x AP)|= 2 [det (AC x AP) 


== — 1 
der (AE x 1) + )rê-a+1=3-a 


ao 49 Es 1 4 
det (AC x AP)= =-2+4x-4=4x-6 
x-1 -2 


3-x|=2/4x-6|>3-x=+2(4x- 6) 


Se 3-x=8x-1259x=15>4-5 P=[5 o) 
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2.6.2 - Área de um quadrilátero em função das diagonais 


A área S do quadrilátero será a soma das áreas dos quatro triângulos a seguir: 


S = Sesc + Spa + Sgap + Sepc 


ny sen(180º — a) + : mn sen a + - mx sen(180º — a) + : xy sen a 


É, 
2 
1 1 1 
o) 34 + mn sen a + a + y)x sena = aum + y)Xx + n) sena 


Masm +y = [acl ex+n = [BD|, logo: 


s = LRC] [BD sena = 8 = LRC x BOI 


Exemplos: 
id) Calcular a área do quadrilátero ABCD sabendo que: 
AC =2i+j-3k e BD=i+j —k 


o 
AC XxBD = 2 1 = 
oi 
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ii) Num trapézio ABCD os vetores AB e DC são paralelos. Sabendo que 
CD-AB=(2, 2, 4)eAD+BC=(6, 0, 6), calcular a área do trapézio. 


A B 


Temos: 
AC = AB + BC 
BD = AD - AB 


Somando membro a membro: 


BD + AC = AD + BC = (6, 0, 6) (1) 
Por outro lado: 


BD = BC + CD 


AC=AB+BC=BD-AC=CD-AB=(2, 2, 4) (IN) 


Multiplicando vetorialmente (I) e (Il), vem: 


BD x BD - BD x AC + AC x BD- AC x AC = o A 


Bo ON e) 
ES = Si 
RO a 


VAC ch = (2 2 Djs SAC x BD = (-3,-3, 3) 


S = >JAC x BD|= 94949 = 343 


105 E UM 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Sejam à e b de módulos 2 e 3, respectivamente. 
Calcule: 


a) lã x bll quando ang (ã, b) = 30º. 
b) o valor máximo de à x bedeã-b. 


o) lã xbll quando à. b=4. 


FZ" Calcule o produto externo dos vetores (2, 1, 3) e 


(1, —1, 2). Qual a área do paralelogramo definido por 


esses vetores? 


3º Calcule a área do triângulo cujos vértices são A = (2, 3, 2), 
B=(1,2,2)eC=(1,4,-2). 


F4' Determine os vetores unitários perpendiculares ao plano 
do triângulo ABC, sendo A=(1,1,-1),B=(3,3,2)e 
Cota <=) 


[5 Calcule a área do paralelogramo cujas diagonais são 
(1, 1, 0) e (0, 2, —4). 


[6 Determine um vetor cujo produto externo por (8, 2, 1) 
seja (-4, 26, -20) e cujo produto interno por (1, —1, 1) 
seja 1. 


EZ' Calcule a distância de P = (5, 1) à reta que passa pe- 


los pontos A = (0, 1) e B = (4, 4). Idem para o ponto 
P = (5, -6, 2), A = (1, -1, 2) e B = (1, 3, 1). 


“we 


: [MON sendo 5=(4,6, 


: [8 Calcule a distância do ponto P = (-5, 4, 8) ao plano 


dos pontosA=(2,3,1),B=(4,1, -2)e C=(6,3,7). 


: [9 Calcule a distância entre as retas AB e CD sendo: 


A = (1, 2, 3), B = (1, 0, 2), C = (0, ; 7) e 
D='(8,1,10). 


10)em=(3, -1, -7) vetores per- 
pendiculares aos planos o e P respectivamente. Calcu- 
le o vetor de menores coordenadas positivas, que seja 
paralelo à intersecção dos planos a e f. 


: EMT No paralelepípedo retângulo, calcule a distância de B 


ao segmento EM e a área do triângulo EBM, sendo M 
médio de BC, AB=a, BC=4ae AE =2a. 


[72º Seja o triângulo PAB, tal que P=(2,3,-1),A=(1,2,13) 


eB=(-1,0, 5). Determine o valor de sua área. 
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2.6.3 - Áreas de polígonos no R? 


Como vimos, a área do triângulo ABC de vértices P = (x,Y), P,=(x,, V,;) e 


P,=(X, )Y;) É: 


lis 5 14-% VN 1 
S = SPP, o E »-y, = [4a + AoDa + Xg)h = Ma — aa — Ao] 
yA 
Px, Y;) 
Px, 9) 

P(x,)) 
> 
x 


desde que P,P, eP,P, estejam orientados de acordo com a figura, isto é, desde que 
PP,P, descrevam o triângulo no sentido anti-horário. Se P, P, e P, estiverem no 
sentido horário, um sinal negativo deve ser adicionado à expressão toda. 


x, x X3 x 
Uma forma prática para obter esse polinômio é associar à matriz | E 
1 


ERRO (UR A RR 
dE Observe que as 


o algoritmo: 


d - e coordenadas dos pontos 
a A Pia pa devem ser colocadas na 

Mox CA CA “a matriz na ordem anti- 
XV X3)2 > XV, Mo HXoJV3 FX) -horária, no caso, P,P,P.. 


Esta expressão é o dobro da área: 


So Pat XY + XY — AY — XY, — xs] 


À presente fórmula se estende aos polígonos não cruzados. 


X, X, soe X, X, 
' Y, Rio Va | 
1 
Sa = Pao ce MM e —Xah 
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ET À generalização é simples por indução finita. O processo vale para polígonos 
NOTA com reentrâncias. 
Veja “indução finita” no 

último capítulo deste livro. 


De fato, já vimos que a fórmula vale para n = 3 (triângulos). Agora, para o pas- 
so de indução, suponha que a fórmula seja válida para polígonos de n lados. 


Coloquemos mais um vértice no polígono, P,|,. A área será S, + S,,, ., logo, 
S1.1=8,+ pi cd Então, 
EEE 8 
pe é .X XxX X 
NOTA 1 2 n-1 n 1 = 1 
Os termos xy. exy y y y y y nd ss É +. E XY + XV =X), = AY E ua Mv) 
n?1 17n ... 
desaparecem na soma. Ends AR E 
x, X, Xau x, o 1 
EEE + dad OA ad Aa Mai MD) 
Vnôn+i PA 
NOTA h Ar Vai Xv: 
Observe que as Soma do membro a membro: 
coordenadas dos vértices 
devem ser colocadas de 1 
modo que o polígono S, + Spas = 2 (xy, + + ORE dr + X Yan + Kal) E XYan o Yam E xy) 
feche, isto é, as últimas 
coordenadas devem ser 1 
iguais às primeiras. Dad 2 DD, Dee XV Ta — Pa aan O 0 Kg) 


S ES Es XXX | 
do 2, VY> Era VaYamaVa 


o que completa a indução. 
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Quando os lados se cruzam em pontos que não são vértices, haverá inversão 
no sentido de rotação do percurso e o polinômio associado à matriz não dará a área 
do polígono e sim a soma algébrica das áreas percorridas. 


Nesta figura: 
AVEIA E LEX EX) MARY, EL EXVAXP)=AS, —So) 


No caso de o polígono não ser triângulo, o polinômio poderá dar zero sem 
que os pontos estejam alinhados. Isto significa que o polígono é cruzado e as áreas 
positivas são iguais às negativas, em módulo. 


Exemplos: 


i) Calcular a área do triângulo ABC, sendo: 
A= (o O, B= (S, =) eC= (4, 4) 


A BVC A 
RSA e 
REED 
1 1 
Swc=5 |1+20+12+ 4+4- 15|=>|26]=13 
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ii) No exemplo anterior, observe que se percorrêssemos o triângulo ABC 
no sentido ACB, teríamos: 


ADD E A: 

EA] 

[3 RR 
1 


So =5 |-4 ARE SE p= con = o 


s= 1 el=i3 
2 


Note que o valor associado à nova matriz é -26. Isto se deu porque o 
percurso foi no sentido horário. 


iii) No primeiro exemplo, note que a área poderia ser obtida usando 
S= >| der(AB x AO) | 


AB=B-A=(6,-4) AC=C-A=(5,1) 


O S 
s=1 | det SE EO Pal 
2, =ál dl 2 
Se fizéssemos s=+] det(AC x AB) , teríamos: 
5 6 
s=1 | det Se Edo] = 18 
2 lo —4 2 


O valor do det(AB x AC) = —det(AC x AB), pois teríamos uma rotação 
no sentido contrário. 


iv) Calcular aárea do pentágono ABCDE, sendo A=(5, 1),B=(1,3),C=(-4,0), 
D=(-1,-4)eE=(2,-3). 
Va 


vv 


D 


51-41 2/5 
lo 3 0 -4 -3 1 


$=[15+0+16+342+15+8+0+12-1 


s==m) = 
2 


à Vs 110 


PRODUTOS DE VETORES CAPÍTULO II 


Exercício resolvido: 


Determine sobre a bissetriz dos quadrantes ímpares um ponto P tal que 
a área do quadrilátero convexo ABCP seja o triplo da área BCP. 


nA=(1,8) 


Solução: 
RD | dl 
ABCP: E É 
Bs 44 «8 
s =1|8x+32| 
E) 
E =] = 
BCP: é y E 
4 (DR 4 
1 
S,=5|6x+4] 
Ss, 


>l8x+32|=3:]6x+4|] 
[8x +32|=/[18x +12 | 
8x + 32 = +(18x + 12) 
Se 8x + 32 = 18x + 12, então: 
ME 
P=(2,2) 


Se ua = = Ile > IZ, quiio: 
22, 
il? 


= ane es não serve, pois ce 1 
TETE RE Sd ue 


Resposta: O ponto é P = (2, 2). 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule a área do triângulo ABC, sendo A = (1, 3), : E8' Determine, sobre a bissetriz dos quadrantes ímpares, 


B=(5,-)eC=(-3,-3). um ponto P tal que a área do quadrilátero PABC seja 
É o triplo da área do triângulo PAB, sendo A = (1, 3), 
[2 Calcule a área do triângulo ABC, sendo A = (1, 3), : B=(-2,4)eC=(1,0). 


B=(-2,-D)eC=(4,1). : 
: B9B Calcule o valor de m de modo que os pontos 
: M=(m 2m+1),)]=(1,2)eQ=(3,-2) sejam 


[3º Calcule a área do pentágono ABCDE, sendo A = (1, 3), , 
colineares. 


B=(4,1), C=(2,-2), D=(-2, 1) e E= (1,2). 


: [MOS OABC é uma mesa de bilhar. M = (1,3) eJ=(5, 1) são 

É as posições das bolas M e J. Determine sobre a tabela 
BC um ponto P tal que atirando-se a bola M em dire- 
ção a P, ela reflita e atinja ). 


FA" Calcule a área do paralelogramo definido pelos vetores 
V=(3, -2)ew=(1, 5). 


[5 Calcule m de modo que os pontos A = (1, 2), B=(2,m) | 
e C=(3, 4) estejam em linha reta. y 


16 Determine sobre o eixo Ox um ponto P tal que a área 
do triângulo ABP seja o dobro da área do triângulo 
ACP, sendo A=(1,2),B=(0,3)e C=(2, 2). 


EZ verifique se os pontos P=(2,3)e Q=(3, -1) estão no 
mesmo semiplano em relação à reta que passa pelos 
pontos A = (0, 1) e B= (2, 0). 
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2.6.4 - Distância de um ponto a uma reta 


DEFINIÇÃO 
Distância de um ponto a 
uma reta. 


A 
Como a área S = JAB| -h e por outro lado S = AB x API, segue-se que: 
laBl-n = |AB x AP| 


Logo: 


Exemplos: 


i) Calcular a distância do ponto A = (5, -6, 2) à reta que passa pelos pontos 
B= (0, 2)eCa(, 3 + 


BC=C-B=(0, 4,-3) 
BA=A-B=(4,-5,0) 


i ak 
BAxBC=|4 -5 O 
Is 


BA x BC = 15i + 12j + 16k 
V152+122+16º 625 25 


Res bos 


d(A, BC) = =5 
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ii) Calcular a altura do triângulo ABC, relativa ao lado AB, dados A = (2, 1), 
B=(6,-2)eC=(3, 4). 
(6 


A B 


p= 15 x 2d] 
[o] 


RE Bem - dE MB IRA 5 
AC=SC>A=(1,3) 


|AB x AC) = [de(ABxAC) 


E Ad) Mi 
det(AB X AC) = =15 
a: 
pes 
5 


,,——ms 2.6.5 — Distância entre duas retas reversas 


DEFINIÇÃO 
Distância entre duas retas 
reversas. 


[EEE] 
NOTA Temos: 
Poderíamos, em vez de 
CA, tomar os vetores | . CA| 
Eq r = |proj- CA 
CB, DA ou DB. dr, )=p ao 
ar, s)=|CA -à,| > d(r,s) 
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Exemplo: 


Calcular a distância entre as retas AB e CD dadas pelos pontos A = (1, 2,3), 
B= (Al, 0,2), C= (0,1, Meib= 6, 1, 0). 


d(r, s)= [AG - à, 
AC=C-A=(-1,-1,4) 
AB=B-A =(-2, -2, -1) 
CD=D-C=(3,0,3) 


oc 
n=ABxCD=|-2 -2 -1|=-6i+3j+ 6k 
3 03 


ú = (-6, 3, 6) = E 3 6) 
So 9436 9 


n 


d(r, s) = |(-1,-1, 4) - 5(6, 30) = 5(6 -3+24)=3 


115 fe UM 


CAPÍTULO II 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Calcule a distância entre o ponto (6, -4, 4) earetaque : [3 No triângulo ABC, temos A = (0, -1), B= (1,2) e 
passa por (2, 1, 2) e (2, 1, 4). : C = (-2, -2). Determine a altura do vértice A em rela- 
ção ao lado BC. 
[2 Calcule a distância entre duas arestas opostas de um 
tetraedro regular de aresta a. : PAM Calcule a distância do ponto P = (4, 5, -2) à reta que 
É passa pelos pontos A = (1, -1, 2) e B = (2, 2, 1). Deter- 
mine também a área do triângulo ABP, assim como o 
simétrico de P em relação à reta AB. 
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CAPÍTULO II 


2.7 - Produto misto (triplo produto escalar) 


[7 9, V]=|Pi)- |, x v;jcos a 


[7 9a, 95 )=|9]- |9,]- |9,|sen 0 cos a 
em que 0 = ang (V,, V)ea=ang(V, V, x V,). 


Conforme os ângulos a e 0, temos: 


a) 0=0,0=7 ou g=E 
2 

Neste caso, sen 6 = 0 ou cos a = 0, portanto [7,, v,, V,]=0. 
Tx 

b) Wetsmel da 

Neste caso, sen6>0 e cos «>0, logo [7,, V,, V,]>0. 


lu - à A em E 
Como 0O<a< 2 o vetor v, estará no mesmo semiespaço que y, x v, e o trie- 
dro (V,, V,, V,) será direto. Podemos então concluir que se três vetores formam um 


triedro direto, o seu produto misto, na mesma ordem, será positivo. 
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DEFINIÇÃO 


Produto misto entre três 
vetores. 


NOTA 

Os parênteses que 
destacam o produto 
vetorial V, x V; podem 
ser eliminados, pois ficaria 
destituída de sentido a 
expressão (V,:V,) X Vs. 
No produto V,-V, x V,,0 
produto vetorial tem que 
ser realizado primeiro. 


[=== | 
NOTA 


Se6=0ou0=7, os vetores 

V, ev, serão paralelos, e se 
Ts E 

Q= a v, estará no plano 

dev, ev,. 

Nestes casos, V,, V, e V, são 

coplanares. 


Ev 
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[7 7,,V;]>0 
x 

Cc) Dsmeee msn 

Neste caso, sen0>0 e cos «<0, logo [7, Vo, v,]<0. 


x E SE = é E 
Como 2 <Óas<ST, os vetores Vvev,xVvs estarão em semiespaços opostos em Te- 


lação ao plano de y, e v,e o triedro (v,, V,,V,) será negativo. Nesse caso, concluímos 
que o produto misto é negativo quando o triedro na mesma ordem for inverso. 


Como -1 <senQ<1l e -1<cosa<l, temos que -1<sen6-.cosa<l, 
o que nos permite garantir que —| |», || = [5.0.0] =||) |] 
Exemplos: 


i) | Sabendo que os vetores à, b ei são perpendiculares dois a dois, o trie- 
dro (à, b, €) é direto e llãll = 2, lbl = 3 e lcl= 4, calcular o produto misto 


lã, D,E). 


emos CEO 0delo=iOsiogo: 


Lã, b, c)=lall- blg] -sen 90º - cos0º = 2:3-4-1:1=24 
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ii) 


eai! 
x 
(o! 


al 


| 


Sendo (i, j, k) a base canônica, calcular os produtos mistos: 
a) Li, , k) 

b) [i+j,i-j,i] 

c) o i-j, k| 


Ch | 

9 Li, k] 

Resolução geométrica: 
AZ 
à k 


À fe 


a) [i, FÊ k| =1, pois o triedro é direto. 
b) [i + E io E HE O, pois os vetores são coplanares. 
c) [i e Po mn k| = fi+j fi - il : Ik| - sen 90º - cos180º 


DD tj» 


(Basta ver que o triedro [i + 1 ne » k | é inverso e triortogonal.) 
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a) Ez ij, k|=|il Ji; kl "sem 90º - cos135º= 
ED [-2)=m: 


(Observe que o triedro [7 7 - ; ]é inverso.) 

e) [5, 7 MES pois o triedro é inverso e triortogonal. 
Resolução algébrica: 

a) [ij kJ=i.Gxk=ii=1 


b) li+j, i-jil=(i+))-[(-)) x il=(1+)).k=0+0=0 


9li+ji-jkl=G+D[0-pxk|-G+D(-j-)=0-1-1+0=-2 


Dis EEE o 
e) li, i kj=j-xW=j (D=-1 


2.7.1 — Interpretação geométrica do módulo do produto misto 


Considere os vetores V,, V, € V,. 


De perfil: 


à Vs 120 


PRODUTOS DE VETORES CAPÍTULO II 


Temos que: 


[o = RO, 
=|| - |7, x7;) cos a 
Sabemos que o módulo do produto vetorial > XV; | representa a área do para- 


lelogramo de base, S Por outro lado, | | representa a altura h do para- 
8 V,| cos o | Tep p 


OADB” 


lelepípedo de arestas |v, 


[,| e |7,]. Temos então: 


[[5,,7,,9,]| = Soans * h 


4 


Logo: 


O produto misto é então numericamente igual a esse volume, e o sinal será 
positivo ou negativo conforme o triedro seja direto ou inverso, respectivamente. 


Consequências 


Volume do prisma triangular 


Seccionando-se o paralelepípedo por um plano diagonal, obtém-se dois pris- 
mas triangulares de volumes iguais, logo: 
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NOTA 


Esta divisão já foi feita no 
Volume 2 desta coleção 
no capítulo de pirâmides e 


cones. 


“rs 


Volume do tetraedro 


As seções, como indica a figura, dividem o prisma triangular em três tetrae- 
dros de volumes iguais, logo: 


| lips er d Ra 
tetraedro — E , 5] KZ Vo, 7) > Nena 


Exemplo: 


Num tetraedro, duas arestas não concorrentes são ortogonais, têm com- 
primento a e são ambas perpendiculares ao segmento de comprimento 
b que une os seus pontos médios. Calcular o volume do tetraedro. 


Rs 
v=2. [2x4] 
lal=lol=a  bl=> 
ep ê Veio 
X = 7 y ua 
ixp=(5-5 x[b+5)-bxa 
à mola ER 
Z GxD=5 ixo] cos 0º= — |bx àl 
e 2 

v=1.2 5) Ja sen 90º= 22 

32 6 
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Exercícios resolvidos: 


1) As arestas de um paralelepípedo retângulo são a, b e c. Por um vérti- 
ce traçam-se as diagonais das faces e constrói-se o paralelepípedo cujas 
arestas são essas diagonais. Calcule a relação entre os volumes dos dois 
paralelepípedos. 


ob 


Solução: 


Seja V, = 


=abc o volume do primeiro. 


jà, b, | 
O volume do segundo será: 
V, -|a +b, à+c, b+ e| 


Como os produtos escalar e vetorial são distributivos em relação à adi- 


ção, temos: 
(à + Db) (à+0)x(b+0)= ã+b) (âàxb+âxc+Cxb+Cx0)= 
-ãà-àxb+ã-âxc+ã-cxbrb-axb+b.áxc+b.cxb= 


a 
=0+0+[3,6,b]+0+[b,â,C)+0= 
== dbe = abe =—2.abe 


(triedros inversos) 


A Eae E ao 


2) Mostrequese àxb+bxc+cxáã=0, os vetores à, b ec são coplanares. 


Solução: 
Basta multiplicar a equipotência acima, escalarmente, por c. 


E âàxb+0-.bxE+E-Cxã=0, logo [2,ã,b]+0+0=0=[c,à, bJ=0, 
o que prova que à, bec são coplanares. 
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LV: 


2.8 - Expressão analítica do produto misto 


Desejamos calcular [7,, v,, V,|=V, :(D,x7,). 


Sejam v, =(X,, Vi di V, =(X,, Vo» Zi) ev, =(X,, Va» a 


Temos que: 
i jo k 
- - V> Z» = 2 2 5 2 V> A 
VoXV,=|X, Y, “=, ; E h pe ii 
3 3 3 3 3 3 
X3 Vs Z3 
Como y, =(x,,),, Z,), Segue-se que: 
- - = Yo» Z» x, Z» x, Yo» 
Vo (V,xV)= X,— vt Z, 
Vs Z3 X3 Z3 X3 Ya 


Observe que o segundo membro desta igualdade se obtém substituindo-se os 
vetores i, jek, respectivamente, por x, y, e z,. O produto misto escreve-se, então, 
sob a forma de determinante: 


Temos: 


vV = | det(v,, Vos V5)| 


paral. 
1 E E 
Vai triang. = il det(V,, Vo, Vs) | 


V 


tetraedro 


aldet(P, 2, 5)| 


À condição para que três vetores sejam coplanares é que qualquer dos três vo- 
lumes acima seja nulo, isto é: 


[7, 7, V,)= det (7, 7,,7,)=0 


Exemplos: 

i) Sendo à=2i+j+k, b=-i+2j+2kec=2j+k: 
a) calcular o volume do paralelepípedo gerado por à, bec edaro sen- 
tido do triedro (à, Db, C); 


b) aplicando-se os vetores à, be é na origem, obtém-se os pontos A, B 
e C, respectivamente. Calcular a área do triângulo ABC; 


c) com a área do triângulo ABC e o volume do tetraedro OABC, cal- 
cular a altura do tetraedro OABC relativa ao vértice O. (Distância da 
origem ao plano de ABC.) 
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iai 
as 28 ERR ER 
a) la, bej=|1 2 2|= Roe DIE, E 
pi 01 O 2 
02 


SO) De ( DulsC io 


Como o produto misto Lã, b, e) =-—5 é negativo, o triedro (à, b,C) é 
inverso. = 

O volume do paralelepípedo gerado pelos vetores 4, be É é o módulo 
do produto misto, logo: 

Veio PSl= Ss 


paral. 
b) A=(2,1,1,B=(-1,2,29)eC=(0,2,1) 
AB=B-A=(-3,1,1) AC=C-A=(-2,1,0) 


x 

> 

e 

II 

| 

Q 
[e O e RO 
er to cs! 

II 

o 

do 

| 

MN 

| 

pomã 

ad 


O) Vad SS EA Por outro lado, sabemos da geometria que: 
etraedro 6 6 


Voazc = : S asc - , logo: 


O) 
A C, 
B 
So nÊo = 0085 
Ga Jo 6 


ii) Determinar o valor de x de modo que o volume do paralelepípedo gera- 
do pelos vetores â=2i-j+k, b=i-jec=xi+j-3k seja unitário. 


pesa 
Ene Fino O = 
la, bel=h -1 oj=2. Ee e o 
1-3 x —3 pe dl 
mo il = 


a, bc]=6-3+1+x=4 +x 


A +x|=1 > 4+x=t1 > x=-30ux=-5 
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Exercícios resolvidos: 


1) Determine sobre o eixo Oy um ponto P tal que o volume do tetraedro 
PABC seja o dobro do volume do tetraedro POAC. 


Dados OEI(07010) FATO O) BO RIR ee O O E) 


Solução: 


P=(0,7,0) AP=P-A=(-1,7,0) OP=(0,y, 0) 
AB=B-A=(-1,1,0) O4=(1,0,0) 
AC=C-A=(-1,0,1) 0OC=(0,0, 1) 


Devemos ter: 


[57,55 5e] = [0% 5% ce) 


= gy (0) 
[AP, AB, ACJ=[1 1 0/=-1+» 
Elo 
O vy 0 
OP, OA, OC]=h o o|=-y 
001 


Hl+y|=2hy| > -1+y=t2y > y=-1 ou y=5 


Resposta: O ponto é P=(0, —1, 0) ouP = [o > o) 
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2) Calcule o valor de a de modo que os vetores d=(1, 2, a), b=(2, a, 1) e 
C=(1, a, 2) sejam coplanares. 


Solução: 
Devemos ter lã, b, E] = (0) 


q +a-6=0 >a=20ua=-3 


Propriedades 
[E | 
A interpretação geométrica do produto misto permite estabelecer as seguintes NoTA 
propriedades. Lembre-se de que 


[V,, V,, V;], em módulo, é 
o volume do paralelepípedo 
de arestas V,, V, € Vs. 


2.8.1 - Prova da distributividade do produto vetorial 


As propriedades acima permitem provar a distributividade do produto vetorial 
em relação à adição de uma forma muito simples. Queremos provar que: 


Basta provar que o vetor wW=V x(V,+V,))-V,xV, —V,xv, é nulo. 
Para isso, multipliquemos o vetor w por um vetor arbitrário y escalarmente: 


VEW=V-V x, +V)-VVxXxV, VV xV; 
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Permutando-se os sinais - e x e mantendo-se fixos os vetores, temos: 
VewW=rxW MM +HV)-VXM VP, —-VXV Vs 
Pondo em evidência o fator comum, vyxY,, pois o produto escalar é distributi- 
vo em relação à adição, vem: 
Vew=V/xV -(W,+V,-V,—-V)=VxvV,-0=0 
Como v.w=0 ev é um vetor arbitrário, não obrigatoriamente perpendicular 
a w ou nulo, só resta a hipótese de w = 0. 
VXx(V,+7,)-VXV,-V, X7,=0 


Logo: 
VXOW,+V)=VRV, VP; 


Aplicação 
Distância de um ponto a um plano 


Para calcular a distância do ponto P ao plano definido pelos pontos 4, Be C, 


basta calcular a altura do paralelepípedo gerado pelos vetores AB, AC e AP. 


Temos V=S-h, onde: 
e Véo volume do paralelepípedo gerado pelos vetores AB, AC e AP, 
logo, V = |[AB, AC, AP]|; 
e Séa área do paralelogramo gerado pelos vetores AB e AC, logo, 
s=[AB x AC. 
Da igualdade V=S - h, tira-se a altura do ponto P em relação ao plano de À, Be C. 
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Exemplos: 


i) Calcular a distância do ponto P = (4, 1, 1) ao plano do triângulo ABC, 
em que A=(3,-1,2), B=(-1,1, -)eC=(2,3,3). 


Temos: 
AB=B-A=(-4, 2, -3) 
AC=C-A=(-1,4, 1) 
AP=P-A=(1,2, -1) 


So 
[AB, AC, APJ=|-1 4 1]=42 
2 
an fra 
ABxAC=|-4 2 -3]=(14, 7, -14)> [AB x AC|=21 
er d il 
is = 
21 


ii) Determinar a de modo que o ponto P=(a -1,a,a+ 1) seja co- 
planar com os pontos A = (9, -8,3), B=(5,2,1)e C=(8,-4, 0). 
Devemos ter a distância de P ao plano de A, Be C igual a zero, logo, 


[AB, NC, AP] = 0 (vetores coplanares). 


AB = (-4, 10, -2) 
NE = (1,405) 
AP =(a-10,a+8,a-2) 


—4 10 —2 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dados os vetores: 
a=(2, l, 1, b=(, 2, 2) e c =(0, 2, D, 
calcule o produto misto [a, b, c] e o volume do tetraedro 
formado pelas arestas q, be c. 


[2 Determine sobre o eixo Oy um ponto D sabendo que 
o volume do tetraedro ABCD é 5. Dados: 
A=(2,1,-1),B=(3,0, DeC=(2,-1,3) 


[3º Calcule o valor de a de modo que os vetores (1, 2, a), 
(2,9, 1) e (1, a, 2) sejam coplanares. 


[4 Calcule a distância do ponto P ao plano do triângulo 
ABC. Dados: P = (4, 1, 1), A=(3,-1,2),B=(-1,1,-1) e 
C=t 3,9 


[5 Determine a de modo que o ponto P=(0-1,0,0+1) 
seja coplanar com os pontos A = (9, -8, 3), B= (5, 2,1) 
eC=(8,-4,0). 


F6 Mostre, usando o produto misto, que os pontos 
P=(1,0,4e Q = (1, 2, -3) estão em semiespaços 
opostos em relação ao plano que passa pelos pontos 
A=(0,1,0),B=(0,0,1)eC=(1,0,0). 


“e 


: [ZM Ache o volume de um paralelepípedo do qual quatro 


vértices são: A=(0,0,1),B=(1,0,1), P=(1,0, 1), 
C=(0, 1, DeD=ti, 20); 


E8' Para cada te [0, 27] considere o volume V(t) do pa- 


ralelepípedo gerado pelos vetores (sent, 0, 1), (0, 1, 
sent) e (cost, O, 1). Calcule t para que este volume seja 
máximo. 


[9 Calcule a de modo que o volume do tetraedro ABCD 


seja 10. Dados: 
A=(1, 0, 0), B= (1, 2, 3), C=(2, 4, 6)eD=(1, 0, a) 


HO! Um prisma oblíquo cuja base ABC é um triângulo re- 


tângulo de hipotenusa AC, tem suas arestas laterais 
paralelas ao vetor (2, 1, 2) e de comprimento igual 
a 6. Sabendo que A = (1, 1, 1), B está no eixo dos y e 
C=(2,1,-2), determine: 

a) o ponto B; 


b) o volume do prisma. 
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2.8.2 - Dependência e independência linear 


Por exemplo, qualquer vetor v=(x, y) do IR? pode ser escrito como combina- 
ção linear de i=(1, 0) ej=(0, 1): V=xi + yj. 

Analogamente, em IRº, todo vetor vy = (x, y, z) é combinação linear de i, E ek: 
V=2i+yj+zk. 


Exemplos: 


i) Escrever o vetor V=(7, —7) como combinação linear de v, =(1, 2)e 
v,=(3, —1). 
Queremos: 
P= FO = 
= (1 =) = (0, 4º Sp Mo — 04) => 
Jo +30, =7 
[Bora == 


=> 


Portanto, V =-27, +3P,. 
ii) É possível escrever o vetor v,=(7, —-7) como combinação linear de 
v=(1, 2)ev,=(2, 4)? 
Queremos: 
=P, +40, — 


=> (7, —7)=(0, + 20,, 20, + 40,) => 
E +20, =7 


=> sistema impossível 
20, + 40, = — 


Exemplos: 


id)  Osvetores y =(5, 2)ev,=(10, 4) são LD, pois v, = 2y, é uma combina- 
ção linear de v,. 


ii) Os vetores v,=(7, -7), v,=(1, 2)ev,=(2, 4) são LD apesar de não ser 
possível escrever Y, como combinação linear de v, ev, (vide exemplo ii 
acima). 


Temos v, = Oy, +2Y,, ou seja, V, é uma combinação linear de V, com v,. 
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DEFINIÇÃO 
Combinação linear de n 
vetores. 


NOTA 

No caso de combinação 
linear 1 vetor, V=c,v, , isto 
é Viv. 


DEFINIÇÃO 
Dependência e 
independência linear de 
vetores. 
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Observe que, no exemplo i (acima, pode-se escrever 2Y, — v, =0. Analoga- 
mente, no exemplo i) tem-se 07, + 27, — Y, = 6. De uma maneira geral, se n vetores 
Vo Vo, =, V, são LD, existirá uma relação entre eles do tipo: 

AV, + AD, +17, +... +1,Y, =0, onde algum À não é zero. 


Teorema 


Demonstração: 
Suponhamos que algum dos vetores v, é combinação linear dos outros, diga- 


mos V=QV+GV +. FO Va HO, Dt HOP. o 
Vi+.+ov =0 e, nesta com- 


Então q,V,+ 0,V, +... +O, Vo, +(-DV, + O, Va NA 
binação linear, o coeficiente À,=-1 não é zero. Por outro lado, tem-se 
AVi+ AV, +. +AV+.. +A,V,=0, onde algum coeficiente (digamos À) não é 


zero, então: 


RM dE, Ma Re 
i A. 1 A. Bs A. i-l A. Ta] Se A, n 


e v, é uma combinação linear dos outros vetores. 


Exemplos: 
Verificar selos vetores V = (112), = (2/2) 1) ev = (1727 2)/são Low LD: 
Verifiquemos se existem À,, À,, À, tais que: 
AV, + A,V,+1,0,=0 > 
=» (Ah ONE A At 2h, AA, Abd A ZA =00, 0,00) 
IA, + 24,+A,=0 
AR ZA E NO 
2N mA ta 
Resolvendo o sistema, encontramos À, = À, = À, = O como a única solu- 


ção. Como não foi possível encontrar um À diferente de zero, os vetores 
não são LD, isto é, são LI. 


ii) Verificar se os vetores v,=(1,2,3),v,=(3,2, 1) ev,=(2,0, -2) são 
ILE coxo ILID), 


Temos a combinação linear: 
AV AV ASAE 2, 3)4A,(3, 2, HA (2,0, -2)= 


(A, +5A, + ZA, 2h, + 2h, FON, SA A, ZA = (0,0, 0) 
Então: 
A, +31,+2A, = 0 
pa 2, OA, = 0 
EX PA, 2h, =0 
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Resolvendo o sistema, temos À, =À, e À, =-—A,, o que mostra ser o sis- 
tema indeterminado. 

Existem, pois, as soluções (A,, À,, A,)=(k, —k, k) qualquer que seja o 
valor de k. Os vetores v,, v, ev, são LD. A relação de dependência será 
v,-V,+V,=0. 


Dependência linear de dois vetores 


Dois vetores são LD se, e somente se, são paralelos. De fato, teríamos v, = kv,. 
Neste caso, qualquer combinação linear vy=o,v, + q,v, deles será colinear 
com v, e v,: 


V=0Ô4r + 0,7, =0;(kv,)+0,v, =(0,k +0,)v, 


Dependência linear de três vetores 

Três vetores são LD se, e somente se, são coplanares. De fato, teríamos 
V,=0,V, + 0,V,; logo v, é a diagonal do paralelogramo formado por av, e 0,V,. As- 
sim, V,, Y, ev, são coplanares: 


Por outro lado, se V,, V, ev, são coplanares, o volume do paralelepípedo de 
arestas V,, V, €V, é zero, isto é, o produto misto [7 E v;] =0. 
Escrevendo V,=(X,, YZ), Vo =(X,, Y,, Z)) CV; =(X, Yap 25): 
X X, xs 
» Y, Y3|-0 
Z Z, Za 
Mas isto significa que o sistema linear nas variáveis À,,À, eAÀ,: 
XA, +X%A, +%A,=0 
VA +Y,A, +Y;Ã; =0 
ZA, +ZA, +ZA=0 
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é possível e indeterminado, isto é, tem alguma solução (À,,A,,A,) diferente de 


(0, O, 0). Mas então: o. 
MV HA,V, + AV =(MA AA, AX MV EAV, + AV MZ, + AZ, + AZ, )=0 


Assim, v,, V, ev, são LI. 


Método prático para verificação de dependência linear 


No RR2, os vetores v, =(x,, Y,)) ev, =(x,, Y,) são LD se, e somente se: 


x x, =0 
hoy 
No Rº, os vetores V, =(X,, Y, Z,)) V, =(X,, Y,, Z)) €V; =(X,, Y3, Z;) são LD se, e 
somente se: 
x x, X3 
»h Y; Y3|-0 
Z Z, Z3 
Exemplos: 


i) | Verificar que os vetores v, =(3, —5) ev, =(2, 1) são LI. 


Temos: 
E 3 -5 
ds =13%0, logo são LI. 
e) il ) 
ii) Verificar que os vetores d=(3, —2, 1), b=(-, l, -2iec=(2 |, 8) 
são LI. 
3 —-2 il 
-1 1 -2/=8%0, logo são LI. 
2 | =3 
iii) Determinar o valor de m de modo que os vetores G=(-m, 1, 2), 


b=(2,m, -1)ec=(1, m, 0) sejam LD. 


Devemos ter: 


E dl» 
2 m-1=0 = m'-2m+1=0 
1 m (0) m=1 
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Exercícios resolvidos: 


1) Mostre que os vetores AD, BE, CF * correspondentes às medianas do 
triângulo ABC obedecem à relação AD + BE + CE = 0. 


A 
E É 
B D C 
Solução: 
Seja G o ponto de concurso das medianas. 
CD= GB ar EU 


z 
' RR =. 2 = 
Então: 2: GD=GB +GC > 2. AD=-SBE-S CR 


Logo: AD + BE + CF =0. 


2) Sejamã, bec vetores LI. Mostre que a igualdade x à + yb+zC = 
=x +)/,D+27,Conde XX, VW, V;r2Z ez, são escalates, só se verifica 
SEX =%, Vi =Y; CX =2Z,- 


Solução: 

Com efeito, transpondo o 2º membro para o 1º, temos: 
(x =» Ja (yo -y,)b Z = ave =0 

O que implica: 

X-%,=0,/-Y=0e2z-2,=0 

Demonstrando que: 

A =X, N=Y, €Z=2, 


3) Considere um quadrilátero convexo ABCD. Seja P a intersecção das dia- 
gonais AC e BD e seja Q a intersecção dos suportes dos lados CD e DA. 
Se PC=-2PA e 2PB =-3PD, mostre que BO = CRC. 
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Solução: 


D A Q 


Basta calcular a relação linear entre BQ e TO que são LD. Sejam 
PA =ã ePB=b LI. Temos: 

PC=-2ãePD=- Eb 

Calculemos BQ e BC em função de à eb: 

BC =PC-PB=-2ã-b 


BQ = AQ - AB=mDA - (PB-PA) = m(PA — PD) - PB+PA 


Demais ZU De a= (mena (EE a |p 


Como BQ e BC são paralelos, BO = nBC= n(-2ã-b)=-2nã-nb. 
Igualando e levando em conta que à eb são LI, vem: 


m+1=-2n | 


Logo: BQ =-5BC 
4) 


B D) E 


Na figura acima temos: 


i=She NIE =peaD==so 
3 3 3 
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Utilizando vetores, calcule a razão MD e conclua então que a área do 


1 
triângulo LMN é 7 do triângulo ABC. 
Solução: 
Como AB e AC são LI, façamos AB=ãeAC=h». 


Temos: 

meme mimo, 
3 3 3 3 

Do Jpoo Lc -AB)= a =) 
ã 3 3 


Como MD e AD são LD, então MD = mAD. 


MD = CD CM = (à b) nOR = (à b) - n(BE - BC) 
DE Lp Sa = | 
3 5) 
FER = dis = 
do Ci 
Como 
MD = mAD = à + ER 
Igualando, vem: 
l=2m tm 
Rs m+2n=1 3 1 
= > Wm=> Gis 
ani 2m 2m-3n=-1 A A 
3 3 


Seja S a área do triângulo ABC. Temos: 

Sun = Spy 9pcL 7 PcaM 

Calculemos a área: 

Scam = Sape —Supc = ADI - IDC] sen D-JMDI - JC] sen D= 
-IAD|DC] sen D = LAB] - [DC] sen D 

Colocando ADI : IDcl - sen D 


em evidência, temos: 
(1-2 )IaD| bel -senD = É. [ADI [DCI -senD 


Como lDcl -s E IBcl, temos: 
6I= 1j-= 2 Ip= 2», 
= ADI a BCl -senD= qIAD| - IBC] .senD = = 


Concluímos, portanto, que: 
=" 


“asa Cem Cem 


pois são iguais a ãs. Logo, Sm =S-3 às = -s. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine as relações lineares existentes entre os : E3º Sendo ii e v vetores do IR?, verifique se são LD os con- 


vetores: : juntos de vetores abaixo. Suponha que U e v são LI. 
a) v, (1,7) Vo (3, —S) ev; (2,1) Po ajúrvei 
D7 3-1, 7%2,10,% (1,7 9)e7,02,0,3 | b) “ie -4y 


[2 Determine, quando possível, o valor de K de modo : [AM Verifique se os pares de vetores são LI ou LD. 
ue os grupos de vetores abaixo sejam LD. : o e 
ad da aJU=(12,3)ev=(-2, -4, -6) 


a) We3j + Kv b)ú=(2, -3)ev=(4, -1) 


b) Weki+v 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET Verifique se cada sentença é verdadeira (V) ou falsa (F). 


a) Se ã=b, então lal=|b). 


b) Se lal=|b|, então d=b. 


c) Se d=kb(kER), então ãeb têm o mesmo 


sentido. 


d) Se d=kb(kER), então deb têm a mesma 
direção. 


e) Sed= kb (k ER), então à e b são paralelos. 
f) Os vetores à e —ã têm o mesmo módulo. 


9) Os vetores a e —a têm sentidos contrários. 


h) Se à e b são paralelos, então à + b =. 


Se lãl= lb , então à e b são paralelos. 

j) Os vetores (-1, 2) e (2, -4), do IR, são paralelos. 
k) Os vetores (3, 6) e (5, 10), do R2, são paralelos. 
) Selil=2e lvl=3, então |ã + v|= 5. 

m)Se ú ev são perpendiculares, então uy .v =0. 
n) Se lil=lv|, então à .v =0. 


0) Os vetores (1, —2) e (4, 2) são perpendiculares. 


2 Sendo i=(1,1, 0) ev=(0, 1, 1) vetores do IR3, pode-se 


afirmar que: 

(A) | -v=2 
(B)uú-v=(1,0,1) 
(O) lil = 7] = 4/2 
(D) u+v=(2,2,2) 
(E) |á + v| = 3/2 


E3' sendo ú=(3, 4)ev=(1, 7) vetores do R?, pode-se 


afirmar que lúl + lvl vale: 


(A) 5(N2-1) (D) 137 
(B) 5(N2 + 1) (E) 10V2 
(C) 10 


F4" O módulo do vetor ij = 6i + 3j + 2k é dado por: 
(A) 3 (B) 4 (6)7 (D) 5 (E) 11 

5" O ângulo formado pelos vetores (1, 1,0) e (0,1, 1) é: 
(A) 45º (B)60º (C)30º (D)90º (E)0Oº 
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: 08 Se os vetores geb formam um ângulo di 


HO! (Cesgranrio-R]) 


: 0610 cosseno do ângulo formado pelos vetores 


d=(2, -4,49)e b=(-3,2,6)é: 


7 1 5 
(A) 13 (C) s (E) o 
14 10 
(B) am (D) E 


- [BZD (EN-R]) O módulo do vetor 3(i-j + k)+2(i+%) é: 


(A) 7 (C) «/59 (E) 5 
(B) 13 (D) 3/3 +242 


21 
sabendo-se que lã|=3 e |b|=4, determine à-b. 
—7 
Grs 
(C) 5 
(D) 6 


: B 
(A) -6 (E) 5 


(B) 12 


F9" (EN-RJ) Sabendo-se que ãeb são ortogonais e 


lal=|bl=2, o valor de (ã+2b)-(ã-3b) é: 


(A) 18 (B) —12 (C)-10 (D)-24 (E)-20 
Dados os vetores =(1, 0, 0), 
v=(0,1,0)e w=(0,0, 1), do IR, o ângulo formado 
por ú+vev-w mede: 

(A) 45º (B) 30º (C) 90º 


(D) 60º (E) 120º 


[MT (Cesgranrio-RJ) Considere os pontos P = (1, 0), 


Q = (630,1), R=(2,4)eS=(0,1260) do R2. O ângulo 
entre os vetores PQ e RS é: 


(A) nulo. (D) obtuso. 
(B) agudo. (E) raso. 
(C) reto. 


MZ" O ângulo interno Ô de um triângulo PQR, onde 


P(1, 1), QCI, 2) e R(2, 3), é: 


(A) 25º (B)30º (C)45º (D)60º (E) 90º 


: 3) Determinando-se o ângulo interno À de um triângulo 


ABC, onde A(1, 0, 1), B(2, 1, 5) e C(-1, 4, 5), obtemos: 
(A) 45º (B)60º (C)30º (D)90º (E)Oº 


HM4' Calculando o ângulo interno À do triângulo ABC, onde 


A(2, 3, 4), B(3,3,5) e C(3, 4, 4), obtemos: 
(A) 45º (B)60º (C)30º (D)90º (EJOº 


ds “7 


CAPÍTULO II EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


[15 O valor de k de modo que os vetores (1, k,-3) e (2,-5,4) 
sejam perpediculares é: 


(A)-3 (BS (0-2 (D1 (B2 
H16' Para que os vetores (3, k, -2) e (6, —4, 3) sejam ortogo- 
nais, o valor de k deve ser igual a: 


(A)2 (B)6 (0-6 (D3 (D3 


[17º (Cesgranrio-R]) O valor de a para que os vetores 
ú=(1, 2) eV=(a, 1), do RR?, sejam perpendiculares é: 


(A) 1 (D) 2 

(B) O (E) —1 

(C) —2 

Considere as seguintes opções referentes às questões 
18,19 e 20. 

(A) c=0 (D)a+b=0 

(B)a=0 (Da+b+c=0 

(C)b=0 


(0, 1, 0), é necessário que: 


[19 Para que o vetor (a, b, o) seja perpendicular ao vetor 


(0, 0, 1), é necessário que: 


(1,1, 1), é necessário que: 


E21º A projeção algébrica do vetor à =(1, 0, 1) sobre o vetor 


b=(1,1, é: 

(A) 2 (D) 1 
2 1 

DRE sie 

(a O a 


Z 
(| == 
Na 
[22 Sendo 6 o ângulo entre a diagonal de um cubo e a 
diagonal de uma face, podemos afirmar que: 


(A) cos g= "6 (D) cos g= "6 
6 E) 
(B) cos o=12 (E) cos 0=12 
2 6 
(C) cos 0-8 
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: [23º (UFRJ) Os pontos A, B e C estão sobre uma reta re B 


está entre A e C. Sendo O um ponto fora de r, consi- 
dere os vetores = OA, v=OC e w= OB. Sabendo que 


BC = 4AB, determine x e y de forma que w = xú + yv. 


A 


É ZA) (Unificado-R)) A área do triângulo cujos vértices são os 


pontos (1, 2), (3, 5) e (4, —1) vale: 


(A) 45 (B6 (CO75 (D9 (E15 


[25º (Unificado-RJ) A área do triângulo cujos vértices são 


(1, 2), (3, 4) e (4, -1) é igual a: 


(A) 6 (BB L(O9 (DIO (E12 


[26 (UFRJ) As coordenadas dos vértices do triângulo isósce- 
[18º Para que o vetor (a, b, c) seja perpendicular ao vetor : 


les T, são dadas por A = (-1,1), B=(9, 1) e C=(4, 6). 
As coordenadas dos vértices do triângulo isósceles T, 
são dadas porD= (4,2), E=(2,8)eF=(6,8). 
Determine a área do quadrilátero T, NT. 


[27º (Unirio-R]) Dados dois vetores i=(a, b) ev =(c, d), de- 
120) Para que o vetor (a, b, c) seja perpendicular ao vetor : 


fine-se o produto escalar Ui -v de duas formas diferentes, 
mas com igual resultado: ac + bd ou liil-l|- cos 6, onde O 
é o ângulo formado pelos vetores. Assim sendo, o ângulo 
formado pelos vetores ii = ENER 3)ev=(0, —2) mede: 


(A) 150º (D) 60º 
(B) 120º (E) 30º 
(C) 90º 


É [287 (Unificado-R)) Se |i + v|=7 e li - 7] = 5,0 valor do 


produto escalar Ui - v é: 


(A) 8  (B)7 (06 (DS (E4 


129" (Unirio-R)) O ângulo formado pelos vetores =(3, 0) 


e v=(-2, 2/3) mede: 
(A) 210º 

(B) 150º 

(C) 120º 

(D) 60º 

(E))302 
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30) (Uerj) Dois vetores ti, v; do R? tais que lil=1 e 
lvl=2 são ortogonais. Para que os vetores j+v e 


t.ú+2v (tEIR) sejam também ortogonais, o valor de t | 


[5 


(A)-8 (B)-6 (C)-4 (DJO | (E)4 


[BT Para que valor de k os pontos A(k, 3), B(8, 6) e 


C(-1, -3) estarão alinhados? 


[32' Determine x para que os pontos A(x, -3), B(2, 4) e 
C(5, 1) sejam colineares. 


[33º Calcule a área do quadrilátero ABCD, dados A(-2, 1), 
B(3, 2), €(1, -4) e D(-1, —3). 


[34º Determine os valores de x para que o triângulo de vér- ; 


tices A(x, 2), B(1, 4) e C(0, 3) tenha área igual a 6 
unidades. 


[35' Calcule a altura relativa ao lado AB do triângulo cujos 
vértices são A(2, —5), B(6, 2) e C(5, 1). 


[36 (Unirio-R]) Considere os vetores | =(15, 5) e 
(ZE [5 5 ) A secante do ângulo formado pelos vetores 
U+Veli-v é: 


(2 (Ba? (da D) 5 (E)=2 


[37 (UFF-R]) Considere os vetores ú=(0, -2) e V=(-1, 0). 
Determine um vetor unitário W tal que os vetores 
(i+w)e(V+w) sejam perpendiculares. 


[387 (UFR)) Sejam O = (0,0), P=(5,2)e P'= (2,5). 


Girando em torno de O, no sentido trigonométrico 


(anti-horário), o segmento OP de um certo ângulo 6, 
o ponto P transforma-se no ponto P”. Determine cos 0. 


[39 (UENF-R]) No sistema de coordenadas cartesianas 
abaixo está representado o triângulo ABC. 
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: [MBN Sejam X=(1, 1,0), y=(2,0, Ve 


Em relação a esse triângulo: 
a) demonstre que ele é retângulo; 


b) calcule a sua área. 


40" (UFRJ) V,,V,,V, eV, são vetores não nulos. Cada ele- 


mento a, da matriz A, apresentada a seguir, é o produ- 
to escalar de V, por V.. 


» QU Ed 3 
OL q! 
a 2 5 
=Do dA O 
des po E 

2 


Determine o ângulo entre os vetores V, e V,. 


[47 Os vértices de um tetraedro são os pontos O = (0, 0, 0); 


A=(2,0,0);B=(0,3,0)eC=(0,0, 4). 
A maior aresta do tetraedro mede: 


(A) 6,5 (B)60 (C)5,5 (D)5,0 (E)4,5 


[42 Consideremos os seguintes pontos do R*: O = (0, 0, 0), 


A=(1,0,0),B=(0,1,0)e C=(0,0, 1). A área total da 
superfície OABC é um número s tal que: 


(A)2,5<s<2,7 (DD) 24,7 ee is a 15) 
(B)2,1<s<2,3 (DSi) 
(CC) 9< is 

Z=(-4, 2, 3) veto- 
res do Rê. Sobre a igualdade u x + By = Z, 
mos afirmar que: 
(A) é verdadeira se ap = —1. 
(B) é verdadeira para uma infinidade de valores de af. 
(C) nunca é verdadeira. 
(D) é verdadeira se a + B = 2. 


(E) é verdadeira se a + B =—1. 


: 44 Se jev são vetores unitários e ortogonais, então o 


produto escalar de (4 + V) por (U — V) vale: 
(A) O 

(B) 1 

(q) -1 

(D) 2u 

(E) 2(u = v) 
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[45 (Uerj) As contas correntes de um banco são codifica- 
das através de um número sequencial seguido de um 
dígito controlador. Esse dígito controlador é calculado 
conforme o quadro abaixo: 


PROCESSO DE CODIFICAÇÃO 


DE CONTAS CORRENTES 
Número sequencial: abc — vetori=(a, b, c) 
Ano de abertura: xyzw > vetorV=(y, Z, W) 
Produto escalar: UV=a-y+b:z+c.w 
d > é o resto da divisão do 
produto u-v pela constante 


11; para resto O ou 10, d= 0. 


Dígito controlador: 


A conta 643-5, aberta na década de 1980, foi cadas- 
trada no ano de: 


(A) 1985 
(B) 1986 
(C) 1987 
(D) 1988 


[46  (Unificado-RJ)) Se o ângulo formado pelos vetores 
U(2x, 4, 3) e V(-x, x, 0) é agudo, então: 


(A) x<—1 (D)0<x<2 
(B)x<0oux>2 (E) 2/<:x<8 
(C)-1<x<1 


PAZS (PUC-RJ) Se àxb=v, o produto vetorial (24+b)x 
(a +3b) é igual a: 


(A 47 (BS (C6 (DV (DIZ 
[48 (Unificado-RJ) Considerando a figura abaixo, no plano 
XOY: 
A 
B(0, 12) 
D (0, 4) 
I 
> 
A Cc 
(3,0) (5,0) 


a) calcule o produto vetorial AB xCD; 


b) obtenha as coordenadas do ponto |. 


“we 


(PUC-RJ) Ache um vetor (x, y, Z) em RRº tal que o pro- 
duto vetorial (1, 1, 1) X (x, y, Z) seja igual a (1, 0, —1). 


(UFF-RJ]) Considere o paralelepípedo retângu- 
lo de dimensões li m, 4me3meos vetores 
u=FM, v=FGe w=Fl representados na figura. 


(o) 


É incorreto afirmar que: 

(A) o produto escalar entre úev é zero. 

(B) o produto vetorial entre ú ev tem módulo 3. 

(C) o módulo do produto misto entre j,v ew vale 12. 
(D) o módulo de (y+w) é igual a 5. 

(E) o módulo de (ú+v) é igual à norma de w. 


(Unificado-RJ) O menor valor do parâmetro k para o 
qual os vetores i(2,1,0),V(1,k )ezZ(3,1, —4k) 
são coplanares é: 


(A D) 5 
(B) E (1 
(C) 0 


: 52) Considere os vetores, do R3, U=(3,-2,0) e 
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v=(0, -2, 3), determine o vetor w de modo que: 
Ww-U=6 
wxu=(4,0,0) 


Um cubo tem 2 cm de aresta. Toma-se um ponto P 
da aresta CD tal que CP =t e constrói-se o triângulo 
ABP. Calcule t de modo que a área desse triângulo seja 
mínima. 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO II 


154º (Uerj) A figura do IR$ abaixo representa uma pirâmide 
de base quadrada ABCD em que as coordenadas são 
A(O, 0, 0), B(4, 2, 4) e C(0, 6, 6), e o vértice V é egui- 
distante dos demais. 


A partir da análise dos dados fornecidos, determine: 


a) as coordenadas do vértice D e a medida de cada 
aresta de base; 


b) as coordenadas cartesianas do ponto V, conside- 
rando que o volume da pirâmide é igual a 72. 


155" Determine, quando possível, o número k de modo que 
os grupos de vetores abaixo sejam LD. 


a) U-2Ve34-ky 
b) (k- Di +v e 4 +(k+ 7 


156" Sendo ii e v vetores do R2, verifique se os conjuntos de 
vetores são LD, supondo que ú e v sejam LI. 


a)u+veui-v 
b) 2i -3ve5Si-7v 
[57 Determine as relações existentes entre os vetores: 
= a 4 
a) v(3, -2)e v,|-2, 3 
b) v(3,1, 2) VS, | 9) e Vl, —5, 2) 


[58' Sejam 5, be é vetores tais que ã e b são linearmente 
independentes. Podemos afirmar que: 


(A) os vetores d+ Ceb + são LI. 
(B) os vetores d+ Ceb+C são LD. 
(C) se C=xã, xz-1, então d+ Ceb+ E são vetores LI. 


(D)sec 0 ,então d+ ceb+c são vetores LI. 


(E) nenhuma das afirmações acima é verdadeira. 


) à, b ec são linearmente dependentes. 


II) à é ortogonal a b. 
E as 4 
HI) e (a, as 
IV) b e É são linearmente independentes. 
Dentre elas: 
(A) apenas a Il é veradeira. 
(B) duas são verdadeiras e duas falsas. 
(C)alllea IV são falsas. 
(D) todas são falsas. 


(E) todas são verdadeiras. 


160" Considere as seguintes afirmações, onde à = 2i + j —k, 
: b=-2i-j+k, C=i+jrked=2i+3j-k: 
|) à ec são linearmente dependentes. 
II) à e b geram um plano. 
HI) (ã, E, d) geram o espaço. 
IV) à, b ec são coplanares. 
V) ã,b e d são linearmente dependentes. 
Conclui-se que: 
(A) quatro são verdadeiras e uma é falsa. 
(B) três são verdadeiras e duas são falsas. 
(C) duas são verdadeiras e três são falsas. 
(D) apenas uma é verdadeira. 
(E) todas são verdadeiras. 
161) sejam à e b vetores quaisquer. Então podemos afir- 
mar que: 
(A) se à e b são LD, então existe um único par(x, y) tal 
que xã + yb=0. 
(B) se à e b são LD, então existe mais de um par(x, y) 
tal que xá + yb =0) 
(C)se à e b são LI, então os vetores xa e yb são Ll. 


(D)se existem escalares x, y tais que xã e yb são LD, 
então à e b são LI. 


(E) nenhuma das afirmações anteriores é verdadeira. 


59Dados dá =i+j-kb-i-j,C=i+2j-k,con 162" Mostre que os vetores v(a, b) e w(c, d) do R? são line- 
sidere as afirmações a seguir: : armente dependentes (LD). 
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: 167) No prisma quadrangular regular abaixo, a altura é 


163" Mostre que os vetores v =(a,, b, c), V,=(a,, D,, C,) 
ev,=(a,, b,, c,) do Rê são LD. 


164" Calcule os valores de a de modo que os vetores 
(8, 0, a), (a2, 0, —-1) e (0, a2?, 1) sejam coplanares. 


165" 1e] são pontos médios das arestas do cubo. Calcule o 
ângulo IKJ e a área do triângulo IJK. 


166" Dois vértices A e B de um triângulo isósceles têm como 
coordenadas (3, 0) e (0, 3) respectivamente. Calcule 
as coordenadas do terceiro vértice C de forma que a 
área do triângulo seja 15. 


Ud: = 
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o quádruplo da aresta da base. M e N são tais que 


AM = lago BN = Ipr, 
4 2 


Calcule o ângulo DMN e a área do triângulo DMN. 


CAPÍTULO III 


GEOMETRIA ANALÍTICA NO PLANO 


Rufous/Shutterstock 
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A Geometria Analítica é uma maneira de resolver problemas de geometria fazendo bom uso de álge- 
bra. Neste capítulo, estudaremos a Geometria Analítica do plano, incluindo equações que representam 
retas, círculos e cônicas. 


“7 6 


CAPÍTULO III 


GEOMETRIA ANALÍTICA NO PLANO 


3 - GEOMETRIA ANALÍTICA NO PLANO 
3.1 - Reta no R? 


3.1.1 - Equação da reta que passa por dois pontos 


VA 


> 
(0) x 
Seja P um ponto variável no plano IR? de coordenadas (x, y). P descreverá a reta 
suporte de P, e P, se em qualquer posição tivermos P, P, e P em linha reta; logo: 
X-X, M—X 


LÁ A e é 
Utilizando a regra prática para a área do triângulo: 


det (PP, PP)=0 > -0 


| 
= > My EXY+XV XY XV, —X) = 0 


que nos leva a: 11-Y)X + (6-*)y + (%,),— XY) =0 
Ou seja: ax + by + c = O. Todas as soluções desta equação são pontos da reta que 


passa por P e P,. Esta equação é a equação geral da reta: ax sa by+c=0. 


Exemplos: 
id) Dar a equação da reta que passa pelos pontos A = (1,3) eB= (2, -3). 
pel il 
p= O =6 
—6x+6-v+3=0 
AB: 6x+y-9=0 


det (AP, AB)=0 => =0 


P(x, y) 
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ii) 


iii) 


oo ss ; : E 
ou | - = Jar dojv ap ope = Par ope (6 ld) 
ES 6x+y-9=0 


Dar a equação da reta que passa pelo ponto A = (2, 1) e é paralela ao 
vetor Vel, S) 


P(x, y) 


O ponto B será: B= A+AB=A+Y 
B=(2, D+(3, 5)=(5, 6) 
Recaímos no problema anterior. 


a gaa E aos 
det (AP, AB)=0= |" O sx ID Sp sro 


x Si 7 = 


20 S 2 

ou à ES vax 26x SEIO 
ll 6 my dl 

St p= 7 ==l0) 


Dar a equação da reta que passa no ponto A e é normal ao vetor 1. 
Dados: A=(1,3)en=(3, 2) 


Tomemos mil Lo): 


B=A+AB=(1, 3)+(-2, —3) 


B=(-1, 0) 
[E | 
= = p= = 
det(AP, AB)=0 => =0 NOTA 
P=5 o =8 Os coeficientes de x e y são 


as coordenadas do vetor n. 


= spt ar Zu =0) => Su=2 wa =(0) 
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ud RS 0-y+3x-7y-0+3=0 => 3x-2y+3=0 
80 43 


Se tivéssemos tomado AB = No = (2, 3), teríamos: 
B=A riso UU HZ, 3)=13,6) 


Es 2y-6-3x+3=0 
pSs 3x-27+3=0 


ER 2 
Logo, det (AB, AP)=0 => z 


IRES Sea 
ou =v=fn=D= 
E Se - iron D=(6p 20) =(0) 
Ss) =) 


que resulta na mesma equação. 


3.1.2 - Reta que passa por um ponto P, = (x, y,) e é normal a 
um vetor ni = (a, b) 


r 


4» 


n(a, b) 


Px Yo) 


ny 


NOTA 

Esta dedução também 
poderia ser obtida girando 
o vetor normal 90º como PP n=0 «s 
feito no exemplo anterior. A 


A reta r é o conjunto dos pontos P tais que P,P L ii, isto é: 


& (x-xyY-Yo)(a, D)=0 & 
eo ax-ax,+by-by,=0 & 


[| 

NOTA + ax+by-(ax, +by,)=0 

Os coeficientes de xe y 

são, respectivamente, as Chamando de c = — (ax, + by,), temos: 


coordenadas do vetor 
normal n=(a, b). Para se 


obter c, dá-seaxeyas | ax+by+c=0 j 
coordenadas de um ponto = == 
da reta P, = (x, Yo). ; - . 

que é a equação cartesiana da reta 7. 


Note que multiplicando ambos os membros da equação por k = 0, temos outra 
equação que representa a mesma reta: 


kax + kby + kc = 0 
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Assim, a condição para que as retas ax + by + c=0 e Ax + By + C = O represen- EINS 
tem a mesma reta é que seus coeficientes sejam proporcionais: NOTA 


Convencionaremos que se 
um dos denominadores for 


a 
e 0, o coeficiente também 
C será O. 


ab 
A B 


Exemplos: 


i) 


ii) 


Dar a equação da reta normal ao vetor 1i = (2, 3) e que passa pelo ponto 
A=(-1, 4). 

Como 1i=(2, 3) é normal à reta, sua equação será 2x + 3) + c=0. Por ou- 
tro lado, o ponto (-1, 4) pertencendo à reta satisfará sua equação, logo: 
2:(-1)+3:4+c=0 &c=-10 

A equação da reta será então: 

2x+3y-10=0 


Determinar a equação da mediatriz do segmento AB, onde A = (1, 4) 
eB=(5,-2). 


O ponto de passagem da reta é o ponto M, médio do segmento AB, 
então: 


O vetor normal 11 é o próprio vetor AB, logo: 
n=AB=B-A=(4, -6) 

A equação da mediatriz será então: 

4x-6y+c=0 

Como M = (3, 1) pertence à reta, vem: 

4:3-6-1+c=0=c=-6 

À equação ficará: 


4x-6y-6=0 
que, dividindo ambos os membros por 2, dará: 
2x-3y-3=0 
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Outra solução: 


O presente exercício poderia ser resolvido tendo em vista que a mediatriz 
de um segmento é o “lugar geométrico dos pontos de um plano equidis- 
tante dos extremos do segmento”. 


Assim, os vetores AP e BP têm o mesmo módulo, logo: 
R=i(x, je R|lapl=)BP|) 


AP=P-A=(x-1,y-4) Japl=(x-1+(7-47 
BP=P-B=(x-5, y+2) > IBBJ=u-52 +(y+2) 


Igualando, vem: 
x -2x+1+y7º -8y+16=xº -10x+25+y" +4y+4 
8x-12»-12=0 — 2x-3y-3=0 


iii) Determinar a equação da altura relativa ao vértice A do triângulo ABC em 
que A (15), Bo (cl Ze Cc = (3,0) 


A 


h 


O vetor normal será 7 =BC=C-B= (4, —2), logo a equação da altura h será: 
4x-2y+c=0 

Como A E h, suas coordenadas satisfarão esta equação, logo: 
4:1-2:3+c=0>c=2 

À equação da altura será então: 


4x -27+2=0 
que, simplificada, dará: 
258 = Was L=ÃO) 


iv) Dar a equação da reta r, paralela à reta r, de equação x + 2y —- 3 = 0, que 
passa pelo ponto A = (-3, 0). 
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Como r, é paralela a r,, tem o mesmo vetor normal que r,. 

Assim, n, =n, = (1, 2) (coeficientes de x e y). 

A equação de r, será: x + 2) +c=0 

Como o ponto de passagem é A = (-3, 0), suas coordenadas satisfazem 
esta equação, então: 

-3+2:0+0c=0>cC=3 >r1,:x+27+3=0 


Exercícios resolvidos: 


1) O quadrado PORS tem a origem no seu interior. Os vértices P e Q são: 
P=(3,0)e Q=(0, -1). Determine os vértices Re S assim como as equa- 
ções das retas RS e OR. 


Solução: 


Devemos ter: R=Q+QR 


Como QR se obtém de OP por uma rotação de 90º, vem: 

QP=P-Q =(3, 1) => QR=(-1, 3) de onde: 
R=(0,-D+(-1,3)=(-1,2) 

Analogamente: 

S=P+QR=(3, 0)+(-1, 3=(2, 3) 

Para obter a equação do lado R$, o vetor normal será 11 = QR= (Sil, JC 
ponto de passagem R = (-1, 2), logo a equação será: 
-x+3y+c=0Ocom -(-1)+3-:2+c=0=c=—7 

—x+3,-7=0. 

Para o lado QR, o vetor normal será QP=(3, 1) e o ponto de passagem 
Q = (0, —1), logo a equação será: 
3x+y+c=0com3:0-1+c=0>c=1 

3x +7+1=0 

Resposta: R$: x +3y-7=0€e OR: 3x+y+1=0 
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2) Determinar as coordenadas do ponto simétrico de A = (-1, 3) em rela- 
ção à reta de equação x —- 2y + 5 = 0. 


Solução: 


Vejamos se o ponto A = (-1, 3) pertence à reta. Para isso, basta verificar 
se as coordenadas do ponto A satisfazem a equação da reta: 
-1-2:3+5=-2=0 

Logo o ponto A não pertence à reta. 

Para determinar o ponto A, calculemos primeiramente o ponto M per- 
tencente à reta r. O vetor AM é normal à reta, logo: 

AM=k-n=k(1, -2)=(k, —2k) 

(multiplicamos por k porque não sabemos o seu comprimento) 

O ponto M será então: 

M=A+AM=(-1, 3)+(k, —2K)=(-1+k, 3-2k) 

Como M deve pertencer à reta, suas coordenadas satisfazem a equação 
da reta, logo: 


ERR Gr O ks Er M=(-à, o 


O ponto A, simétrico a A em relação à reta, será: 


esquece (né Une Cao 
Gs Eus 


Posições particulares da reta 


Conforme o valor dos coeficientes a, b e c, temos: 
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y A 
É 
“b Pp 
à d e r 
4 n(O, b) 
+ > 
(0) x 
r 
“Pp 
n(a, 0) 
To be E > 
“a 


Como esta equação tem seu termo independente nulo, o ponto O = (0, 0) a 


satisfará, uma vez que a-0+b-0=0. 


Logo, a equação ax + by = O representa uma reta que passa na origem das 


coordenadas. 
VA 


ri(a, b) e À 
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NOTA 

Quando a=c=0, 
temos y=0, que é a 
equação do eixo Ox. 
Analogamente, x = 0 é o 
eixo Oy. 


Es 


CAPÍTULO III GEOMETRIA ANALÍTICA NO PLANO 


Exercício resolvido: 
O que significam as equações no IR?? 
a) (27+3)(x+2y-1)=0 
b) y(xX-5x+6)=0 
co) x(xº-5xy- 6/2) =0 


Solução: 
a) Temos2y+3=00ux+2y-1=0. 
À primeira é uma reta paralela ao eixo Ox, passando por P [o 3, À 


segunda é uma reta perpendicular ao vetor 1ni=(1, 2). Assim, a equação 


inicial representa a união das duas retas. 
PY 


b) Temosy=00ux?-5x+6=0. 

A equação y = O representa o eixo Ox. 

À outra nos dá x=2 ou x = 3, que são duas retas paralelas ao eixo Oy, pas- 
sando por (2, 0) e (3, 0). 

Assim, o lugar dos pontos é a união do eixo Ox com as tetasx=2ex=3. 
Ay =D = 
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[E | 
c) Agoratemosx=00ux?-5xy+ 6y2=0. 
eds Sa Ara NOTA 
da joana de, squso SOON O módulo não é necessário, 
A segunda nos dá: 


pois já temos ambas as 


ã ã opções de sinal à frente da 
Sp+y25y-247" Sy+y 
Ge = 


Z Z VS VI QUE =2 HR 


que são duas retas que passam pela origem. 


O lugar dos pontos que satisfazem a equação inicial é a união das três 
retas citadas. 


3.1.3 - Reta paralela a um vetor 


Seja P, = (x, Y)) um ponto de passagem da reta e v =(r, s) um vetor paralelo 
à reta l. 


sv 


O r 


Seja P = (x, y) o ponto descrevente da reta 1. Temos que, para qualquer ponto P SNS 


da reta, o vetor PP será paralelo ao vetor v. Como PP=P-P =(x-x,, y—-Y5) e NOTA 

= Se um dos denominadores 

V=(r,5): desta equação for nulo, 
convencionaremos que o 

e o numerador correspondente 

F E também o será. 


que é a equação simétrica da reta. 
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Os números 1, s são chamados parâmetros diretores da reta e o vetor v=(r, s) 
é o vetor diretor. 


3.1.4 - Equações paramétricas da reta 


Consideremos as razões que definem a reta [e a chamemos de t. Temos então: 


= = 4 A 
ei PR (t é o parâmetro) 
r 5 


Daí, igualando cada razão a t, vem: 


X—*, 


=|[>X-M=h => x=M+It 


Ph >Y-Y=-t>y=y+s$t 
s 
) [x=x,+rt 
que são as equações paramétricas da reta: ] 


p=yotst o 


Exemplos: 
) Dar as equações simétrica e paramétricas da reta que passa por 
A = (1,2) e é paralela ao vetor V=(2, —2). 


Temos: 
Ex 
2) 


que é a forma simétrica. 


Igualando essas razões ao parâmetro t, vem: 


ii = 142% 
2 Re 


y=2-2t 


v=2 
= = == Mt 
= id 


que são as equações paramétricas. 
ii) Achar um vetor paralelo à reta 2x + 3y — 6 = O. Determinar então as 


equações simétrica e paramétricas desta reta. 


Tomemos dois pontos da reta. Por exemplo: 
a) x=0 > 37-6=0 > y=2 
A=(0, 2) 
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19) =) => Zu=650) => 2=8 
B=(3, 0) 
O vetor AB=B-A= (3, —2) será o vetor v paralelo à reta; V=(3, —2). 
O ponto P, de passagem será o ponto A ou o ponto B. 
Tomemos A = (0, 2). A equação simétrica será: 


PU 


o) —2, 


Igualando ao parâmetro t, vem: 


Fito da resultando em: 
3 2 

| x=3t 

[U- -2t+2 


que são as equações paramétricas. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Em cada item abaixo, determine a equação da reta que 

passa pelo ponto A e é perpendicular ao vetor 1. 

a) A(2,3)en= (4,3) 

b) A(5S,-2)en=(7,-1) 

o) A(S,0)en=(-5,2) 

)A(2,4)en=(1,0) 

e) A(6, Den=(0,3) 

9) A(O,0)en=(5,7) 


[2º Determine a equação da reta que passa pelo ponto 
(5, 2) e é paralela ao eixo das abscissas. 


E3' Considere os pontos A (3, 1), M (1,3) e N (5, 2). De- 


termine a equação da reta que contém A e é perpen- 
dicular ao vetor MN. 


P4 Determine a equação da reta que passa pelo ponto 
(-2, 7) e é paralela à bissetriz dos quadrantes pares. 


5" Qual a equação da reta que passa pelo ponto (3, 4) e 
é paralela à reta 3x- y + 2=0? 


16 Considere o vetor v=(7, 2) e o ponto P (5, 5). Qual a 
equação da reta que contém P e é paralela ao vetor v? 


dd: 


[12' Dê a equação geral da reta definida por: | 


: BZ) Determine a equação da reta que passa pelo ponto 


(-6, -2) e é perpendicular à reta 5x + 3y+ 1 =0. 


[8 Determine a equação da reta que passa pelos pontos 


(10, De (11,5). 


F9' Dados os pontos A (-1, 5) e B (5, 7), pede-se a equa- 


ção da mediatriz do segmento AB. 


HO! Considere o triângulo ABC, cujos vértices são A (1, 7), 


B (5, -2)e C (9, 4). Pede-se: 
a) a equação da altura relativa ao vértice A. 


b) a equação da mediana relativa ao vértice A. 


: MT Dê as equações paramétricas da reta que passa pelo 


ponto P e que é paralela ao vetor v em cada caso: 
aaP=(1,2)ev=(7,6) 
b)P=(-1,4)ev=(3,3) 


x=2+3t 
y=5-4 


| [13º Seja a reta r que passa pelos pontos A (4, 0) e B(0, 2). 


Encontre a equação da reta simétrica de r em relação 
ao eixo dos x e ao eixo dos y. 
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3.1.5 - Forma segmentar da reta 


É a equação da reta em função dos segmentos que a mesma determina sobre 
Os eixos. 


Q(O, q) 


Sejam P = (p, 0) e Q = (0, q) os pontos que a reta r define sobre os eixos 
coordenados. A reta r é paralela ao vetor PQ=Q -P=(-p, q) e passa pelo ponto 


P=(p,0). 
Temos: 
RE. Sumol 
=p q p q 
; | 
o K 
Então: ERR que é a forma segmentar. NOTA 
pasa A forma segmentar se 
presta à marcação da reta 
no referencial xOy com 
facilidade. 
Exemplos: 


i) Escrever a equação 2x — 5y + 10 = O sob a forma segmentar. 
Calculemos as coordenadas na origem p e q: 


med) = -5y+ 10=0 => VEZ = 

p= = 258 de 0) = (0) = x=-5=p 
ERR y 

Logo, a forma segmentar será: 5 E as à 


Podemos obter esta equação também como segue: 
Desvio QE Desp cio SS 
-10 —10 


ii) Determinar a equação da reta r que passa pelo ponto A = (-3, 10) e de- 
fine com os eixos um triângulo de área 7,5. 
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Devemos ter: a A = ate 4358 


Z, Z, 
Como o ponto A = (-3, 10) pertence à reta 1, vem: 
1 
[rem 
Eloi 
pq=+15 Pq ? 
ER: 15 

Substituindo o valor de p=t—: 

Be Ro q E sq 

q 


Temos então quatro equações: q? + 5q — 50 = O de raízes q = 5 ou q = 10, 
q? + 5q + 50 = 0, que não tem raízes reais, q? — 5q + 50 = 0, que também 
não tem raízes reais e q? — 5q — 50 = O de raízes q = 10 ou q = -5. Podemos 
então escrever: 


E md 
ara q=5 ma) =» q So 
p q b adiie 
o) E y 
=-10 =t— — ++ =1 
para q => j) Z = E 0 
Ee 
3) x y 
= Al) =t> > SS +—=1 
para q = jo) z 3 10 
2 


pag e pe 
Es 


3.1.6 - Equação reduzida da reta 
É a equação da reta em que se explicita y como função de x. 


Para obtê-la, consideremos a reta r que passa pelo ponto Q = (0, q) e forma um 


á n : 
ângulo Z com o eixo Ox. 
y A 


EEE 
NOTA 
Se a = afad , tgo: não 


existirá e a equação 
reduzida fica sem sentido. 


> 
x 

[E | 

e Seja P = (x, 7) o ponto descrevente da reta no triângulo retângulo ORP. 
Se for obtuso, a Jat=(%y70Pp g g ; 
demonstração é análoga. Tem-se: 

tga=204 
x 


à Vs 160 


GEOMETRIA ANALÍTICA NO PLANO CAPÍTULO III 


Chamando tga de m, a equação fica: 


da 
X 


m= 


que é a equação reduzida da reta. O número real m é chamado coeficiente angu- 
lar e o número q é chamado coeficiente linear da reta. 
Conforme o valor do coeficiente m, temos: 


Ay 


mv 


mv 


3.1.7 - Equação da reta que passa por um ponto com 
inclinação « em relação a Ox 


Po =(%y Yo) 


wY 
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equação da função afim 
cujo gráfico é uma reta. 


Es 
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Devemos ter: Y= mx +q 

Como a reta deve passar por um ponto P, = (x, Y,), sua equação deverá ser 
satisfeita para as coordenadas do ponto, logo y, = mx, + q. Eliminando o parâmetro q, 
subtraindo membro a membro essas duas equações, vem: 


v-p=m(gx-x) , que é a equação da reta que passa por um ponto. 


Exemplos: 


i) Calcular a equação da bissetriz dos quadrantes pares. 
A inclinação em relação a Ox é « = 135º em = tg 135º = 1. Como a reta 
passa pela origem, q= 0,0 que dáy = —x. 


ii) Determinar a forma reduzida da reta de equação 3x —- 2y + 6= 0. 


3 
Basta tirar o valor de y. Então 2y = 3x + 6, o que nos dá y = o 
Como m= - > 0, esta reta forma com o eixo Ox um ângulo agudo e, como 
q=3>o0, ela corta o eixo Oy acima da origem. 


iii) Calcular a equação da reta que passa pelo ponto A = (-1, 5) e forma 30º 
com o eixo Ox. 
vY-yp=mt-x) >y-5=(tg30º)-(x+1) 


E 


Logo: y="E (++ 


3.1.8 - Ângulo entre duas retas 


Consideremos as retas r, e r, de coeficientes angulares, respectivamente m, e 
m,, formando um ângulo 6: 


= 


Sabemos que tgo, =m e tg o, =m,. Assim, se O, > 0: 


tgao, —tga m,-m 
tg0=tg(a, -0,)= = 1 = 2 1 
80=tg(G, O) I+tgo, -tgo, 1+mm, 
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Se a, > «,, a ordem dos coeficientes se inverte. Em geral: 


Casos particulares: 


Exemplos: 


i) 


ii) 


iii) 


Calcular o ângulo das retas de equações: 


3x-y+5=0 e 4x+2y-1=0 

3x-y+5=0 4x+2y-1=0 

—y=-3x—5 2y=-4x+1 

V=32+5 p=-22+ > 

m,=3 m,=-2 

E ie EG O = gas 
l+mm,| (1+3-(-2) 


Determinar a equação da reta que passa por (-1, 2) e forma 45º com a 
reta de equação 6x —- 2y+ 5 =0. 


Temos que 6 = 45º, então tg9=1 ey = Sã E = então A 
m,-m m,-3 
Logo, pus E =| m, -3=+(1+3m 
PERES : mM, 1+3m, É 2) 


que dá: m, = oum,=-2. 

As retas possíveis serão: y- y,=m(x— x,) 

a) y-2=>(2+1) = x-2yt5=() 

b) y-2=-2(x+1) > 2x+y=0 

Determinar a reta que passa por A = (2, -1) e que: 
a) é paralela a y = 3x — 5. 

b) é perpendicular a y=2x+ 1. 
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NOTA 
Neste caso, O =5 €; 


portanto, Z tg 6, 


ou seja, o denominador 
l+m-m,=0. 


Es 
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a) Como a reta deve ser paralela, o seu coeficiente angular deve ser o mes- 
mo (m, = m,), logo m = 3 e a equação fica: y+ 1 = 3(x - 2). 


b) Sea reta deve ser perpendicular, o seu coeficiente angular deve ser o 


E : is 1 
simétrico do inverso do coeficiente angular da reta dada n => |, 
m 
il 


logo m=-> e a equação fica: p+l=-5(8-2). 


3.1.9 - Distância de um ponto a uma reta 
VA 


Po=(% Yo) 


P=(*, 7) 


> 
(0) x 


(o) 


Seja r a reta de equação ax + by + c=0 e o ponto P = (x, Y,). A distância d do 
ponto P, à reta r é o cateto PD do triângulo retângulo P DP. 

Temos: 

d=PP, cos6=(Y, —)) cos6 


Como o vetor normal à reta n=(a, b) forma com o eixo Oy o mesmo ângulo 6, 
b 


va +b? 
b byo—by 
Logo: d=(y,-)): E 
va +b? va+b? 


Por outro lado, como o ponto P é da reta r, suas coordenadas satisfazem a 
equação da reta, logo: 


temos: cos O = 


ax,+by+c=0 > by=-ax,-c 
Substituindo em d, vem: 
q = "Yo (cao) ca +by+c 
Va? +b”? va? +b? 


Como o numerador pode ser negativo, devemos ter: 
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Exercícios resolvidos: 

1) Calcule a distância do ponto P = (-1, 5) à reta 3x + 4) + 3 =0. 
Solução: 
q. B:CD+4:5+3] 20 


V9+16 5) 


d=4 
2) Dê a equação do lugar geométrico dos pontos que distam duas unida- 
des da reta 5x —- 12y+1=0. 


Solução: 
Se 12 sell 


25+144 


Resposta: Temos, então, duas retas: 5x -12y-25=0 ou 5x- 12y+27=0, 
paralelas à reta dada. 


=D) = Sr 2y1- 26 


3) Calcule as equações das bissetrizes dos ângulos das retas r, = A x + By + 
+C =0er,=Ax+By+C,=0. 


Solução: 


vyA 


1 > 
(0) x 


À bissetriz do ângulo de duas retas é o lugar geométrico dos pontos do 
plano equidistantes das duas retas. 
Sejam: 
TEA MAB ya 0 e 
nr: A,x+B,y+C,=0 
|A,x +By+C,|| |A,x +B,y+C,| 
Res dae 
PA ARByvECO. a A,x+B,y+C, 


VAI +BS VAZ +B) 
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4) Ache as equações das bissetrizes dos ângulos formados pelas retas 
3x-4y +5=0e5x+12y-26=0. 


Solução: 
De acordo com o exercício anterior, temos: 
SMA 5x+12v- 26 


V9+16 ——  25+144 


39x — 52y + 65 = +(25x + 60y — 130) 
Então: 
39x — 52y + 65 = 25x + 60y — 130 
14x — 112y+ 195 = 0 

ou 
39x — 52y + 65 = 25x — 60y — 130 
64x+8/-65=0 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Os pontos A =(k, 0), B=(1,-2)e C=(3, 2) são vértices 
de um triângulo. Calcule k. 


FZ" Dê a equação da reta que passa pelos pontos (0, 1) e 
(1, 0). 


E3Areta x + 3y - 2 = O intercepta os eixos Ox e Oy, res- 
pectivamente nos pontos P e Q. Calcule-os. 


F4 Calcule os valores de k, para os quais a equação 
(k-3)x-(4-k) y + (k2 — 7k + 6) = O representa uma 


reta que passa na origem. 


ES Aretay=ax+ bétal que: 


XIY 
-3|2 
510 


Calcule o valor de y quando x = —2. 


[6 A reta que passa pelos pontos A = (-2, ) eB=(5,3) 
intersecta os eixos coordenados nos pontos M = (m, 0) 


e N=(0, n). Calcule o valor de E=S(n-m). 


BZ Três pontos A, Be C, pertencentes à reta r de equação 
3x-y+1 =0, tem suas abscissas em progressão arit- 
mética. O ponto A é a intersecção de r com o eixo das 
abscissas, a ordenada de Cé 8e Bestá entre Ae C. 
Calcule B. 


[8 Determine o ponto de intersecção das retasx + y-2=0 
ex-y+1=0. 


E9 Seo ponto (a, b) é a intersecção das retas x + 2y=5e 
2x- y= 10, então qual é o valor de a + b? 


HO! Para que as retas 6my + 3nx = -13 e 20my + 3nx = -34 
passem pelo ponto (2, -3), quais devem ser os valores 
demen? 
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: MM) Calcule a equação da reta que passa pela origem e 


pela intersecção das retas 2x + y -6=0ex-3y+ 
+11 =0. 


; [2º Calcule o perímetro do triângulo formado pelas inter- 


secções dasretasx+y-6=0,x=1ey=1. 


[13º Calcule a equação da reta paralela ao eixo Oy, que pas- 


sa pela intersecção das retas 
y=2x+1e3y+2x-2=0. 


HM4' Se o ponto (1, -3) pertence à reta 2x + ay - 3 = 0, en- 


tão quanto vale o coeficiente a? 


[15º São dados os pontos A = (1, 3) e B = (-2, 1). Calcule a 


equação da reta perpendicular a AB que passa em A. 


[16º Determine a distância entre as retas r:x+2y+3=0 e 


s:x+2y+13=0. 


É MZ) Encontre os pontos da reta y = 2x que distam 3 unida- 


des da reta 3x — 4y = 0. 


: [78º Determine a distância da origem do sistema cartesia- 


no à reta de equação is Sil; 


5 


[19 Determine a medida dos ângulos formados pelas retas 


2x+y+1=0€e3x-y-1=0. 


: IZ0) Determine o valor de k para que as retas y oa e 


y=2k?x—1 sejam: 
a) paralelas; 


b) perpendiculares. 
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3.2 - Circunferência no R? 


7],m..— 3.2.1 — Equação cartesiana da circunferência 


DEFINIÇÃO 
Circunferência. 


Seja € = (a, B) o centro e Ro raio. 


NOTA 
Embora circunferência e P(x, y) 
círculo sejam conceitos 
distintos alguns autores Br-- B) 
usam o termo círculo com 
sentido de circunferência. 


VA 


+ 1 > 
O e x 


Seja P = (x, y) o ponto descrevente do lugar geométrico. 
Temos então: 
ICP) =R. Mas CP=P-C=(x-o, y-), logo: 


Je-o+(y-BP=R > 


Esta equação é a equação da circunferência de centro C = (a, B) e raio R. De- 
senvolvendo os quadrados, temos a forma polinomial da equação da circunferência. 


Caso particular: 

Se o centro €C = (a, B) for coincidente com a origem O = (0, 0), temos « = B = 0 
e a equação fica: 
4y 


my 
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Exemplos: 


i) Encontrar a equação da circunferência que tem centro no ponto (3, 4) 
Red 
(x-3)2+(v-4)2=6 ou x2+)2-6x-8/-11=0. 


ii) Dar a equação da circunferência tangente ao eixo Ox de centro (4, 2) 
representada na figura. 


ê= 2 
(x-4)2+(vy-2)2=22 


iii) Determinar a equação da circunferência de diâmetro AB, sendo A = (1,3) 
eB=(5,-1). 


A+B 


Seja M o centro, logo M = = (3, 11). 


PRC E ras RED 
(x-3P +(y-12 = (242? 


Exercícios resolvidos: 
1) Determine a equação da circunferência tangente à reta de equação 
2x-y + 6=0, cujo centro é o ponto (3, 2). 


Solução: 


O raio será a distância do centro à reta, logo: 


“|2:3-2+6] 10 JE 


EE 
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À equação da circunferência será, então: 
(1-3 +(p-27 = (25? 
x” -6x+9+yº -4y+4=20 
x +y"-6x-4y-7=0 
2) Aequação (x + 1)2+(y-k)2=k2?+ 2k+ 1 representa, para cada valor de 
k, uma circunferência. Determine a circunferência dessa família que: 
a) passa pela origem; 
b) passa pelo ponto A = (-1, 2); 
c) passa pelo ponto B = (-1, —1); 
d) possui raio 3; 
e) tem centro na retax + y -4=0; 
f) o centro dista do ponto P = (-1, 5) 3 unidades; 


8) tem raio mínimo. 


Solução: 


a) Como a circunferência passa na origem, o ponto O = (0, 0) deverá satis- 
fazer a equação da circunferência, logo: 
(0+1)2+(0-K2=k+2k+1 
1+k=k+2k+1 =>k=0,ea equação fica: 
(x + 1)2+y?= 1 de centro (-1, 0) e raio 1. 


b) A equação agora deverá ser satisfeita para o ponto A = (-1, 2): 


(+17 +(2-k)? =K 4+2k+1. > k=5 


2 
e a equação fica: ont+(9-5] 


2 ; a 1 E E 
que é uma circunferência de centro |-—1, 5 e raio 5 


c) Substituindo as coordenadas (-1, —1) na equação da circunferência: 
(x+1)2+(y-k)2=k+ 2k+ 1, vem: 
(1 +1)2+(1-k2=k+2k+1=>0=0 


Esta identidade mostra que o ponto (-1, —1) satisfaz todas as circunferên- 
cias da família, logo, elas passam por um ponto fixo. 


d) Basta fazer R2=9, ou seja, k + 2k + 1 =9, que dá: 
k=-4o0uk=2 
k=-4>(x+1)2+(y+4)2=9>C=(-1,-4)eR=3 
=2 = (ue bra (v=2P=9 =Cs (fi 2)éR=S 
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e) Calculemos o centro C = (1, k) e de forma que pertença à retax + y- 4=0. 
Temos: 


14k-4=0>k=5 > (4412 +(9-57:=36 
que é uma circunferência de centro (-1, 5) e raio 6. 


f) O módulo do vetor CP deverá ser igual a 3. 
CP=P-C=(-1, 5)-(-1, K)=(0, 5-k) 
lerl=/02+(5-k?=3 > |5-H=3 > k=20u k=8 
k=2 > G+)+(p-22=9 => C=(1,2)eR=3 
k=8 == Gripip ss =8 = c=CI 9eR=9 


g) Como raio deve ser mínimo, temos: 


Rº=k+2k+1 => R=vkº+2k+1 que será mínimo quando 

y=k + 2k+ 1 for mínimo. 

y será mínimo para k = —1, que dará y = 0, logo, o raio será nulo, o que 
reduz a circunferência a um ponto. 


A figura a seguir representa todas as circunferências encontradas nos 
itens anteriores. 

py 

2 as 


EEEF 
NOTA 

Você consegue explicar o 
porquê de todos os centros 
estarem alinhados? 


3) Calcule as equações das circunferências: 
a) tangentes aos eixos coordenados (4 circunferências) de raio R; 


b) tangentes às circunferências do item anterior. 
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Solução: 


te Á 


a) Temos: C=(R,R) 
(x-R)2+(y-R)2=R? 
Então as quatro circunferências tangentes aos eixos serão dadas pelas 
equações: 
(x+R) +(y+R) =R? com todas as hipóteses para os sinais. 


b) Temos que QE E2 logo: OM=RV2-R e OJ=Ry2+R. 


Assim: 
a) Circunferência de raio OM: x +72 =R(N2-1)? 
b) Circunferência de raio OJ: x2 +)? =R?(N2+1) 


3.2.2 - Determinação do centro e raio da circunferência a 


TT partir da sua equação geral 


NOTA 
Se os coeficientes de x? 


Seja a equação Ax? + Ay2 + Dx + Ey+F=0,Az0. 


e y? forem diferentes, a Dividindo-a por A, temos: 
equação representa uma D E E 
pus Das 
cônica, como veremos nas x + +>x+>y+—=0 (1) 
próximas seções. A AC A 


Comparando-a com a equação da circunferência de centro C = (a, B) e raio R: 


x +yº -20x-2By+0º +B? -Rº=0 (II) 


vemos que (l) representa uma circunferência. Temos: 


—20 > = ag Ê D E 
ç A => o A 

E P="24 

ABR = > R=0"+B'-— (R>0) 
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Exemplo: 


Dizer se as equações a seguir representam circunferências e, em caso 
positivo, determinar o centro e o raio. 


a)x+y2-2x-8y+1=0 
b)x2+y2-4x+6y/+13=0 
o)x2+72-4x+8/+25=0 


Solução: 

a) As coordenadas do centro são: 

qe e ao e, 
2A 2 ZA 2, 

e o raio é: 


R= pes d=a 


b) As coordenadas do centro são: 


a a sea 
= 5 2 e f ; 3 


e o raio é: 


R= [22 4( Sá 2=0 


Neste caso, a circunferência se reduz a um ponto: (2, —3). 


c) O centro é (a, B), onde: 

q, 
z, 2, 

e o raio é: 


R= ramay Ds 


Como este raio não é real, não existe tal circunferência. Assim, a equação 


representa o conjunto vazio. 
[PE | 


Outra solução: NOTA 

Em vez de usar as fórmulas, os resultados acima podem ser obtidos ida 
completando quadrados: 

a)x2+y2-2x-8y+1=0 

x -2x+0+y-8y+0=-1 

x -2x+12+72-8y+4=-1+12+4? 

(x- 1)2+ (y— 4)? = 4? > centro (1, 4) e raio 4 


b)x?+y72-4x+6y+13=0 

x -4x+0+y2+6y+D=-13 

x -4x+22+72+6)+32=22+3º-13 

(x-2)2+(y+3)=0 > centro (2, -3) e raio O [isto é, apenas o ponto (-2, 3)] 
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c)x2+y2-4x+8/+25=0 

x2-4x+L]+y2+8y+L=-25 

x2-4x+22+y72+8)+42=224 42.25 

(x-2)2+(V+4)2=-5 

Como a soma de quadrados não pode ser negativa, esta equação repre- 
senta o conjunto vazio. 


Exercício resolvido: 


Encontre a equação da circunferência que passa pelos 3 pontos: 
MEO PB Que es) 


Solução: 

Consideremos a circunferência x2+y2 +ax+by +c=0. 
Para (0, 2): 0º +22 +a:04+b-2+c=0 > 2b+c=-4 
Para (-2, 0): (-2)2+0” -2a+b.0+c=0 > -2a+c=-4 
Para (3, 1): 32 +17 +a:3+b:1+c=0 > 3a+b+c=-10 


| 2b+c=-4 > nel 
2) 
Resolvendo o sistema: | 504c=4 s qt 
[3a+b+c=-10 
3. É, L,c-0 EaD de DEM) 
4c=-28 => c=—7 
5) 
d=—— 
2 
je 
Za 


Circunferência: x? +yº — : x +57 -7=0 


ou 2x2+2y2-3x+3y-14=0 


3.2.3 - Intersecção de reta e circunferência no R? 


Ê XX, 
Seja uma reta 1: = 


e uma circunferência C:x? +72 +ax+by+c=0. 
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CAPÍTULO III 


As intersecções da reta r com a circunferência C serão as soluções do sistema: 


RR de X=Xo+pt 
pb q > 4Y=Votql 
x +yº +ax+by+c=0 x +y" +ax+by+c=0 


Este sistema gera uma equação do segundo grau em t, At? + Bt+ C = 0, onde 
A=B2-4AC: 


1) Se A > 0, teremos dois valores reais distintos para t e a reta será secante 
à circunferência. 


2) Se A=0, teremos dois valores reais iguais para t e a reta será tangente à cir- 
cunferência. 


3) Se A<0, não teremos valores reais para t e a reta não terá ponto em comum 
com a circunferência. 


Exemplos: 


i) Determinar os pontos de intersecção da reta x + y — 1 = O com a circun- 
ferência x? +)? -2x+2y-23=0. 


Temos: x-1=-y = =, 
1 -1 

Seje ap dl 

p=-t 
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Substituindo na equação da circunferência, vem: 
(t+ 1)2+t-2t-2-2t-23=0 

MPs DAS( => Pojpsi2sl 

cujas raízes são t= 4 ou t=-3. 


Temos então as intersecções: 


ii) Dêa posição da reta 2x + y— 1 = O em relação à circunferência de equação 
9 
X+y2-x+y+>=0, 
y Y 20 
Basta resolver o sistema: 
v= 12x 9 
> X2+4(1-2x -x+(1-23)+=0 
Res E pe O 20 


5227242. -0 
20 


DELE uia 
20 


Logo, a reta é tangente ao círculo. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Qual é a equação da circunferência de centro (1, 3) e 
raio igual a 2? 


[2º Qual é a equação da circunferência de centro (-2, 1) e 
raio igual a 4? 


[3º Dê a equação da circunferência de centro (0, -3) e raio 2. 


4” Dê a equação da circunferência de centro (1, -3) e tan- 
gente ao eixo dos x. 


E5" Dê equação da circunferência de centro (2, 5) e tan- 
gente ao eixo dos y. 


16" Determine a equação da circunferência cujas extremida- 
des de um diâmetro são os pontos P(-2, 1) e Q(4, 3). 


EZ' Determine a equação da circunferência de centro 
C(3, 2) etangenteã reta x + 2y-2=0. 


8" Qual a equação da circunferência de centro no ponto 
(2,-1) eraiz 2? 


E9" Uma circunferência tem centro em (-3, 4) e tangencia 
o eixo Ox. Calcule sua equação. 


NO! Sejam A(-2, 1) e B(0, -3) as extremidades de um diã- 
metro de uma circunferência. Calcule sua equação. 


[17 Determineo ponto da circunferência (x-2)2+(y+4)2=4 
que tem ordenada máxima. 


[12º Uma circunferência passa pela origem, tem raio 2 e 
centro sobre a reta y = 2x. Calcule a equação desta cir- 
cunferência sabendo que seu centro tem coordenadas 
positivas. 
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: [93º Dê o centro da circunferência que passa pelos pontos 


(2, 2), (3,3) e (3, 2). 


: MA Dêo centro e o raio das circunferências: 


a)x+y2+2x-4y+4=0 
b)x+y2+2y=0 


[15 Calcule o comprimento da corda que a reta x + y=3 


determina na circunferência (x + 2)2 + (y— 1)? = 10. 


: [6 Escreva a equação da circunferência que: 


a) possui o centro sobre Ox, tangencia o eixo dos y, 
tendo raio igual a 4. 


b) tem o centro sobre Ox, tangencia a reta y = x, ten- 
do raio igual a 2. 


c) tangencia o eixo dos y, tem o centro no 2º quadrante 
sobre a reta x = — y, tendo raio igual a 2. 


d) tangencia as retas 3y = 4x e y = 0, tem raio igual a 
5 e centro no 3º quadrante. 


e) passa pelos pontos (2, 3) e (3, 6) e tangencia a reta 
2x+y-2=0. 


f) tangenciaasretasx=0,y=0€e4x+3y-12=0€ 
tem o centro no 2º quadrante. 


9) tangencia as retas 4X —-3y+12=0€e 6x+8y-4=0 
e tem o centro sobre o eixo dos x. 


h) é inscrita no triângulo formado pelas retas: 
x+2y-5=0,2x-y-15=0€e2x+y+11=0. 
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3.3 - Elipse no KR? 


DEFINIÇÃO 
Elipse. 


DEFINIÇÃO 
Elementos principais da 
elipse. 


FeF' — focos 

O — centro 

A, NA, Be B' — vértices 
AA — eixo maior 

BB' — eixo menor 


Representaremos o comprimento do eixo menor por 2b, e a distância focal por 2c: 


NOTA Chama-se excentricidade (e) da elipse a razão: es 


Na elipse, tem-se c< a, isto 
é,e<1. 


Z 


A excentricidade mede quão “achatada” é a elipse. 


(e=0) (e=0,5) 


(e = 0,8) 
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Relações métricas 


1 lAA=2a 
B 
Acelipse = IAF|+|AF'|=2a 
AF Pela simetria: |AF| = |A'F', logo: 
TRE: EA JAF! + |A'F'| = |AM'| = 2a 
B' 
2) EEERERA 
Beelipse = l|Brl+|BF]=2a 
Pela simetria: |BF| = |BF', logo: 
: E IBF| + |BF| = 24 > |BF|=a 
E É. A Aplicando o teorema de Pitágoras no AFOB: 


a2=b2+cº 


3.3.1 - Construção mecânica 


Fixe, numa superfície, dois pregos que serão os pontos F e F”. 

Tome um barbante de comprimento maior que o dobro da distância |FF'| = 2c 
e amarre suas pontas uma na outra. 

Coloque o barbante em volta dos pregos e use a ponta do lápis para esticar o 
barbante como na figura: 


À medida que o lápis se move mantendo o barbante esticado, a ponta do lápis 
desenhará uma elipse na superfície. De fato, sendo L o comprimento do barbante, 
teremos |PF| + |PF'| = L, que é constante. 
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3.3.2 - Equação da elipse 

Seja P(x, y) um ponto da elipse de focos F(c, 0) e F(-c, 0) e eixo maior 2a. 
47 
P(x, y) 


à d 
wmv 


Fo E 


Pela definição: 


prl +lpFj=2a = 

> de ry edge +? =2a > Vac) +y=20- aro) +? > 
> (x +y/=49º 4a erp +” > 

> Aa Var +y = fa? + Axe > q [++] =(04+x0) => 


2.2 
xº€ 
> + 2A0+c+y = d+ Zac + 
a 
2 2% 242 2 2 2 
c gx" — cêx 1 a" — 
=> xº|1 a e a p) “a +55 =S5 “— => 
EE a q ame o dao 
NOTA xº Po 
Lembre que a? - c? > 0. 7 ta. 


Usando a? — c? = b?, temos: 


À equação acima é de uma elipse de centro na origem e focos em Ox. Caso os 
focos estejam em Oy, a equação fica: 


A 
o V 
e Ea A(O, a) 
po a 
B' 

> 
B(b,0) X 

AN 
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Exemplos: 


i) 


ii) 


Escrever a equação da elipse de focos F(5, 0) e F(-5, 0) e de eixo maior 
u= Io, 
Temosa=8ec=5,entãob2=a?-c2=64-25=39. 
Assim, a equação pedida é: 
fa 
x? db VA =1 
64 39 


Escrever a equação da elipse de focos F(0, 4) e F*(0, —4) e eixo maior 12. 
iz 
Agora, so ec=4, portanto Db? = a? — c? = 36 — 16 = 20. Como os 


focos estão no eixo Oy, a equação é: 
se y x? y* 

Sir dl; isto é, — +>—=1 

e af 20 36 


Exercício resolvido: 


Ep 


) — Ro pertencem a uma elipse de centro 


na origem e focos no eixo Oy. Determine a distância entre os focos e a 


Os pontos A 


excentricidade. 
Solução: 
Como os focos estão em Oy, a elipse terá equação: 
x e 
AD + =1 
padrao 
Mas: Jz | 
na a a 
Ageelipse => = a = no O 7 = (1) 
: z Z 3) 1 
Beelipse = + =il = + = H 
P pa a ab” 24º qm 
Multiplicando a equação (II) por 2 e subtraindo a (1): EA 
3 1 1 NOTA 
ice sDol & el s& bel = Bei Lembre que q, b> 0. 
4b” 2h? b? 
Então: 
lo dl lo 
us =» GN 
Enfim: 


c Eae 


E = = =Dileil = e=l = Y=sDO QE-=— = 
a 


2 


Resposta: A distância entre os focos é 2 e a excentricidade 


da 
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Observação: 


A elipse é uma curva que pertence à família das cônicas. Ela é assim chamada 
porque é obtida pela secção de um cone por um plano x que intersecta todas as 
geratrizes. 


Quando um planeta orbita em torno de uma estrela, o formato da órbita é 

uma elipse, e um dos focos é a posição dessa estrela. Esta é uma consequência da lei 
o da gravitação de Newton aplicada a corpos celestes e vale sempre que a massa do 
NOTA planeta é muito menor que a massa da estrela. 
Se a excentricidade da 
órbita elíptica for pequena, 
ela pode ser aproximada 
por uma circunferência. 


Planeta 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET! Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer 
momento a soma de suas distâncias aos pontos (—4, 0) 
e (4, 0) é igual a 10. Qual a equação da curva descrita 
por P? 


[2º Determine a equação da elipse definida por: 


a) focos (+20, 0), excentricidade = a 

b) vértices (+2, 0) e (0, +4); 

c) diretrizes 7y + 64 = 0, eixo maior = 16 e centro na 
origem; 

d) parâmetro = > excentricidade = a sendo simétri- 


ca em relação aos eixos coordenados; 


e) vértices (+5, 0) e focos (+4, 0); 


f) distância focal = 8 e soma dos semieixos = 8, tendo 
os focos sobre x'x, simétricos em relação à origem. 


E3' Determine a equação da elipse que admite xx' e yy' 
como eixos de simetria e passa pelos pontos: 


a) (6, 4) e (-8, 3) 
b) (6, -6) e (9, 6) 


F4' Determine as coordenadas dos focos, a excentricidade 
e as equações das diretrizes da elipse de equação: 
a) 25x? + 167? = 1600 
b) 4x2 + 3yº = 48 
c) 3x2 + 2yº = 24 
d)x2+4yº = 16 


[5 Determine a equação do lugar geométrico dos pontos 
que dividem as ordenadas dos pontos de x? + y? = 36 


na razão —. 
2 


16 (UFF-RJ) Haroldo, ao construir uma piscina, amarra as 
extremidades de uma corda de 6,0 m de comprimento 
nas estacas E, e E,. Com o riscador R, estica a corda, de 
modo a obter o triângulo E RE,. Deslizando o riscador 
R de forma que a corda fique sempre esticada e rente 
ao chão, obtém o contorno da piscina desenhado na 
figura abaixo: 
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E 2 2 
: [87 (Cesgranrio-R]) Na elipse ç* Y 


Se M é ponto médio de EE, , a distância entre as es- 


tacas é: 
(A) 5 m (C) 2/5 m (E) 6/2 m 
(B) Jó m (D) 246 m 


BZ (PUC-R]) Escreva as coordenadas cartesianas do ponto 


P em função de 6, para O = 6 = 27, sabendo que P 
pertence à curva x? + 47? = 4. 


Ay 


x Y 


7 =, seja PQ uma corda 
de comprimento igual ao semieixo maior, paralela a Ox. 


Determine a distância do centro da elipse à corda PQ. 


F9 (Unicamp-SP) Dada uma elipse de semieixos a e b, cal- 


cule, em termos destes parâmetros, a área do quadrado 
nela inscrito, com lados paralelos aos eixos da elipse. 


2 2 


HO! (PUC-SP) Na elipse de equação toh inscreve- 


-se um quadrado. Um dos vértices do quadrado tem 


abscissa: 


12 
NS 4 OS D+ OF 


ds UM 
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3.4 — Hipérbole no R? 


DEFINIÇÃO 
Hipérbole. 


A hipérbole possui dois ramos. Na figura, para o ramo da direita, 
prl>|pEl => [prj-lpri=2a 


e para o ramo da esquerda, 


Prl>|PF| = I|pri-|pF|=2a 


DEFINIÇÃO 
Elementos principais da 
hipérbole. 


FeF' — focos 
O — centro 
A aa É AeA'— vértices 
R + ” Es 
E ck O E AA' — eixo real ou focal 

Convenção: [FF = 2c 

| | 

2c 
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Considere a circunferência de centro em O e raio de comprimento c. Chama- 
mos de retângulo fundamental da hipérbole, o retângulo inscrito nessa circunfe- 
rência, que tem dois lados tangentes à hipérbole nos vértices A e A. Esse retângulo 
limita no outro eixo um segmento chamado eixo imaginário ou eixo não focal. 


BB' — eixo imaginário 
Convenção: |BB'|=2b 


As retas suporte das diagonais do retângulo fundamental são as assíntotas da 
hipérbole. 


NOTA 
Na hipérbole, tem-se c > a, 
isto é,e>1. 


Chama-se excentricidade (e) da hipérbole a razão: e= a 
a 


e=ã 


(hipérbole equilátera) 


Quando o retângulo fundamental é um quadrado, as assíntotas são perpendi- 
culares entre si e a hipérbole é dita equilátera. 
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Relações métricas 


1) |as=2a 
eB A E hipérbole = IAF' — |AF|=2a 
Pela simetria: |AF|= |A'F'|, logo: 
E. a + E) IAF'| = IA'P'I=|AA'|= 2a 
jo) AF 
oB' 


Basta aplicar o teorema de Pitágoras no triângulo OAJ. 


3.4.1 - Equação da hipérbole 


Seja P(x, y) um ponto da hipérbole de focos F(c, 0) e F(-c, 0), tal que 
|PF'| — |PF| = 2a. Temos: 
nx 


P(x, y) 
a VÁ > 
x 


Va+) +" -Jx-0)+y'=2a > 


— Var) +ypº =Ja-c+y+2a => 


++ =(a-+y+4a u-c)+y) 44? > 
> falx-c)+y' =Axc-da > Pla +y]=(ue-ay => 


xc Pç? 
> x-2xt+c'+yº = al=">"2axti+ta” > 
a a 


| 


2 2 2 
c x 
> 21-D|j+y-=a-d> D+ E ad | 
a q aq -c 


Usando a? — c? = —b?, temos: 


RR: 
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NOTA 
Na hipérbole equilátera, as 
X. assíntotas são y = x. 


als 


E Ê =.4b Son: 
Como as inclinações das assíntotas são +—, suas equações são y=+ 
a 


A equação da hipérbole apresentada anteriormente tem centro na origem e 
focos no eixo Ox. Caso os focos estejam no eixo Oy, a equação será: 


Assíntotas: v= us 


b 


Exemplos: 


i) Determinar a equação da hipérbole de focos F (EE ; 0) e r(V13 ; 0) e 
eixo real medindo 4. 


Temos 2a=4e2c=213, então a=2 ec=13. 
Assim, cC=a2+b? > 13=4+b?2 => b2=9 =» b=3,e a equação pedida é: 


2 2 
a 
4 9 


ii) Encontrar a equação e a excentricidade da hipérbole de focos 
r'(o, E) e r(o, V17) e eixo focal 6. 


Agora a =3, a ev = mel = bem 
Como os focos estão no eixo Oy, devemos usar: 
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NOTA 

Para a equação ficar na 
forma padrão, isolamos “1” 
do lado direito. 


“7 6 


Exercício resolvido: 


Encontre os focos e as equações das assíntotas da hipérbole definida por 
4y2 —- 9x? + 144 = 0. 


Solução: 
Dividindo por 144 e rearranjando: 
2 PA 
ua oe 
144 144 
2 2 2 2 
x pat a] 
(144) (144) 16 36 
9 4 


que representa uma hipérbole com a? = 16 e b? = 36. 


Assim, c?=a2 +b? =52 => c=2413. Portanto, os focos são F'(-213, 0) 


e RE, 0), e as assíntotas são p=+5a e ps 
> 


Para desenhar uma hipérbole, é conveniente iniciar o esboço pelas assíntotas, 
que dão uma boa aproximação da curva para valores grandes de x e 7. 
Isto ocorre porque: 


x y? E y o x? 1 y o b? b? 
q b? “pa Tax 
2 
Quando x tende a infinito, E tende a zero, portanto: 
x 
2 2 
DE doa ts bx 
da , isto é, V=t— 
x a 
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Assim como as elipses, as hipérboles também são cônicas. Uma hipérbole é 
obtida pela secção de um cone por um plano x que secciona as duas folhas do cone. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


momento a diferença de suas distâncias aos pontos 
(-6, 0) e (6, 0) é igual a 10. Qual é a equação da curva 
descrita por P? 


[2 Determine as equações das hipérboles que satisfazem 


as seguintes condições: 
a) Focos (+13, 0); passa pelo ponto (22, 12). 


b) Focos sobre o eixo das ordenadas; passa pelos pon- 
tos (4, 6) e (1, -3); centro na origem. 


c) Vértices (+/6, 0); equilátera. 

d) Conjugada com a do item anterior. 

e) Excentricidade =V2; diretriz x = 5; centro: (0, 0). 
f) Focos (+10, 0); assíntota x +2y=0. 

9) Assíntotas 3x + 4y = 0; passa por (2, 1). 

h) Conjugada com a do item f. 

i) Conjugada com a do item g. 


j) Focos F(0, c) e F((O, —c); assíntotas x + 3y = 0; dis- 
tância do foco F à assíntota igual a 3. 


k) Conjugada com a do item anterior. 


“ra 


EM Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer : 3 Determine a equação da hipérbole cujos vértices são 


os focos da elipse 9x? + 16y? = 144, sendo os vértices 
da elipse os focos da hipérbole. 


: [DAM Determine as coordenadas dos focos, a excentricida- 


de, as equações das diretrizes e das assíntotas da hi- 
pérbole de equação: 


a) 7x? -9y? = 63 
b) 2x2-9y? = 18 
c)x2-4y2= 16 

d) 5y? —- 4x? = 20 


: [5 Duas hipérboles simétricas em relação aos eixos co- 


ordenados são conjugadas. A que tem focos sobre 
x'x tem comprimento do eixo transverso igual a 4 e 
excentricidade igual ao dobro da outra. Determine as 
equações das hipérboles. 


* 06 Uma hipérbole simétrica em relação aos eixos coor- 
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denados admite para assíntota a reta de coeficiente 
angular 4. Determine as excentricidades da curva e 


da hipérbole conjugada. 
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3.5 - Parábola no R? 


F — foco 

d — diretriz 

V — vértice 
r r— eixo 


Convenção: IEM|=p 


3.5.1 - Equação da parábola 


Seja P(x, y) um ponto da parábola de foco F [6 ) e diretriz d: x = E. Pela 


definição: 


wY 
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DEFINIÇÃO 
Parábola. 


DEFINIÇÃO 
Elementos principais da 
parábola. 


Ed 
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Note que, com esta escolha de eixos, a origem é o vértice da parábola. 


Se o foco for F|0, É e a diretriz for d: y a basta trocar as variáveis x e y 


2 
na equação: 
1y 
RU 
0 E 
al á 
“2 


Em outras palavras, ET que é um caso particular de função quadrática, 


com vértice na origem. 


Exemplo: 
Determinar a equação das parábolas: 


a) Foco F 5 o) eidiretrizida - 


Temos foco no eixo Ox e p = 3. Assim, a equação é: y? =6x 


A 


| 
ND) w 
(O) 

td 
RR 
N|wW 

[e 
ag a 


d Va= 16% 
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b) Foco F(-2, 0) e diretrizd: x=2. 
vd 


A distância do foco à diretriz é p = 4. No entanto, como o foco está no 
eixo Ox negativo, a equação da parábola será y? = -2px (trocamos x por 
-x na equação padrão para refleti-la em torno do eixo Oy). Em suma, a 
equação pedida é: 


c) Foco F(0, 1) e diretriz y = —1. 
A 
EA 


Agora, p = d(F, d) = 2 e a parábola tem eixo vertical. Assim, a equação é: 
x2 = 4y 
2; 


Ou seja: ds A 


d) Foco F(0, -2) e diretriz y = 2. 
A 
Vá 


Como p = d(F, d) = 4 e o foco está no eixo Oy negativo, a equação da pa- 
2 


rábola é x? = -2py = -8y. Então: y = — E 
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Exercício resolvido: 


Considere a parábola de equação y = x? — 4x + 3. Determine seu foco, 
diretriz e parâmetro. 


Solução: 
Note que a equação dada não está na forma padrão x? = 2py. Por outro 
EEE lado, completando quadrados, temos: 
NOTA 
Este raciocínio mostra = dad 
que o gráfico da função vy=(x-2)2-1 
quadrática y = ax? + bx+ c 
(com a 0) é uma y+l=(x-2) 
parábola. 


Fazendo y'=y+1ex'=x-2, vemy'=x2, 


; E a 1 : no? 
que é uma parábola de parâmetro p= 7 no sitema x”: 


No sistema x'y”, o vértice da parábola é (0, 0), o foco é (o Sr [o à! 
ea diretrizé y'= +. 


Voltando para o sistema xy: 


Ro 
p=y'=1 
Então F| 0+2, E =| 2, us e pen qdo 
4 4 4 4 
Resposta: O foco é (2 | a diretriz é y = -=> e o parâmetro ainda 
Ro 
bi 2” 
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3.6 - Secções cônicas 


Quando um plano x intersecta uma superfície cônica circular, a intersecção é . EEEEEEENNERINIIaaS 
uma secção cônica. NOTA 

Se o plano não passa pelo vértice do cone, a secção será uma elipse, parábola sea =, a secção cônica é 
ou hipérbole, dependendo do ângulo a que o plano x forma com a base do cone: — uma circunferência. 


ss LS 


elipse parábola hipérbole 


O<o<B = o>B 


Se o plano passa pelo vértice, a secção será uma cônica degenerada, que pode 
ser um ponto, uma reta ou duas retas concorrentes. 


201 


ponto ns duas retas concorrentes 
O<o<B = o>p 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Um ponto P se desloca de tal forma que a qualquer 
momento a razão de suas distâncias à reta x= —2 e ao 
ponto (2, 0) é igual a 1. 

Qual a equação da curva descrita por P? 


[2 Determine a equação da parábola de vértice na ori- 
gem e: 
a) foco (4, 0). 
b) foco (0, —7). 
c) diretriz x = -3. 
d) diretriz y = —5. 


e) parâmetro igual a 3, simétrica em relação a Ox, não 
possuindo pontos no 1º quadrante. 


f) simétrica em relação a Oy, passando pelo ponto 
(-3, 2). 


9) simétrica em relação a Ox, passando pelo ponto 
(-2, 4). 


h) passando pelos pontos P, (-3, -2) e P, (3, —2). 
i) passando pelos pontos A(3, 2) e B(3, —2). 


j) passando por um ponto P(8, y), cujo raio mede 10. 


“ra 


: EB" Duas parábolas, de vértices na origem e cujos eixos 


coincidem com os eixos coordenados, interceptam-se no 
ponto (2, -3). Determine as equações das duas curvas. 


: PAM Determine as coordenadas do foco, o parâmetro e a 


equação da diretriz das seguintes parábolas: 


a) y? = 20x 

b) y? = —24x 
6 

O) x2=— 

) x =” 

d) x?=-36y 

e)2x2-3y=0 


9) 4y2+21x=0 


: [5] Calcule o parâmetro da parábola cujo eixo é Ox e que 


passa pela origem e pelo ponto (6, 6). 


6 O que representa a equação (y - »)(y2- 4%) = 0? 
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a! 


= 
[e] 
eee] 


nO cla 
= o] A 
emma E é : ; 


Als 
ES BS 
Do Má 


ER Cá 
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CAPÍTULO III 


Exemplos: 


7 2 É 0 177 


iii) iv) 


UU 7 
-1 
|yl<1 
= sys 
v) 
/ 
2 
AU 
Di 
2x+3y —-6= 0 2x+3y-6=0 
peço 2, 
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No caso de desigualdades provenientes da equação da circunferência, é mais 
fácil analisar as seguintes situações: 
Ay Pá 


ia 


(0) X 


ES 


r>R 
(x-0)2+(y-B)?<R? (x-0)2+(y-B)>R? 


=v 


(oo +(-BP=R 


EE Em geral, a equação f(x, y) = O usualmente define uma curva que separa o 
NOTA plano em regiões. Para identificar quais regiões satisfazem f(x, y) > O e quais regiões 


Este método funciona para catistazem f(x, y) < O, basta testar um ponto de cada região. 
funções ditas contínuas, 

que incluem todas as que 

vimos neste capítulo. 
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Exemplo: 


Identificar a região S descrita pela equação y? - x” >1. 


Sabemos que y? — x? = 1 é uma hipérbole equilátera, que divide o plano 
em três regiões: 


p= 


Escolhendo os pontos A(-2, 0), O(0, 0) e B(2, 0), um em cada região, e 
testando-os, temos: 


pu aee A RS = MES 
Div v-0 0-0=] = 0ES 
B: y)-xº=4-0=4>1 BES 


Assim, S é a região esboçada abaixo. 
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Exercícios resolvidos: 


yzax+4 (1) 
1) Calcule a área da região definida pelo sistema 4 y<x (2) 
x<4 (3) 


A=(DN(Z2)=(2, 2) 
B=(DN(3)=(4, 0) 
C=(0)N(3)=(4, 4) 


Solução: 


de DRARAD: 
2042 
s=>A 
) 
1 
S =510+16+8-8-0-8 
S=4 
2) O que representa a inequação x? +y2 - 2x +4y-4<0? 
Solução: 
À fronteira é a circunferência (x — 1)2 + ()+2)2=9. 


Como (x — 1)? + (y + 2)? < 9, temos um disco aberto de centro (1, —2) e 
raio 3. 
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x +yº -16<0 


3) Calcule a área da região representada pelas inequações: 
x po y > (0) 


Solução: 


xº+ y” <16 é um disco fechado de centro na origem e raio 4. 
x*— y* >0 representa dois ângulos retos opostos pelo vértice e de lados 


sobre as diagonais do plano y=xey=-x. Temos y?< x” => pa < x, 
7 Eh 


ou seja, nte N 


sb) = sb - | 


À intersecção será a união de dois setores circulares de 90º congruentes, 
ou seja, um semicírculo de raio 4. A área será: 


Se gelo 
Z Z 
vz 0 
4) Calcule a área da região definida pelo sistema: 4; x? +y? -6y>0 
x +y?-12x-6y+36>0 
Solução: 
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Solução: 

Y=0 representa os pontos acima do eixo Ox. 

xº+yº —-6y > O representa os pontos fora do círculo de centro (0, 3) e 
raio 3. 

x? +yº -12x-6y+36>0 representa os pontos fora do círculo de centro 
(6, 3) e raio 3. 

A área pedida será a de um retângulo de base 6 e altura 3, menos meio 
círculo de raio 3. Logo: 


Ce nto 
Z ; 
5) Esboce o gráfico da região representada por: 
xº- 4yº>0 
Solução: 


Fatorando o 1º membro, temos: 
(x-27)-(x+2/)z0 


Caso I: x-2y> 0 Sampaio se 


Caso ll x>2y= 0 ex+2y=0 = re e peso 


>< 
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6) (FGV-SP) Para manter a saúde de seus filhos, uma mulher dá a eles 
diariamente dois tipos de biscoitos, I e II. Esses biscoitos apresentam 
na sua composição três tipos de nutrientes: cálcio, proteínas e calorias. 
À tabela abaixo indica as quantidades desses nutrientes por unidade, o 
mínimo diário necessário e o custo unitário desses biscoitos. 


Tipo Tipo ll Mínimo diário necessário 


Cálcio 20 mg 


Proteínas 5 mg 5 mg 20 mg 
Calorias 2 kcal 6 kcal 12 kcal 
Preço R$ 0,60 R$ 1,00 


Considere x o número de biscoitos do tipo I e y o número de biscoitos do 
tipo II consumidos por uma criança. 


a) Usando x e y, escreva as desigualdades que garantam a quantidade 
mínima necessária de cada nutriente. 


b) Esboce, no plano cartesiano, a região R representada pelas desigual- 
dades do item anterior. 


c) Determine os valores de x e y que cumprem os mínimos diários neces- 
sários de nutrientes, com o menor custo possível. Que custo é esse? 


Solução: 
Só faz sentido considerar: x >0 e y=0 (primeiro quadrante). 


a) Quantidade de cálcio: 10x+4/>20 & yz5- > 
Quantidade de proteínas: 5x+5y> 20 & yz4-x 


Quantidade de calorias: 2x+6y=> 12 & y=>2- - 


b) 
y A 
Ss tados 
4 
os 
0 2 4 6 x 
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c) O custo é C = 0,6x +. Para C fixo, isto representa a reta y = C — 0,6x, de 
coeficiente angular 0,6. À medida que C varia, a reta desliza: 


NOTA Ce y=-0,6x(C=0) — y=2-0,6x(C=2) Es Di GRC) 
Escolhemos o ponto A, pois 

ficient lar -0,6 A 2 Ee 
RR Note que, para custos pequenos, não há pontos da região R na reta. O menor 


: 1 
mit do custo possível é aquele para o qual a reta passa pelo ponto A, intersecção das 


retas: 
5x+5) = 20 EN x+VY=4 E x=3 
2x+6y=12 x+3/=6 y=1 


Resposta: Assim, a opção de menor custo é 3 biscoitos do tipo Ie 1 biscoito 
do tipo II, com custo C=0,6x + y = 1,8 + 1 = R$ 2,80 (por criança). 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[ET Represente geometricamente as desigualdades. : EB (Cesgranrio-RJ) A região hachurada da figura é descri- 
: ta analiticamente por: 
a)x<3 
Rs (A x, DER Iy=" ey <Ix) 
Blix per I|lylsrely|=2 
J3=y<5 : 
(Ox peRy>x ey+x>0) 
dlyl<2 


(Dx, peRy<xey=<s) 


e)4x+6y-12=0 2 2 
(E) (lx, DER y 23 


Dly-x|=1 
Ay 
y<2x+2 
9) 
Vi qa 


x+2y 21 


EZ" Represente graficamente o sistema: 4 , ., 
x +yº21 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (PUC-SP) A reta x+ y= 1 no plano xy passa pelos pontos: 


(A) (5,-4) e [> 3] 
nto 


53) 
20 
(C) (0,0) e (1,1) 
(D) (1,0) e (1,1) 
(E) (5, -4) e (4, -5) 


(B) (0, 0) e 


FZ" (PUC-SP) O valor de x para que os pontos (1, 3), 
(-2, 4) e (x, 0) do plano sejam colineares é: 


(A) 8 (B) 9 (en (D) 10 (E) 5 


3" (PUC-SP) Os pontos (0, 8), (3, 1) e (1, y) do plano são 


colineares. O valor de y é igual a: 


(A) 5 (B) 6 (O 5 (D) 1 «(65,3 
2 


P4 (IBMEC-R)) Com a finalidade de estudar as proprieda- 
des da reflexão da luz, um estudante representa seus 


elementos em um par de eixos coordenados. 
Assim, um espelho E é representado pela reta de equa- 


um ponto A, de coordenadas (12, 4). 


yA 
im 


6 ISSISISDISIIO ASS ISISNININIDIIDA 
: E 


Para que isso aconteça, a luz deve ser direcionada para 
um ponto M, simétrico de A, em relação ao espelho, de : 


modo a atingir o espelho no ponto P. 
Determinar: 


a) as coordenadas do ponto M; 


b) as coordenadas do ponto P. 


“7 


: [5 (PUC-SP) A distância do ponto P = (1, 1) à reta de 


Xx=2-t 
y=t+t 


Z 


equação paramétrica | 


(8) 12 (8) 2 fone (Dj UR 


16 (FCC-SP) Qual é o simétrico do ponto (-3, 1) em rela- 


ção à reta x— 2y= 0? 


(A) (1, 3) (D) (3, —1) 
(B) (1, 3) (E) (3, —1) 
(0 (1,3) 


FZ (Mack-SP) Os pontos pertencentes à reta y- 5 =0 e 


que distam 2 unidades da reta 4x —- 3y + 1 = O são: 
(A) (6, 5) e (3,5) 

(B) (1, 5) e (6, 5) 

(OB, De(1,5) 

(D) (6, 5) e (-3,5) 

(E) n.d.a. 


* EBD (FCC-SP) O coeficiente angular da reta de equações 
ção y = 6; a fonte luminosa é um ponto L, de coorde- 


nadas (0, 2); a luz, emitida a partir de L, deve iluminar 


x=2t-ley=t+2,tE Ré: 


o a ucr! Dj! (E) 2 
2 2 


9" (Unificado-RJ) A equação da reta mostrada na figura 


abaixo é: 


x v 


(A)3x+4y-12=0 
(B)3x-4y+12=0 
(C) 4x +3y+12=0 
(D) 4x-3y-12=0 
(E) 4x-3y+12=0 
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HO! (UFF-RJ) Na figura a seguir estão representadas as retas 


res. 
> 
X 
E A equação de r é dada por: 
Ê (A) y = (cotga)x + di 
: m 
Sabendo que a equação da retas é x= 3 e que OP (B) y=-(cotga)x + m 
mede 5 cm, a equação de r é: (O) y = (tga)x + m 
(A) y=5" (D) y=3x (D) y = (cotgo)x + m 
1 
Ely idt Xx+— 
(B) y=5* (O y=5x a qi 
(C) y= ao MA se o trapézio da figura abaixo tem área 9, determine o 
3 : coeficiente angular da reta r. 
EMT (Unirio-R)) 
> 
X 
| [15 (UFF-RJ) Na figura abaixo, o triângulo ABC é equiláte- 
ro, O lado BC é paralelo ao eixo x e a circunferência, 
A equação geral da reta representada é: tangente aos eixos coordenados, tem raio 1. 
VA r 
(A) 3x-/3y+6=0 A 
(B) 3x+1/37+6=0 
(C) N3x-y-2=0 
(D) y=3x+243 E 
(E) y= Bue2) o ç 


BIZ) (UFF-R]) A reta r contém o ponto P(-5, 0), tem coefi- 
ciente angular negativo e forma, com os eixos coorde- 
nados, um triângulo de área igual a 20. 


Determine a equação da reta r que contém o lado AC. 


: 06) (UFF-R]) Considere o triângulo equilátero MPQ, de 

: lado L, inscrito na circunferência centrada na origem 
do sistema de eixos coordenados, conforme a figura 
abaixo: 


Determine a equação de r. 


[13º (UFF-RJ) A figura representa a reta r que intercepta o 
eixo y no ponto P(O, m), formando com esse eixo o 
ângulo a. 
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A equação da reta que contém o lado MP é: 
(A) ya x=L43 (D) V3y-3x=L 
(B) y-N3x=L (E) 243y+6x=L 
(O) V3y+3x=L 
[17 (PUC-RJ) As retas dadas pelas equações x+ 3y = 3 e 
2x+y= 1 se interceptam: 


(A) em nenhum ponto. 

(B) num ponto da reta x = 0. 
(C) num ponto da reta y = 0. 
(D) no ponto (3, 0). 


1 
(E) no ponto [> o) 


[78º (UFF-RJ]) Uma reta r é paralela ao eixo x e contém a 
intersecção das parábolas y = (x- 1)2e y= (x — 5)2. 
A equação de ré: 


(A) x=3 (D) x=4y 
(B)y=4 (E) y=5 
(O) y =3x 


H19' (PUC-SP) O ponto de intersecção entre a reta que passa 
por (4, 4) e (2, 5) e a reta que passa por (2, 7) e (4, 3) é: 


(A) (3, 5) (C) (3, 4) (E) [e 3] 
3" 3 


(D) [544] 
2 


20" (PUC-SP) Seja r, a reta que passa pelos pontos cujas 


(B) (4, 4) 


coordenadas são ' | e (0, 1) e seja r, a reta que 


passa pelos pontos | ] e o | As coordenadas 


do ponto de intersecção de r, e r, são: 


“ra 


(8) E n] (8) [> 5] (O [> 4 


(D) 5 | (E) nenhuma das respostas anteriores. 


[21 (Unirio-RJ) Considere um retângulo cujas equações das 


retas-suporte de dois de seus lados e de uma de suas 
diagonais são, respectivamente, x-2y=0,x-2y+15=0 
e/x+y-15=0. 

Determine: 


a) as coordenadas dos vértices do retângulo que estão 
sobre esta diagonal; 


b) a equação da reta-suporte da outra diagonal. 


[22º (PUC-SP) Num sistema de eixos perpendiculares, seja 


D a região limitada pelas retas y=xva, y=xVa+a, 


x=0ex=«a, sendo a positivo. 
Calcule a área de D. 


[23º (UFMT) Num determinado instante t (em minutos), 


as posições de duas partículas P e Q são dadas, res- 

pectivamente, pelas equações paramétricas das re- 
x=1+2t |x=4+t : ; 7 

tas Ve e : 346 A partir das informações 

dadas, julgue os itens. 

a) As trajetórias se interceptam no ponto (5, 3). 

b) As partículas se chocam no ponto (5, 3). 


c) A partícula Q passa, em (5, 3), um minuto depois 
que a partícula P. 


[24º (UFF-RJ) Duas retas perpendiculares interceptam-se no 


ponto (2, 3). Se o triângulo formado por essas retas e 
o eixo Ox é isósceles, quais são as equações das retas? 


[25 (IBMEC-R]) As retas x+ y=2 e x + y = 4 determinam 


com os eixos um trapézio de área igual a: 


(A) 12 (B) 10 (Co (D) 8 (E) 6 


: [267 (UEL-PR) A trajetória de um móvel no plano cartesiano 


pode ser descrita, em função do tempo t, pelas equa- 
x=2+t 


3 Essa trajetória determina uma reta: 


ções 
(A) que contém os pontos (3, 9) e (-2, 6). 

(B) paralela à reta de equação 6x —- 2y—- 1 =0. 

(C) perpendicular à reta de equação 3x — y + 1 =0. 
(D) que contém os pontos (1, 3) e (7, 3). 

(E) perpendicular à reta de equação 5x — y = 0. 
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[27 (FGV-SP) No plano cartesiano, o triângulo de vértices 
A=(1,-2),B=(m,4)eC=(0, 6) é retângulo em A. O 
valor de m é igual a: 
(A) 47 (B) 48 (C) 49 


(D) 50 (E) 51 


28" A equação da reta t, tangente à circunferência de raio 
rno ponto P, conforme figura abaixo, é dada por: 
(A) x senB+ycos 0=r 
(B) xsenB-—-ycos 8=-—r 
(C) xcos8-—-y sen0=-—r 
(D) x cos0+y sen 0=r 
(E) x cos 6+y sen 0 = —r 


[29 (Uerj) Um raio de luz incide em um espelho plano, 
como indica a figura abaixo: 


O espelho perpendicular ao eixo y contém o eixo x. A i 


a dA 1 É 
equação da reta suporte desse raio é ph A 


equação da reta suporte do raio refletido é y = ax + b. 
Portanto a + b é igual a: 


(A) 5 (B) -2 (OA (D) 1 
Z 


[30 (UFF-RJ) Com relação ao triângulo ABC, sabe-se que: 
* o ponto A pertence ao eixo das abscissas; 
e o ponto B pertence ao eixo das ordenadas; 


e a equação da reta que contém os pontos A e C é 
x+y+5=0; 


e a equação da reta que contém os pontos Be C é 
2x-y-2=0. 
Determine as coordenadas dos pontos A, Be €. 
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: BT) (UFRJ) Existe um único b E RR para o qual a reta de equa- 


ção y = 2x + b divide o triângulo de vértices A = (0, 0), 
B=(1,0)eC=(0, 1) em dois polígonos de áreas 
iguais. Determine b. 


[32º (FEI-SP) A área a do triângulo cujos vértices são os 


pontos A = (0, 0), B=(0, 2)e C= (x, 2) é representada 
pela expressão: 


(A) a=!Hl (D) a=2x 
(B) a (Da-x 
(O a=|x| 


[33º (UFRJ) Considere uma peça metálica cuja forma é re- 


presentada pela figura a seguir, com vértices nos pon- 
tos A=(0,0),B=(0,3), C=(3,3), D=(3,1),E=(5,1) 
e (6,0): 


7] 


Determine o valor de k. 


b) Uma reta r, passando pelo ponto A, divide a peça 
metálica em duas partes de mesma área. 
Determine a equação da reta r. 


[34 (PUC-SP) As retas r, e r, têm coeficientes angulares res- 


pectivamente iguais a 2 e 3. Uma das bissetrizes de r, 
e r, tem coeficiente angular igual a: 


(A) 6 (D) V3+1 


(B) V2+1 (E) 10 -1 
(25 


[35 (UnB-DF) Pretende-se construir uma estação em uma 


via férrea que passa entre um vilarejo e uma praia. Para 
evitar animosidades entre os habitantes das duas lo- 
calidades, a estação deve ser localizada de modo que 
esteja equidistante de ambas, conforme ilustra a figu- 
ra. Equacionando o problema, introduz-se um sistema 


Es vá 
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de coordenadas cartesianas xOy, em que o vilarejo 
corresponde ao ponto V = (0, 7), a praia é aproxima- 
da pela reta de equação x + y + 9 = O — tracejada na 
figura -, a linha férrea corresponde ao eixo das abscis- 
sas e a localização da estação, a determinar, ao ponto 
E=(x, 0). 


vilarejo 


o V=(0, 7) 


ia férrea E=(x,0) 


“praia 


Com base nessas suposições e sabendo que a distância 


do ponto E à praia é dada por E x+9] julgue os : 


itens seguintes: 


a) A reta que passa pelo ponto E e é perpendicular à 
praia tem declividade igual a 1. 


b) Há duas localizações possíveis para a construção da 
estação. 


c) Uma estrada em linha reta ligando a estação ao vi- 
larejo seria paralela à praia. 


[36º Calculando-se a distância do ponto (-2, 7) à reta 
8x + 6y- 6 = 0, encontraremos: 
(A) 1 (B) 2 (Ce) 


(D)4 (ES 


[37 O círculo que tem centro no ponto (3, 4) e é tangente 
à reta x+ 2y = 6 tem raio igual a: 


(A) 5 (D) 4/5 
(B) 245 (E) 55 
(o ENE 


[38 A área do círculo com centro em (3, 4) e que tangen- 


Z 


cia a reta nes é: 
Ria 


(A) [57 (D) 5x 
(B) 47 (E) 2x 
(C) 6x 


“7 


[39' (Cesgranrio-RJ) O lugar geométrico dos pontos de co- 


ordenadas (x, y) do R2, tais que (x— 2)22 + (y + 3) = 1, é 
uma: 


(A) circunferência situada no 4º quadrante. 
(B) circunferência situada no 1º quadrante. 
(C) circunferência que contém a origem. 
(D) parábola. 


(E) elipse centrada na origem. 


140" No RR?, qual é a equação do círculo de centro (3, -2) e 


tangente à reta x+ 2y = 4? 


: PAT! Qual dos itens abaixo corresponde à equação da 


circunferência de centro (3, 2) e tangente à reta 
3x-4y+9=0? 


(A) (x — 32 + (y—- 22 =2 
(B)x2+y2-6x-4y+9=0 
(C)x2+y2-6x-4y-9=0 
(D)x2+y2=13 
Da-22+(y-32=4 


[42' (Cesgranrio-R]) O raio da circunferência de equação 


x +y7+6x=0é: 


(A) O (B) 1 (C)3 (D) 5 (E) 6 
| [43" (Mack-SP) O centro da circunferência x2+y2-6x-16=0 
É é o ponto: 

(A) (-3, 0) (D) (3, 0) 

(B) (0, 3) (E) (0, 0) 

(C) (6, 0) 


: [44º Um círculo tem centro na reta x+ y = O e é tangente à 


reta x+ y-4=0. Seu raio mede: 


(A) 2 (D) 32 
(B) 2 (E) 442 
(C) 2N2 


: 45) Calcule o raio do círculo simultaneamente tangente às 


retasx+y-1=0ex+y-5=0. 


(A) 2 (D) 442 
(B) 22 (E) 52 
(0) 3/2 
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[46 Determine a equação de um círculo cujo diâmetro é um 
segmento de extremidades P = (2,0) e Q = (-2, 2). 


[47 As retas tangentes ao círculo (x - 1)2 + (y-2)2 =9e | 
que são paralelas ao eixo dos x têm equações: E 
(A)y=30uy=1 
(B)y=5ouy=1 
(O) y=5ouy=-1 
(D)y=30ouy=-1 
(Dy=-Souy=1 


148" (Cesgranrio-R)) Seja C o círculo de centro (-1, —1) e raio 1. 
O ponto € que está à maior distância da origem é: 


2a 2 
J2 2 
(B) 2 ia 
(O 2d) 
(D) (-2, -2) 
(E) (-2,-1) 


149" (Cesgrarrio-RJ) O círculo C tem centro na reta y = x 
e somente o ponto (0, 2/2) em comum com a reta 
y =x+2s/2. Então, o raio de C é: 


(A) ps (D)1 
(B) 242 (E) 2 
(C) 2 


150" (Cesgranrio-R]) O ponto (-1, 2) é um vértice do tri- 
ângulo equilátero que tem um lado sobre a reta ; 
x+2y-5=0. O comprimento do lado do triângulo é: 


| [56 (Unificado-R)) 


[52 Calculando-se a área do triângulo ABC, da questão an- 
terior, encontramos: 


(A) 20 (B) 10 (C) 15 (D) 5 (E) 25 


[53º O valor de ktal que o círculo x2+y2-2x-4y+k=0 


tenha raio igual a 3 é: 


(A) 4 (B) 2 (C) -3 (D) —4 (E) 5 


154" (FOC-SP) Determine b de modo que a reta y-2x- b=0 


seja tangente à circunferência x) + y2-1=0. 


155" (Unirio-R]) A equação x2 + y? - 4x + 6)-3=0 é de 


uma circunferência cuja soma do raio e das coordena- 
das do centro é igual a: 


(A) —-2 (B) 3 (C) 5 (D) 8 (EIS: 


4y 


Y 


A equação da circunferência cuja representação carte- 
siana está indicada pela figura acima é: 


(A)x2+y2-3x-4y=0 
(B)x2+y2+6x+8y=0 
(CO) x2+y2+6x-8y=0 
(D)x2+y2+8x-6y=0 
(EB)x2+y2-8x+6y=0 


(A) 4 (D) so 
é 157 (Unificado-RJ) A equação da circunferência de raio 5, 
(B)5 (E) 415 É cujo centro éo ponto comum às retasx-y+1=2e 
5) x+y-1=2é: 
(0) 243 


157) Calculando-se a medida da altura AH do triângulo ABC, 
onde A=(1,1),B=(-1,-3)e C= (2, 7), encontramos: 


(A) 2 (D) 5 
(B) 7 (E) 3 
(C) 4 
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(A)x2+y2-4x-2y-20=0 
(B)x2+y2?-4x-2y+20=0 
(C)x2+y2-4x+2y+20=0 
(D)x2+y2-4x+2y-20=0 
(B)x2+y2+4x-2y-20=0 


Es vá 
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158 (Unirio-R]) O menor valor inteiro de m para que a 
equação x? + y? + 8x- 2y - m = O represente uma 
circunferência é: 


(A)-17 (B)-16 (CO (D) 16 (E) 17 


159" (AFA-SP) A circunferência de equação x? + y?- 8x + 8y+ 


+ 16=0 e centro C é tangente ao eixo das abscissas no 
ponto A e é tangente ao eixo das ordenadas no ponto 


B. A área do triângulo ABC vale: 
(A) 4 (B) 8 (GIZ (D) 16 


160" (Cefet-R)) A equação da reta que passa pelo centro da 
circunferência x? + y2—- 12x— 8y+ 16 = 0 e pelo ponto 


P(O, 7) é: 

(A) 2x+y=7 (D)y=3x-21 
(B)y=2x+7 (E) 3x + 2y = 14 
(O) x+2y=14 


161 (UFF-RJ) Na figura abaixo, a circunferência de centro 
(O, a) é tangente às retas re se ao eixo x. 


Determine a equação da circunferência. 


[62º Os pontos de intersecção do círculo x? + y? + 
+ 2x- 6y+6=0 comaretay=x+2são: 


(A) (1, 3) e (1,1) (DA, DeG,-1) 
(B) (1, -DeG3,1) (DG, -De(-1,1) 
(96, De(,1) 


163" A reta tangente ao círculo x? + y? — 4x = 1, pelo ponto 
P = (1, -2), tem por equação: 


(A) y=-3x+ 
(B)2x+y=0 
(C)3x-3y+2=0 


(D) p= =* = 
(E)x+2y+3=0 


“7 


: 164º Qual das circunferências abaixo tangencia ambos os 


eixos coordenados? 

(A) (x+ a) +(y+a)=a? 
(B)x+(y-0? =? 

(CO) (x-a)2+y? = 49º 
(D)x-y? = a? 

(E) (x-0)2+(y+a)2=402 


16 Os pontos da circunferência x? + y? — 2x — 6y +2=0 


que são equidistantes de Ox e Oy são em número de: 
(A) três, sendo dois no primeiro quadrante. 

(B) quatro, sendo um em cada quadrante. 

(C) dois. 

(D) quatro, sendo dois no 1º quadrante e dois no 2º. 


(E) três, sendo dois no 2º quadrante. 


| 166N (Cesgranrio. RJ) Se (x, y) satisfaz a Fapaças 3x + 4y = 


= 12, então o valor mínimo de x? + y? é: 


(A) 12  (B) : (C) 3 (D) 4 (E) o 


= (Unirio-RJ) Dentre os gráficos abaixo, o que melhor re- 


presenta a circunferência de equação x? + y? = 4x é: 


o 
se 
2 
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168" (Uerj) O MELHOR DE CALVIN / Bill Watterson 


O ponto "A" é duas vezes mais 
longe do ponto "C” do que a 
distância entre 'Ae BP. Se a 
distância de'BelC" é de 5 


centímetros, qual a 
distância entre "Ae O"? 


Watterson/Dist. by Universal Uclick 


x 
[eo] 
a 
— 
E 
[s) 
a 
o 
B 
s 
[E] 
” 
E) 
Rs) 
o 
[5 
Ec, 
“ú 
E 
= 
S 
U 


OS MORTOS-VIVOS NÃO 
PRECISAM RESOLVER 
PROBLEMAS DE 

MATEMÁTICA. 


O Estado de São Paulo, 16/08/97 


Considere os pontos A, Be C nas condições mencio- 
nadas na tirinha. 


a) Se A, Be € pertencem a uma mesma reta, calcule a 
distância entre A e € quando: 


e A está situado entre Be C; 
e A está situado fora do segmento BC. 


b) Se A, Be C estiverem no plano cartesiano, sendo A 
um ponto móvel, B um ponto do semieixo positivo 
das abscissas (x) e C a origem (0, 0), determine a 
equação da linha descrita pelo ponto A e identifi- 
que a curva correspondente. 


169" (FGV-SP) Os números reais x e y satisfazem a equação 
x2+y2=6x+8y+ 11.0 maior valor que x pode assumir é: 


(A) 6 (B) 8 (69 (D) 10 (E) 11 
!Z0' (PUC-RJ) Sejam Re S as regiões do plano delimitadas 
pelos círculos de equações x + y2= 1 e(x-1)2+y2=1, 


respectivamente. A área de R Ns é: 


md) off 
tm 3 


85 (E) 5-3 


83 
oi) 
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[77 (Fuvest-SP) Considere o triângulo ABC, onde A = (0, 4), 


B=(2,3)eC é um ponto qualquer da circunferência 
x2+y? = 5. A abscissa do ponto C que torna a área do 
triângulo ABC a menor possível é: 
(o (E) 2 


5) 3 
Bus (D) A 


É [729 (Unirio-RJ) A melhor representação de x? + y2— 6 |x] = 7, 


no plano xOy, é: 


(A) (D) 


(B) (E) 


(C) 


o : 


[73º (UFF-R]) Cada ponto P(x, y) de uma curva C no plano 


xy tem suas coordenadas descritas por: 


a 


,O<t<rm 
y=2+sent 


a) Escreva uma equação de C relacionando, somente, 
as variáveis x e y. 


b) Calcule o comprimento de €. 


IZ4' (Uerj) Um dado triângulo é formado pelas retas , se t, 


abaixo descritas. 
r2x-3y+21=0 


t:2x+3y+9=0 
Calcule, em relação a esse triângulo: 


s:3x-2y-6=0 


a) sua área; 


b) a equação da circunferência circunscrita a ele. 


Es vá 
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175" (Unicamp-SP) Em um sistema de coordenadas orto- 
gonais no plano são dados o ponto (5, 6) e o círculo 
x2 + y? = 25. A partir do ponto (5, —6), traçam-se duas 
tangentes ao círculo. Faça uma figura representativa 
desta situação e calcule o comprimento da corda que 
une os pontos de tangência. 


176" (Uerj) O ponto de coordenadas (0, 0) pertence às retas 
res, que são tangentes à circunferência de equação 
x +y2-12x-16y+75=0. 


a) Determine as coordenadas do centro e a medida do 
raio da circunferência. 


b) Calcule a medida do menor ângulo formado entre 
res. 


[77 (UFRJ) Considere as retas paralelas de equações 
y=x+3ey=x-1. 
Determine a equação da circunferência tangente a es- 
sas retas e com centro no eixo y. 


[78 (Fuvest-SP) Para cada número real m seja P=(Xa Yo) 
o ponto de intersecção das retas mx + y = 1 e 
x — my = 1. Sabendo-se que todos os pontos P. per- 
tencem a uma mesma circunferência, qual é o centro 
dessa circunferência? 


11 poi 
1 1 
(B) (0, 0) (D) [> 3] 


[79 (Unicamp-SP) Os ciclistas A e B partem do ponto 
P(-1, 1) no mesmo instante e com velocidade de mó- 
dulos constantes. O ciclista A segue a trajetória des- 
crita pela equação 4y —- 3x —- 7 =0 eo ciclista B, a 
trajetória descrita pela equação x? + y? — 6x — 8y = 0. 
As trajetórias estão no mesmo plano e a unidade de 
medida de comprimento é o km. Pergunta-se: 


a) Quais as coordenadas do ponto Q, distinto de P, 
onde haverá cruzamento das duas trajetórias? 


b) Se a velocidade do ciclista A for de 20 km/h, qual 
deverá ser a velocidade do ciclista B para que che- 
guem no mesmo instante ao ponto Q? 


[80 (ESPM-SP) Duas circunferências são tangentes aos ei- 
xos coordenados, sendo que o centro da menor per- 
tence à circunferência maior, como mostra a figura a 
seguir. Se o raio da maior é 2 cm, a medida, em centí- 
metros, do raio da menor é: 


à VA: 216 


se Y 


(a) N2 (D) 3 
2, 5 


(B) 2-2 (E) : 
(qa 


: 187 Para delimitar um gramado, um jardineiro traçou uma 


elipse inscrita num terreno irregular de 20 m por 16 m. 
Para isso, usou um fio esticado preso por suas extre- 
midades M e N, como na figura. A distância entre os 
pontos M e N é: 


(A) 10 m (C) 12,5 m (E) 18m 
(B)12m (D) 15 m 


: iz: E) 
: 182º Um ponto P da elipse rd! dista 2 unidades de 


um dos focos. Qual a distância de P ao outro foco da 
elipse? 


(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 5 (E) 7 


m me 2 » . , 
equação o =1, são respectivamente: 
(A) (0, 4) e (0, —4) 

(B) (0, 5) e (0, -5) 
(C) (0, 12) e (0, 12) 
(D) (0, 13) e (0, —13) 
(E) (5, 0) e (-5, 0) 


183" (Ufam) As coordenadas dos focos F, e F, da elipse de 
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184" (Mack-SP) A reta de menor coeficiente angular, que 
passa por um dos focos da elipse 5x? + 4y? = 20 e pelo 
centro da circunferência x? + y? — 4x — 6y = 3, tem 


equação: 
(A)3x-y-3=0 
(B)2x-y-1=0 
(O) x-3y-7=0 
(D)x-2y-4=0 
(D)x-y+1=0 


[85º (UFMT) A 1º Lei de Kepler estabelece que qualquer 
planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma órbita 
elíptica, da qual o Sol ocupa um dos focos. 


Admitindo que O se encontra na origem do plano car- 
tesiano e que o eixo focal está sobre o eixo x, julgue 
os itens. 


a) A soma da distância do centro do planeta ao centro 
do Sol com a distância do centro do planeta a F, é 
igual à distância de A e A,. 


b) A distância de A, a O é igual à distância do centro 
do Sola B,. 


c) Sendo a e b os semieixos maior e menor da elip- 


se, respectivamente, sua equação é dada por 
2 2 


a 


RR 

[86 A elipse de equação x? + 4y? = 16 está inscrita em um 
retângulo de lados paralelos aos eixos coordenados, 
como mostra a figura abaixo: 

y 


xY 


A área desse retângulo é igual a: 


(A)256 (B)128 (064 (D)32 (E) 16 
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2 PA 


y 


187) (UFPI) Considere a elipse de equação TE ge Se 


o ponto (x, y) é um dos vértices do quadrado inscrito 


nessa elipse, então |x |+| y | é igual a: 


2 20 10 4 24 
e Ba O ts (E) = 


188" (UnB-DF) Kepler, astrônomo alemão que viveu antes 


de Newton, foi o primeiro a enunciar leis que regem o 
movimento dos planetas em torno do Sol. A Primeira 
Lei de Kepler afirma que os planetas se movem em 
órbitas elípticas, com o Sol em um dos focos. Em con- 
sequência, em alguns pontos, os planetas estão mais 
próximos do Sol do que em outros. Por exemplo, a 
Terra chega a 147 -10º km do Sol, em seu periélio 
(o ponto mais próximo, P), e atinge 152.10º km do 
Sol, em seu afélio (o ponto mais afastado, A), confor- 


me a figura abaixo. 
A 


Já a Terceira Lei de Kepler afirma que o período orbital 
de um planeta (o tempo necessário para ele dar uma 
volta em torno do Sol) depende da distância média des- 
se planeta em relação ao Sol. De acordo com essa lei, 
a razão entre o quadrado do período orbital e o cubo 
da distância média é a mesma para todos os planetas. 
Com base nessas informações, julgue os itens a seguir. 


a) Quando a Terra está na posição T, identificada na figu- 
ra acima, sua distância do Sol é de 149,5 - 10º km. 


b) Sabe-se que a excentricidade da elipse é a razão en- 
tre a distância do foco ao centro da elipse e a medi- 
da do semieixo maior. Então, no caso da órbita da 
Terra, a excentricidade é menor que = : 

5) 

c) Um planeta cuja distância média do Sol seja quatro 
vezes maior que a distância média entre a Terra e o 
Sol tem o período orbital de 16 anos. 


189" (Cesgranrio-R]) A equação 9x? + 47? —- 18x - 27 = 0 


representa, no plano cartesiano, uma curva fechada. A 
área do retângulo circunscrito a essa curva, em unida- 
de apropriada, vale: 


(A)36 (B)24 (C18  (D)16 (E) 12 


Es vá 
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[90 (UFF-RJ) Na figura abaixo estão representadas a cir- : Ay 
cunferência C, de centro na origem e raio 5, e a reta r, 


d E 4x 
e equação y = E 


se Y 


AL 
NI, 


Sabendo que M e N são pontos de intersecção de r com 
C, e F, e F, são os pontos onde C intercepta o eixo x, 
determine a equação da elipse que passa por Me N e 


Determine a que altura h o satélite estará quando pas- 
sar diretamente sobre o polo Norte. 


tem focos F, e F,. ! 94) (Unicamp-SP) Uma elipse que passa pelo ponto (0, 3) 
tem seus focos nos pontos (-4, 0) e (4, 0). O ponto 
197) (Cefet-R]) O conjunto de pontos no R? com abscissa (0, -3) é interior, exterior ou pertence à elipse? Mesma 
5 cos6 e ordenada 4 sen 6 onde O = 6 = 2x representa | 513 fa 
graficamente uma: pergunta para o ponto 25 | Justifique suas respostas. 
(A) circunferência. (D) parábola. 


| om (PUC-SP) Qual o valor de b, dentre as opções abaixo, 


(B) senoide. (E) elipse. : para o qualaretay=x+bea elipse x? + 4yº=5 têm 
(C) hipérbole. somente um ponto de intersecção? 
dia EO o (8) o (C) 5 
192) (Fuvest-SP) A elipse xº+ L |-à careta y=2x+1, 5 º 
2] 4 (D) E (E) Nenhuma das opções. 
do plano cartesiano, se interceptam nos pontos A e B. 
Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do segmen- 196" (AFA-SP) Sobre o triângulo PF, F,, onde P= (2, 2)e Fe F, 


EA 4 


y 


to AB é: são focos da elipse Ri E 1, é correto afirmar que: 


(B) é obtusângulo. 


Ee 
> 
Ed 
pa 
I 
(08) 
I 
Im 
E a 
Pas? 
o. 
nd 
Re e 
I 
wW|la 
W|a 
E, 


(C) tem área igual a 16. 


| 
| 
| 
| (A) é isósceles. 
| 
| 
| 
| (D) tem perímetro iguala 2,/2+8. 


| em (FGV-SP) Na figura, a equação da elipse é Fey = 
(C) Ê o | e o quadrado tem vértices sobre a elipse e ads para- 


lelos aos seus eixos. 


[93º (UFRJ) Um satélite é colocado em órbita elítica em tor- 
no da Terra (suposta esférica), tendo seus polos como 
focos. Em um certo sistema de medidas, o raio da Ter- 
ra mede três unidades. Ao passar pelo plano do Equa- 
dor, o satélite está, no mesmo sistema de medidas, a 
uma unidade acima da superfície terrestre. 


x 
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A área do quadrado é: : MOZ (Cesgranrio-R]) O gráfico que melhor representa a 
(A)30 (B)32 (036 (D40 (D44 Ruiva de emuosao od, 
198" (UFRJ) Sejam F, e F, os pontos do plano cartesiano de (A) (D) E 


coordenadas F, = (43, 0)eF = (3, 0). Determine as 
coordenadas dos pontos da reta r de equação x—- y = 1 
cujas somas das distâncias a F, e F, sejam iguais a 4 
(isto é: determine as coordenadas dos pontos P sobre 


a reta r que satisfazem PF, + PF, =4). 


[99 (Uerj) Uma porta colonial é formada por um retângulo 


(B) 


de 100 cm x 200 cm e uma semielipse. 
Observe as figuras: RE 
30 cm 
224 cm 200 cm (C) Ay 


=4 — % 


03 (Unirio-R)) As equações x —- 9y? - 6x —- 18y-9=0, 
: x +y-2x+4y+1=0ex2-4x-4y+8=0 represen- 
tam, respectivamente: 


(A) uma hipérbole, uma elipse e uma parábola. 


(B) uma hipérbole, uma circunferência e uma reta. 


(C) uma hipérbole, uma circunferência e uma parábola. 


X 


Na semielipse o eixo maior mede 100 cm e o semieixo (D) uma elipse, uma circunferência e uma parábola. 
menor, 30 cm. : 


E (E) uma elipse, uma circunferência e uma reta. 
Calcule a medida da corda PQ, paralela ao eixo maior, 
que representa a largura da porta a 224 cm de altura. 


104 (UFF-R]) Considere a equação (m + n- 1x? +(m- n+ 


00 (FGV-SP) Num sistema cartesiano ortogonal, a equa- +1)y2+2x+2y-2=0. Pode-se afirmar que: 


ção do lugar geométrico dos pontos que equidistam 


do eixo Oy e do ponto (4, 0) é: (A)sem=0en=2, então a equação representa uma 

(A) y2=8(x-1) (Dy=8(x-2) elipse. 

(B) y? = 4(x —2) (E)y2=2x-1 (B) sem=n=o0, então a equação representa uma reta. 

(C)y"=4x—2 (C)sem=0en=1, então a equação representa uma 
arábola. 

07 (FGV-SP) No plano cartesiano, a curva de equações : S 

paramétricas x=2 costey=5 sentcomte Ré: : (D)sem=1 en=2, então a equação representa uma 

(A) uma senoide. (D) uma circunferência. | hipérbole. 

(B) uma cossenoide. (E) uma elipse. (E) sem =n=1, então a equação representa uma cir- 


(C) uma hipérbole. cunferência. 


219 8 UM 


CAPÍTULO III EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


05 (UFF-R]) As equações y-2x=0,y+x2=0ey2-x2+1=0 
representam no plano, respectivamente: 


(A) uma reta, uma hipérbole e uma parábola. 
(B) uma parábola, uma hipérbole e uma reta. 
(C) uma reta, uma parábola e uma elipse. 
(D) uma elipse, uma parábola e uma hipérbole. 
(E) uma reta, uma parábola e uma hipérbole. 
706 (UFF-R]) Na parede retangular de um palácio renas- 
centista, há um vitral circular e, acima dele, na mes- 


ma parede, uma estreita faixa reta, conforme a figura 
abaixo. 


faixa 


vitral 


Essa parede foi ornamentada com um elemento de- 
corativo em forma de uma curva que tem a seguinte 
característica: cada ponto da curva está situado a igual 
distância do centro do vitral e da faixa. Pode-se afirmar 
que o elemento decorativo tem a forma de um arco: 
(A) de elipse. 

(B) de hipérbole. 

(C) de parábola. 

(D) de circunferência. 

(E) de senoide. 

07 (Cesgranrio-R])) Uma montagem comum em labo- 
ratórios escolares de Ciências é constituída por um 
plano inclinado, de altura aproximadamente igual a 
40 cm, com 4 canaletas paralelas e apoiado em uma 
mesa, forrada de feltro, cuja borda é curvilínea. Sobre 
a mesa há um ponto marcado no qual se coloca uma 
bola de gude. A experiência consiste em largar, do 
alto do plano inclinado, outra bola de gude, a qual, 
depois de rolar por uma das canaletas, cai na mesa e 
colide sucessivamente com a borda da mesa e com a 
primeira bola. A borda da mesa tem a forma de um 
arco de: 


(A) elipse, e o ponto marcado é um dos seus focos. 
(B) parábola, e o ponto marcado é seu foco. 

(C) hipérbole, e o ponto marcado é um de seus focos. 
(D) hipérbole, e o ponto marcado é seu centro. 


(E) circunferência, e o ponto marcado é seu centro. 


“7 


: 08 (PUC-RS) A representação que segue é das funções f, g 


definidas por f(x) = xe g(X) = x+ 2. 


A área do triângulo cujos vértices são os pontos de 
intersecção das duas curvas e o ponto (0, 0) é: 


(A) 1 (B) 3 (C) 4 (D) 6 (E) 8 
| 109 (Ufam) As coordenadas do centro da hipérbole de 
equação 9x? - 18x— 472 — 16y = 43 são: 

(A) (2, 1) (O (1,2) CE) (1, —2) 

(B) 1, 2) (DMI, =2) 


: [MO (Uerj) Observe o sistema: 


1 
Vier 
x 


Sat = 


O menor valor inteiro de r para que o sistema acima 
apresente quatro soluções reais é: 


(A) 1 (B) 2 (C)3 (D) 4 


MT (Unirio-R]) Considere a função real definida por 


f()=1+/18-2x? e um ponto A = (2, 1). Sabe-se 


que a distância de um ponto P do gráfico de fao pon- 
to A é 10. O ponto P encontra-se no: 


(A) 1º quadrante. 
(B) 2º quadrante. 
(C) 3º quadrante. 
(D) 4º quadrante. 
(E) ponto de origem do sistema xOy. 


12 (Unirio-R)) A função linear f(x) = ax + b é representada 


por uma reta que contém o ponto (2, —1) e que passa 
pelo vértice da parábola y = 4x — 2x2. A função é: 


(A) FO) = 3x + 5 (D) f)=x-3 
(B) fo) =3x-7 (E) f)=51-L 


(O) O) =2x—5 
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113º (PUC-RJ) As parábolas dadas pelas equações y= x2e x=y?: 
(A) nunca se encontram. 
(B) se encontram apenas na origem. 
(C) se encontram em exatamente dois pontos. 
(D) se encontram em três pontos. 
(E) se encontram em quatro pontos. 


MMA (UFRJ) Considere os pontos P = (0,0), P,=(1,1) e 
P,= (2, 6). 
a) Determine a equação da parábola que passa por P,, 


P,e P,e tem eixo de simetria paralelo ao eixo y das 
ordenadas. 


b) Determine outra parábola que passe pelos pontos 
P,P,eP,. 


115 (UFF-RJ) Considere o triângulo com vértices A = (0, 0), 
B=(3,0)eC=(x, y). 


x 


Se C está sobre a parábola y = SR determine: 


a) as suas coordenadas, de modo que a área do triân- 
gulo ABC seja mínima; 


b) a área mínima. 


116 (UFRJ) Considere um ponto P pertencente ao quadra- 
do OABC, de lado 24, conforme a figura abaixo: 


O iG 
24 

As distâncias x, y, ze tde P aos lados OA, OC, ABe BC, 
respectivamente, formam, nessa ordem, uma progres- 
são aritmética. 

Encontre a equação da figura (lugar geométrico) de- 
terminada pelos pontos P = (x, y) que possuem essa 
propriedade. 


MZ (UFRI) Seja y= ax? + bx+ ce P=(x,, y) um ponto da 
parábola. 
Podemos traçar a reta tangente à parábola que passa 
por P da seguinte forma: 
Considere os pontos P, e P, da parábola que têm abs- 


procurada é a reta paralela à reta r que passa por P e 
P, como se vê na figura a seguir. 
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Usando a propriedade, determine a reta tangente a 
y = x? que passa pelo ponto (1, 1). 


118 (Uerj) A superfície de uma antena parabólica pode ser 


gerada pela rotação completa de uma parábola ao re- 
dor do seu eixo. A intersecção dessa superfície com 
qualquer plano perpendicular ao eixo é um círculo. 
Observe a figura abaixo: 


onda B 


A 


Considere um círculo de centro (E) e diâmetro (CD) 
de 4 metros de comprimento, cuja medida da dis- 
tância do centro (E) ao vértice (A) do paraboloide é 
0,5 metro. 


a) Escreva a equação cartesiana da parábola de foco 
(B) contida no plano CAD, sendo o vértice (A) a ori- 
gem do sistema cartesiano e o eixo das abscissas pa- 
ralelo ao diâmetro CD, como mostra a figura abaixo: 


b) Calcule a distância do vértice (A) ao foco (B). 


á , É 9 (UFV-MG) Na figura a seguir, a reta r: y = ax + b tem 
cissas (x, — 1) e (x, + 1), respectivamente. A tangente t 


coeficiente angular positivo, e a reta s: y = cx + d tem 
coeficiente angular negativo. 


Es vá 
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y É pares (x; y) em um sistema de eixos cartesianos, a re- 
s : gião OPQR abaixo indicada corresponde ao conjunto 
Ú de todas as possibilidades para o par (x; y): 
4 Chegada de Antônio 
> : 
| x 


A alternativa que melhor representa o gráfico do trinô- 
mio y = (ax + b)(cx + d) é: 


e 
(13h) 


(D) 


A 


O R Chegada de José 
> 


+ 
(E) 0 1 


á : 
Y Hu : (12h) (13h) 
é [127 Na região indicada, o conjunto de pontos que repre- 
| » É senta o evento “José e Antônio chegam ao marco ini- 
X 


xY 


cial exatamente no mesmo horário” corresponde: 


(A) 
(B) 
(O) (A) à diagonal OQ. (D) ao lado QR 

(B) à diagonal PR. (E) ao lado OR. 

(C) ao lado PQ. 
122 Segundo o combinado, para que José e Antônio via- 


jem juntos, é necessário que: 
120 (UFC-CE) Um segmento de reta desloca-se no plano 


E 1 
cartesiano de tal forma que uma de suas extremida- VARA ES 2 ouquex—y < 2 
des permanece sempre no eixo y e o seu ponto médio ; = =" 
permanece sempre no eixo x. Então, a sua outra extre- ; De acordo com o gráfico e nas condições combinadas, 
midade desloca-se ao longo de uma: : as chances de José e Antônio viajarem juntos são de: 
(A) circunferência. (D) elipse. (A) 0% (C) 50% (E) 100% 
(B) parábola. (E) hipérbole. (B) 24% (D) 75% 
(C) reta. 

A Antônio 


(Enem) Leia com atenção e responda às duas questões 
que seguem. 

José e Antônio viajarão em seus carros com as respecti- 
vas famílias para a cidade de Serra Branca. Com inten- 
ção de seguir viagem juntos, combinam um encontro 
no marco inicial da rodovia, onde chegarão, de modo 
independente, entre meio-dia e 1 hora da tarde. Entre- 
tanto, como não querem ficar muito tempo esperando 
um pelo outro, combinam que o primeiro que chegar 
ao marco inicial esperará pelo outro, no máximo, meia 
hora; após esse tempo, seguirá viagem sozinho. : 
Chamando de x o horário de chegada de José e de y 
o horário de chegada de Antônio, e representando os E 


» José 
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1123 O semiplano hachurado é o conjunto dos pontos (x, y) (A) Y < ey<-x+1 


tais que: 

(B) y<5 ouy>-x+1 

(O) 3<Vey>-+ 

(D) -x+1<y< 5 

(E) E pesa! 

ass Xx+ 
(A) x=2y-2 (D)y=x+2 : 
: 1126 (Ufes) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) do plano 

(B)x=-2y-2 (Dy= Sl cartesiano, cujas coordenadas são soluções do sistema 
(6) 0=27422 Sao 


| o (y)-y'<0 | 
124 (UFF-RJ) Considere o gráfico: Tirana Emei 
(B) o plano todo. 
(C) um par de semirretas. 
(D) um par de retas. 


(E) o retângulo ABCD, onde A = (-1, 2), B= (1, 2), 
C=(1,-2)eD=(-,-2). 


xY 


é [127 (UFF-R)) O elenco de um filme publicitário é compos- 
to por pessoas com cabelos louros ou olhos verdes. 
: Sabe-se que esse elenco tem, no máximo, vinte pesso- 
(A) [x>0 (CO) [x=>1 (E) [y=0 as, dentre as quais pelo menos doze possuem cabelos 
x>y x<y x<y louros e no máximo, cinco possuem olhos verdes. 

No gráfico a seguir, pretende-se marcar um ponto 
P (L, V), em que L representa o número de pessoas do 
elenco que têm cabelos louros e V o número de pessoas 
do elenco que têm olhos verdes. 


S representa o conjunto-solução do sistema: 


Xx<2-y x>22-y x>2-y 


(B) [y=1 (D) [x=0 


ES = x<2-y 


125 (Fuvest-SP) Na figura abaixo, A é um ponto do plano 
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A está 
localizado abaixo da reta re acima da reta s, tem-se: 


xY 


O ponto P deverá ser marcado na região indicada por: 


(A) R, (BR, (OR, (DR, (BR, 
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128 (PUC-RJ) Considere as retas desenhadas na figura. Cal- 
cule a área da região hachurada. 
A 


xY 


yo lx] 


129 (UFF-RJ) Considere o sistema | 
y<2 


A região do plano que melhor representa a solução do 
sistema é: 


(A) E (D) 


(B) Ai (E) 
, “ Zá 
0 x 
(C) y 
2 


130 (UFRJ) Determine a área da região R definida por 


R=RNR,NR,, sendo: 
* R=((x,y) ER?; 4x+5y-16<0) 
º R=((x,y) ER?;4x-3y>0) 
* R=((x,y) ER?;y=0) 
137 João e José têm, respectivamente, x e y moedas de 
R$ 1,00. Juntando essas quantias, não conseguiram os 


R$ 8,00 necessários para comprar dois lanches com o 
mesmo preço. Vanessa chegou e contribuiu com (2x) 


“7 


moedas de R$ 1,00. Assim, os três puderam comprar 
3 daqueles lanches e ainda sobrou dinheiro. A figura 
abaixo é uma representação gráfica, em IR2, do siste- 
ma de inequações que soluciona esse problema. 


Ay 


x Y 


À 


O menor número de moedas de R$ 1,00 com que Vanes- 
sa poderia contribuir para a solução deste problema é: 


(A) 2 (B) 4 (C) 6 (D) 8 


1732 (FGV-RJ) Os pontos do plano que satisfazem simulta- 


neamente às inequações: x- 3y<0e3x+y=>0, po- 
dem ser representados pela figura: 


(A) (D) 


(E) 


(C) 
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133 (Fuvest-SP) Das regiões sombreadas na sequência, a Qual dos gráficos seguintes melhor representa essas 
que melhor representa o conjunto dos pontos (x, y), restrições? 
do plano cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desi- (A) 
gualdadesx=0;y=0;x-y+1=0;x2+y2=9,é: 


(A sa (D) , 
(0) x 


B) ya (E), 


(O y 


1134 (Vunesp-SP) Seja S=((x PE REX+pP<l6ex+ (O) 


+ (y- 1)? >9) uma região do plano. A área de S é: y 
(A) 5 (B) 7 (C) 5x (D) 7x (E) 7x2 : 
135 (Mack-SP) Supondo x = 3, os pontos (x, y) do plano tais 
Ro : | ol 
que 


x : = a É E 
definem uma região de área: : ê 
y : 


xY 


x+y'<2 
(D) 
(A) 2,5 (B) 2,0 (Cs: (D) 1,0 (BD 0,5 : 


136 (PUC-RS) Se o E [0, 2n] e sen o< cos o, então o pon- 
to extremo do arco de comprimento a pertence ao 
conjunto: 


(A) (x, DER'|xº+y?=1ex>0ey<0) 


—8 


(B) (x, DER! |x+y?=1ex<0ey<0) 


(O) (x, peRé|x+y"=1ex>0ey>0) | (E) 


4 
(D) (x, DER! |xº+y?=1ey>x) 
(E) (lx, peR|x+y"=1ey<>) 
137 (PUC-SP) Num modelo aplicado à Economia, em virtu- 0 4 


xY 


de de xe y representarem os preços, foram colocadas 
as seguintes restrições: 


8-2x+y=0,x=0ey=0 
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138 (UFU-MG) A área da região do primeiro quadrante ; [140 (Unifesp) A região do plano cartesiano, determinada si- 
delimitada pelas retas, que são soluções da equação : 


soe x +y'<16 
cos(x+ y) =0, com0<x+y<27, é igual a: a Em 
multaneamente pelas três condições y=x 
(A) x? unidades de área. : 220 
(B) 4x? unidades de área. é aquela, na figura, indicada com a letra: 
(C) 372 unidades de área. ES y=* 
(D) 8x? unidades de área. 
(E) 272 unidades de área. o 
c D 
139 (Unirio-RJ) Considerando uma circunferência de cen- ; > 
Ne i Si (9) 4 x 
tro (2, 1), que passa pelo ponto (2, 2), assinale a op- : 
ção correta. E 
(A) A equação da circunferência é (x—- 2)22+(y- 1)2=3. 
(B) O interior da circunferência é representado pela 
inequação x2+ 4x + y2+2y<4. (A) A (B) B (C) E (D) D (E) E 


(C) O interior da circunferência é representado pela 
inequação x?-4x+y?-2y<4. 


(D) O exterior da circunferência é representado pela 
inequação x? —- 4x + y2-2y>-2. Í 


(E) O ponto (5, —1) pertence à circunferência. 
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GEOMETRIA ANALÍTICA 
NO ESPAÇO 


Palê Zuppani / Pulsar Imagens 


Neste capítulo, continuamos o estudo da Geometria Analítica, desta vez no espaço tridimensional. 
Trabalharemos as equações do plano, da reta e da esfera, e apresentamos interpretações geométricas 
para todas as situações em que um sistema de 3 equações a 3 incógnitas pode resultar. 


e 
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4 - GEOMETRIA ANALÍTICA NO ESPAÇO 
4.1 - Plano no Rº 


a n 
> 
O y 


PP= P-P=(x-x,)-YwZ-Z))en=(a, b,c) > 


De P,P.1i=0, vem: 


=> a(x-x,))+b(y-yo)+clz-z,))=0 => 


[| => ax+by+cz+(-ax, — by, —cz))=0 
NOTA 

Quando se multiplica a 
equação do plano por uma 
constante diferente de 
zero, ela ainda representa o 


mesmo plano. ax+byscz+d=0 


onde (a, b, c) = à é um vetor normal ao plano. 


Chamando -ax, — by, — cz, = d, temos ax + by + cz + d = 0, logo, a equação do 
plano é: 
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Exemplos: 


i) 


ii) 


iii) 


Calcular a equação do plano perpendicular ao vetor 1 = (1, 2, 3) e que 
passa pelo ponto A = (-1, 2, 3). 

Como ni = (1, 2, 3), a equação do plano será: 

lx+2y+32+d=0 


Para calcular d, basta lembrar que as coordenadas de A satisfazem a 
equação do plano, pois A é do plano, logo: 


1.(-)+2:2+3:3+d=0> d=-12 


donde a equação pedida é: 

58 ap jp ap va — = (0) 
Encontrar um vetor normal ao plano de equação 2x — y + 3z = 9. Onde 
ele intersecta o eixo Oz? 


Diretamente da equação, vê-se que 1i = (2, 1, 3) é normal ao plano. Para 
encontrar o ponto P = (0, 0, c) onde o plano corta o eixo Oz, substituem-se 
suas coordenadas na equação: 


Bj cascas 
Assim, (0, 0, 3) é o ponto do plano no eixo Oz. 


Determinar a equação do plano paralelo aos vetores V, = (1, 0, -1) e 
V, = (2, 1, 1) que passa pelo ponto A = (-1, 2, 2). 


Um vetor normal ao plano será o produto vetorial dos dois vetores, 
logo: 


Rj 
p= vv sq = 80) 
2 Il il 
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À equação do plano será lx - 3y + 1z+ d=0. 
Como A pertence ao plano: 


1.(-0)-3:2+1.2+4d=0>d=5 


Logo, a equação pedida é x —-3y+z+5=0. 


iv) Determinar a equação do plano do triângulo ABC em que A = (1,3, 1), 
B=(-1,2,0)eC=(0,-2,-2). 


Um vetor normal ao plano será o produto vetorial de dois vetores quais- 
quer, que se obtenham com os pontos A, Be C. Vamos escolher: 


o E 
ne ABxAG=|-» =1 =1|=(-2,-5,9) 
que Rad 


À equação do plano será -2x —- 5y+9z+d = 0. 

Escolhendo um dos pontos A, B ou €C como ponto de passagem (esco- 
lhemos A), vem: 

-2:1-5.3+9.1+d=0>d=8 

Logo, a equação do plano é: 
-2x-5y+92+8=0>2x+5y-9-8=0 


Outra solução: 
O ponto P = (x, y, z) está no plano do triângulo ABC se, e somente se, o 
volume do tetraedro PABC for zero, isto é, se: 
= p= mel 
[AB, AC, AP|[=0 é 2 1 1/=062x+5y-92-8=0 
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v) Dar a equação do plano paralelo ao plano 7: 2x - y + 32- 5 = 0, que 
passa pelo ponto A = (1, 2, 3). 


Seja 7, O plano em questão. 

Como os dois planos são paralelos, têm o mesmo vetor normal, logo: 

TT: 2X-V+32+d=0 

O valor de d fica determinado pelo ponto A: 

2:1-2+3:3+d=0=> d=-9, donde a equação pedida é: 
2x-y+32-9=0 


Exercícios resolvidos: 


1) Determine a equação do plano mediador do segmento AB em que 
= (il, +, Mera 8, +. 


Solução: 


O plano mediador do segmento AB é o plano perpendicular ao segmen- 
to e que passa pelo seu ponto médio. Assim, um vetor normal ao plano 
será: 


n=AB=B-A=(2,2,-4) 


e a equação do plano será: 
2x+2y-42+d=0 
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O ponto médio de AB será: 


MR O ON) 
2 
ps que, pertencendo ao plano, dará o valor de d: 
NOTA 
A ausência do termo Doda DoD=A o TrdeD=esdel 


independente garante que 

a origem O = (0, 0, 0) , 

pertença ao plano, pois Temos então: 

0+0-2.0=0.0 plano 

neste caso passa pela 2x+2y-42=0=>x+y-22=0 
origem. 


donder=((x,yz)€Ri|x+y-2z2=0) 


Outra solução: 
Como o plano mediador é o lugar geométrico (LG) dos pontos do espa- 


ço equidistantes dos dois pontos A e B, o problema poderia ser resolvido 
da seguinte maneira: 

Seja P = (x, y, z) um ponto pertencente ao LG, devemos ter: 

jaP|= [er] 

AP=P-A=(x-1,/+ = 8) => 


= [AP) = Ja-D+0+1" +37 


BP=P-B=(x-3,y-12+D)=> 


= [BE[ = (037 +0-17 ++? 


Igualando e elevando ao quadrado: 
x -2x+1+/+2y+1+22-62+9=xº-6x+9+72-2y+1+272+22+1 
4x +4y-82=0>x+y-22=0 


2) Determine o ponto simétrico de A = (-1, 0, 2) em relação ao plano 
t:2x-V+2z2-6=0. 


Solução: 
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Um vetor normal ao plano será: 1i = (2, —1, 1) 
Tomemos um vetor paralelo a ii: AM =kii=(2k, -k, k) 
Apliquemos em A e forcemos que o transladado de A seja M pertencente 


ao plano: 

M=A+kn=(-1,0,2)+(2k -k K=(2k-1,-k k+2) 

Como este ponto pertence ao plano satisfaz a sua equação, logo: 
2(2k-D-(K+(k+2)-6=0=>k=1 

O ponto M será: M = (1, -1, 3) e o vetor AM será AM = (2, -1, 1). Apli- 
cando este vetor em M, transladaremos M para A' simétrico de A em 
relação a 1. 


MENS AM E A pe GDE) 


3) Determine a equação do plano perpendicular aos planos 7: 2x + y — z + 
+1=0em,:x-y-z+2=0, que passa pela origem. 


Solução: 


O vetor normal ao plano pedido é o produto vetorial dos vetores nor- 
mais aos planos dados. 
Temos: 


n,=(2,1, -1)en,=(1, -1, -1) 


Pk 
i=nxi,=2 1 -1]=(-2,1,-3) 
1 =10=1 


À equação do plano pedida é: 
-2x+y-32+d=0 

Como o plano passa pela origem, d = 0. Logo: 
-2x+7-32=0>2x-y+32=0 
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4.1.1 - Posição relativa entre o plano e os eixos 


Considere o plano x de equação ax + by + cz + d=0. 


E EE 
NOTA 
A 


Se d=0, então o plano x 
será xOy. 
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NOTA 
Se d=0,o plano x contém 


ZA o eixo Ox. 


= (0,b,c) 
1, 
> 
y 
by+cz+d=0 


x 


ax+cz+d=0 
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NOTA 
Como a? +b2+cC>0,0 
módulo do denominador 
pode ser eliminado. 


DV: = 


GEOMETRIA ANALÍTICA NO ESPAÇO 


1 
Ea ax+by+cz+d=0 


Seja P,=(X,Yy Z) en:ax+byp+cz+d=0. 
Então 1 = (a, b, c) é normala x. 


AZ 


P, 
kni 
ax+by+cz+d=0 
Ad 


Seja P (x, y, 7) no plano tal que PP, é normal. 
Então PP=ki> (x,-xy)-Y)2Z- 2D=k(a, b 0) > 


x=x,-—ka 
= p=Yyo-kb 
Z=Z9-—kc 


Substituindo na equação do plano: 


a(x,-ka)+b(y;-kb)+clz;-ko)+d=0=>k= 


Enfim, a distância pedida é: 
ax, +by,+cz+d 
aq” +b? +c? 


[PPf=|kril= kl Iiill= 


ax,+by,+czy+d 
q +b”+c” 


Va +b? +c? 
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Exemplos: 


i) Determinar a distância do ponto P = (3, 3, -3) ao plano de equação 
2x+2y-2+3=0. 


D3+D-3=(-3)43 
o e; 


3 


Temos: D = 


ii) Determinar sobre o eixo Ox um ponto que diste 5 unidades do plano 
Zope di qu dh 74 = À (O), 


Seja P = (x, 0, 0). Temos que d(P, x) = 5, logo: 


2x+0+2.0-1 


NIE cre 2 au De 


5 > [2x 1|=15 = 2x-1=+15 


Mlardls 
BA 
Z 


= pie be) QUI SU) 


Os pontos serão (8, 0, 0) ou (-7, 0, 0). 


iii) Determinar o LG dos pontos que distam 2 unidades do plano 
2x+3y+62+7=0. 


Temos que d(P, 1) = 2. 
DER Vi OZ 


n,:2x+3y+62-7=0oum,:2x+3y+62+21=0 


= = Mota ovas (6a db 7) =sseilá! 


iv) Calcular a distância entre os planos: 
many nO =0Cm 2x yo 22) 
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Basta tomar um ponto sobre um deles e determinar sua distância ao ou- 
tro. Tomemos P sobre x. Façamos, por exemplo: 


x=y=0>2:0+0-22-6=0 
Zz="3>P=(0,0,-3) 


A distância do ponto P = (0, 0, -3) ao plano 2x +y—- 2z+ 12=0é: 


Ze DI 
22 +12 +(-2) 


Eu 
3 


d(P, 7,) = 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcule a distância do ponto A = (2,3, -2) à reta que passa pelos pontos 
B= (11, 1, beC=6, 83, 2) 


Solução: 
Calculemos a distância 
de um dos pontos B ou € 
n ao plano que passa pelo 
B ponto A e é perpendicu- 
lar ao vetor BC. 


Escolhamos €, por exemplo. O vetor normal ao plano será o vetor 
n=BC=C-B=(2,2, 1). 


À equação do plano 7 será: 2x + 2y + z + p = 0. Como A pertence ao plano 
x, temos:2-2+2:3-2+p=0>p=-8 

t:2x+2y+72-8=0. 

Calculemos a distância D do ponto C ao plano x: 


Der po so 
4,9)» PRESOS Sofro 


lemos CA ACC (0 = |0A) (one mM 
A distância pedida será obtida do triângulo retângulo CHA: 
AH2=CA?-CH2>d2=17-4> d=/13 
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2) Determine o ângulo entre os planos: 
nm: x+2y-32+1=0em: 3x-y-22+1=0. 
Solução: 


O ângulo 6 entre os planos será o ângulo entre seus vetores normais 
nem: 


Como n,=(1, 2, -3) e 1, =(3, —1, —2), fazendo o produto escalar: 


,: fi, =|h,| |i,| cos 0 > 


> 1.342 (DH3) (D= +22 4(32 32 +12 +(-27 cos 6 > 


1 


7 
= cos ir o o=5 trad =60º, pois0<0<1. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine a equação do plano que é ortogonal ao ve- P4 Encontre os valores de p e q para que os planos 
tor hi e contém o ponto P nos seguintes casos: t:px+qgy+42=3e7m':3x-2y+2z=5 sejam 
Ji=(24NVeP=(1,-1,1) paraisiga: 
b)h=(1,2,-1)eP=(0,0,1) : [15 Determine a equação do plano que passa pelos pontos 

A=(1,2,3;B=(2,3, VeC=(3,1,2). 

[2º Dêa equação do plano que passa pelo ponto P = (1,2,0) 

e é paralelo aos vetores i=(1,1, Dev =(2,1,3). 


[3 Calcule o ângulo do plano mr: x+y+Z+1=0como 
plano xOy. 
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4.2 - Reta no Rº 


4.2.1 - Equações paramétricas da reta 


Sejam P, = (x, Yy Z9) UM ponto e Y=(a, b, c) um vetor não nulo. Considere a 
reta r passando por P, e paralela a V: 


eY 


x 


O ponto P(x, y, z) está na reta r se, e somente se, PP é múltiplo de v, isto é: 


ne ===] 
oP=ty (ondete os (x-x,)-Yy2Z-Z)=ta, bc) & NOTA 
Ea t é chamado parâmetro 
dpi es =x +al da retae v é um vetor 
x-x,=ta x=x, + at diretor da reta no IR?. 
& qy-Y=b > iy=Vo+ht 
Z-Zy=t z=2,+ct 


que são as equações paramétricas da reta. 


Exemplos: 
i) Encontrar as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto 
(5, 1, 4) e é paralela ao vetor y = (2, 3, 4). Onde a reta corta o plano x0y? 


O ponto P(x, y, z) da reta satisfaz: 


X=5 2 
y=-1+3 
z=4+4t 


onde t é um número real qualquer. Para que PE xOy, devemos ter z= 0, 
isto é, 4+ 4t=0 > t=-1. Assim: 


x=5+2(-D=3 | 


vy=-1+3(-D=-4, => o ponto pedido é (3, —4, 0) 
z=4+4(-)=0 
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ii) Dar as equações paramétricas da reta no Rê que passa pelos pontos 
A(2, 7,-1) e B(3,0, 4). 
Um vetor paralelo a esta reta é: 
v=AB=B-A=(1, =7, 5) 
Assim, as equações paramétricas da reta AB são: 


x=2+1t 
js) = ME 
z=-—1+5t 


Exercícios resolvidos: 


1) Considere a reta r,, que passa pelos pontos A(l1, 2, 1) e B(2,3,3),e a reta 
r,, que passa pelos pontos C(5, 6, 10) e D(6, 7, 13). Determine o ponto 
de intersecção delas, se houver. 


Solução: 


Um vetor paralelo à reta r, é v, =B-A=(1, 1, 2). Assim, a reta r, é repre- 
sentada por: 


x=1+1-t, 
y=2+41:t, 
Z=1+2:t, 


Um vetor paralelo à reta r, éV, =D-C=(1, 1, 3). Assim a reta r, é dada por: 


x=5+1 6, 
v=6+1-t, 
Z=10+3 :t, 
DT Para que haja um ponto de intersecção, todas as equações devem ser 


Observe que os parâmetros satisfeitas para os mesmos valores de x, y e z: 


das duas retas não têm de 
ser iguais. Por isso, usamos 


notações diferentes. dis aii Sato, 


v=2+t, =6+t, > 
z=1+2t, =10+3t, 


pt é 
dd E Ad to 
2t,—-3t, =9 


2(4+t)-3t=9>8+2t,-3t,=9>-L=1>t=1>t=3 


Verifica-se que as três equações são satisfeitas. 
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Então: | X=1+t,=4 
v=2+t,=5 
z=1+2t,=7 


Resposta: (4, 5, 7) é o ponto de intersecção das duas retas. 
x=2t+1 
2) Encontre a intersecção do plano 2x -y+32+4=0comareta 4y=3t+2. 
z=4t+3 


Solução: 


Substituindo x, y e z na equação do plano, vem: 
2(2t+1D) -(3t+2)+3(4t+3)+4=0 
13t+13=0=>t=-1 

Substituindo t nas equações paramétricas da reta: 
x=2(1)+1=1 

v=3(1D)+2=-1 

z=4-)+3=-1 


Resposta: O ponto de intersecção é (-1, —1, —1). 


4.2.2 - Equações simétricas da reta 


A partir das equações paramétricas da reta: 
x=X, +at 
v=Yo+bt 


Z=Zy +Ct 


no caso em que a 0, bz 0e cz 0, podemos eliminar o parâmetro t, obtendo: NOTA 
Esta representação de 
uma reta em IRº usa duas 
XX = V=ya = La equações, enquanto para 
a bh Cc o plano bastava uma 
equação. 


que são as equações simétricas da reta. 
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Exemplos: 


) Determinar as equações simétricas da reta que passa por A = (1,2,-3) e 
é paralela ao vetor y=(2, —2, 1). 


Temos: 


tl p=2 8 
2 E 1 


ii) Determinar as equações da reta que passa por A = (1, -3, 0) e que é per- 
pendicular ao plano de equação 2x + y +372-5=0. 


Temos a equação do plano 2x + y + 32 — 5 = O cujo vetor normal é 
n=(2, 1, 3), que será o vetor paralelo à reta pedida, logo: 


RD De, 


2 1 o) 

a a Entao dem ge=]| Z 
serão as equações simétricas da reta e fazendo 5 = p= 3 Sil; 
temos: 

xi DEZ 
v=-3+ 
BEL 


que serão as equações paramétricas da reta em questão. 


à Vs 244 


CAPÍTULO IV 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


[7 Determine a equação da reta que passa pelo ponto 
P(2,0, 3) e é paralela ao vetor V = (5, 1, 4). 


FZ" Dê a equação da reta que passa pelos pontos A(1, 0, 2) 
e B(3, 1, -1). 


[3 Encontre a equação da reta r que passa pelo ponto 
A(1, 2, 1) e é perpendicular ao plano x: 3x— 2y+ z= 1. 


: [AM Dê o ponto de intersecção da reta 


245 


Xx-2 Yy+3 2+2 
7 3 


com o plano xOy. 


: [5 Determine o ângulo formado pelas retas: 


x+1 y 2Z-1 


E A 


Xx-2 y+2 2z 


O ae 4 
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4.3 - Esfera 


DEFINIÇÃO 
Esfera. 


Seja C = (a, B,y) o centro e Ro raio. Chamemos P = (x, y, z) o ponto descrevente 
da esfera. 


Temos então: vP, |Cp|=R 


Icrl=u-0? +(y-B2+(2-9)? =R 


que nos leva à equação da esfera no IRº: 


* (equação reduzida) 


No caso particular em que o centro é a origem (0, 0, 0), vem: 
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Exemplos: 


i) 


ii) 


iii) 


iv) 


Determinar a equação da esfera de centro (1, -2, 3) e raio 2. 

Basta fazer: 

(x-1)2+(p+2)2+(2-3)2=2? 

Determinar a equação da esfera de centro na origem que passa pelo ponto 
(2, -2, 1). 

O raio é R= (2-0) +(-2-02 +(-1-0) =3. 

Assim, a equação da esfera éx2+y2 +22 =9. 


Determinar a equação da esfera tangente ao plano de equação 
x-2y+2z- 6=0 cujo centro é o ponto (3, 2, —1). 


O raio da esfera será a distância do centro ao plano, logo: 
Seo prED RO 


V1+4+4 


=3 


À equação da esfera será: 

(x-3)2+(y-2)2+(2z+1)2=9ou 

E:x2+y2+272-6x-4y+272+5=0 

Determinar a equação da esfera cujo diâmetro tem extremos A = (4, 1,1) e 
B= (9 SD 


O centro será o ponto médio de AB: 


c=-A+B. a ) 
2, 2 


e o raio, a metade do módulo do vetor AB=B-A=(1, 2, —2). 


R=>IIAB|j=>Vl+4+ -5 


À equação da esfera será: 


No O 
E: E +(y-2) +(2-0) = 
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NOTA 

Temos uma esfera 
tangente a um plano 
quando ambos possuem 
um único ponto em 
comum, ou quando a 
distância do plano ao 
centro da esfera é igual 
ao raio. 
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Exercícios resolvidos: 

1) Calcule o centro e o raio das esferas dadas pelas equações: 
a)x+72+272-x+2y-42+ Es 
DR e EO 


)x+/2+272-6x+2y-27+18=0 


Solução: 
a) Completando quadrados, temos: 
X -x+)" +27+2º 42 


FuRO A op a 
4 4 4 


(2-5) +(p+17 +(x-27 =2 


que é uma esfera de centro [à -1, 2) eraio o ; 


b) Novamente, completamos os quadrados: 
x2+4x+y72- 6y+ 2º + 82 =-29 

x +4x+4+72-6)+9+272+82+16=-29+4+94+ 16 
(x+2)2+(y-3)2+(2+4)2=0 

que representa apenas o ponto (-2, 3, —4) (esfera degenerada de raio 0). 


c) Mais uma vez: 

x -6x+/+2y+2zº-27=-18 

x -6x+9+/2+2y+1+272-22+1=-18+9+1+1 
(x-3)2+(y+1)2+(2-1)2=-7 


Como a soma de quadrados não pode ser negativa, não há ponto satis- 
fazendo esta equação. 
2) Determine os pontos de intersecção da esfera de centro (2, 1, 3) e raio 5 
com a reta dada por: 
O 
vy=13+8t 
z=6+3t 
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Solução: 


À equação da esfera será: 
(x-2)2+(p-1)2+(2-3)2=25 


Substituindo as coordenadas do ponto P(x, y, z) da reta: 
(8+3t-2)2+(13+8t-1)2+(6+3t-3)2=25 

(3t+ 6)2 + (8t+ 12)2+ (3t+3)2=25 

9t2 + 36t + 36 + 64t2 + 1921 + 144 + 912 + 18t+9=25 
82tº + 246t + 164 = 0 

P+3t+2=0 

t=-1 out=-2 


Assim, os pontos de intersecção são: 
x =8 ES (D=S 
»,=13+8(-D)=5=>P,(5,5,3) 
Z,=6+3-(-1)=3 

e 
= O O R(2) E=2, 
y,=13+8-(-2)=-3 > P, (2, -3, 0) 
Z, = 6:63 (2)=0 
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CAPÍTULO IV 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Dê a equação reduzida da esfera de centro C(-2, 0, 1) : DAM Caso existam, encontre os pontos de intersecção da 
e raio igual a 4. dim 


esferax?+y2+(z-1)2=6eareta 1y=2t. 


FZ" Determine o centro e o raio da esfera definida por ei 
Zz=1- 


xX+y7+2-4x-6y+122-15=0. 
= | ES Dê feras d ões: 
E3" Determine o valor de k para que a esfera definida pela : Roreninore o rara tras dr qua ções 
equação x + y2+ 22 + 2x+ 10z+ k=0O tenhao raio ax +y+2722=4 


igual a 5. bD)xX+/2+2-2x+2y-7=0 
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4.4 - Apêndice 


4.4.1 - Interpretação geométrica de sistemas lineares de 
3 equações a 3 incógnitas 


Uma solução (x, y, z) do sistema linear: 
ax+by+cz+d=0 
a,x+b,)y+cz+d,=0 


ax+b;y+cz+d,=0 


pode ser interpretada como um ponto de intersecção dos planos: 
n:ax+by+cz+d =0 
Tmidx+Dy+cz+d,=0 
Tdax+by+cz+d,=0 
Dependendo dos coeficientes, temos as seguintes possibilidades: 


Sistema possível determinado 


Os três planos se encontram num único ponto: 
O produto misto dos vetores normais (a, b, c)), (a, b, c) e (a, b, c,) é dife- 
rente de zero. 


q, b, Cc, 
à Bb, 2, /A0 
as b, 3 


Sistema possível indeterminado 


Os três planos têm por intersecção uma reta ou são coincidentes. Mais especi- 
ficamente, podemos ter: 


a) Três planos coincidentes 


Neste caso, a segunda e a terceira equações são múltiplas da primeira: 
ax+by+cz+d, =0 


A(ax+by+cz)+Ad =0 se É si É ge b, = à, 
a b G d, dp bo & d, 
A,(ax+by+cz)+A,d, =0 
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NOTA 

Supõe-se nesta discussão 
que cada equação tem pelo 
menos um coeficiente não 
nulo. 
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b) Dois planos coincidentes e um transversal 


Por exemplo, isto ocorre no caso: 
ax+by+cz+d,=0 a bo c d, 
Max+by+cz)+Ad =0 b, 
ax+by+cz+d,=0 Cl b,cC)rk(a dc) KHO 


Neste caso, uma das equações é múltipla da primeira e a terceira não é. 


A intersecção será uma reta. 


c) Planos distintos com uma reta comum 


T3 


To 


m 


Isto ocorre quando uma equação é combinação linear de outras duas sem que 
cada duas delas sejam equivalentes: 

ia Pt) kia Do É) 
k 0 

a,x+b,y+c,z+d, =0 a,=a,+h, b,=b + àb, 
(a, +ha,)x+(b, +Ab,)y+(c+Ac,)z+d +Ad, = 0 GC tMd,- d+, 


ax+by+cz+d,=0 


A intersecção será uma reta. 


Sistema impossível 


Ocorre quando não há intersecção comum aos planos. Pode ser: 
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a) Três planos paralelos 


Por exemplo, isto ocorre para: 
ax+by+cz+d, =0 
ax+by+cz+d, =0 


ax+by+cz+d,=0 


b) Dois planos coincidentes e um paralelo 


Por exemplo, isto ocorre para: 
ax+by+cz+d, =0 
Max+by+cz+d,)=0 
ax+by+cz+d,=0 


T=mM 
T3 
a, b, C, d, 
a, b, C, d, 
a [4) c d 
1 1 1 1 
== 


Por exemplo, isto ocorre para: 


ax+by+cz+d,=0 
ax+by+cz+d,=0 


a,x+b;y+cz+d,=0 


Mabe kla, dat) KO 
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d) Três planos que se intersectam dois a dois em retas paralelas 


Por exemplo, isto ocorre para: o boc)R(a De) 
bic)zk'(a,b.,c.) 
b d =0 (a, 11 31 Por 3 
ae A (a, b,c)*k"(a,b,c,) 
a,x+b,y+c,;z+d, = 0 
(a, +ha,)x+(b +Ab,)y+(c +hc,)z+d, = 0 ea,=a,+ha,;b,=b +Ab 
Er, AP 
onded,*d +)d,e(a,b,c)*k(a,b,c),Vk ed,£d +id, 


2 
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CAPÍTULO IV 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Considere um sistema de três equações do primeiro EZMA respeito de duas retas, L e L,, de IR3, dadas pelas 


grau, nas variáveis x, y e Z. Se S é seu conjunto solução, : equações: 

quantas das configurações indicadas correspondem a 2x-y =1 x=y 
=? : 

S=D? Dareged *ly=2 


pode-se afirmar que: 

(A) interceptam-se no ponto (2, 3, 4). 
(B) não se interceptam. 

(C) são coincidentes. 

(D) interceptam-se no ponto (4, 4, 4). 


(E) interceptam-se no ponto (1, 1, 1). 


(A) O (D) 3 
(B) 1 (E) 4 
(0) 2 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET Para que o plano ax + by + cz + d=0 seja paralelo ao : [3 A distância do ponto A = (1, 2, -1) ao plano x: x= O é: 
eixo Ox, é necessário que: : 


ZA 
(A) > (C)0 
(A)b=c=0 (D) a=0 3 
(B) 3 (D) 1 
(B) bc=0 (Ba+b+c=0 É 
(CO) d=0 4” (Unificado-RJ) O vetor unitário, normal ao plano de 


equação x-y+ V2z+1=0é: 
FZ" O gráfico que melhor representa a intersecção do pla- : 
no IR de equação x— y + Z = 2, com o plano xOy, é: (A) i-j+N2k RL 
=4, pio DE i-j+NZk (D) RE dE a 
A) va 
Jz 


= 1- = 
(B) ij (E) sa 


(E) Bi= Ah 


»Y 


[5 Para que o vetor (4, 8, v) seja normal ao plano de 
equação 2x + 4y—- 2z=3, v deve ser: 


(B) » | (A) -20 (C) -4 (E) 6 
(B) 20 (D) 9 
16 Um vetor perpendicular ao plano 42 + 3x- 5 =0 é: 


> (A) (4, 3, 5) (D) (6, 0, 8) 
é (B) (4, 3, 0) (E) (3, 4,0) 
(O) y (O 40,3) 
g | BZ Em Rº, um vetor paralelo ao plano 4x — 62 = 3 é: 
(AQ) (D) (-2, 0,3) 
(B) (4, -6, 3) (E) (-6, 1,4) 
(0) (63, 7, 2) 
a Íi E8' 0 único ponto (x, y, 7) do IR? pertencente aos três pla- 
> : nos2x+3y-2=24,x-y+z=1e3x-2y+27=0é: 
i (A) (1,0, 3) (D) (7, 2, 4) 
YZ (B) (7, 7,1) (E) (7, 2, 4) 
(O) (4, 4, 2) 
(E) de F9" 0 plano que passa pela origem do sistema Oxyz e é 
paralelo aos vetores V=i+j e=i-j é: 
A " (A) x=0 (250 
ii (B)x-y+2=0 (D)z=1 
E pZ 
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CAPÍTULO IV 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO CAPÍTULO VI 


MO! (Uerj) São dadas as coordenadas de três pontos no 
R3: A(1, 0, 0); B(-1, 2, 0) e C(2, 0, —1). Baseado nessas 
informações: 


a) prove que esses três pontos não pertencem à 
mesma linha reta; 


b) escreva a equação cartesiana do plano que con- 
tém esses pontos. 


EMT (UFF-RJ) Determine a equação do plano que contém, 
simultaneamente: 


a) O eixo Z; 
x=t 

b) a reta y=3 s 
PzA= (O 


[12º A equação do plano que passa pela origem e é per- 
pendicular ao vetor (1, —2, 1) é: 


(A)2x+y-z=0 
(B)x-2y+2z2=0 
(C)-x+2y+2=0 
(D)x+y+z=0 
(Dx+2y+2z=0 
[13º A equação do plano perpendicular à reta determinada 


pelos pontos (2, 2, —4) e (7, -1, 3) e que passa pelo 
ponto (-5, 1, 2) é: 


(A)5x-3y+72-12=0 
(B)3x+5y-72+24=0 
(C)5x-3y+72+14=0 
(D)3x-5y+72-6=0 
(E) 5x+3y-72+36=0 
HM Uma reta que passa pela origem de RR* intercepta a es- 


fera de equação x? + y? + z? = R2 nos pontos P(u, v, w) e 
Q(r, s, ). Podemos afirmar que: 


(A)ju=-r,v==s, w=-t 
(B)lui=isiv=s ns 
(Qu=-,v=s w=t 
(D)u=nrv==s w=t 


(E u= nv=isimE=ct 
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: 015) (UFF-RJ) A figura abaixo representa um cubo de aresta 2. 


A equação do plano que contém os pontos M, O e o 
ponto de encontro das diagonais internas do cubo é: 


(A)x+y+z=0 (D)x-y-z=0 
(B)x-y=0 (BD) y-z=0 
(C)x+2z=0 


[16 (Uerj) Considere os pontos A(O, 0, 0), B(1, 2,3) e 


C(3, 2, 1) do IR*. Utilizando esses pontos, determine: 


a) as coordenadas de um vetor não nulo, do RR, perpen- 
dicular ao plano que contém os pontos A, Be C; 


b) a equação cartesiana do plano que contém os pon- 
tosA, BecC. 


: 7) Determine a equação do plano ortogonal ao segmen- 


to de extremos A(1, 2, -3) e B(3, 4, 9) passando pelo 
seu ponto médio. 


: [78 Escreva a equação do plano determinado pelas retas 


concorrentes: 


x=3t+2 


[19 A reta do IRº de equação «y=bt+3, tER é paralela 


Z=t 
ao plano x+ 4y + z+9=0. Qual valor de b? 


x=2+t 


20" A reta de equação 4y =1-t, tER intercepta o plano 


Z=t 
x+y+z=0no ponto: 
(A) (2, 1,0) (C) (0, 0, 0) 
(B) (1, 1,1) (DI, 4,5) 


(E) (2,1, 3) 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


CAPÍTULO VI 


CAPÍTULO IV 


27 O conjunto solução do sistema de três variáveis 


Ra 


é uma reta em RR. Determine a EIS 
x+2y+2=1 


dos três planos coordenados XY, XZ ou YZ, a reta so- 
lução é paralela. 


[22º Dê a equação da reta que passa pelo ponto P(2, 8, -3) 
e é ortogonal ao plano x + 2y— 3z = 2. 


123" Calcule as coordenadas do ponto em que a reta 


Ho Ve e findo plano x-2y-7=0. 
1 —3 
[24º O conjunto dos pontos do Rº tais que 2 +72 + 2 + 
+4y=21 é: 


(A) uma superfície esférica de raio 21. 

(B) vazio. 

(C) uma superfície esférica passando pela origem. 
(D) uma superfície esférica de raio 5. 


(E) constituído de um só ponto. 


[25 A superfície esférica de equação 2 + 2 +22 -2x=0: 
(A) é tangente ao plano xOy. 
(B) passa pelo ponto (1, 1, 1). 
(C) é tangente ao eixo Ox. 
(D) não possui pontos de cota negativa. 
(E) é tangente ao plano yOz. 
[26º Uma esfera é tangente ao plano z=0.Se(1,1,2)é 0 


ponto da esfera diametralmente oposto ao ponto de 
tangência, o raio da esfera é: 


(A) 4 (D) 2 
(B) 2N2 (E) 1 
(O) 2 


“rs 


| Para que a esfera de equação (x — 2)2 + (y - 3)2 + 


+ (z-m)? = 9 seja tangente ao plano z = 0, é neces- 
sário que: 

(A) Im] = (D) Im = 

(B) Im] = 3/3 (E Iml= 3 

(O Iml = 243 


ias Determine a área da região de intersecção da esfera: 
x +y+22-4x+10y+22-20<0 como plano xOz. 


* 1290 (Uer) Considere a reta do IR3, representada pelas 
equações paramétricas abaixo. 
x=t 
y=1-t 
Z= DD, te R 
Essa reta intercepta a superfície esférica de equação 


x +y +27 =9, nos pontos Pe Q. A distância entre 
esses pontos é igual a: 


(A) 2 (D) 4 
(B) 2/2 (E) 5 
(C)3 


+ BON (Uniro- -RJ) São dados os pontos O(0, 0, 0) e A(1, 0, 


2). O produto vetorial OAx OC, onde C é centro da 
esfera (x-2)2+(y-1)2+22=10,é0 vetor: 


(A) (2, 4, 1) 
(B) (-2, —4, 1) 
(C) (2,0, 0) 
(D) (1,1, 2) 
(E) (1,-1,2 


258 


CAPÍTULO V 


NÚMEROS COMPLEXOS 


D. H. Teuffen Interfoto/Imageplus 


Leonhard Euler (1707-1783) de 
Emanuel Handmann. Suíça, 1756. 


Os números complexos foram criados para resolver equações que são impossíveis no universo dos 
reais. Apesar de seu caráter abstrato, os números complexos são surpreendentemente úteis em análise 
de sinais e eletromagnetismo, geometria, análise de sistemas e outras inúmeras áreas. Na imagem, 
o matemático suíço Leonhard Euler e a identidade de Euler, considerada por muitos a mais bela da 
Matemática, pois inclui as cinco principais constantes matemáticas e as três principais operações numa 
igualdade surpreendente. 


CAPÍTULO V NÚMEROS COMPLEXOS 


5 — Números complexos 
5.1 - O número i 


A insuficiência do conjunto dos números naturais (IN) para resolver as equa- 
ções do tipo x + a=b, sendoa e N,be Nea>b, levou à criação dos números 
negativos e à ampliação do conjunto dos naturais para o conjunto dos inteiros (Z). 


O conjunto Z mostrou-se também insuficiente para resolver as equações do 
tipo gx=p, comgeZ* ep Z, quando q não divide p. Este fato levou à criação dos 
números racionais, do tipo 5 em que 90, p e q inteiros, com a ampliação do 
conjunto dos inteiros para o conjunto dos racionais (Q). 


A descoberta dos irracionais (números que não se escrevem sob a forma 


"aj 


acima) completa o conjunto dos reais (IR). 


Mas o conjunto dos reais ainda se mostrou insuficiente para a resolução de 
equações que recaem no tipo x? = a, com a > O. Tornou-se, então, necessária a 
criação de novos números. São os números complexos. Tais números devem ser 
tais que os reais sejam um caso particular, de modo que suas propriedades formais 
sejam as mesmas dos reais. 


E===sa 
DEFINIÇÃO 

Unidade imaginária, ou 
seja, i. Número complexo z. 


O conjunto de todos os números complexos é denotado por €. 


Exemplos: 


D)  z=3+ 4ié um número complexo cuja parte real é 3 ea parte imaginária 
é 4. 


ii) == E) = Re(z)=-1e Im(2)=3 
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Quando a=0 eb 0, o número complexo z = O + bi = bi é chamado imagi- 
nário puro. 
Exemplos: 
Ê , e E Eee ue 
d) 4 ==Ul; A = E Z; =iv3 são imaginários puros. 


ii) Calcular x real de modo que o número complexo z = (x + 2) + 2xi seja 
um imaginário puro. 


Basta fazer x+ 2=0 => x=-2. O número complexo fica então z = O — 4i = 
= —4i. 


Quando b = 0, o número complexo z = a + Oi reduz-se ao número real z = a. 
Os reais são então um subconjunto do conjunto dos complexos C. 


5.1.1 - Números complexos conjugados 


Exemplos: 
) Zz=3+5527=3-5i 


ii) Calcular x e y reais de modo que (x + y — 1) + xi e 5 — 2yi sejam comple- 
xos conjugados. 


X 
Devemos ter: | 


+y-1=5 E x+/=6 
po Zan 


po Pop 


Logo V=2leni=14 


É fácil perceber que a conjugação é uma função involutiva, isto é, Z=2. TT 
Assim, z=3+4i > Z7=3-4i > Z=3+4i=2. O Ra ds 
Uma função f involutiva é 


tal que f(f(x)) = x. 


5.1.2 - Igualdade de números complexos 


Dois números complexos são iguais quando têm partes reais iguais assim como 
partes imaginárias iguais. 
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Exemplo: 


Calcular x e y reais sabendo que os complexos z = (x + D) +(2y-2)ie 
w=(y-4) + (x + 3)i são iguais. 


Searll=jp=dl = Eno 


Devemos ter: 
AVI = AS MED VI= 5 


O sistema acima resolvido resulta em y= 0 e x=-—5 e os números com- 
plexos ficam: 
z=-4-2iew=-4-2i. 


5.1.3 - Número complexo nulo 


Temosz=a+bi=0+<a=0eb=0. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dê o valor do número real p para que o número com- 
plexo na forma z = (p-— 2) + 3iseja o de um imaginário 
puro. 


[2º Encontre os reais p e q para que o número complexo 
na forma z=(p-3)+ (q? - 16)iseja: 


a) um número real; 


b) um número imaginário puro. 


A Ee 2 
EB" Dê o valor do número real p para que z=Í +(p-4) 
seja um número real. 3 


[4 Encontre o real m para que o número complexo na 
forma z = 1 + (m? — 64)i seja um número real. 


[5 Encontre os reais xe y tal que (x + D) + (y— 3)i= 4i. 
16" Encontre o real ptal que (p?- 4) + (p+ 2)i=00. 


FEZ Quais os valores reais de x e y tais que (2x — 6) + 
+(y+7i=0? 
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[8 Determine os reais x e y de modo que 5 + (x + 4)i= 


=(2x+y)+ 6i. 


: 9" Dê o conjugado de cada um dos números complexos 


abaixo: 
a)z=4+5i 
b)z=1-2i 
c)z=-5-3i 
d)z=-5i 
e)z=i+3 


f)z=-2 


:* MO! se z=a + bi é um número complexo, prove que: 


a)Z=2z 


b)Z=7 
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5.2 — Operações com números complexos 


5.2.1 - Adição 


DEFINIÇÃO 
Soma de dois números 
complexos. 


Exemplos: 

Do A+2D)+(5+3)=(1+)+(2+3)i=6+5i 

ii) (2+3)+(5-3)=(2+59)+(3-3)i=7+0i=7 

iii) (3+4)+(-3+6)=(3-3)+(4+ 6)i=0+ 10i= 10i 
iv) (3+5)+(0+0))=3+5i 


A soma de dois complexos conjugados é um número real. 


z=a+bi=>z=a-bi=>z+z=(a+bi)+(a-bi)=(a+a)+(b-bji=2a+0i=2a 


Propriedades da adição 


5.2.2 - Subtração 
Simétrico de um número complexo 


EETAAAoO 
DEFINIÇÃO 

Simétrico de um número 
complexo. 


Sez=a+bie-z=x+ yi, temos: 
(a+bi)+(x+yi)=0+0i 


a+x=0 x=-a 
b+y=0 y=-b 
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O simétrico de um complexo é outro complexo cujos componentes são os si- 
métricos dos correspondentes real e imaginário do complexo dado. 
Exemplos: 
ii) z=2+3i>-2=-2-3i 
6 0 2 DZ A ao Ds 7 


Subtração 


DEFINIÇÃO 
Diferença de dois números 
complexos. 


Assim, sez =a,+biez,=a,+ bi, temos: 
Z-Z=a,+bi+(-a,- bi) 


Exemplos: 


DV O dd OD DG Di=toD 
i) (8+4)-(3-2)=8+41-3+2]=5+6i 


5.2.3 — Multiplicação 


DEFINIÇÃO 
Produto de dois números 
complexos. 


Assim, zz,=(a, +bi)lla,+bi)=aa,+abi+a,bi+b bi. 
Como i? = -1, vem: 


Exemplos: 


aa da PA CD 55 
) G+0)G-4)=3-(4)2=9-162=9- 16(-1)=25 
mn qd=- De Pp pI) 


Norma de um número complexo 


EE ===) 
DEFINIÇÃO 
Norma de um número 


complexo. 
Sez=a+ bi = N(z) = (a + bi)(a — bi) = a? + b?, então: 
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Exemplos: 
d) g=eZide NGg)=/485= 18 
DS Ng) BS DZ=2 


Propriedades da multiplicação 


Inverso de um número complexo 


DEFINIÇÃO 
Inverso de um número 
complexo. 


Para determiná-lo, suponhamos z! = x + yi. 
Devemos ter: 


(a+bi)(x+yi)=1+0i 
ax +ayi+bxi+ by? =1 + Oi 
Como i2 = -1, vem (ax — by) + (ay + bx)i = 1 + Oi, donde: 


Edo a b a a b . a-bi 


= ey=- O - ia 
ay+bx=0 a” +b? a” +b” q“ +b aq+bo o a+b 


Então: 


O inverso de um complexo é o quociente do seu conjugado por sua norma. 


Exemplos: 

l-i 1 1 
i z=l4i > 7!= E og 
) Ps 2 D 
a 3+41 3 4. 
1 3-4ij = = Si 
a ) qué DS 25 

o 


ips pci 
DRI as 
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5.2.4 - Divisão 


Sejam z =a,+bjiez,=a,+ b,i dois números complexos. Para efetuar a divisão 


bi 
2 Edo, , basta multiplicar ambos os termos da fração pelo conjugado do de- 
Z, (a,+bi) 


nominador z,: 


Z 4 +bji 4 b,i E (a +bi)(a, — bi) eb Z, 
À H 2 2 1 1 
Z; a,+bi a,-bi a; +b; N(z,) 
Z; AA: E Z E Es 
Como =Z, é o inverso de z,, isto é equivalente a multiplicar z, pelo 


2 
inverso de z,. 


Exemplos: 

) 3+5i (3+5)(1-i) 3-3i+5i-S” 3+2i+5 
l+i (1+i) (1-i) RR 2, 
3+51 8+2i 

= =4+41 
dei) 2 


mw = 10+20 00+2003+) 30 + 10i + 60i + 202 
Es (B-NG+ 32 +17 
30+70i-20 10+70i 
E Rua Adamo Sit 
10 10 


l=i (1-D(d=i) 1-2i+i? 2 


>— D—1 


ii) AE EEE oe 
l+i A+D)d-i) +47 Za 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


PT) Fretue. 
a) (2 + 31) + (4 + 5i) 
b)(3+4)-(1 + 2i) 
)(6+5)+(1-i) 


(21) [5 je 2i) 


e) (N3+)-(45+i) 
DU+3)-(5-3)+(4- 7) 


[2º Calcule p e greais, tais que (4+5) - (1 +3)=p+ qi. 


3º Encontre xe y reais, tais que (3 + x) +(y-4)=7+ 3i. 


DP4) Fretue. 
a) (443) (2-5i) 
b) (143) (2 +47) 
SS Q=s =) 
[5-2] [5 +)) 


e) (4 +32 
E5" Encontre z E C, tal que 2º = 2i. 


06) Seja z = 3 + 4ium número complexo, encontre: 


a) Z a) (Z) 
b) z? e) Compare os itens ce d. 
o) 2 


“7 


BZ Sendo z =3+iez,=2+ i, obtenha Ei, 


| EBD Efetue. 


2» 


E pi ay 
ti i 
b) 6 e) 2-5i 
Si i 
c) 2+4i 
5-3i 


:* [9º Seja o número complexo z = 3 — 4i. Encontre: 


a) Z; 
b) o inverso de z; 
c) o conjugado do inverso de z?; 


d) o inverso do produto z - i. 


: MO! Dado o número complexo z=1++/2i, escreva o com- 


plexo z”. 
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5.3 - Potências sucessivas de i 


Convencionamos =1, D=i e P=. 


Assim, temos: 


P=º.i=(NVi=ais B=a 


t=PP=cicy-1> EE 
P=itei=i 

Pai af = 

etc. 


Com efeito, quando se divide um número natural por 4, obtêm-se um quo- 
ciente q e um resto r E (0, 1, 2, 3). Então: 

Pei Cepd=(tyra=pfsf=tosi 

Por outro lado, o resto da divisão de um número natural por 4 é o mesmo resto 
que o do número formado pelos algarismos das dezenas e das unidades. 

Basta ver que, sen = kl... cdu = kl... cOO + du 

Como kl... cO0=kI.... c- 100, sendo múltiplo de 100 será múltiplo de 4, logo o 
responsável pelo resto da divisão será o número du = 10d + u. 

Assim: 

149720 = 72º = Ay E 1 

732283 = 783 = 72 = -1 

j'23458 = j58 = j2= 1 


pi=pi=p=i 


Em suma: 


etc. 


Exemplos: 
po pi (e pe a 


d) Ze Do NOTA 

dade Penido DR A soma de 4 potências 
consecutivas de i é nula. 
Por exemplo, 


Como i++ 24. 3=0eiZ+iA+iZ2+i2=0, temos: 


«14 E) R h: jan + ján+ + [+24 [043 =7 + 
— Ohi É = =o(l=i)  =lari sisl=i=0. 
Eq O 
td 
Z=—>+>i 
2» 2, 
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“7 


ii) Calcular a soma z=1 +i+P ++... +i?. 
Agrupando de 4 em 4, temos 100 parcelas, ou seja, 25 grupos de 4 potên- 
cias consecutivas. 
Logo:z=(1 +i+2+BD+(P++rtAD) ++ (A 4d) 
MERO aa=25 0 (0) =/10) 


Outra solução: 


Observando que temos uma PG de razão í, aplicaremos a fórmula da soma 


dos termos S E ce fo 
n q-1 
Logo: 
te on= =] il= 


1-1 lodo A 


Exercício resolvido: 
Calcule a soma z=1+2i+372 +42 +... + 991%, 
Solução: 
Multiplicando z por i, vem: 
Zz-i=i+22+38+... + 9818 + 99799 
Zz=1+2i+32+42+... + 9978 
Subtraindo z — zi, vem: 
= = NaisiP Ae ot =p" 
Z(1-)=" +17 +1º 99.7 
z(1-i)=1+i-1+99i=100i 

100i 1+i 


z="=100i5" =-50 +50i 
E; Bl 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Calcule: : DAM Seja o número complexo: 
a) p3 a) (3 : Zz= jto1 + [102 + 103 + [104 + jtos 4 [106, 
Calcule 22. 
b) (86 e) ??º 
o) 878 | [BSM Calcule a soma 1 +i+ 2 ++... 417, 


2 QualéovalordeiC+M+P+.. ++ 


F3' Calcule: 
aj pal d) [180 + 123 
:79 
b) 3! +i? 
Í 
OP +i 
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5.4 - Raiz quadrada 


EEE == : E | Em a E ER 
DEFINIÇÃO Chama-se módulo de um número complexo z = a + bi o número positivo 
Módulo de um número ou nulo |z|= /a'+b” =oulz|= JN(z). 
complexo. 
Exemplos: 
) 2=3-4 > |z|=/9+16=5 
ii) |5-12i|=25+144 =13 
ii) [1+i/3/=V1+3=2 
Para calcular a raiz quadrada de um complexo z = a + bi, esperamos que seja 
um complexo x+yicomx E Rey ER. 
Queremos: 
a+bi=(x+yi) 
a+bi=x2+ 2xpyi + y?i? 
a+bi=(x2-y?) + 2xyi 
DE io qu 
Devemos ter: J* Y =4 0) 
2xy=b (II) 
Se b 0, de (II) tiramos y = = , com x 0 ey O. Substituindo em (1), vem: 
x 
b? 
x? rd 4x* -b” = 49x” ou ainda 4x! - 49x? -b? = 0 
X 
= 4a+16aº +16b? 4a+4Va"+b” a+lz] 
8 8 2 
Como z 0, então a< |z|, ou seja, a— |z|< O, o que mostra que o sinal negativo 
leva a x É RR, que não serve como solução. Temos então: 
pe tel A ade la+|z| 
2 2 
Com isto, de (1), temos: 
yP=x-as az e Ene e a raiz quadrada fica: 
EEE] 
NOTA ahi =+ lelta, lzloa 
Se b=0, então isa | 2 2 
z=a+ bi=a é real. Neste 
pr E De (II), vem que xy = > - Assim, se Db é positivo, x e y devem ter o mesmo sinal. 


=+ i Z ã E . Pi sã 
ae bede tia, Se b é negativo, x e y devem ter sinais contrários. 
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Em suma: 
- DESSES) 
3 +d | = ) a 
a+bi=+ (A Fa il se b>0 NOTA 
2, RO Observe que, exceto pelo 
caso em que ze Re 
; | | z>0, não faz sentido 
Ja+bi=+ tzalta pm la ilseb<0O discutir raiz positiva de z. 
] 2 | 2; É Todo complexo tem duas 
! raízes quadradas (exceto 0). 
Exemplos: 


i) f-aical [7] 


3-4 =*(2-i) 
ij VEsEs 


Temos |-15— 8i |= V225+64 =17 


"EE E (ESB faso 


iii) 5+12i. Temos |5+12i| =25+144=13 


ni =+| Sê E [SS fossa 


O) o; 
DL Allg= o! 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcule o complexo z tal que iz+2z=i-l. 


Solução: 

Suponhamos z = x + yi com x, y reais. Substituindo na equação, vem: 

Mxry)+2(x= vi)==1+1 

ix+y?+2x-2yi=-1+i 

Como i? =-1, vem: 

ix VEZxo 2yi=" 1 

Qx-y)+(x-2yi="1+4i > eas 
x=2y=1 


Resolvendo o sistema: y=-1ex=-—1 
Resposta: O complexo será z = —1 — i. 
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2) Calcule x real de modo que É = seja um imaginário puro. 
+2xi 


Solução: 
Temos cv CS dd 2x2? 
1+2xi (1+2xi)(1-2xi) 1+4xº 


2-xi 2-2xº Sai 
1+2xi 1+4x] 1+4x 
Para este complexo ser um imaginário puro devemos ter: 
2-2xº 
se ee be sda 
1+4x 


Resposta: O complexo fica 0+ E = AE, 


então 


3) Sendou=1l+iev=1-i, calcule us . y-S, 


Solução: 


dv mv vm Pp 


l+i 1+2i+i? cj 
z Z 
(u)2=;2=;º=1 então uU2.vI=12.y=v=1-i 


wi =+D)(-D)i=(+)- 


Resposta: y2 .y4=1-i 
4) Resolva a equação |z |+z=2+ ii. 
Solução: 
Suponhamos z=x+yi > |zl=xº+y”, então: 


VX +)" +x+yi=2+i, logo: 
+ +x=2 õ 
=> qu tl=D=s (Sb) 


Ped 


Elevando ambos os membros ao quadrado: 
x +1=4-4x+xº 44=3 > x=5 > 2=5+i 


Testando-o na equação original, vemos que ele a satisfaz: 


2 
s e = po mos SC e 
4 4 16 4 + 4 


=2 += Bl=24 


Resposta: O complexo será z = : +i. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


: EB Encontre o número complexo z, tal que |z| = 2 e 


ET Dê o módulo de 2=3-;. jz=1|=1 


[2 Calcule o módulo de cada um dos números com- : E 
:* DAM Determine as raízes quadradas de: 


plexos: 
a)z=4+i d)z=-6i a) i d) 2i 
b)z=2-i E pesada) Re e)5-12i 
E ss c) 4i 

do 2 


275 ED vá 


CAPÍTULO V NÚMEROS COMPLEXOS 


5.5 — Forma geométrica de um número complexo 


Como o complexo z é constituído de dois números distintos, podemos repre- 
sentá-lo por um par ordenado de números reais (a, b). Assim: 


z=a+ bi corresponde ao par ordenado (a, b) 


Im 4 
+ E E RE SN eP=a+bi 
I 
|] 
I 
|] 
I 
I 
t > 
9 E Re 
EEN 
NOTA 


O sistema de coordenadas 


em questão é chamado de ) . 
plano de Argand-Gauss e Se considerarmos um sistema de coordenadas e marcarmos no mesmo o pon- 


Os eixos são o eixo real (Re) to P = (a, b), ele será chamado de imagem do complexo z. Por outro lado, a cada 
e o eixo imaginário (Im). ponto P = (a, b) corresponderá um complexo z = a + bi que será chamado de afixo 
do ponto P = (a, b). A expressão a + bi é chamada forma algébrica do complexo z. 


Exemplos: 
Im É 
3ºB 
Cqesc-s: -2 
I 
A 
| o Rd o há 
Do = H | 
— + — d 
o o 0 wo wu Re 
1-1 6 F 
1 I 
Ipdlss====>= + 
G 
e 
E 3 


d O ponto À = (4, 1) é imagem do complexo z = 4 + i. 
ii) O ponto B = (0, 3) é imagem do complexo z = O + 3i = 3i. 
iii) O complexo z = -2 + 2i é o afixo do ponto C = (-2, 2). 


iv) O complexo z = -3 + Oi é o afixo do ponto D = (-3, 0). 
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v) Oponto E=(-1,-3) é a imagem do complexo z =-—1 — 3i. 
vi) O ponto F = (0, -1) é a imagem do complexo z = -i. 
vii) O complexo z = 3 — 2i é o afixo do ponto G = (3, -2). 


viii) O complexo z = 2 é o afixo do ponto H = (2, 0). 


Im 
a+bi=(a,b) 


> 
Re 
-a — bi = (-a, -b) —b a-bi=(a,-b) 


Exemplos: 


ii Qualo lugar geométrico das imagens dos complexos z= 2 +yi, Vy ER. 


Im 4 EI) 
V4---—6O 
1 4--——6 
E é 
0 2 a 
4--—--6 


Basta notar que as imagens dos complexos são pontos do tipo (2, )), 
isto é, x = 2 para todo y. A equação x = 2 é uma reta paralela ao eixo Im. 


ii) Qualo lugar geométrico das imagens dos complexos z = t+ 3i, VtE RR. 


Im 4 
3 
E IR 
RE 
I I | 
1 1 
0 ... x Re 
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Neste caso os pontos do tipo (t, 3) são de uma reta de equação y = 3 que 
é paralela ao eixo Re. 


iii) Qual o lugar geométrico das imagens dos complexos z = (t+ 1) + 2ti 
variáveis com o parâmetro real t? 


pa a] 
Et 
equação se obtém eliminando-se o parâmetro t. 


Basta notar que | são as equações paramétricas da reta cuja 


Leste dl => pe bio ID) = p= mp 


Im À 


V=28=2 


Temos tga =2 e o corte no eixo Im no ponto (0, —2) = —2i. 


iv) Qualo lugar geométrico das imagens dos complexos Z = (vt, t-4), VÍER. 


|x=«t 
Basta fazer d t>0. 
yp=t-—4 
Eliminando o parâmetro t, vem x?=tey=x?- 4, que é uma semipará- 
bola, pois Jt >0, logo x>0. 


Im 4 
+ > 
(0) a Re 
-4 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM No plano de Argand-Gauss, estão representadas as : [ZM Determine, no plano de Argand-Gauss, a imagem de 


imagens de alguns números complexos. Dê a forma cada um dos seguintes números complexos. 
9 : 
algébrica de cada um desses complexos. : : 
a)z,=1+2i 
Im 
b)z,=-2-i 
ee. ez 
1 c) Z,= —4+3i 
Z10 dz,=5-2i 
PO dd aa 5 
a Ez e)z,=-4i 
os ; r 
E as =. : EB? Encontre a área do triângulo ABC, sendo os pontos A, 
: à e Ê Ê . ; ; : 
e : BeCas imagens de -2 +; 1+5ije 4+ i respectiva- 
ÇA Z, É mente. 
O : á gs 
Z : DAM Qual é o lugar geométrico das imagens dos complexos? 
esses: : : 
2, Ed ; a)z=-2+yi yE R 


b)z=t-3, tE R 
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5.6 — Forma trigonométrica de um número complexo 


5.6.1 - Módulo de um número complexo 


[E] 
DEFINIÇÃO Consideremos um complexo z = a + bi e sua imagem P = (a, b) no plano. 
Módulo de um número 
complexo. 
Pp Im A 
P=(a, b) 
> 
Re 
EE 


NOTA 

Esta definição de módulo 
de um número complexo 
coincide com a apresentada 
anteriormente. 


Exemplos: 
ij) 2z=3+4i =+|2|=V9+16=5 


ii) 2=-5+12 > |z|=V(-5) +12? =13 


iii) 2=3/=0+3i => |2|=00º+3º =3 


O módulo de um complexo é sempre positivo ou nulo. 


5.6.2 — Argumento de um número complexo 


[CC Chama-se argumento de um complexo o ângulo trigonométrico do segmen- 
NOTA : 

Para = 0 (ou P=(0,0)) to OP com o eixo real (Re). 

não está definida a noção 
de argumento de z. Temos: 


9=k.2n+9, emque 0<6,<27 
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EEE Ss 


) ) DEFINIÇÃO 
SAD Pá Er mplexo Argumento principal de um 
; número complexo. 


EEE 
NOTA 


Para calcular o argumento do complexo z = a + bi (z + O), basta ver que Alguns autores consideram 
-17<0,<7. O argumen- 


to principal se escreve com 
É A maiúsculo. 


Este argumento pode ser também calculado utilizando a tangente do ângulo O 
associada ao quadrante onde se situa a imagem do complexo P = (a, b). Assim, 


is0=2 juntamente com o quadrante de (a, b). 


Exemplos: 
i) z=1+i 
cosg=-— 
r=I+1=2, o = 0=k2n+5 
sen0=-——= 
o 
li) z=-=1+i3 
- Im 
3 = a Pu 
= => 6=k.27+50 
=, lB JE 2º quadrante E 
lii)z=-31=0-3i E 
cosg=-5=0 3 [à 
r=/0+9=3, : > 6=k 2045 Re 
[Es 
3 
=3i 
iv) z=2=2+0i 
Im 
cosg=5=1 9 
RENDA = 2, = 0=k-27 y R 
0 (o 
canigis =) 
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NOTA 


A expressão cis é uma 
simplificação de cos + isen. 


ds 


5.6.3 —- Forma trigonométrica ou polar de um número complexo 


Consiste em expressar o complexo z = a + bi em função do módulo r = Ja” + b? 


e do argumento 6. Assim: 


a+bi = (E+5i)= r(cos 0 + i sen 0) 
rr 


À soma cos0 + isen6 é comumente representada por cis 0. Com isto, o com- 


plexo fica: 


z=r(cos0+isen0) ou z=rcis0 


que é a forma trigonométrica do complexo. 


Exemplos: 


|) 


ii) 


iii) 


iv) 


Escrever na forma trigonométrica os complexos. 


Z,=1+i 


Cd on = os [pon] 
4 U 4 


= NES 
[coso = 5 ( 5 
=> g= fora Es => 252 (dh Rome 
3 3 U 3 
sen 0 = — 
| 2 


Z,=-1-i 


Utilizando a tangente do ângulo para calcular, temos: 
r=V1+1=2 


Ee => 0=k2n+E 525 2 os[pezn E] 

(-1, —1) E 3º quadrante 

z=2-2i 

r=V4+4=/8=242 

ER x : x 
2, mis ie » 2= 242 cs(k2n- E] 

(2, —2) E 4º quadrante 
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Exemplos: 
i) z=2csã > z=20s|-E le -z=2cis|n+F 
6 6 6 


li) z=5cisl20º > z=5cis(-120º)=5 cis 240º e -z=5 cis 300º 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Determine o argumento dos seguintes números com- 
plexos: 


E, 


a) Zz=—+—i 
) 2 


; d) 2=3-i 


b) 2=2+243i e) z=1+i 
O ges2rhs f) z=3i 


E2º Represente cada número complexo a seguir na forma 
trigonométrica. 


a) z=1+3i d) z=-2-2i 

b) 2=34+i e) = 
-i 

Cc) z=-3i 


Ud: 


à mase >=. 


* 5 Dê a forma trigonométrica de z= 2.2. ;2....i?, 


: [BH Escreva a forma algébrica dos seguintes números com- 


plexos: 
a) z=4(cos 120º+i sen 120º) 


E BT. 31 
b) 2=2[cos = tisen 5) 


c) z=2(cos 300º +i sen 300º) 


T . x 
d) z=cos 3 +Í sen 3 


-+— , obtenha a forma trigonométrica de z 


Pi i+1 
e de z?. 


129 
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5.7 - Operações com números complexos 
na forma trigonométrica 


ipli ) EEE 
5.7.1 - Multiplicação 

NOTA 

Sejam dois complexos z =r cis0,ez,=r, cis 0,. Como a adição e a 
subtração não trazem 

Efetuando o produto, temos: nenhum resultado 
vantajoso, não as 

z2z,=(r, cis0)- (r,cis0,)=rr, (cos 0 +isen 0) (cos 0, +isen 0,) estudaremos na forma 


trigonométrica em especial. 


Ou ainda: 
ZZ, =" r,l(cos 6, cos 6, - sen O sen 0,) + i (sen 0, cos 0, + sen 0, cos 0)] 


Logo: 


ZZ, =rnlcos (9, +0,)+i sen (0, +0,)] 


| ZA talo, cis(0, a 9,) | 


Para multiplicar dois complexos na forma trigonométrica, multiplicam-se os 
módulos e somam-se os argumentos. 


Exemplos: 
1) 57] 
Z, = 2cis— l 
E PSTU ST 
> Z2Z,=2-3cis| => +— 
ie 4 4 
Z, =3cis E 
4 
Z,Z, =6cis e 6cis 21 
zZ, =6(cos 2m+i sen 27)=6(1+0i) = 6 
ii) Z = 65 90º ; 
> Z,Z, = €is (30º + 120º) = cis 150º 
Z, = cis 120º 


3 


Z,Z, = cos150º + isen 150º = ERR 
nao 


ii) Zz,=2cis 10º 
Z, =4cis 30º, => z,2,2, =2-4-8cis (10º +30º+50º) 
Z; = 8cis 50º 
Z;Z,2, = 64cis 90º = 64(cos 90º+ isen 90º) 
Z,2,2, = 64(0 +1i) = 64i 
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5.7.2 - Divisão 
Sendo Z,=1,cis0, e z, =r, cis0,, devemos ter: 


Z il: Z Z 
l=2, = 2 =2Z,* 2 
Z, N(z,) |Z, | 


+, logo: 
2 


Zz . r, cis(—0 Es 
= =rcis0, -* ( 2) 1 cis(0, —0,) 
Z, 2 h 


Z. ER 
Ee é 


Para dividir dois complexos na forma trigonométrica, dividem-se os módulos 
e subtraem-se os argumentos. 


Exemplos: 
CS o E o Ee ai 
GI SEO 


(2 cis 10º)(3 cis 20º)(4 cis 30º) 


ii) 
(6 cis 60)(2 cis 120º) cis 180º 


RESORTS O) 
6:2-1 cis (60º+120º+ 180º) 
=2 cis (60º- 360º) =2 cis (-300º) = 2 cis 60º = 


A EA = 
En 


2+2i 


iii) Calcular o módulo e o argumento de E 
=1+i 


Temos que o módulo do quociente é o quociente dos módulos, logo 


[2+2i| V4+4 Bond, 
Ee ab 


Como (2 + 2i) tem sua imagem (2, 2) na bissetriz do 1º quadrante, seu 
argumento será k - 360º + 45º. 

Por outro lado, a imagem de (-1 + i) está na bissetriz do 2º quadrante 
(-1, 1) eseu argumento será então k'. 360º + 135º. O argumento do quo- 
ciente é (k-360º+45º)—(k!. 360º+135º)=k".360º—- 90º = k" . 360º+270º. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Considere os números complexos a seguir: : [BM Dados os complexos z, =6 cis 85º e z, =3 cis 25º, 


am RI: É calcule: 
Rj 2eb- 62,208 : 
. 2. Z| : a) Z| 'Z, 
Escreva na forma trigonométrica Z,-Z, e —. : 
z : 
2 
bj 
FZ" Sejam os números complexos z, = 6 cis 240º; z, =cis 30º; Z, 
e z,=2. cis 150º. Obtenha na forma trigonométrica:  j O 2,2, 
: Z 
a) Z,:Z; d) 2,-Z,-Z, d) = 
2 
b) 2 e) 2123 
Z, Z, 
c) Z,'23 
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5.8 - Potenciação - Fórmula de De Moivre 


Convencionaremos que zº =(rcis0)º =1 ez! =(rcis6)' =rcis6. 
Temos que: 

(rcis0)? =(rcis6)-(rcis0)=7? cis20 

(rcis 0)º = (rcis 6)? -(rcis 6) = (1º cis20)(r cis 0) = 7º cis30 

etc. 

Suponhamos que (rcis6)” = 1º cisn6. Completemos a indução: 
(reis6)"*! =(rcis0)" (reis 0) =(r" cisnO)(rciso), logo: 


(rcis6)"*! =r"*! cis(n+1)0, o que completa a indução. 


Para elevar um complexo na forma trigonométrica a um expoente inteiro e 
positivo, eleva-se o módulo a esse expoente e multiplica-se o argumento por esse 


expoente: 


z=rcis0 > z" =r" cis(n6) 


No caso do expoente negativo, temos: 


(rcis0)” = [reis 07] E e = E cis ( o] 


logo: 


(reis6)" =| cis(-0)P = 1" cis(-n6) 
o que mostra que a fórmula de De Moivre se mantém para expoentes negativos. 


Exemplos: 


1 (Des) = 2º ssa coafLont | S2E DSi 


30 

ii) Calcular (1 = n/3) ; 

E] 

NOTA Passando 1 -i/3 paraaformatrigonométrica, temos 1 — 3 = 2. cis(-60º), 


Observe que o 
desenvolvimento do ENE 


2 
binômio de Newton seria pois 1 + (3) =Zetg0= ne 3 com (1, — 3) no 4º quadrante. 


excessivamente trabalhoso. 


Assim: 


30 
(1 3) =|2 cis(-60)Pº = 2º cis(-1800º) = 2º cis0º = 2º 
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iii) Calcular os complexos não nulos cuja 5º potência reproduza o seu con- 
jugado. 
Devemos ter zº =Z. Escrevendo na forma trigonométrica, vem: 
(rcis6) =rcis(-0) => r' cis50=rcis(-0) 


Esta igualdade nos dará: 
e e qsil= ni (poisr > 0) 


[59-(0)=k:27 + 680=k:2n + 6 Fofo 
6 3 
Com k inteiro, logo: 
Z= as o kez 
3 
E [EEE | 
Parak=0 > z,;=1cis0=1 
4 Im NOTA 
TUR NE, As seis soluções somam um 
k=1 => z=1cis 3 = Ei I EM hexágono regular no plano 
de ne esa a de Argand-Gauss. 
21 il 3 Ê E 
k=2 > z,=les> =->+i— E a 
Ejs las oo ; 
K=3 => g,=losn=+il Pag Es > 
ES “Eb Re 
Red os am 1,3 a E 
O 4 É 
O RR sz 
Sm 1 ve Z, É 
k=5 > z-les> =oci 
geldi os 
k=6 => z=1cis SE -1cis0=1 
Observe que a partir de k = 6 os valores de z começam a se repetir, 
havendo portanto exatamente 6 complexos não nulos e distintos que 
satisfazem a propriedade. 
5.9 — Radiciação 
[| 


Chama-se raiz n-ésima de um complexo z=rcis6 um outro complexo NOTA 
A letra grega p se lê “rô”. 


w=pcis a tal que: 

w=z, neZz > w=z 
Temos: 
Wrcis0=pcisa => (pceisa)"=r cis6 


p” cis no=r cis 6 
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NOTA 


Lembre que 6 = k-2n+06: 


ds 


lamos os valores do argumento q = 


de q, =-L. 
“ ma 


partir de k = n os ângulos a, serão côngruos respectivamente de q, O, O,,..., O 


A igualdade de complexos permite escrever: 


p'=r => p= 
0 k-27+60, 
n n 


cis no, = cis O no = 0 


em que 6, é a menor determinação positiva do ângulo 0. Então temos: 


k-2 
“Jr cis 6 =“ cis adia kez 
n 


Como k pertence aos inteiros, atribuímos a k valores a partir de k = O e calcu- 
k-27+0, 27,8% 
non 


[o 
k=0 > q=* 
n 
k=1 > q =1 am do 
nn 
= and 
n 
9 
= cn 
nn 
k=n-1 [o (= 28% 
n 
Quando dermos a k o valor n, teremos di Squd pis 2n+ º., que é côngruo 
8, nn n 


Como os valores dos a, formam uma progressão aritmética de razão 2x, a 
n 


n-1 


para os valores de kiguaisan,n+ 1,n+2,.... etc. Existirão portanto n valores distin- 
tos para os q, , que serão obtidos atribuindo-se a k os valores 0, 1, 2, ..., n — 1, logo 


as raízes n-ésimas de um complexo são n valores distintos. 


Chamando essas raízes de r,, 1, 1,, ..., 7, temos: 
017 2 n-1 


a) 
r= sr cis O 
n 
: 21 
r=r cis [1.— + 
n 


n 
: 2n 6 
r, =" cis 2. +D 

nn 


rar cis or nZEsd 
nn 
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5.9.1 - Interpretação geométrica das a/z 


Observando as raízes da página anterior, nota-se que seus módulos são todos 
iguais a “/r, fato que as coloca sobre uma mesma circunferência de centro na ori- 


gem e raio 4/z 
Im 4 


Por outro lado, como os argumentos estão em progressão aritmética de razão 


Em as imagens dessas raízes estarão igualmente afastadas sobre a circunferência. 


terão 


Como a raiz r, tem imagem coincidente com r,, todas as raízes 1, 1, 1, TF, 
como imagens os pontos que dividem uma circunferência de raio “/r em n partes 
congruentes. Tais raízes serão vértices de um polígono regular de n lados inscrito 
nessa circunferência. A primeira raiz r, estará com uma defasagem de %o em relação 


ao eixo Re dos reais. n 


Exemplo: 


Calcular 4/-8+8,3 -i. 


Passemos -8+8./3-i para a forma trigonométrica. 


r=v64+192 = 256 =16 


-8s -—1 
cos a 
> 0, = 120º 
no= 1883 1,43 
16 z, 


Devemos ter: 4-8+ 843 -i = 4/16 cis(k- 360º + 120º) 
então 4/-8+ Bo cis £ SEO + dO =2 cis(k-90º + 30º) 


joes S O, À, 2, Sl 
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k=0 > 1,=2 cis30º = 2 (cos30º +i sen309)= 3 +i 

k=1 = 1,=2 cis(1:90º+30º) = 2 (c0s120º+i sen1209)=-1+i3 
k=2 > 1,=2 cis(2:90º+30º) = 2 (cos210º+i sen210º)= 3 -i 
Ki=90 => 1 = 25 cis (9:90 050) = 2i(cos 80087 sen 300º) =1-i/3 


Im 


Observe que as quatro raízes do complexo são vértices de um quadrado ins- 
crito numa circunferência de raio 2. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Dado ;= 5* a obtenha ze zº. 
E2" Dado z=4 cis 30º, obtenha zº. 


[3 Dado z=2Z(cos 30º+i sen 30º), obtenha a forma algé- 


brica de: 
a) 2 c) 71º 
b) zé d) z* 


AM Calcule (3 +1) 


AT 
ES se z=2cis ER calcule zº e 7º. 
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1+2i 


É sy 
: 6 Calcule 5) 


: [BZ Encontre o menor número natural n, maior do que 10, 


tal que (3 +)” seja um número imaginário puro. 


: 180 número Z é o conjugado do complexo z. Qual é o 


número de soluções da equação 2? =Z? 


: 9) Determine o menor inteiro positivo n, para o qual 


3 


, E" 1 : 
z:zí.zº-...:z” seja real positivo, onde dad Rê 


é MO! Encontre todas as raízes complexas do número 1. 


Ed 
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“7 


5.9.2 - Aplicações da radiciação e logaritmos 


Equações binomiais 


São equações que se reduzem à forma ax" + b = 0, sendo a e b complexos quais- 
quer, com a + 0. 


Para resolvê-la, temos: 


15) 
ax" +b=0 => x” > x=n)— 
a 


da z I b 
Passa-se E para a forma trigonométrica e calculam-se as raízes u]-— . 
a a 


Exemplo: 


Resolver a equação xº + 27x? = 0. 
Temos: 
3º a DE =) = AG e 2))=0D=>52=0Q qu sz 


A equação x? = O dá duas raízes nulas x, = x, = 0. 
Vamos então resolver a equação xº = 27. 


Passando -27 para a forma trigonométrica, temos: 
-27=27-(-1)=27 cis(k:360º+ 180º), então: 


X =27 dis(k-360º+1807) = x=1D7 dis ido mm 
x=3 cis(k-120º+609), k E 10, 1, 2) 


ie) => x, =3 cosas jap fis 


» Z, 2, Z, 
k=1 > x/=3cis180º=3(-1+0i)=-3 


RED = esa so = 35 SE ai 


Equações trinomiais 


São equações que se reduzem à forma ax” + bx" + c=0, sendo 40, bz 0 ec 
complexos quaisquer. 

Sua solução se obtém fazendo x” = y recaindo na equação ay? + by + c=0. 

Resolvendo esta equação obtemos duas raízes, y, e y,, que nos levam a duas 
equações binomiais x” = y, e x” = y,. Conforme vimos no caso anterior, cada uma 
dessas equações nos dá n raízes que darão as 2n raízes da equação ax?" + bx" + c=0. 


x =y, => x=?y, com n valores 


x =y, => x=4/y, com n valores 
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Exemplo: 


Resolver a equação xº — 7xº — 8x? = 0. 

Colocando x? em evidência, temos x2(xº — 7xº —- 8) = 0, que nos dá x?= O ou 
xº-7xº-8=0. 

A equação x? = O tem duas raízes nulas. 

Na equação xº — 7xº — 8 = 0, façamos xº = y. A equação fica y?- 7y-8=0, 
que tem as raízes 8 e -1. 

Temos agora duas equações binomiais. 


a = x=4/8= 8 cisk-2m = 2 cis SEE (kKElO, 1, 2)) 


REQ DR [o eo ane =. Es == fato 
o o 3 2 “2 


ek=2 > ,=2 DRA RR 


2, 2 


Bis e 1-5 2n+m) cs [ER 5) Re o 12) 
Eua 


[4 O) Ea 


ImÊ 


A interpretação geométrica das raízes é que duas delas estão na origem e 
as outras seis nos vértices de dois triângulos equiláteros, um deles inscri- 
to numa circunferência de raio 1 e o outro inscrito numa circunferência 
de raio 2. 
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Logaritmação 


A logaritmação de um número complexo se faz utilizando a forma exponen- 
cial de um número complexo. Demonstra-se no cálculo diferencial que: 


NOTA 

O número 
e=2,7182818...éa 
constante de Euler, já 
utilizada anteriormente. 


E====== ss 
NOTA i) 
A identidade de Euler 

é uma das mais belas 
fórmulas da Matemática; 
ela envolve suas principais 
constantes (e, 7, 1, 1, 0) 
e sinais de operações 

(+, A, =). 

Por este motivo, o físico 
norte-americano Richard 
Feynman a chamou de “a 
fórmula mais notável da 
Matemática”. 


ii) 


NOTA 
Quando o expoente é 
complexo, a expressão 


22 28 oa: 
1 assume vários valores 


distintos. 


z “) 


NOTA 

O logaritmo de um número 
complexo não é único. 
Existem infinitos valores 
distintos para ele. 


NOTA 

Para calcular o logaritmo 
numa base qualquer basta 
mudar para a base e. 


Rosa “nz 
Assim: log ,z Tha 


vi) 


In et2ni 


(e2n+3) 
Ine e 
(k2mi)ln e 


à z 
k'2n+5|]l 
( +53) ne 


dd vykkEZ 


“4RA 


log, 1=101 
"ni 


log, 1 


Ud: 


cis 0 = e? 


ou cos B+iseng=e”, O em rad. 


Para passarmos um número complexo z=r cis0 para a forma exponencial, 
ig E 2 A E 
faremos Z=r-e”. Com isto, basta calcular o módulo r e o argumento 0 e substituir 
na nova forma. 


Exemplos: 


1+i=V2 cisf=2 . elter+ã) 


l=cisk2n=eitr 


Mostrar que e” +1=0 (Identidade de Euler). 
Basta ver que e” =cism=-1, logo e" +1=-1+1=0. 


Mostrar que os valores de i' são números reais. 
Passando a base i para a forma exponencial e mantendo o expoente i, 
vem: 


FR 
velo?) =e “ee 2, que ércal 


1 
x (12x+ 5) (2043) 
Os outros valores vêm de le =e : 


Calcular In (1-3). 
Passando 1-i/3 para a forma exponencial, vem: 


Er + k27 


ED É 


E T ER T 
In(1-143) =Inf2.e e [E mes “ =n2+i er] 


) Aplicando In a ambos os membros, vem: 


in(1-05)=n2+ [tons SE vie 
Calcular x e y reais na equação: 

In(x+ vi) = (1-0 
Devemos ter: 
In(x+y)=[(0-2i+)=—5 
Ed E x+yi=cis — =0-i 


Entãox=0ey=-1. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


EM Resolva as equações no conjunto dos números com- : [3H Resolva as equações no campo dos números complexos. 
plexos. É 


a) 2x22+8=0 
EU as b) X+16=0 
RAS O 5x42-5i=0 
o x-7x)-8=0 ss 


a) Represente graficamente w e w? indicando os seus 
módulos e argumentos. 


[2 Considere o número complexo w = 


b) Ache todas as soluções complexas da equação 
Z2+1=0. 


c) Calculeasoma 1 + w+w2+.. + w!!, 
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5.10 - Forma vetorial de um número complexo 


Todo número complexo z = a + bi é determinado por um par ordenado de 
números reais (a, b) e R2, sobre os quais foram definidos operações já descritas. 
Por outro lado, todo vetor do R? é também representado por um par ordenado de 
números reais cujas operações de adição e multiplicação por um número são aná- 
logas. Por esta razão, identifica-se o complexo z = a + bi com o par ordenado (a, b), 
representação do vetor OP em que P = (a, b) é a imagem do complexo z = a + bi. 


P= (a, b) 


Exemplos: 


P  Qualéo lugar geométrico das imagens dos complexos z tais que: 
a) |7)=3 


Como |z|=3, o vetor OP tem módulo constante igual a 3, logo suas 
imagens descrevem um círculo de centro na origem e raio 3. 


4 Im 


Este resultado poderia também ser obtido supondo z=x + yi=(x,)y)e 
igualando o módulo a 3. Temos ldl= x? +72 =3 > x?+y? =9, queéa 
equação de um círculo de centro na origem e raio 3. 
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b) |7|<3 


Quando [z| <3, temos )x” +y” <3, que indica que todos os pontos (x, ) 
distam da origem de um valor menor ou igual a 3. Temos então os pon- 
tos do círculo abaixo e também todos os pontos interiores ao mesmo. 


Im 3 
Re 


c) g-(1+)]=2 A 


Se |2-(1+i)|=2, consideremos as imagens 
deziguaisaP=(xyedez=1l+i=(1,l1). 
Temos então que z — (1 + i) é a diferença 
P-A = AP. Isto significa que o módulo do ve- 
tor AP é igual a 2, sendo o ponto A = (1, 1) fixo 
e o ponto P = (x, y) variável. O lugar de P será Re 
então um círculo de centro A = (1, 1) e raio 2. 


Este resultado pode ser também obtido supondo z = x + yi. Então: 
z-1+D)D=(x+y)-1+D)D=(x-D+(y-]i 
que é o vetor (x — 1, y — 1). O módulo deste vetor deve ser igual a 2, logo: 


xD +(p-1)=2 > (x-1+(y-1)/=4 


que é a equação de um círculo de centro (1, 1) e raio 2. 


Qual é o lugar geométrico das imagens do complexo 2z + (1 — i) quando 
tgp = lg 


Como |z| = 1, z descreve um círculo de centro na origem e raio 1, logo 2z 
descreverá, então, um círculo de centro na origem e raio 2. 2z + (1 — i) 
corresponde a efetuar nas imagens de 2z uma translação segundo o vetor 
(1, -1). Com isto, o círculo 2z se desloca e seu centro sai da origem para o 
ponto (1, 1), logo o lugar geométrico de z' = 2z + (1 — i) é um círculo de 
centro em (1, -1) e raio 2. 

Este resultado poderia ser obtido supondo z = x + yi. Deseja-se o lugar de 
z'=2(x+yi)+ (1-1) = (2x + 1) + (2y- 1)i. Façamos z' = x" + y'i. Temos então: 


x'-1 

28 = Dorall as » 
Ra Pad 
ARE 


Gomo|Z|= 1 qa uy =1 em 5] = 


(x - 1)2+(7'+ 12 =4, que representa um círculo de centro em (1, —1) e raio 2. 
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5.10.1 - Operador cis 0 = e'”º 


No caso da multiplicação de complexos, tem particular importância o comple- 
xo cis o. Este número complexo, quando multiplicado por z=r cis0, nos dá: 


Zzcis a 


> 
x 


[ET 
NOTA Observe que o módulo r não se altera, mas o argumento 0 sofre uma rotação 


iguala a. 
. Então o complexo cisa, opera sobre o complexo z=r cisg efetuando na sua 
efetua uma rotação de +90º . E x 
em torno da origem do imagem uma rotação de um ângulo a. 
vetor Z. 


Es sis A 
A multiplicação por | =cis 
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zp cis o 


= 


Este resultado equivale a uma rotação de um ângulo a acompanhada de uma 
homotetia de razão p (dilatação ou contração). 


Exemplo: 


Um triângulo equilátero tem centro no ponto C = (1, 1). Sabendo que 
um dos seus vértices é a origem, calcular os outros vértices. 


Temos: 

A=C+CA  C=(1 D=l+i 
CA =CO cis120º 

CA=(0-C) (cos120º+i sen 120º) 


A=C+CA=(4+)+C1-D(14003)=>(3+3)++(3-3)i 


pe( 26 a] 


p; 7) 
B=C+CB 
CB=CO cis(-1209 =(-1 — i)lcos(-1209 +i sen(-1209] 


2) 


GH ei ) - is 
B=(+D+51-D(1-3)-5(3-8)+5(3+4B)i 


se e] 
Do 


2 
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NOTA 

Em outras palavras, a 
multiplicação de um 
número complexo 
por outro resulta em 
uma roto-homotetia. 


EEEF 
NOTA 


Lembrar que cis 0 = e'º 


Por esta razão e!º é 


também chamado de 
operador de rotação de 
um ângulo 0. 
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Exercício resolvido: 


(Problema clássico do náufrago) Um náufrago chegou a uma ilha com 
um tesouro. Para enterrá-lo, visualizou duas pedras, P e P,, e construiu 
o seguinte “mapa do tesouro”: 


A! 


A” 


> S 


P Ip 


1 2 


a) Tomou como ponto de partida uma grande árvore A. 


b) Colocou-se na pedra P, e de frente para a árvore A deslocou-se para a 
esquerda em linha reta de uma distância igual a P A e marcando o pon- 
to A'talquePA'=PA. 


c) Colocando-se na pedra P, de frente para a árvore A e deslocou-se para 
a direita em linha reta de uma distância igual a P,A e marcando o ponto 
A” talque PA” =PA. 


d) Caminhou de A” até A” e enterrou o tesouro no meio do caminho 
A'A”, no ponto T. 

Ao voltar à ilha para resgatar o tesouro, o náufrago não encontrou a ár- 
vore À e pensou tê-lo perdido. 

Ão consultar um matemático, este lhe disse que era possível encontrar o 
tesouro sem precisar da posição da árvore. Encontre-o. 


Solução: 
Coloquemos um sistema de eixos coordenados com a origem P e o eixo 
Ox coincidente com P P,. O ponto A passará a ter coordenadas A = (x, y)= 
= St ap jul 


> 
Re 
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O vetor PA será o complexo x + yi e o vetor PA, o vetor 
PA-i=(x+yi)i=xi+yi? =-y+axi, pois se obtém de uma rotação de 90º 


no vetor PA [not que i=cis :) 


O vetor P,A será PA=A-P,=(x-a)+yi. Como P,A" se obtém fazen- 
do uma rotação de 90º no vetor PA , temos P,A"= BA-(ci) > 
EPA avi san =v Ga. 

O ponto A" terá coordenadas A' = (—y, x). 


O ponto A” terá coordenadas A” = (a, 0) +(y-x+a)=(vy+a,-x+a). 
O ponto T será médio de A'A”, logo: 


T= AFA (Gy, x) n(yha xa) e 3] 


2 2 Do 


Resposta: Para encontrar o tesouro T, basta caminhar de P, até o meio da 
distância PP, e dobrar à esquerda caminhando a mesma distância. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Represente no plano de Argand-Gauss os conjuntos: ; [BZM Dada a expressão 22+Z=22i-7, sendo z um número 
a(ze C| |2|=3) : complexo, determine |z)2. 
b)(ze C| |z-5|<4) 
O) (ze C| |2+42]<5) 
d)(zeC| |z-1/=1) 
eJ(ze C| |z+i]=3) 
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5.11 - Apêndice 
5.11.1 - Forma matricial 


, spt O j E 
Se representarmos o número 1 pela matriz o 1º o número real a será repre- 


. 1 0 a O 
sentado pela matriz a=a-l=a = : 
O 1) |/0 a 


0 -1 
Neste caso, o número i pode ser representado pela matriz Ê o! 


Basta ver que: 2 =j.i= so = = ER. ="4 
1 o|l1 (0) O -1 


Com isto, o complexo z = a + bi fica: 


“la O 0 -1 a O O —b 
z=a+bi= +b PE + 
O a 1 (0) O a b (0) 


oo =) 
Logo asm=| | 
2) a | 


Todas as operações com matrizes se aplicam aos números complexos. 
O caso particular de cis0='º fica então: 
cos O -—sen 6 


que é a matriz de rotação de um ângulo 0. 
sen6 cos 6 


cis8=cos 0+isen o+| 


Exemplos: 
i) Efetuar no vetor representado pelo complexo z = 1 + i uma rotação de + 60º. 
Devemos escrever o vetor representativo do complexo como uma matriz 
coluna e multiplicá-lo por cis 60º. 
1 
Temos que: z=1+i=(1, v=[| 


E NE 


| 
. cos 60º -sen60º | |2 3 
cis 60º = cos 60º +i sen 60º = = 
em 60º cos 60º | 1./3 1 
» j 


J3 


il 

2 E 1 
z cisg=|2 Hi 

Ball 

D) 


2 2, 


ii) Calcular o inverso do complexo z = 1 + i. 


2 1 -1 
Escrevendo-o como uma matriz, temos: z -| 
1 


Mp dd lo =(il il ; 
Calculando sua inversa, vem: Z”! = 5 E | =— Ê ; ] = q -i) 
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;2003 


ET (Mack-SP) Se i? = —1, o complexo zZ= aee 


1 


(A) um número de módulo 1. 

(B) um imaginário puro. 

(C) um número real. 

(D) um número de módulo «/2. 

(E) da forma a + bi; com a+ b=1. 
a 


EZH (FEI-SP) Se q=1+2i;, b=2-ie aa então o nú- 
mero complexo c é: Bic 


(A) 2i (D)1+2i 
(8) 0] (E) 3i 
(G2=h 


EB" (Puccamp-sP) Seja o número 

E G-)-Q2+27 
N 3+i 

(A) 4,8 — 6,4i 

(B) 6,4 — 4,8i 


(C) -4,8 + 6,4i 


complexo 
. O conjugado de z é igual a: 

(D) -6,4 — 4,8i 

(E) -4,8 — 6,4i 


F4' (Puccamp-SP) Considere a sequência cujo termo geral 
é dado por a, =2*"+i.2*", neN*. Se i é a unidade 
imaginária, o módulo da soma dos infinitos termos 
dessa sequência é: 


(A) 5 (D) 645 
(B) 2,5 (E) 85 
(O) 445 


[5 (PUC-PR) Sabendo-se que o complexo z = a + bi satis- 
faz a expressão iz + 2z = 2i- 11, então Z? é igual a: 


(A) 16 - 9i (D) 25 + 24i 
(B) 17 — 24i (E) 7 - 24; 
(C) 25 — 24i 


16 Prove que (1 + i)? = 2i. Aproveitando o resultado, cal- 
cule (1 + 1)?. 


BZ” (PUC-R)) [20+n) é igual a: 
(A) 1 (D) -i 
(B) —1 (E) O 
(O) i 


“7 


: 9 Dados os números complexos 


E8' (Unirio-R)) Se cab onde i=-1, então o va- 
E ad 


lor de a+ b é: 

(A) 1 (D) —1 
1 3 

(B) Z (E) 3 

(e) 


Z=1+i,2,=1-i 


e z,= 


z : 
1, pode-se afirmar que a parte real de z, 


EE 
vale: 

1 il 
(A) 2 (C) a 

1 1 
a D) = 


é MO) (UFRN) Considere os números complexos z, = 1 + ie 


Z,=2-2i. Sew=(z - z,;), então: 
(A) w= 10- 6i (O) w=-8+ 6i 
(B) w=-8-— 6i (D) w= 10 + 6i 


EMT (UFRRJ) Para que a equação 2x2 + px+ q=0, com pe q 


reais, admita o número complexo z = 3 — 2i como raiz, 
o valor de q deverá ser: 


(A) 10 (D) 26 
(B) 12 (E) 28 
(C) 13 


[12 (UFSM-RS) Se (1 +ai)(b-i)=5+5i comaebEer, 


então a e b são raízes da equação: 
(A)x2-x-6=0 
(B)x2-5x-6=0 

(O) x2+x-6=0 
(D)x2+5x+6=0 
(E)x2-5x+6=0 


: [13 (Vunesp-SP) Considere o número complexo z = i, onde i 


É , A da ii: 
é a unidade imaginária. O valor de 2 +2º +27? +2+ zé 


(A) 1 (D) i 
(B) O (E) -i 
(C)1 
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MA (Ufam) Os números x e y são reais. Os complexos 
3x-2+yi—-5Sie4y+1 — xi+ 3isão iguais. Então x — 3y 


é igual a: 

(A) 5 (D) -5 
(B) =4 (Epa 
(C) 3 


115) Calcule o número real m de modo que 2+i seja 
real. 1+mi 


[16' (Fuvest-SP) Sendo i a unidade imaginária (? = —1) 
pergunta-se: quantos números reais a existem para os 
quais (a + i)* é um número real? 


(A) 1 (D) 4 
(B) 2 (E) infinitos 
(C) 3 


BIZ (UFF-RJ)) Sendo i a unidade imaginária, para que 
4x-i 

Z= BRs 
4-xi 

que x seja igual a: 


x ER seja um número real, é necessário 


(Nas (D) +4 
(B) +1 (E) +3N2 
(C) +42 


[18º Calcule o complexo z sabendo que 27-3i7=2-4i. 


[19' (Cefet-R]) Seja a, o termo geral de uma progressão 
aritmética, cuja razão é -2 e a soma dos 4 primeiros 
termos vale 8. Considere a sequência complexa de ter- 
mo geral Z, =n+ia,, onde i é a unidade imaginária. 
Calcule o inverso de z,. 


/20' Determine os números complexos z tais que 
z.2+4(2-27)=13+6i- 
o Ep ia 
[27 Quantos valores distintos tem a expressão 
nen? e 


, onde 


. 30 
[22] Calcule [15] ; 


1 
[23' Calcule. 
51 120 100 
ay E bj 2 9 pi? 
p=0 p=10 p=1 
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00 0 


O Oii 
é a unidade imaginária. É correto afirmar que Aº é 
igual a: 
(1, > identidade de ordem 3) 


[24 (Cefet-PR) Considere a matriz A E i O], na quali 


(A) À (D) 1, 
(B) -A (E) —I, 
(C) ;-A 


[25 (Ufam) Seja z = x + iy um complexo, onde x > 0 e 


y>0,eseja Z o seu conjugado. A área do quadriláte- 
ro de vértices z,Z, -ze —Z é: 


(A) 2xºyº (D) 4xy 
(B)x+y (O sy 
(O (x + y)? 


: 126) (FEI-SP) Os números complexos z,, z, e z, são tais que 


FARA sa ; : PERDE E 
2-5 =; (i é a unidade imaginária). E correto afir- 
o E 

mar que: 


(A) z, é oposto de z.. 

(B) z, é o conjugado de z,. 
(C) z, é o quadrado de z.. 
(D) z, é igual a z.. 


(E) z, éigual a Z, + z,. 


[27 (FEI-SP) Se o número complexo z satisfaz a relação 


Z 


= então: 
zoa 

(A)2z=1 + 8i 
(B)22z=1 +i 
(C2z=2 5 
(D)z=2-8i 
(EB)z=-8-—4i 


É [287 (UFU-MG) SeS=i+2+P+..+;200 emque?=, 
q 


então S é igual a: 
(A) O (C) i 
(B) -1 (D)i-1 
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[29 (UCDB-MS) O valor do número real x para que o con- 
jugado do número complexo (x + 3/)(1 + xi) seja igual 


a2-4ijé: 

(A) -2 (D) 2 

(B) —1 (E) 3 
1 

(O 5 


1 : x 
[30 (UFPI) Se a onde j=/-1, é solução da equa- 


ção x2+x+b=0e bé um número real, então o valor 


de b é igual a: 


1 
(A) 2 is 
il 
(B) 1 (E) Fi 
2! 
(C) 3 


[37 (Cefet-MG) O número complexo dado por 
(2+1(3=21) - 


E é igual a: 
sil! 
(o dd (D) Mi 
2 10 
(B) 5+i (6) B+5i 
a 10 
(6) 2 
10 


a 


[32º (UFRRJ) Sendo a=2+4/eb=1-3i o valor de 
é: 


(A) 43 
(B) V2 
(O) 45 


(D) 242 
(E) 1442 


[33º (UEPG-PR) Sobre o complexo z sd , Calcule a soma 
dos números associados às proposições verdadeiras. 
(01) 22 = —2i 
(02) z é uma das raízes da equação x? + 2x- 2 =0. 
(04) |z7]=v2 


(08) Seu conjugado é —1 + i. 

l il i 
16) ==|-= |-| — 
oa 


“7 


É B4M (UFV-MG) Se z é um número complexo tal que 


Iz-3|=|z-7|= |z — 3il, então é correto afirmar que: 


(A) Re(Z) > 5 (D) |2]= 2,5 
(B) Im(2) <5 (E) |7]=5v2 
(()Z7=5-5i 


135" (UFC-CE) Seja z, o número complexo que é raiz da 


equação Eae) 
14] 
tão, |z,| é igual a: 


(A) 240 (D) 74 


(B) 3/6 (E) 2421 
(C) 8 
[36 Calcule /-15 — 8i. 
É [37' Calcule: 


a) J-2 b) V1-2i/2 


: 138) (UFF-R]) Considere os números complexos m, n, pe q, 
vértices de um quadrado com lados paralelos aos eixos 


e centro na origem, conforme a figura abaixo. 


Im 4 


Pode-se afirmar que o número m +n+p+q: 
(A) é um real não nulo. 

(B) é igual a zero. 

(C) possui módulo unitário. 

(D) é um imaginário puro. 


(E) é igual a 1 + i. 
* [B9] Sabendo que z-Z=100, calcule [7]. 


140" Escreva na forma algébrica os números: 
a)z=8 cis 45º 
b) z = 10 cis 330º 
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FAT) (UFRJ) As raízes da equação x? —- 4x + 8 = O são nú- ; [46] (Unirio-R]) Considere um número complexo z, tal que 
meros complexos que, representados no plano, têm : o seu módulo é 10, e a soma dele com o seu con- 
afixos A e B. jugado é 16. Sabendo que o afixo de z pertence ao 

k E É 4º quadrante, pode-se afirmar que z é igual a: 
a) Mostre que 2 + 2i é uma das raízes dessa equação. 
é (A) 6 + 8i (D) 8 — 6i 
b) Determine a medida do menor ângulo AÓB, onde : . 
O representa origem. (B) 8 + 6 (E) 6 8i 
(C) 10 


[42' Represente no plano complexo os afixos (x, y) dos nú- 


meros complexos z = x + yi rnam verdadeiras as | : dE a : 
Bau pigs pegue to na é PAZ) (Cesgranrio-R]) Um complexo z possui módulo igual a 


sentenças: = 
2 e argumento —. Sendo Z conjugado de z, a forma 
2) = 2 d) Re(z) = 3 pas a 
algébrica do complexo Z é: 
b)|Z|<2 e) arg(z) = 45º 
(A1-iN3 (D) 1+3i 
e) Es Z|=<2 
o Bi (E) 2(N3 1) 
143) (Unirio-Ence-R)) (O B4i 
| 
á ; TAB) (Cesgranrio-R]) O lugar geométrico das imagens dos 
5 : complexos z, tais que Z? é real, é: 
Rg DGE Ra E ºz, 
: (A) um par de retas paralelas. 
293 | | (B) um par de retas concorrentes. 
: (C) uma reta. 
(D) uma circunferência. 
É | E ábola. 
E 0 A Pá (E) uma parábola 


é PA9) As imagens dos complexos z que têm o inverso igual 
Sejam z, e z, números complexos representados pelos : ao conjugado formam uma: 

seus afixos na figura acima. Então, o produto de z, : (A feia: 

pelo conjugado de z, é: 

(B) circunferência. 


(A) 19 + 10i (D) 19 + 17i 

(C) elipse. 
(B) 11 + 17; (E) 19 + 7i 

(D) hipérbole. 
(C) 10 


(E) parábola. 


[44 (Unicamp-SP) Seja z = x + yi um número complexo : ; 1. 
(x, y E FR). Representamos por Re(7) a componente : 150) (Fatec-SP) Sejam os números complexos z, Sair e 
real do número z. Desse modo, resolva a equação z E qada 

: 2 2 


| 1 : 
re(o 5 representando-a graficamente no plano O argumento principal de z, —Z, é: 


complexo. 
i (A) 3x (D) E 
4 4 
45" (PUC-RJ) Seja A o conjunto dos números complexos |; 

definido abaixo: (B) 57 (E) E 
É 4 8 

Afprigi lodo Í peqreasy A 

Pq p+q Ep: 


Represente graficamente A. 
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151º (UFRGS) Se u é um número complexo, as representa- : 152] (Ufam) Dado o número complexo z=a(cosB+i sen B) 
ções gráficas de u e iu podem ser: : T E : Ê 
E com a = 4, o Então, o conjugado do número 
(A) 


complexo Zº é: 
(A) 4(N2 1/2) 
(B) 8(V2-iN2) 
(O) 2(N2-in2) 
(D) V2-iN2 
(2) o 


x Y 


(B) yA : 
BI (UnB DF) No plano complexo, considere a curva p 
: descrita pelos pontos z=(1+cos6)-(cos6+i sen 0), 
para 6€ [-7, 11], em que ;j=./-1, e julgue os seguintes 
itens. 


a) |z|<2 paratodo z E B. 


b) Se z é um número real e z E p, então z= 0. 


c) Se z E P, então o conjugado de z pertence a p. 


(€) Ver sa qurU. MG) Seja o número complexo z=cos 15º+ 
: +i sen 15º, onde i? = —1. Se w é um outro número 
complexo tal que |w| = |z| = |z — w|, então pode-se 
afirmar que um valor possível para w nessas condições é: 
é (A) w=cos 315º +i sen 315º 
(B) w=cos 60º+ i sen 60º 
(C) w=cos 165º + i sen 165º 
(D) w=cos 225º + sen 225º 
(D) yA : 
É 1559 (UFSC) Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) em cada 
uma das proposições adiante: 
: a) O valor numérico do polinômio p(x) = x? —- 4x + 5 
E para x=iép(i)=4-4i. 
: > Posnlho a 
b) O conjugado do número complexo z==2— é 
1+2i i 
c) A forma trigonométrica do número complexo 
(2 a 2=1-1)3 é 2=2. [cos Essen 3) 
1 1 1 
d) O determinante | 1 1) define um núme- 
ç Wi 1-5 0 


ro complexo. O módulo desse número complexo 
é 1 (um). 
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e) Dadas as funções (x) =x?-2x+Teg(M)=x)+x,0 ; 


valor do quocient Rea Sia [e 
RA = SS | 


156) (UFRGS) Se w = cos 30º + isen 30º e z=cos 120º + : 
+ isen 120º, então: É 


(A)w2+2=0 (D)w-z=0 
(B)w+z=0 (BD w!+2zº=0 
(Ow -2722=0 


157) (Cefet-PR) Os números complexos z = a + bi podem 


a 


dn 


É 1587 (Unirio- RJ) Seja z = x + yi um número complexo, não 


ser representados graficamente no plano de Argand- : 
-Gauss. Sendo |z| o módulo de z, o gráfico que repre- 
senta todos os números complexos com |z| < 5 é: 


(A) 


(C) Im 4 
> 
Re 
(D) 
> 
Re 


nulo, com argumento O e módulo indicado por | Z|, isto 
é, z=|z|(cos 6+i sen 6). Para que se tenha Z? = a + bi, 
com bz0, é necessário que: 


(A) cos 20=0 (D) sen 00 
(B) sen 20=0 (E) cos 06=0 
(C) sen B+cos 60 
| 159) (Unicamp-SP) Dado um número complexo z=x+ iy, O 
seu conjugado é o número complexo Z =x-iy. 
a) Resolva as equações z.z=4e(z)' = 2”. 
b) Ache os pontos de interseção dos lugares geométri- 


cos que representam as soluções dessas equações. 


mon que RJ) Se i for um dos vértices de um hexágono re- 
gular centrado na origem, então quais são os outros 
vértices? 


167) (UFRGS) A região sombreada da figura é parte do pla- 
É no complexo e simétrica em relação à origem O. 


Se o número complexo z, de argumento 0, está na 
região, então: 


T 37 5m /1 
A) |z|<2e <0< ou <0< 
(A) |z| E ã ã 5) 


(B) aj=2e [Geass ou so] 


(C) |z|<2e0=5 
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(D) 2j=do- taças 
|Z| 2 2 
E) |z|<2e -E<po<E 
(E) |z| E ã 


162" (Puccamp-SP) Sejam x e y os números reais que satis- 
fazem a igualdade i(x- 2) + (1 - yi) = (x+ y) — i, onde 
i é a unidade imaginária. O módulo do número com- 
plexo z = (x + yi)? é igual a: 


BE (D) 55 
(B) 245 (E) 25 
(C) 5 


163" (Mack-SP) Considere o complexo z=a+bi,a>0eb>0, 
e o polígono dado pelos afixos de z, -z e —bi. Se a área 
desse polígono é 5, então z pode ser: 


1 1 


(B) La; (E) Da; 
ZA 2 

(C) a 
3 


164" (Mack-SP) Dentre os complexos z = (x, y) tais que 
e Sl aquele de maior módulo tem: 
x-y 21 
(A)x>0ey=0 
(B)x<0ey=0 
(C)x>0ey<0 


(D)x>0ey>0 
(EBbx=0ey>0 


165" (Mack-SP) Sabe-se que dentre os complexos z tais que 
Iz- (1 + i)?| = k, o de maior módulo é z = 5i. Então o 
de menor módulo é: 


(A) z=-i (D) z=-2i 

B)z=i E so 
(B)z=i (E) z 5 
(GER 


166" (Uerj) Os afixos de três números complexos são equi- 
distantes de (0, 0) e vértices de um triângulo equilá- 
tero. Um desses números é 1+ ix/3. Calcule os outros 
números na forma a + bi. 


167 (Unirio-R]) No plano de Argand-Gauss (a seguir), 
o ponto P = (a, b) representa o número complexo 


z=q+ bi onde i=v-—1. Um relógio com visor circular : 


“7 


que marca 11 horas e 15 minutos, e cujo ponteiro das 
horas tem comprimento igual a 2, é colocado sobre 
o plano de Argand-Gauss, de forma que o centro do 
relógio coincida com a origem O = (0, 0) e que o pon- 
teiro dos minutos permaneça sobre a parte positiva 
do eixo real Re(z). Se o ponto P coincide com a ex- 
tremidade do ponteiro das horas, determine a forma 
trigonométrica do número complexo z. 


Im(Z) À 


Re(z) 


: 168) (Cesgranrio-RJ) Seja o complexo z=p-(cos 8+i sen 6) 
: escrito na forma trigonométrica. Então z:Z é: 


(A) 2p 

(B) 2p(cos 28-i sen 28) 
(O) p? 

(D) pZ(cos 6? +i sen 6º) 
(E) cos? 6+i sen? 6 


: 169] Escreva na forma a + bi o quociente de 12 -cisz por 
SU 

4 -cis —. 

4 

: EZ0' (Cesgranrio-RJ) A figura mostra, no plano complexo, 
Í o círculo de centro na origem e raio 1, e as imagens de 

cinco números complexos. 

O complexo dé igual a: 

z 


(A) z (D) s 
(B) w (E) t 
(O) r 
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EZ1 (UFRJ) Dados os números complexos a = 2 (cos 30º + 
+ isen 30º) e b=3(cos x+i sen x), determine o menor 
valor positivo de x, de modo que o produto a-b seja 
um número real. 

[72º (Cesgranrio-R]) Sendo z = x + iy um número complexo, 
a) represente graficamente a região correspondente 

a |z-4-3i|<5; 
b) apresente z=5-5,/3 i na forma trigonométrica. 

173" (Uerj) Os ângulos agudos de um triângulo retângulo são 


AeB.Seiéaunidade imaginária dos números comple- 
xos, então o produto (cos A+i sen A)-(cos B+i sen B) 


é igual a: 

(A) ci (D) O 
(B) i (E) 1 
(Ci 


EZ4 (UFRJ) Um jantar secreto é marcado para a hora em que 
as extremidades dos ponteiros do relógio forem repre- 
sentadas pelos números complexos z e w a seguir: 


TODO T à 
z=a|cos)— +Hisen- ||, w=2Z 
iz iz 


sendo a um número real fixo, 0O<a<1. 


eixo imaginário 4 


eixo real 


Determine a hora do jantar. 


[75 Calcule o menor valor natural de n para o qual 
(=3 +)” é um número imaginário puro. 


[76 (UFRJ) Determine o menor inteiro n>1 para o qual 
(3 +)” é um número real positivo. 


EZ7) (Fuvest-SP) Dado o número complexo z=/3+i qual 
é o menor valor do inteiro n>1 para o qual z” é um 
número real? 


(A) 2 (D) 8 
(B) 4 (E) 10 
(C) 6 
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: 178) (UFRJ) z é um número complexo tal que 77 =1, 2%1. 


Calcule: 1 +2+2+2+7+2º+ 2. 


EZ9" (UFF-RJ) Considere o polinômio p(x) = x — 1. 


a) Encontre, em C, todas as raízes do polinômio p(x). 


b) Calcule a área do polígono cujos vértices são os 
pontos que representam as raízes do polinômio 
p(x), no plano complexo. 


c) Sejam z, e z, as raízes complexas, não reais, do poli- 


nômio p(x). Determine o valor de (2)? + z;003, 


180" (UFRJ) A representação trigonométrica de um número 


complexo z é dada por z=p (cos 0+i sen 60). Se z é 
um número complexo e Z seu conjugado, resolva a 
equação: 


FERA 


: 187 (Unirio-R]) Uma das raízes cúbicas de um número 


complexo é 2(cis 300º). Determine o conjugado da 
soma das outras raízes. 


: BZ) (ITA-SP) Seja z, o número complexo 1 + i Sendo S 


o conjunto solução no plano complexo de |z — z,| = 
| = 2, então o produto dos elementos de S é 


SIZE, 
igual a: 

(A) 4(1 —i) 
(B) 2(2 + i) 
(C) 2(i-1) 
(D) -2i 

(E) 2i 


183" (ITA-SP) Seja S o conjunto de números complexos que 


satisfazem, simultaneamente, as equações |z — 3i] = 3 
elz+il=|z-2-i. 
O produto de todos os elementos de S é igual a: 


(A) -2+13 
(B) 242 +3143 
(C) 33-23 
(D) 343] 

(E) -2 + 2 
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184" (UFRGS) Considere a figura abaixo, onde u e v são nú- 
meros complexos. 


Im(Z) 4 


u 


> 
0 1 Re(z) 
1 E 
Se v=u+- , então u vale: 
u 
(1 +i (D) 2 ,in2 
22 2 
(B) Mal (E) 1, in3 
QN Za 
(0) 3, iN3 
2 2 


185" (UFRJ) Em um sistema de eixos cartesianos fixo, o pon- 
to A (3, 2) foi girado de 30º no sentido anti-horário em 
torno da origem, obtendo-se, assim, o ponto A”. Quais 
as coordenadas de A' nesse mesmo sistema? 


[86 (UFF-R]) A figura representa uma bicicleta ergométrica 
com as seguintes características: 


as rodas dentadas R, e R, de centros, respectivamente, 
O, e O, possuem, ambas, 8 cm de raio e estão ligadas 
por uma corrente; a roda R, tem 24 cm de raio, centro 
O, e está fixada em R,. 

Considere o plano da figura representando o plano 
complexo onde O, é identificado a z = 0 +0i O, a 
z,=-40+0ieP a 2=4/3+4i. 

Seja P, um ponto de R, tal que P, P, O, O, é um para- 
lelogramo. 

Determine o número complexo w que identifica o 
ponto P, sobre R, obtido pelo prolongamento do 
raio O, P,. 


“7 


É 187 (UnB-DF) Considerado os 


números complexos 


3 


i 
v[5) + (5) e u= w*, julgue os itens seguintes. 


a) w7 = cos(=)-5 sen(5) 
6 6 


D)Iisw+ew sw sw +w'= 


Cl) 


2 
o) 1+ [5 | E pertence ao conjunto (2 EC: |2| <1). 
Ed 


d) Os números complexos x + yi para os quais o pro- 
duto (x + yi)w é imaginário puro estão localizados 
sobre um círculo de centro na origem. 


e (ITA-SP) Sejam a, e b, números reais com n= 1, 2,. e 
Os números complexos z = a, + ib, são tais que | z, É = 
eb,>0, paratodo n=1,2,...,6.Se(a, a, ..., é é 
uma progressão aritmética de razão E e soma 9, en- 


tão z, é igual a: 


(A) 2i (D) 343 , 73 
5 5 

2 8,8 (0) 412, 2/17) 
EV) 5 5 


(O) qa ar 


Bea SP) O número complexo 


Le 2 cos dee antos a ep E 
sen 2a 2 


T Ao 
tem argumento Fê Nesse caso, a é igual a: 


1-cos a 


sena cos a 


(A) E (D) * 
6 5 
(B) Z (E) 7 
3 9 
(GEE 
4 


[90 (Ufam) O valor da potência (1 — )'º é 


(A) -32i oi 
(B) 32i e) -i 
(C) 16i 
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[97 (UFV-MG) Seja i a unidade imaginária, ;j=-1. O va- 


lor da expressão ls é 

-i 
(A) 1 (D) -2i 
(B) -2 (E) 2i 


(C) 2 
[92º (UFRN) O número complexo a é igual a: 
j 
(A) i (B) 1 (C) 1 (D) -i 


193" (Cesgranrio-RJ) Dados os números complexos z, = 1 + i, 
B; 


Zi 
Z,=1-ie z,=>2, pode-se afirmar que a parte real de 


z, vale: x 
1 1 
(A) 45 (D) 5 
(8) + (E) 1 
4 
1 
O 


[94 (ITA-SP) Considere, no plano complexo, um polígono 
regular cujo vértices são as soluções da equação zº = 1. 
A área desse polígono, em unidades de área, é igual 


a: 

EI (D) 33 o 
(B) 5 (E) de 
(O 1 


195" (UFRGS) O polígono ABCDE da figura é um pentágono 
regular inscrito no círculo unitário de centro na origem. 


D E 


As coordenadas polares p e 6 do vértice A são, respec- 


tivamente: 

(A) 1e Z (D) te E 
5 10 

(B) 1e Z (Eta 
6 12 

(Cj e É 
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| (UnB-DF) Considere P, o pentágono regular cujos vér- 


tices são determinados pelas raízes complexas z, do 
polinômio zº —- 1, com k=0,1,2,3,4eP,o pentágo- 
no regular cujos vértices são determinados pelas raízes 
complexas w, do polinômio wº — 3º, com k=0, 1, 2,3 
e 4, nos quais se supõe que as raízes estejam ordena- 
das por ordem crescente de seus argumentos. Julgue 
os seguintes itens. 


3 
a) O número complexo ad tem parte imaginária não 
nula. É 


b) Parak=0,1,2e3, tem-se w,,,=W,:Z,. 


c) Se D é o decágono determinado pelas raízes com- 
plexas do polinômio z!º — 31º, então todos os cinco 
vértices de P, coincidem com vértices de D. 


d) P, e P, são polígonos regulares semelhantes. 


é 197) Uma das mais belas curvas matemáticas que se conhe- 


ce é a espiral logarítmica, descoberta por René Des- 
cartes (1596 — 1650). 


Ya 


É > 
ç 7 


Matemáticos e naturalistas assinalaram a presença des- 
sa curva, denominada “curva harmoniosa”, em muitos 
organismos vivos. 

Identificando o plano xOy com o plano complexo, os 
pontos de uma espiral logarítmica podem ser descritos 
pelas imagens dos números pertencentes ao conjunto 


[5] 
A-frECla=Zito 0+i sen 0), cer) 


Com base nessas informações: 
a) Calcule |z| para O = 7. 


b) Se fz, 2;)) E À, arg(z) =3 earg(z) =3 627, 
calcule |z, — z |. 
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Considere | o número 


198" (UFC-CE) 


z=(1+)-(N3-1), Assinale a opção na qual consta o 
menor inteiro positivo n, tal que Z” seja um número 


complexo 


real positivo. 

(A) 6 (D) 24 
(B) 12 (E) 30 
(C) 18 


[99 (Mack-SP) As representações gráficas dos complexos z 


tais que Z* = —8 são os vértices de um triângulo: 
(A) inscrito numa circunferência de raio 1. 

(B) que tem somente dois lados iguais. 

(C) equilátero de lado 2. 

(D) equilátero de altura 243. 

(E) de área 343. 


100 (Mack-SP) Se 3 + 4i é raiz cúbica de um complexo z, 
então o produto das outras raízes cúbicas de z é: 


(A) -7 + 24i (D) -24 - 7 
(B) 7 - 24i (E) —7 - 24i 
(C) 24 + 7i 


07 (Mack-SP) A solução da equação || + Z- 18+ 6i1=0 é 
um complexo z de módulo: 


(A) 6 (D) 12 
(B) 8 (E) 10 
(C) 18 


02 (Fatec-SP) Seja a equação x? + 4 = O no conjunto Uni- 
verso U=C, onde C é o conjunto dos números com- 
plexos. Sobre as sentenças: 


|) A soma das raízes dessa equação é zero. 

II) O produto das raízes dessa equação é 4. 

HI) O conjunto solução dessa equação é (-2, 2). 
é verdade que: 

(A) somente a | é falsa. 

(B) somente a II é falsa. 

(C) somente a III é falsa. 

(D) todas são verdadeiras. 


(E) todas são falsas. 


ds 


E CA SP) Seja a equação em C: 2 —- 2 + 1 =0. Qual 


dentre as alternativas a seguir é igual à soma de duas 
das raízes dessa equação? 


(A) 243 
(B) 3 
2 
(0) 433 
Z 
(D) -i 
(E) É 


: mos (Esam-RN) Uma das raízes sextas do número comple- 
xoz=—] é: 


(A) w=-83. 1 


(B) w=—1 
(67208 


(D) w= 


2 
1 3 
Dw=-——— 
(E) Do 
MOS (UFBA) Determine a soma das soluções da equação 
x Co Bd. 


706 (UFPE) As soluções complexas da equação Zº = 1 são 


vértices de um polígono regular no plano complexo. 
Calcule o perímetro deste polígono. 


* [OZ Resolva a equação em C:x2- 10x +29=0. 
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CAPÍTULO VI 


POLINÔMIOS 


Fatorar polinômios e encontrar suas raízes é uma tarefa extremamente comum na resolução de proble- 
mas - e que pode ser surpreendentemente difícil, já que não há fórmula com radicais que determine as 
raízes de um polinômio qualquer de grau maior ou igual a 5. Neste capítulo, aprenderemos a identifi- 
car alguns casos em que a fatoração é possível, e encontraremos novas relações entre as raízes de um 
polinômio e seus coeficientes. 
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6 - POLINÔMIOS 
6.1 — Introdução 


DEFINIÇÃO 
Polinômio de uma variável. 


Exemplos: 
do pej=UsSessps | 


ii) p(xy)=12xº-x3)+2x-1=12xº+0xº-xº+0x24+2x-1 


[E Em geral, estudaremos os polinômios ordenados segundo as potências decres- 
NOTA centes de x (que devem ser de expoentes inteiros e positivos). 
o ne o grauno O maior expoente de x, com coeficiente não nulo, é o grau do polinômio. 
polinômio nulo. a 

Assim: 


pl) =3x*- 5x) +x?- 7x + 1 é um polinômio do 4º grau 
q(x) = x* — 1 é um polinômio do 5º grau 
r(x) = 3x2 — 5x + 1 é um polinômio do 2º grau 


Quando o polinômio tem mais de uma variável, escolhe-se uma delas como 
principal e tratam-se as outras como constantes. Neste caso, ordena-se o polinômio 
em relação a esta variável principal, que será chamada variável ordenatriz. 


Exemplos: 


D 4x) -5xy2 + 4x!y—-3 
Neste exemplo, o polinômio, que é do 3º grau em y, está ordenado se- 
gundo as potências decrescentes de y. 


ii) O polinômio (y? + 1)xº + 3yºx? + 7x — (2y + 3) é do 3º grau em x. Seus 
coeficientes serão então y2 + 1, 3º, 7 e —(2y + 3). 


6.1.1 — Valor numérico de um polinômio 


Assim, para o polinômio p(x) = 2xº — 5x2 + 7x — 10: 
p(D=2:1"-5.12+7.1-10=-6 
p(2)=2:23-5.22+7.2-10=0 


DEFINIÇÃO 
Raiz de um polinômio. 
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Exemplos: 


DON polinómion (6) ES vo tem Baran pois 
p(D)=2-:1*-5.1"+5:1-2=0. 


ii) O polinômio g(x) = 2x) —- 5x2 + 7x — 10 tem a raiz x = 2, pois 
q(2)=2:2*-5:22+7.2-10=0. 


iii) Calcular o valor de a de modo que o polinômio 2xº + 4x? - 5x + a tenha 
uma raiz igual a 3. 


Basta fazer p(3) = 0, logo: 


2:38+4.2-5.3+d3=0>4=-75 


iv) Calcular os valores de a e b de modo que o polinômio x! + ax + b tenha a raiz 
x = 1 e assuma o valor 30 no ponto x = 2. 


Devemos ter: p(1) = 0 e p(2) = 30, logo: 


DE UA ee 
[16+2a+b=30 


6.1.2 - Identidades 


As igualdades sen? x + cos? x = 1 e(x + 1)2=x?+ 2x + 1 são identidades, mas 


| a ; da a o 
sen x = 2 (x + 1)2= 16 não são identidades, pois só se verificam para certos valores 


de x. Para as identidades usaremos a notação =. 


6.1.3 - Polinômio identicamente nulo 


O teorema a seguir mostra que, se um polinômio p(x) se anula para todos os 
valores de x, ele deve ser identicamente nulo. 


Teorema 
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NOTA 

Este é um determinante de 
Vandermonde com valor 
A=(x,-*,)(X —*,)... 
«(X,—X, 1), Como 
veremos no apêndice sobre 
Indução Finita. 


“7 


Demonstração: 


Seja o polinômio p(x) = ax" +a,. 
valores distintos 2, %,, «RX Xá 
todos esses valores. Devemos ter: 


+. +ax+a,. Atribuímos a x,n+1 
e calculamos a condição para ele se anular para 


n — 
AX +etax +a,=0 


n -— 
AX + tax, +a,=0 


+a,=0 


n 
ax E 


nn+1 


Pes 


n+1 


Temos então um sistema homogêneo cujo determinante é: 


n yn-1 
XX, =X 1 
n yn-1 
GM x, 1 . 
A=|: 0 pois os valores x, x,, ..., X,.,1 
são todos diferentes. 
n n-1 
Xa41 Xote has 1 
Assim, o sistema terá uma única solução, queé a = a ,=..=a=a,=0€eo 


polinômio se reduz a p(x) = 0x" + 0x"! +... + 0x +0. 


Exemplos: 


i) Calcular os valores de a, b e c de modo que o polinômio (a + b + 2)x? + 
+(a+c+ 4)x+ (b+c- 10) seja nulo para todo valor de x. 


O polinômio deve ser identicamente nulo, então: 


a+b+2=0 a=-8 
a+c+4=0 => 4b=6 
b+c-10=0 c=4 


ii) Seja fuma função real tal que f(x) = axº + bx? + cx + d para todo x real 
em que a, b, ce d são reais. 
Se f(x) = O para todo x do conjunto (1, 2, 3, 4, 5), calcular f(6). 
Como f(x) é um polinômio do 3º grau e se anula para mais do que 3 
valores reais de x (5 valores), isto significa que f(x) é um polinômio 
identicamente nulo. Assim sendo, se anulará para qualquer valor de x, 
donde f(6) = 0. 


6.1.4 - Polinômios idênticos 
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Teorema 


Demonstração: 


e A condição é necessária 
E evidente, os polinômios coincidirão (a, = b,, Vi), pois têm coeficientes dos 
termos semelhantes iguais. 


EEFEETE= 
e A condição é suficiente NOTA 

Se os polinômios 
p(x) = po(x) > pl) po(x)=0 tiverem graus diferentes, 

completam-se com 
Sejam: coeficientes nulos até 
Pp) =AX"+..+ax+a, € ficarem do mesmo grau. 


bO)=bx+..+bx+bD, 


Devemos ter: 
pO)-pol)=(a,-b)x"+..+(a -b)x+(a,—-b,)=0 


Como p (x) — p,(x) = O para qualquer valor de x, então o polinômio p (x) — p,(x) 
é identicamente nulo, isto é: 


a,-b,=0 > a =b, 


a-b=0 > a =b, 


a-b=0 > a,=b, 


Exemplos: 


i) Calcular os valores de m e n de modo que os polinômios p(x) = (m + n)x? + 
+(m+2n)x2+ (m?+2n)x+ 1 eg(x) =-x2-x + 1 tenham os mesmos va- 
lores numéricos qualquer que seja o valor de x. 


Os polinômios devem ser idênticos, logo: 


[m+n=0 

m+2n=-1 n=-1 
E 

m +2n=-1 m=1 

l=1 


ii) Calcular os valores de m, n e p de modo que a fração 


(m=-1xº +(n+3)xX/+(p-2)x+6 seja igual a 2, qualquer que seja o valor 
2X] +x+3 

de x onde esteja definida. 

(m-Dx+(n+3)xX] +(p-2)x+6 — 
Duo á 


Devemos ter 2, 


321 8 UM 


CAPÍTULO VI POLINÔMIOS 


(m-Dx'+(n+3)xº +(p-2)x+6= 4x) +2x+6, logo: 


m>-1=0 
n+3=4 > m=1,n=lep=4 
p=>2=2 


Exercícios resolvidos: 


1) Escreva o binômio 6x? - 3 como diferença de dois quadrados do tipo 
(x2+a)2- (x2º + b)2. 
Solução: 
Devemos ter: 
6xº-3=(xº+a) — (x? +b)? 


6x” -3=x*+2ax] +” -x*-2bx” -b? 
6x” -3=(2a-2b)xº +a” -b” 
Igualando os coeficientes dos termos semelhantes: 
2a-2b=6 a-b=3 a=b=3 
= = 
2 bp? (a+b)(a-b)=-3 a+b=-1 


a —-b'=-3 
que resultaema=1eb=-2. 
Temos então 6x? -3=(xº +1)* —(xº —-2)?. 


2) Determine uma progressão aritmética em que a soma dos n primeiros 
termos seja 31º + n, qualquer que seja n. 


Solução: 
A soma dos termos de uma progressão aritmética, em função de n, é 
dada por: 


1 


g = (a +a)n l[a+a+(n-Drn 1 mê + a, o 


2, 2, 2, 


ESSES) Es & E . : 

Identificando as duas expressões, pois devem ser iguais para qualquer 
NOTA ; 
Aqui, a variável n do n, vem: 
polinômio é interpretada [1 

(= 

pornE IN. il Dm er (É 

ses q ss do 

2, 2, 2a, — 1 a, =4 
1 
2 


A progressão será (4, 10, 16, ...). 


3) Mostre que todas as retas da família (a + x + (3a- Dy- (Sa + 1)=0, 
variáveis com o parâmetro a, passam por um ponto fixo. 
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4) 


5) 


[EE 
Solução: NOTA 
Como a deve ser qualquer, esta igualdade deve ser uma identidade em Neste problema, a é a 


variável do polinômio, 
enquanto (x, y) são as 
coordenadas fixas do 

ponto. 


a, para este ponto fixo P = (x, y), logo: 
(a+l)x+(3a-Dy—(5Sa+1)=0 
(x+3p-5S)a+(x-y-D=0 & 


x+3y-5=0 x+3y=5 x=2 
“= “ 


O ponto fixo será então (2, 1). 


Determine os polinômios do 4º grau que não se alteram com a substi- 
tuição de x por 1 - x, qualquer que seja x. 


Solução: 

Devemos ter p(x)= p(l-x). 

p(l)=axt+bx+cx+dx+e 
pl-s)=al-x'+b(A-x+cdl-x2+d(A-x)+e 

Desenvolvendo os binômios, vem: 

p(1-x)=ax!+(-4a — b)xº + (64 +3b+c)x2+ (-4a-3b-2c- d)x+ (a+b+ 
+c+d+e) 


Identificando p(x) e p(1 — x), temos: 

—44-b=b = b=-24 

6a+3b+c=c = (= (0) 
4a-3b-2e-d=d => 2a-2c=2d = c=a-d 
abbikciudre=e => 0=0 


O polinômio fica: 
p(x)=ax*-2Z2ax+(a-d)x?+dx+e=ax(x-1)2+dx(x-1)+e 


Chama-se polinômio mônico aquele em que o coeficiente do termo de 
maior grau é igual a 1. Sabendo que o polinômio acima é mônico e que 
p(O) = 0 e p(2) = 4, determine o polinômio. 


Solução: 

Como é mônico, a = 1 e o polinômio fica: 
pO)=x(x-1)2+dx(x-1)+e 

Como p(0) = O então e = 0 e o polinômio se reduz a p(x) = x2(x — 1)? + 
+ dx(x — 1). 


Como p(2) = 4, vem:22.12+d.2.1=4 
que dá 2d= 0 > d=0, logo: 


jo) =3(62 = DP = 5" = 28º 4.52 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Quais das seguintes funções são funções polino- 


polinômios. 

a) p(x) = —-4x) + 7x2 — 5x + 3 
b) H0=5 436º —4x+7 
SJ g(M) =X +7x+1 

d) h(x) = 3x —- 5x — 8 


e) =" -.+6 


Dil) =x+2x+3x+1 


[2º Determine p E FR, para que o polinômio f(x) = (p— 4) + 


+(p?- 16)x2+ (p + 4)x+ 4 seja de grau 2. 


[3º Determine p E FR, para que o polinômio f(x) = (p— 2)xº + 


+ 6% — 4x + 2 seja do 4º grau. 


P4" Determine o valor numérico do polinômio 


p(x) =x?- 5x+ 6 para: 
a) p(O) d) pt +) 
b) p(2) ) p(d2) 


og 


E5M Sabendo-se que p(x) =x) + x? +mx+nédo 3º graue : 


que p(-1) = 0 e p(1) = 0, determine p(2). 


p(x) = (5m— 52)xº — 
q(9) = (2p + 1)x?— 


(m-4)x+4 e 

5px + 20 admitam as mesmas raízes. 

FZ" Seja f(x) um polinômio de grau menor ou igual a 3. 
Sabendo-se que o gráfico da função y = 
los pontos (0, 1); (-1, 0); (1, 0); (2, 0), calcule f(6). 


[8º seja p(x) um polinômio tal que p(2) = p(-1) = O. Se 
p(x) possui grau igual a 2, determine sua forma geral. 


vd: 


: [9 Calcule os valores de a e b de modo que: 
miais? A seguir, determine o grau de cada um dos 


a) ê+1=(x+D(X +ax+b) 


b) (mx+n) =8x)+ax? +bx+27 


Considere os seguintes polinômios: 


p;(x) = 3x* — 4bx? + 7bº 

p/X) =-6x + 15bx? + 5bº 

ps(X) = mx + nbx? + pb? 

Sendo bz 0e p(X)+p,(X0+p;(x)=0, 
calcule |m + n + p]. 


mA soma de dois polinômios p(x) + 909) é um polinômio 


de grau 6 e a diferença p(x) — q(x) é um polinômio de 
grau 4. Quais afirmações a seguir são verdadeiras? 


1) A diferença g(x) e p(x) tem grau 6. 
II) p(x) e g(x) têm o mesmo grau. 
HI) p(x) tem grau 5. 

IV) g(x) tem grau 4. 

V) p(x) tem grau 4. 


É [2º Calcule os valores de a e b de modo que: 


Q2-0)x*-(b+1)x=0. 


: 013º Sendo xE RR, x 1, encontre os valores de a, be c para os 


X - q | bx+c 
(x=Dorar 4-1 


quais vale a decomposição a 


[4 Para que valores reais de a, b e c as funções polino- 
16" Encontre m e p de tal modo que os dois polinômios : 


miais fe g, definidas por: 
H)=0ê+x+x e 


g()=x%+(a+b)x+(b+cox+a-b-c, são iguais? 


fl) passa pe- 15º O polinômio p é tal que: p(x)+x-p(2-x)=xXº+3 


para todo x real. 
a) Determine p(0); p(1) e p(2). 


b) Demonstre que o grau de p(x) é 1. 
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6.2 - Divisão de polinômios 


Exemplo: 


Dividir o polinômio p(x) = 2x! — 5x) + 8x2 + 5x — 6 pelo polinômio 

d(x) =2xº-3x +41. 

Como o dividendo é do 4º grau e o divisor do 2º grau, o quociente deverá ser 

do 2º grau, logo será do tipo ax? + bx + c. Por outro lado, com o divisor sendo 

do 2º grau, o resto será no máximo do 1º grau, logo, será do tipo mx + n. 

Tendo em vista que d (x) = D(x) - Q(x) + R(x), em que Q(x) = ax? + bx+ ce 

R(x) =mx+n, vem: 

2x*- 5x3) +8x2+5x-6=(2x2-3x+ (ax +bx+c)+mx+n 

2x*- 5x)+ 8x2+5x-6=2ax' + (2b - 3a)xº + (a — 3b + 20)xº2 + 
+(b-3c+m)x+(c+n) 


Igualando os coeficientes, temos o sistema: 


[2a =2 =] 
Djs =S b=-1+ > Q()=x-x+2 
qa -3b+20=8 & O c=2 
= PÚ= m=12 

> R(x)=12x-8 
jo +n=—6 n=-8 


6.2.1 - Divisão por x- a 


Fazendo na identidade acima x = a, temos: 


pla) = (a-a)Q(a)+R | ouainda Plaj=R 


Temos então: 
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NOTA 

O dividendo é o produto 
do divisor pelo quociente 
somado ao resto da divisão: 
d=DQ+R 


NOTA 
x=aéo valor que anula o 
binômio x — a. 
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ET Se p(a) = O, isto é, se a é raiz do polinômio p(x), o resto da divisão é nulo, o que 
NOTA indica que o polinômio p(x) é divisível por x — a. 

Para a divisão por x + a, 
basta fazer x + a=x—(-a). 
O resto é sempre o valor 
numérico para o número 
que anula o divisor x ta. 


Exemplos: 


i) Calcular o resto da divisão de p(x) = 2x) - x + 5 por x — 2. 
Basta calcular R= p(2)=2- 2º-2+5=19. 


ii) Verificar se o polinômio p(x) = xº + 5x2 + 5x + 1 é divisível por x+ 1. 
Basta verificar se o resto é nulo. 
R=p(1=(-1)+5:(1)2+5.(-1)+1=0, logo p(x) é divisível por x + 1. 

iii) Calcular o valor de a de modo que o polinômio p(x) = 2x) —- 4x + a seja 
divisível por x + 2. 

Devemos ter p(-2) = 0, logo: 
2-(23º-4.(2D+a=0 > a=8 

iv) Calcular os valores de a e b de modo que o polinômio p(x) = 2x) + x? + 
+ ax + b tenha raízes 1 e 2. 

p(D=0 a+b+3=0 

Devemos ter: = 

p(-2)=0 -2a+b-12=0 

a+b=-3 a=—s 
> 
-2a+b=12 =? 


6.2.2 - Divisão por ax- b (a + 0) 


Analogamente ao caso anterior, devemos ter: 
pl) =(ax-b). QU) +R 


O resto será ainda constante pois o divisor ax — b é do primeiro grau. 


Fazendo x= a , Valor que anula o divisor, temos: 
a 
p [e -(05-») Do) [)* R=0+R 
a a a 


b) 

R=p/—. 

(4) 
[ET | A og a a A GA ria : , A 
á O resto da divisão de um polinômio por um binômio do primeiro grau é 

NOTA a RR ns Ê DAR. 

Para a divisão por ax+b, | O valor numérico deste polinômio para o número que anula esse binômio do 

o raciocínio é o mesmo:o | primeiro grau. 


: —b 
resto será p E Ê 
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Exemplos: 


i) 


ii) 


Calcular o resto da divisão do polinômio p(x) = 8xº + 4x? + 6x — 1 por 
Bite 1 


Temos que: 
n2 


8) / 
R=p E = 8: o dEálo L E q 
Z Z 2, Z 
Calcular m para que o polinômio p(x) = xº + mx + 4 seja divisível por 


2x+1. 


Devemos ter p fo E O, logo: 
ij 1 1 

E] E m(-a)t4=0 Ri) 
Z, Z, 

donde m=*. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Qual é o resto da divisão de p(x) = x) + 4x2 + x— 6 por 
x+22 


[2 Dê o resto da divisão de p(x) = x + 4x + 5 porx— 1. 


[3 Determine o resto e o quociente da divisão de 
q 
plO)=x+x)-7x2+9x—1 por d(x)=x2+3x-2. 


[4 Calcule o valor de a de modo que o polinômio 
p(x) = -3x? + 4x + a seja divisível por x — 2. 


E5" Um polinômio p(x), quando dividido por (x? — x), tem 
como quociente (x? + 5x + 3) e resto (3x). Qual é o 
resto da divisão de p(x) por (x + 1)? 


F6'se o polinômio p(x) = x* + px + q é divisível por 
d(x) = x? + 2x + 5; encontre os valores de p e q. 


BZ) Seja p(x) um polinômio tal que p(2) = —1. Suponhamos 
que o quociente Q(x) da divisão p(x) por x — 2 seja tal 
que Q(3) = 3. Determine o resto R(x) da divisão de 
pl) por (x—2)-(x—3). 


E8' (UFBA) Determine os polinômios da forma p(x) = xº + 


+ bx? + cx + d que são divisíveis por x— 1 e x+ 1, saben- 
doqueb, cede Rebd=-1. 


F9 0 quociente da divisão de um polinômio p(x) por 


x2+x+1 éiguala 2x + 3x2- 1, e o resto dessa divisão 
é 11x — 7. Qual é o polinômio p(x)? 


LV: 


HO! Qual é o resto da divisão de (x2 +) (-2xº -x!º +3) 


por x— 1? 


EMT (Unicamp-SP) Efetuando a divisão do polinômio 


p(x) = 4xº + 2x? —- mx + 5 pelo binômio Q(x) = x + 2, foi 
obtido um resto, R(x) = 1. Qual é o valor de m? 


[12º A divisão de p(x) por x? + 2x + 3 tem quociente 2x — 3 


e resto mx + n. O resto da divisão de p(x) por x + 3 é 
zero. Sabendo-se que p(0) = 3, calcule p(3). 


[13' (ITA-SP) A divisão de um polinômio p(x) por x? — x re- 


sulta no quociente 6x? + 5x + 3 e resto —7x. Qual o 
resto da divisão de p(x) por 2x + 1? 


| M4 (Ufop-MG) 


a) Determine o quociente e o resto da divisão do po- 
linômio p(x) = xº — 3x + 3xº — 9x? — 4x + 12 por 
(x— 3). 

b) Determine a, b E Rem p(x) = xº* + 2x2+ ax + b, de 
modo que p(x) + 1 seja divisível por (x+ ) e p(9)-— 1 
seja divisível por (x — 1). 


: 5) Determine p de modo que o polinômio A(x) = x3 — x? + 


1 


+ px— 1 dividido por es dê resto O. 
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6.2.3 — Algoritmo de Ruffini 


Na divisão de p(x) por x —- a, devemos ter p(x)=(x-a)Q(x)+R em que o quo- 
ciente Q(x) deverá ser um polinômio de graun — 1 (dado p(x)=a, x" +a, x! +..+ 
+ax+a, coma, + 0). 

Suponhamos então que O(x) =D, x"! +..+bx+b,. 

Temos a identidade: 


n n 


di == di 
AX +, Puotaita strada thx+D,)+R 


Efetuando as operações no 2º membro, vem: 


n — 
AX +txra, =D 


2 +(D, ,—ab, )x"! +..+(b,-ab)x+(R-ab,) 


n-2 


Igualando os coeficientes, temos: 


n n-1 n-1 n 
4, = Db,» = ab, Eua = ab, . 1 + a, =] 
: sd: : 
a =bhb -— ab, bb = ab : 
a =R -— ab R = ab a 


O primeiro termo obtido (b 


1-1) é igual ao 1º termo do polinômio (a). A partir 
daí, para obter b, ,, soma-se ao produto ab. Ao final do processo, o resto fica 


abaixo de a,. 


Exemplos: 


i) Calcular o quociente e o resto da divisão do polinômio p(x) = 2xº — xº + 
+3x2-5 porx-1. 
Primeiramente devemos completar o polinômio com todos os graus, 
isto é, p(x) = 2x! — xº + 3x2 + Ox — 5. Temos então o algoritmo de Ruffini: 
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NOTA 

Substituir x = —2 diretamente 
em p(x) também dá a 
resposta correta. No entanto, 
para polinômios de grau alto 
ou coeficientes grandes, o 
algoritmo de Ruffini pode 
facilitar os cálculos. 


NOTA 
Se a divisão for por ax + b, 


. b 
use a raiz x=——. 
a 


“ra 


E E E E 
1 | Z 1 4 4 | -1=R exe ó 
valor que 

anula 

x-1 Q(x) =2x)+ 1x2 +4x+4eR=-1 


ii) Calcular o valor numérico do polinômio p(x) = 2xº — 5x + 3 para x = 2. 
Como p(-2) é o resto da divisão de p(x) por x + 2, basta usar o algoritmo 
de Ruffini para a = -2. 


Lemes e 
E | a 3 [3 =p(c2) 


O quociente da divisão de p(x) por x + 2 será: 
O(x)=2x2- 4x +3 


iii) Calcular o valor numérico do polinômio Q(x) = x2ºº — 6x19º + 9x198 - x + 1 


patate=88 
[1 -6. 9 0 0 (O) e (O) 1/1 


) | 1 -3 0 0 0 0 E 0 -1 | 2 


Então Q(3) = 2. 


6.2.4 - Quociente da divisão por ax- b(a 0) 

Devemos ter: p(x) = (ax—b) Q(x)+R onde Q(x) é do grau n — 1. Por outro lado, 
a identidade acima pode ser escrita: 

b , 
p(x) [1-2] [a- Q(x)]+R 

Esta expressão mostra que se dividirmos o polinômio p(x) por pa obtere- 
mos o quociente Q(x) multiplicado por a. E 

Basta então dividir p(x) por | x— b e dividir todos os coeficientes do quocien- 

a 

te encontrado (que é aQ(x)) por a. 


Exemplo: 

Dividir o polinômio 8xº - 4x2 + 6x —- 3 por 2x — 3. 

Façamos o algoritmo de Ruffini para a raiz do divisor o 
es: -4 6 -3 


O resto será 24. Como o quociente fica multiplicado por 2, temos: 
20 (x) = 8x? + 8x + 18, logo Q(x) = 4x? + 4x + 9. 
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6.2.5 - Divisão de x"+ a" por xt a 


1º caso: x"-a"porx-a 


Temos p(x)=x"-ared(x)=x-a. Oresto seráR=p(a)=a"- a" =0, o que sig- 
nifica que a divisão é sempre exata. 
O quociente será, por Ruffini: 


| 1 0 0 asi 0 | =a" 
a | 1 a a? a q | 0 
Logo: 
QUO) =x""1 +ax-2 + ax Br r+arêx+ aro! 
Ou seja: 
(Gr-a)=(x-ar! +ax + ar rar) 
Exemplos: 


i)  Dividirx*-81 porx-3. 
Temos o caso xº* — 3! por x — 3. 
il 0 0 O |-3 


À divisão é exata e o quociente é xº + 3x2 + 9x + 27. 


ii) Resolver a equação x +x!+x)+x2+x+1=0. 
Como x = 1 não é raiz desta equação (pois 1º + 1º +... + 1=6 0), podemos 
multiplicar ambos os membros por x - 1 obtendo o produto: 


(GS rxtrxrxrx+Dx-D=xº-1=0 
Resolvendo a equação xº-1=0 => xº*=1 vem: 


BKaZm 
x=cis 


em que k = 1,2,3, 4e 5. Não usamos k = O porque x 1. 


2º caso: x"- q" por x + ax” 
Teremos R = p(-a) = (-a)" — a". Se n for ímpar, R = -2a” e a divisão só é exata 
no caso trivial a = 0. 
Se n for par, podemos trocar a por —a na fórmula do caso anterior: 
lecaso:x"-a"=(x-a)(x" II rax-2+ ax +. rarlx+ ar) 
Trocando apor-a: x -a'=(x+ ax! ar? + x. +ar xa", paran par. 


Assim, a divisão é exata e o quociente é o dado acima. 
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3º caso: x" +a"porx+a 


Teremos R = p(-a) = (-a)" + a”. Se n for par, R = 2a” e a divisão só é exata no 
caso trivial a = 0. 
Se n for ímpar, podemos novamente trocar a por -a na fórmula do 1º caso: 


lecaso:x"-a"=(x-a)(x"-! + ax? + axe. +arlx+ ar) 
Trocando a por-a: x"'+a"=(x+a)(x"-! -axr-2+alxr*-..-arix+arD, 
para n ímpar. 
Exemplos: 
D o xº-T=(x+D(x -xº+xº-xtrxx]rx—1) 


ii) x +1=(x+4D(xº-xºsxt-xirxox+1) 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcule o valor de a para que o polinômio p(x) = 2x) - 4x2 + 6x +a seja 
divisível por x + 1. 


Solução: 
Devemos ter o resto igual a zero, logo: 


| 2 -4 6 a 
1| 2 6 Da DEdS GER 


2) Calcule os valores de a e b de modo que o polinômio xº + ax? + bx - 8 
seja divisível pelo produto (x — 2)(x + 2). 


Solução: 


Devemos ter 
Re -8+4a-2b-8=0 


que nos dáa=2eb=-4 


p(2)=0 Ra 
a 


| e 
Outra solução: 
NOTA 


Observe que quando a Usando Ruffini: 
divisão for exata, podemos 
utilizar os coeficientes do | 


—8 
8+4a+2b-8 


primeiro quociente para 1 a b 
realizar a segunda divisão, Z 1 2+a 4+2a+b 


para simplificar. E) 1 a 4+bhb=0 


quedáb=-4ea=2. 


3) Calcule os valores de a, be c de modo que o polinômio p(x) = xº + 3xº + ax? + 
+ bx + seja divisível por (x — 1)? e que o valor numérico do quociente 
Q(x) para x = 1 seja 2. 
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4) 


5) 


Solução: E 
Devemos ter, usando Ruffini: NOTA 
No algoritmo, dividimos 
ll 3 a b c p() por (x— 1) duas 
il 1 4 4+a 4+a+b 4+a+b+c=0 vezes para encontrar 
1 1 5 9+a 13+2a+b=0 QU) = atom depois 
o Ai 6 | 15+4=2 Na de 
e a usamos kRuffini uma terceira 
06d) Quociente de PG) vez para encontrar Q(1). 
por (x 1)2= Q() 
isa as2 da=-13 
2a bis = 00 == b=IB 
a+b+c+4=0 c=—4 


O resto da divisão de um polinômio p(x) porx+ 1 é-leporx -2é2. 
Qual é o resto da divisão desse polinômio pelo produto (x + 1)(x — 2)? 


Solução: 
Como o divisor (x + 1)(x — 2) é do 2º grau, o resto da divisão pelo pro- 
duto deverá ser de 1º grau, logo, do tipo R(x) = Ax + B. 

-D=-1 
Devemos então ter: É e 


p(3)=2 
Por outro lado, p(x) = (x + 1)(x — 2) Q(x) + Ax + B 


Fazendo, agora: 
x=1>p(-D=(1+D)(-1-D)0O(-1)-A+B=>-A+B=-1 
x=2 >p(2)=(2+1)(2-D0O(2)+2A+B> 2A+B=2 
que dá:A=1eB=0. 


O resto será então R(x) = 1x + 0 ou R(X) = x. 


Determine o valor de a de modo que (xº —- 2a + m + 1)x? + (a? — am + 
+ 10a — 3m)x - 3a(a — m) seja divisível por x — 1, qualquer que seja m. 
Solução: 

Devemos ter inicialmente p(1) = 0, logo: 

(1-2a+m+1)- +(aº -am+104-3m)-1-34º +3am =0 


Esta função polinomial deve estar associada ao polinômio identica- 
mente nulo para a variável m, já que m é qualquer. 
2-2a+m+a” -am+109-3m-3aº +3am=0 


(2a-2)m+(-29º +8a+2)=0 


H=2 
Devemos ter: , 
=20" +8062=0 
que é um sistema impossível, logo não existe a que satisfaça a condição 


acima. 
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“ra 


6) 


7) 


Na divisão de certo polinômio por um binômio do 1º grau, encontrou-se 
o seguinte algoritmo de Ruffini: 


ps 0 -147 « d e f |80 
a | 3 SA b 0 = EE |R 


Calcule o divisor, o quociente e o resto. 


Solução: 
Devemos ter: 


a aArlO) = 21 => (= 7) 
O algoritmo fica então: 


Ls O 147 c d e f  |80 
7 | 3 21 b 0 + A 2 |R 


7.21-147=b > b=0 
7:0+c=0 = c=0 
d=1 

= he="4 >" €=3 
-28+f=-12 > f=16 
-84+80=R > R=-4 


O divisor será x — 7. 
O quociente será 3xº + 21xº + 0x! + 0xº — x? —- 4x — 12. 
O resto será —4. 


Fatore o polinômio 2xº + 5x? + bx — 2 sabendo que ele é divisível por 
2x -1. 


Solução: 
Usando Ruffini, o resto será zero, logo: 
|2 3 [5) |=2 
a Pope A e 
2 2 


Devemos ter então: 
20(x) =2x2+6x+4> Q(xy)=x2+3x+2 


Como p(x) = (2x — 1) Q(x) = (2x — 1)(x2 + 3x + 2) 


Fatorando x2+ 3x +2=(x+ 1)(x+2) vem: 
p(x) = (2x — (x + 1)(x + 2) 
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6.2.6 - Decomposição de uma fração (frações parciais) 


D 
Consideremos a fração Ro Se o grau de D(x) for maior ou igual ao grau de 
d(x), efetuamos a divisão obtendo: D(x) = d(x) Q(x) +R(»). 


A fração fica então: 


DC) AODQUI+RO) nr RO) 
+ => "500 2" =-OQ(x)+— 
d(x) d(x) Q( E) 
Exemplos: 
3 va 
) 2x) +5xX UA sa 8 
x+1 x+1 
3 2; 
e) x: oa e Ra Ra 
x +x+1 x +x+1 


R(x $ E 

o o grau do numerador é menor que o grau do denomi-  REEEEREENRNNENEEEIEm 
2 y a pa : : Ed NOTA 

nador. Em alguns casos, é possível simplificar ainda mais a decomposição: Se o grau de D(%) já for 

menor que o grau de d(x), 


Agora, na fração 


Caso 1: O denominador é um produto de fatores do 1º grau distintos. fome Rio = e RD: 
Exemplo: 
ole) a b 


= + 
(x+1)(x-2) x+1 x-2 
2x+8=a(x-29)+b(x+1) 
=> 
-2Za+b=8 b=4 


mise li=?, a=2 
2x+8=(a+b)x+(-2a +b) => 


2x+8 =2, 4 


CCE a SE 


Caso 2: O denominador é uma potência de um binômio do 1º grau. 


Exemplo: 
3x-1 A B 
= + 
en po 
dx =1=A+B(x-1) 


BS AD) 
3x-1=A+Bx-B => => 
A —1 


pet 
Gen ce 
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NOTA 

Quando o denominador 
for de grau 2 e raízes 
complexas, o numerador 
correspondente deverá 
ser do 1º grau para que 
a identidade possa ser 
realizada. 


“ra 


Caso 3: O denominador é um produto de trinômios distintos do 2º grau de 
raízes complexas. 
Exemplo: 
3x +2x]+6x+1 0 Ax+B Cx+D 
RR a) Ra DA 


Efetuando e igualando, temos A= 1, B=0,C=1leD=1. 


3x +22] +6x+1 00 x x+1 
ova) Pr ma 


Caso 4: O denominador é uma potência de um trinômio do 2º grau de raízes 
complexas. 


Exemplo: 
x*-xº+3x-1)0 Ax+B Cx+D 
+10 (+41 X+1 


Efetuando e igualando, temos: A=2,B=0,C=1eD=-1. 
A decomposição fica: 
x-x+3x-10 2x x-1 

(vip Gi) aa 


Pode acontecer que o denominador tenha vários fatores. A decomposição se 
fará obedecendo aos casos anteriores. 


Exemplos: 
x +x+1 A B (é ” D 


i = 
(x+D(x+2)(x+3)x x+1 Xx+2 x+3 x 


s8apdl — Ax+B (e D 


ii É 2 ea 
(4 ibn 22 (ul pl 


Exercício resolvido: 


E) 
Decomponha afração. X-1  Ax+B Cx+D 


Gr x+D (Mr x+TP 4x4 


Solução: 

x*-1=Ax+B+(Cx+D)(x +x+1) 
xX-1=CxX+(C+D)x+(C+D+A)x+(D+B) 
Identificando: 

C= il 

CRIE OE ADE 

C+D+A=0>4A=0 

DENBENIEIBER 


e a decomposição fica: 
x=10 2 x-1 
e E 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Usando o algoritmo de Ruffini, obtenha o quociente 
e o resto da divisão de A(x) por B(x) em cada caso 
a seguir: 


a) A()=32-52 +x-2eB(x)=x-2 
b) A()=-204+8-5x-x+1eB(M)=x+2 
o A) = +8-2x+x-TeB(x)=x+1 
d) AM()=28-42-5x-3eB()=x-3 


FEZ" No polinômio p(x) = xº — x? + mx + n, encontre os va- 
lores de me n para que p(x) seja divisível por (x — 2)2. 


[3º Calcule o valor de a para que o polinômio 


p(x) = x!— 3x2— ax + 6 seja divisível por (x — 2). 


P4' Determine os valores de a e b de modo que o polinô- 
mio 3xº — 4ax? + x + b seja divisível por (x — 1)(x — 2). 


[5 (UFRN) Encontre o valor numérico de k que torna o 
polinômio x! — 3x* — 2x? — 5x + k divisível por x + 2. 


16 (EEM-SP) Quais são os valores de p e q de modo que 


p(X) = xº- 2px2 + (p + 3)x+ 2p + q seja divisível por x e 


porx-—2. 


FEZ (PUC-SP) Qual é o número real que se deve adicionar a 
p(x)=x)- 2x2+ x, para se obter um polinômio divisível 
porx—3? 


P8' Seja p(x) = x) + 4x? + kx + (k — 51). Determine o valor 


de k, sabendo que p(x) é divisível por x — 1. 


E9H O polinômio p(7) = 2 + mz + n+ pé divisível por z + i : 


e deixa resto p na divisão por z — i onde i é a unidade 
imaginária. 
Para m, ne p reais, determine o valor de m + n + p. 


MO! O polinômio p(x) = x* —- ax? + bx é divisível por x+ 3 e 
o resto de sua divisão por x — 1 é a abscissa do ponto 
médio do segmento MN, onde M (-9, 3) e N (-15, —4). 
Encontre os valores de a e b. 


EMT (Ufop-MG) 


a) Determine o valor de c para que o polinômio 
pQ)=x'— x) + cx+ 2 seja divisível por x + 1. 


b) Sendo p(x) = Q(x) + x* + x— 1 e sabendo que 2 é 
a raiz de p(x) e que 1 é raiz de Q(x), então quanto 
vale p(1) — Q(2)? 
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: [MZ) Sabe-se que o polinômio p(x) = xº — 6x2 + mx + n é 


divisível por (x + 1)(x — 2). Determine o produto mn. 


[13 Encontre a e b para que o polinômio p(x) = 2% —- x + 


+ ax + b seja divisível por (x — 1)2. 


[M4 Os esquemas representam aplicações de Ruffini; cal- 


cule os valores dos elementos desconhecidos em cada 


um deles. 

a) | a b c d 
3 | 2 3 1 0 

b) la b c d 
E: | 3 1 3 4 


515" (Fuvest-SP) Determinar um polinômio p(x) de grau 


4, divisível por (x — 1)(x + 1)(x — 2), sabendo-se que 
p(0) = O e que o resto da divisão de p(x) por x + 2 é 48. 


[16 Dado o polinômio p(x) = 4x —- 5x? — 3bx + a, calcule a 


e b, de modo que p(x) seja divisível por (x? — 1). 


: [97 Calcule os valores de A, Be C. 


5 AB, € 
(X+AX-D? x+2 x (1 


[18º Encontre A, Be C na decomposição: 


1. A Bx+C 
3-1 x-1 x24x41 


: [9 Calcule A+ B, naigualdade 2X+1 A, B para que 


x-x x x-1 
a mesma seja verdadeira para todo número real x. 


20" (FGV-R)) O polinômio p(x) = x? + x + a é divisível por 


x+be por x+c, em que q, be c são números reais 
distintos e não nulos. Nestas condições, calcule b + c. 


Ev 
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6.3 - Decomposição de um polinômio 
Aceitaremos que: 


[| Teorema 
NOTA 


teorema fundamental da 
álgebra e sua demonstração = . . ; ) 
não é elementar. A proposição acima nos diz que existe x, E C tal que p(x,) = 0. Como p(x) é o resto 


da divisão de p(x) por x — x, o polinômio p(x) será divisível por x — x,. Temos então: 


PO) = (= 200,6) 


Como Q (x) é um polinômio do grau n — 1 ele admitirá uma raiz x, E C. Temos 
então que OQ (x) = (x — x,) Q,(X). Assim, sucessivamente, temos: 


Agrupando todas as identidades obtidas, vem: 
PO) = (e x)0,09) 

Q,(%) = (x — x,)) 0,0) 

0,09) = (x — x) Q,(%) 


Q, - 12%) = (x E X,) a, 
Multiplicando membro a membro todas estas igualdades, temos 


PO= ax E Caça) EE x) 


[E | Na hipótese de haver raízes iguais, o polinômio poderá ser escrito sob a forma: 
NOTA Es z E RE RR] 
Quando há 2 raízes iguais pe) =a,(X-x,)" (x = Ro e (e 


dizemos que o polinômio , , . . , . . . 
tem uma raiz dupla, setem em que há a, raízes iguais a x, há a, raízes iguais a x, etc. com q, +0, +... +0, =n. 


3 iguais, tripla etc. O número «a, é chamado multiplicidade da raiz x,. 
Exemplo: 
Determinar o polinômio de menor grau que tem uma raiz tripla igual a 3 e 
—— raízes simples 1 e 2, sabendo que o polinômio assume o valor 12 para x = 4. 
NOTA Devemos ter: p(x) = a (x — 3)º(x — 1)(x — 2). Como p(4) = 12, vem: 
Note que a, deve ser hi 
uma constante, pois 12=a (4- 3)3(4 — (4 -DN>a =2 
especificamos que p(x) deve é t 
ter o menor grau possível. O polinômio fica então: p(x) = 2(x — 3)*(x — 1)(x — 2) na forma fatorada. 
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DEFINIÇÃO 
Equação algébrica de grau n. 


Teorema 


Demonstração: 

Como p(x)=a(x-x)(x-x,)...(x-x), p(x) = 0 nos dará: a (x - x)(X — x,) ... 
«(x-x)=0com a £0. 

Assim, os valores que anulam a equação (x - x )(x -x,) ... (x - x) = 0 são as 
FAÍRES MR ss Ms 


n 


Exemplos: 


ii Qualéo grau da equação (x — 1)*(x —- 2)(x — 3) = 0? 
Basta ver quantas raízes tem a equação. Uma raiz dupla igual a 1, ou 
seja, duas raízes iguais a 1, uma raiz igual a 2 e uma raiz igual a 3, logo 
a equação tem 4 raízes, sendo, portanto, do 4º grau. 
Bastaria, também, contar quantos fatores do 1º grau a equação fatora- 
da tem. No caso em questão, 4. 


ii) Qualéo grau da equação (x? — 7x + 3)(x? — 1)(x2 + 4) = 0? 
Como temos 3 fatores do 2º grau, a equação é do 6º grau. 
iii) Quais as raízes da equação (x+1)(x—2) 3) =0? 
Basta ver os valores que anulam os fatores, que são —1, 2 e > 
iv) Compor uma equação cujas raízes são 3, -4 e > 
Basta multiplicar os fatores relativos a estas raízes (x — oras | 
e igualar a O. + 
Temos então 2xº + x? - 25x + 12 = 0, por exemplo. 


NOTA 


1) Sabendo que 2 + i é uma das raízes do polinômio p(x) = x) - 7x2 + 17x- 15, Veremos o sro ques 
a + bi é raiz de um 


encontre as outras duas raízes. polinômio de coeficientes 
reais, então a — bi também é. 


Exercício resolvido: 


Solução: 
Usando Ruffini: 

| 1 =7 iz? | =15 
2 <=]] | 1 Ses 6-5) | 0 


Portanto, as outras raízes são raízes de: 


x +(-5+)x+(6-3)=0 > 
A=(cS+i) -4(6- 3) Di = a- 


—A(-5+D)+2i 
õ 
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Mas 2i=2 &(5) > 2i = +/2cis a = 
af efal=s0+0 


+5S-i+(1+i) 
2 
As raízes de p(x) são 3,2 ie 2 +1. 


Então: x= > psdioquu=2=i 


Propriedade 


Demonstração: 
ETSSS. 


NOTA 
Lembre que cos (-0) = cos 6 
esen(-9)=-sen6. 


Seja p(x)=a x" +... +ax+a,. Façamos x=a+bi=rcis 6. Temos então: 


p(a+ bi) = p(rcis0)=a,r"cisn0+...+arcis0+a, = 
=(a,r"cosn6+...+a,rcos0+a,)+i(a r"sen0+...+ar sen 0) = A+Bi 
p(a- bi) = pfreis(—- 0)]J=a,r"cis(—n0)+...+arcis(-9)+a, = 


=(a,r"cosn0+...+arcos0+a,)-i(a r"senn0+...+arrsen6) = A —Bi 


Exemplo: 
pO)=2+2x2-3x+4 


Façamos: 
pA+)D=01+)+20+)2-31+D)+4=-1-i 
pA-D=1-)P+21-)2-3(1-D)D+4=-1+i 


NOTA 

Também vale que: “Se uma 
equação de coeficientes 
inteiros admitir uma raiz 


irracional do tipo a+b 
com a, b E Q então 


Teorema 


admitirá também a raiz Demonstração: 
ab. Basta ver que: 


p(a+bi)=0=>A+Bi=0=>A=B=o0, então: 
pla-bi)=A-Bi=0-0i/=0 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Escreva o polinômio p(x) = x*- 2x2- x + 2 em um pro- 
duto de fatores do 1º grau, sabendo que uma de suas 
raízes é 2. 


FZ" 0 polinômio p(x) = x*- 3x2 + 7x— 5 admite a raiz com- 
p p 
plexa 1 + 2i. Encontre a outra raiz complexa. 


F3"0 polinômio p(x) = x? —- 6x + 13 possui a raiz 3 — 2i. 
Quais serão as demais raízes? 


F4 Sabendo que o polinômio p(x) = xº — 6x + 11X — 10x + 2 


admite as raízes Da e 1 + i, encontre as outras 
raízes. 


[5 Sabendo que 1 + i é uma das raízes do polinômio 
p(x) = x*- 2x + a, sendo a real, calcule o valor de a. 


16" Construa (escreva) o polinômio do 3º grau que possui 
as raízes i, —i, 1. 
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; [ZM Encontre p e q de modo que 3i seja raiz do polinômio 


pO)=xX+px+qx+3. 


| [8º Fatore o polinômio p(x) = xº — 2x? — x + 2, sabendo que 


— é uma de suas raízes. 


[9 Decomponha num produto de fatores do 1º grau cada 


um dos polinômios. 
a) xº— 7x? + 36, sabendo que admite a raiz —2. 


b) x! + 14x) + 71x? + 154x + 120, sabendo que admite 
as raízes 2 e -3. 


MO! Escreva o polinômio 1 — 14x + 71x? — 154% + 120x! 


na forma fatorada, sabendo que admite as raízes 
11 
-e-. 
2 3 


Es 
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6.4 - Relações entre coeficientes e raízes 


Consideremos o polinômio p(x) =a x'+a, x"!+..+ax+a, de grau n, e sua 
forma fatorada p(x) = a (x -x)(x-x,) ... (x— x ). Efetuando as multiplicações temos: 


p= rita EMA TARA E FAO pe 
+ (=D 60: 2,)] 


Identificando os dois polinômios, temos: 


n— n— 


n 1 2 o n n-1 
ax"+a x +a ,xUTÍ+.+taxra=a [xx +x, +... +x )x] + 


FX AX AX XIX + + (Dx, x] 
Dividindo ambos os membros por a,, vem: 


a, 1 A . a a = 
x trt pl qu? pl y4 Dex (x +, ++ xXx! + 
a a a a 


n n n n 


+(XX, EX AX XX A (XX, x, 


Temos então: 


4-1 
NAM Pati E- 
n 
a 
n 
J A-2 
XX, +XX, Tigas FX 4X, 
a, 
E -3 
KARA co ER RÃ, =- E 


a 
XX co RX, =(-1) A 


n 


DD que podem ser escritas da seguinte maneira: 
NOTA 

Em particular quando 
k=n,8,=S, é o produto 
das n raízes. 


onde cada somatório S, é composto por C* parcelas, cada uma delas sendo o pro- 
duto de k raízes. 


Para a equação do 3º grau, axº + bx? + cx + d= 0, com raízes x, x, e x, temos: 
s = .b 
= +, +, no 


S = 2“ 
24X, +XX, +X,X, E 
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Para a equação do 4º grau, ax* + bxº + cx? + dx + e=0, com raízes x, X,,x,€X, TN 


temos: 


NOTA 
Não é comum encontrar 
S,=4 +, +X,+X,= ae as raízes de um polinômio 
usando somente estas 
c relações. De fato, ao 
S, = XX, + XX; + XX, + XX; + XX, + XXy = tentar resolver o sistema 
a somos levados, após várias 


d substituições, ao polinômio 
= ==> iginal! 
S, =MX,X, XXX, MAXX, XXX, = E original! 
S = e 
a = HX,X3Ã, = a 


e assim sucessivamente. 


Os somatórios S, facilitam a escrita de um polinômio p(x) quando são conhe- 
cidas suas raízes x, X,, ... X,. De fato: 


Renato a 


Et Bu an DS) 


Exemplos: 


i) 


Compor uma equação de raízes -1, 2 e 3. 
Temos que: 

S,=-1+2+3=4 

SE CM cho vs 

S,=(-1)-2:3=-6 

Uma equação será x*-S x2+8,x-S,=0, logo: 
x -4x2+x+6=0 


Encontrar uma equação polinomial de grau 4 com raízes —1, 1, 2 (esta últi- 
ma sendo dupla). 


Basta fazer S, =-1+1+2+2=4 
S;=>1:1+(1):2+(1)-2+1:2+1:24+2-:2=3 


S,=-1:1:2+(=1):1.24(-1)-2:2+1-2:2=-4 
S,==1:1:2:2=-4 
Es 
Assim, uma possível equação é: NOTA 
x -SxX+S,x-Sx+S,=062xº-4xº+3xº+4x-4=0 Se tomássemos a, 41 e 


a, + O, teríamos outra 
equação satisfazendo as 
condições dadas. 
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Exercícios resolvidos: 


1) Resolver a equação xº — 4x? + x + 6 = O sabendo que uma das raízes é a 
soma das outras duas. 


Solução: 
Devemos ter: 


—4 


Go E RT (1) 
1 
CO DE e e T (II) 
XXX, = (II) 


A informação adicional é que x, = x, + x,. Substituindo na equação (1), temos: 
X+X=4>x=2 
Pondo x, = 2 nas equações (1) e (II) temos: 


E =2 


que dá como soluções —1 e 3. 
2%,%,=-6 
As raízes serão, então, -1, 2 e 3. 


2) Resolva a equação 8xº — 42x? + 63x — 27 = O sabendo que suas raízes 
estão em progressão geométrica. 


Solução: 
Temos: 
K1t4, 44, = (1) 


QU PIS) PO do ardida = — (11) 


27 


XXX =— (LI) 


A condição adicional dada é x; = x,x, pois (X,, x,, X,) é uma progressão 


geométrica. 
Substituindo na equação (II) vem: 
2 2) 3. 2% 3 
NS No = MS 3 = 5 
Temos então: 
2 
Ha = da 
lg 2 
42 3 
X, +Xs = 8 aê 2 
z 3 3 
quedá x=3ex,=— OU X,=— €x,=3. 
4 4 
Sh uu 


As raízes serão, portanto, 3, Dm e Zº 
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3) 


4) 


Sabendo que 2 + i é uma das raízes do polinômio p(x) = xº — 7x2 + 17x — 15, 
encontre as outras duas raízes. 


Solução: 

Como o polinômio tem coeficientes reais, sendo 2 + i uma raiz, obriga- 
toriamente 2 — i também o será. 

Como a soma das raízes é 7, a terceira raiz x, será: 
X+(2+)+(2-)=7>2x,=3 


Às raízes são, portanto, 3,2 - ie 2+ i. 


Determine m de modo que a equação x* + mx? + 8x — 3 = O tenha uma 
raiz real tripla e resolva a equação. 


Solução: 
Temos: 

X+X,+x,+%,=0 (1) 

XX EMANA MOR REXO RO S A IM (ID) 

a FOME AP ERRO, APOS IR IR, SO) (II) 
Res =-3 (IV) 
A condição adicional é que x, =x, =, pois a raiz é tripla. 
Substituindo em (1) e (IV) temos: 
E +2,=0 Ê =-3X, 

> 


E] se k 
x (3x )=—3 x 


1 
1=+t1 (pois x E RR) 
Dparax,=x,=x,=1>2x,=-3 


li) parax, =x,=x,=-1>2x,=3 

Como as equações (II) e (III) não foram utilizadas, devemos testar esses 

resultados nas equações (II) e (III). 

a) Na equação (Il): x, =x,=x,=lex,=-3 
1+1-3+1-3-3=m=>m=-6 


Na equação (III) esses valores dão: Rel 
1-3-3-3=-8, logo, servem. Temos qm =6 


== 


b) Na equação (11): x, =x,=x,=-1ex,=3 
1+1-3+1-3-3=m=>m=-6 


Na equação (III) esses valores dão: 
-1+3+3+3=-8 => 8=8, logo, não servem. 
Portanto, as raízes são 1, 1, 1 e -3. 
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NOTA 

Esta solução é bem mais 
rápida que aquela oferecida 
na seção anterior. 


Es vá 
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“ra 


5) 


Determine a relação que deve existir entre p e q reais, na equação xº + px + q=0, 
de modo que ela admita uma raiz complexa (não real) de módulo igual a 2. 


Solução: 
Devemos ter: 
DX, ox, =) 
XX, +FXA TAXA, = p 
Apladta ==] 
A condição adicional é que x = a + bicom va? +b” =2. 
Como a equação deve ter a raiz complexa conjugada x, = a — bi, ficamos 
então com: 


a+bi+a-bi+x,=0 
(a+bi)(a — bi)+(a+bi)x, +(a — bi)x, = p 
(a+ bi)(a — bi)x, = —q 


q +b”=4 
O sistema fica: 
2a +x,=0 


De (1): x, = -2a em (II) e (III) vem: 


4+2a(29)=p 4a =p — 4 
4-(-29)=q aa 


Substituindo a vem: 
pa, 


a ça 
64 16 i : 
Por outro lado, se q? + 16 p= 64, a equação fica:x' +[4-L | +40 


que tem a raiz x, = — = como era de se esperar. Fatorando, vem: 


[* «fe -L4+4)=0 
4 4 


Ga EL O - 
p E 4 V16 q” — 256 
: = = 
e vemos que as outras raízes são: X, » 5 5 EE 5 


Para que elas sejam complexas, precisamos ter | q | < 16. Neste caso, x e 
x, Seriam complexos conjugados, com norma x,x, = 4, como pedido. 
Assim, a condição necessária e suficiente em p e q para que a equação 
q +16p=64 


apresente uma raiz complexa de módulo 2 é: 
|9|<16 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET (UFMG) Se a equação x + ax? + bx+ 1=0, de 
coeficientes a e b reais, tem 34i como uma de suas 
raízes, determine: 


a) as outras raízes; 
b) os valores de a e b. 
[2 (Vunesp-SP) Sabe-se que a unidade imaginária i é raiz 


do polinômio real p(x) = x! — 3x* + 3x2 + ax + 2. Nessas 
condições: 


a) determine o valor de a; 

b) encontre o conjunto solução da equação p(x) = 0. 
[3 Seja a equação 2x) - 4x2 + x+3=0, cujas raízes são a, 

bec. Determine: 

a)ja+b+c 

b) ab + ac + bc 

c) abc 

11 


E RA 
a b c 


Ja +b+c 


[4 Ache as raízes da equação 72% —- 18X —- 11x +1=0, 
sabendo que uma das raízes é a média aritmética das 
outras. 


[5 Resolva a equação xº — 15x? + 66x — 80 = 0, sabendo 
que suas raízes estão em progressão aritmética. 


16 Resolva a equação x? + 9x? + 54x — 216 = 0, sabendo 
que suas raízes estão em progressão geométrica. 
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: [ZM Resolva a equação xº — 9x? + 26x — 24 = 0, sabendo que 


a soma de duas de suas raízes vale 5. 


8" Resolva a equação x) — 5x2 + 7x — 3 = 0, sabendo que 


admite duas raízes iguais. 


: [9 Encontre as raízes da equação 


x — 11X + 28x2 + 36x — 144 =0, 
sabendo que o produto de duas de suas raízes é o si- 
métrico do produto das outras duas. 


: IO! Encontre o valor de m de modo que a equação 


x + mx? + 12x + 8 = O tenha as três raízes iguais. 


ET! Encontre as raízes da equação xº — 7x + 6 = O sabendo 


que a soma de duas de suas raízes é 3. 


[12º (FGV-R]) Considere a equação polinomial 


x -3x2-kx+12=0 
a) Encontre k de modo que haja duas raízes opostas. 


b) Encontre k de modo que 1 seja raiz da equação; 
neste caso determine também as outras raízes. 


[13º As raízes da equação x* — 7x? — 21x + d = O estão em 


progressão geométrica. Encontre nesta equação: 
a) o valor do termo independente de x; 


b) as raízes. 


: [MAS sendo a, b, ce das raízes da equação 


x*-3x- 5x)-15x2+ 14x—- 12 =0, determine o valor de: 
1 R E. Jg 1 E 1 
bcde acde abde abce abcd 


[15º (Unicamp-SP) Sabendo que a equação x)-2x2+7x-4=0 


tem raízes a, b e c, escreva, com seus coeficientes nu- 
méricos, uma equação cúbica que tem como raízes 
a+1,b+1ec+1. 
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6.5 - Raízes inteiras e fracionárias 


NOTA 

Em particular, se a, = +], 
a equação não poderá ter 
raízes inteiras, exceto 1. 


Teorema 


Demonstração: 


Suponhamos que x, seja uma raiz inteira. 
Temos então: 


n-1 


n a — 
AX +etax+a=0 > 2x a,X] +.+a =-a, 
a E 
donde: L=- ax” '+..ta, 
x 
Como a,,..., a, são coeficientes inteiros e x, também, o 2º membro desta igual- 


dade é uma soma de inteiros, sendo, portanto, inteiro. Assim, x, é divisor de a,, pois 


o quociente Zo é inteiro. 
x, 
Exemplos: 
id Considerar a equação 2xº — 7x? + 5x — 36 = 0. Se houver alguma raiz 
inteira, ela deve ser divisor do termo independente. 
Calculemos tais divisores: 
NOTA 1 
Poderíamos testar as 18 
possibilidades e descobrir 36 2 2 
que 4 é a única raiz inteira 18 ) 4 
da equação. 
dói 9 3 ano to 
3 3) S) Ie), SO 
1 
As raízes inteiras, se existirem, estão entre os números: 
dell, 652, ed), sed) se(ó, se), seio, seio seSlo: 
ii) Resolver a equação x* — 6x2 + 1lx -6= 0. 
As raízes inteiras prováveis são os divisores de 6, isto é, +1, +2, +3, +6. 
NOTA Testando esses valores pelo algoritmo de Ruffini: 


Como —1 não é raiz, 
observe que os coeficientes 
utilizados para testar o 
valor 1 são os do polinômio 
original. 


“ra 


[1 -6 11º | -6 
Ea a q ra I8 | -24%0 = 1 não é raiz 
il 1 -s 6 (0) => léraiz 


Quando for encontrada uma raiz, deverão, para maior simplicidade, ser 
usados os coeficientes dos quocientes das divisões exatas. 

As outras raízes serão então as raízes da equação x? — 5x + 6 = 0, logo 
PA QUEASA 

Portanto, as raízes são 1,2 e 3. 
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iii) Resolver a equação xº — 4x? = 0. 


Pondo x? em evidência, temos x?(x? — 4) = 0. 

Daí tiramos x=0 ou x?-4=0. 

A equação x? = O nos dá duas raízes nulas. 

À equação x? — 4 = (0) nos dá as raízes x = 2 ou x = 2. 
Portanto, as raízes são 0, 2 e -2. 


NOTA 

Em particular, se o 
coeficiente do termo de 
maior grau for t1, todas 
as raízes racionais serão 
inteiras. 


Teorema 


Demonstração: 


Suponhamos agora que a equação admita uma raiz fracionária do tipo E 
irredutível, isto é, p e q primos entre si. 


Temos então: 


n n-1 


4 b 


+ a, 4] > Fa E +a,=0 e daí 
q q q 


a 


n 


apra, poiq+..+apq' +ag'=0 


1) Isolando a p” no 1º membro e transpondo os demais termos, vem: 


n-1 


ap'=-(a, po'g+.+mpgr! + ag") 


Dividindo ambos os membros desta igualdade por q, temos: 


ap” 
q 


n-2 


=-(a, Pp"! +.+a pq" + ag!) 


n 
Como o 2º membro é uma soma de inteiros, o será inteiro. Por outro lado 


p" e q são primos entre si, logo q dividirá a,. Então o denominador é divisor do 
coeficiente do termo de maior grau. 


2) Isolando agora aq” no 1º membro vem: 


ag" =-(a,p" +a  po'q+.. +a,pg”!) 


Dividindo por p ambos os membros desta igualdade vem: 


ag” 
p 


=p ra, PU gr tag) 
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Como p não divide q", p dividirá a,, pois o 2º membro é um número inteiro. 
Logo, o numerador da raiz fracionária é um divisor do termo independente 
da equação. 


NOTA 

Em todas as hipóteses 
sobre as raízes, deverão ser 
tomados valores positivos e 
também negativos. 


NOTA 

Os valores t1, t3e +9 
também não satisfazem a 
equação dada. 

Assim, concluimos que 
todas as suas raízes são 
irracionais. 


Exemplo: 


Procuremos as frações que podem ser raízes da equação 4xº — 5x? + 
+7x-9=0. 

Os numeradores das possíveis frações deverão ser os divisores do termo 
independente 9, logo estarão entre os valores +1, +3 e +9. 

Os denominadores deverão ser os divisores do coeficiente do termo de 
maior grau, nesse caso 4, logo estarão entre os números +1, +2 e +4. 
Montando todas as frações irredutíveis possíveis, temos as prováveis 
raízes fracionárias: 


MU e na aa fa E) 
2 2 go 4º 4 4 
Para verificar quais são as raízes, testam-se estas frações pelo algoritmo 


de Ruffini. 
Neste exemplo em particular, nenhuma destas frações serve como raiz. 


Exercícios resolvidos: 


1) 


Calcule as raízes da equação 12xº —- 8x2 - x +1=0. 


Solução: 

Como o termo independente é -1, as únicas raízes inteiras possíveis 
serão 1 e -—1. 

Verifiquemos se são raízes: 


| 1Z -8 10 | 1 
il 12 4 3 4x0 => 1 não é raiz inteira 
| 12 PO) 19 -18z0 = - não é raiz inteira 


Então não há raízes inteiras. 


Verifiguemos agora as possíveis raízes fracionárias. 
Os divisores do coeficiente do termo de maior grau, nesse caso 12, são: 
+1, +2, +3, +4, +6, +12, 
Formamos todas as possíveis frações: 
1 is 1 a I 1 a 1 


+ + 
Dos Aco mp 
TT EE 
Testamos agora esses valores: 
NOTA 
Também poderíamos 
resolver a equação | fiz; —8 —1 | 1 
oa pa DRE E ORE E ce 
terminar o problema. = 2 
2; 
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2) 


Vejamos se x - é raiz dupla. 

PER? 2 | = il 
1 12 + O = pe é dupla. 
o 


À terceira raiz será a solução da equação 12x + 4=0 => x= Ss 


; » Rets O il 
As raízes são, então, —, — e ——. 
202 e) 


Sejam a, à,, à,, ..., a, inteiros pares e a, um inteiro ímpar. Mostre que a 
equação ax" +a x!+..+ax+a,=0 não admite raízes inteiras. 


Solução: 
Suponha, por absurdo, que esta equação admite uma raiz inteira o. 


Teríamos: 


n-1 


n 2 = 
co ta oa e aaa. 
Mas, como q é inteiro e todos os coeficientes do lado esquerdo são pa- 
res, O lado esquerdo é par. Como a, é ímpar, somos levados a um absurdo 
(ímpar = par). 
Conclusão: a equação não tem raízes inteiras. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET Calcule as raízes das seguintes equações: : [BB Ache todas as raízes de xº-x2)-x—-2=0. 
a)x-642+11x-6=0 e 
: PAM Determine as raízes da equação +4x=(x+2) +47. 
b) x) — 15x2+ 74x —- 120=0 : x—1 
)x-6x2-x+30=0 5" Encontre as raízes da equação 3x —- 13x2+ 13x-3=0. 


d)x+3x%-3xX-7x+6=0 


e)x+6x+11x+6=0 


FZ" Encontre as raízes das seguintes equações: 
a) 24x) - 26x2+9x -1=0 
b) 125x) — 150x2 + 55x — 6= 0 
c) 10x -13x2-18x2-5x+2=0 
d) 20x) - 32x? - x + 6=0 
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6.6 — Equações recíprocas 


6.6.1 - Equações recíprocas de 1º classe 


[E 
DEFINIÇÃO 

Equação recíproca de 

1º classe. 


Exemplo: 


As equações x! - 3xº + 4x2 -3x+1=0exº)+2x2+2x+ 1 =0são recípro- 
cas de 1º classe. 


Propriedade 


Com efeito, seja p(x) = ax" +a, x!+..+ax+a,. Calculando p(-1) e lem- 
brando que a =a,,a, ,=a, ... etc. vem: 


[| 
p(-D=a(-D)+a, (ID) +.+a(-D+a,= 


NOTA 
— =” —1)" =—1, pois n é ímpar. 
="4,+4,14"4,9t4,.3«—a,+a,-a +a= (1) p p 


n-2 3 


= + a 6 + a, a ts ANTAS 


o que comprova que —1 é raiz. 


Exemplo: 


xº + 2x2 + 2x + 1 = 0 é recíproca de 1º classe e grau ímpar: 


[a 2) pj 
1/1 1 RO = 1 é raiz 
[ E | 
Teorema 
NOTA 
Como a, = a, 0, não há 
raiz nula. 


Demonstração: 
Consideremos a equação recíproca de 1º classe: 


n n-1 n-2 V) = 
ax" +axcisaxo+.+ax+ax+aç=0 


Substituindo x por E , vem: 
x 
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POLINÔMIOS 


NOTA 

Vê-se que, quando a soma 
dos coeficientes de um 
polinômio é 0, então 1 é 
raiz deste polinômio. 


dd: 


Eliminando os denominadores se obtém: 
atrax+ax+..+ax 2 +ax o] +ax"=0 


que é idêntica à equação original. Logo, se x é raiz, então À também o será. 


po 
Exemplo: 


Encontremos as raízes da equação recíproca xº - 3x) + 4x? - 3x +1=0. 


Como os coeficientes dos termos extremos são ambos iguais a 1 e todos 
os coeficientes são inteiros, as únicas possíveis raízes racionais são +1. 


Testando: 
il -3 4 -3 il 
ll 1 —2, 2, -1 O => léraiz 
1 1 =1 io > 1 é raiz dupla! 


Resta resolver a equação x? - x + 1 =. Já se vê que o produto destas raí- 
zes é 1 (veja o termo independente desta quadrática). Explicitamente: 


a EEE 1+93i 


2, 2, 


ENS NB: 1 le Ci 
2 


Então as raízes são 1, 1, e = 
2 EE 2 
2) 


Resolução das equações recíprocas de 1º classe 


Se o grau da equação for ímpar, use o algoritmo de Ruffini para eliminar a raiz —1. 


Assim, basta analisar o caso em que o grau é par: 


2n 2n-1 n ms 
A, HA, Ir +tAaX +. +a, X+a, =0 
Dividindo ambos os membros por x”, vem: 
a a 
— 2n-1 
XxX +a, XU+.+a+.e.+ SD + -H=0 
= xo x 


Agrupando os termos inversos em x, vem: 
1 1 1 
n n-1 
aux e) + [ E +. tao [25] +a,=0 


1 o. do «gs 1 
Nesta equação surgem as somas do tipo X+ % x + E x + se etc. 


Para reduzi-la ao grau n, utiliza-se o seguinte artifício: 


1 
Xx+> =x 
x 
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Com isto, elevando ao e membro a membro: 


x +2x- die = += -—2 
x x 


E 2 api 
2 
x 
1 1 1 1 1 1 
2.9 | Ê AB o [: Ea 
v(y ) bebe e) x Rad | "e befes] 


ou seja: ve VW -D-y > X += y*-3y 


e assim sucessivamente. Temos então: 


x+5=7 Wa y'-api+? 
2 1 2 5 1 5 E) 
x TR) -—2 x Ré —-5yº +5y 
gado, -3y 

x 


Z ria 1 
que se obtém multiplicando-se cada valor encontrado por x+— e subtraindo-se o 
x 


valor anterior conveniente. Assim: 


n+1 il n 1 1 n-1 1 
x E ER X + E x x RE 
x X x XxX 


Exemplo: 


Voltemos à equação x* — 3xº) + 4x? - 3x + 1 = 0, desta vez usando este 
método geral. 


Dividindo ambos os membros por x? (x elevado à metade do grau da 
equação), vem: 


a MAO 
a 


Agrupando os termos em x? e em x, vem: 
[e na fi 4=0 
Dá X 
1 
Chamando x Ra =y tem-se ne da =y*-2, que substituídos darão: 
Ee 
2-2)-3y+4=057-3y+2=0>y=1louy=2 


Temos então: 


14/53 14431 


2 2 


Mn e se 


Ri) > x2-2x+1=0 > x=1 (dupla) 
x 
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Exercício resolvido: 


Resolva a equação x* - 4x) + 5x2 -4x+1=0. 


Solução: 
Dividindo a equação por x? e rearrumando, vem: 


[º me rafa )es=0 
x É 


Fazendo y =x E E lembrando que y? — 2 = x? + 7) 
x X 


(2-2)-4y+5=0 
y2-4y+3=0 
Esta equação tem raízes y= 1 e y = 3. Assim: 


a 
x+5=1 > xº-x+1=0 > qe 


ou 


3+45 


x+5=3 > x2-3x41=0 > x= 


Então as raízes são 


jus St SEND 
s 


6.6.2 —- Equações recíprocas de 2º classe 


DEFINIÇÃO 
Equação recíproca de 
2º classe. 


NOTA 
Para a equação ser As equações 2xº —- 3x! + 4x) -4x2+3x-2=0€e3xº)-2xº4+xº-x2+2x-3=0 


recíproca de 2º classe e ter são recíprocas de 2º classe. 
grau par, o coeficiente do 


termo central tem de ser 
zero. Propriedade 


; : E 4 ” 
Com efeito, seja p(x)=ax"+a x!+..+ax+a,. Temosp(l)=a +a | +...+ 
+a,+a,=a,+a, ,+..—-a, ,-a,=0e, senfor par: 


Exemplo: 


-1 1 


-a =0 


PpC-l=a-a,,+t..-a+a=a-a ,+.e+a, ,-a, 


1 
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Exemplo: 
Voltando a 2xº — 3x* + 4xº —- 4x2 + 3x - 2 =0, vê-se que 1 é raiz: 


Bei Lages 
1 | 7 E 3 E] 2| O =>léraiz 


» -3 
3) O =léraiz 
0 => —1 é raiz 


Exercícios resolvidos: 


1) Calcule os valores de m e n de modo que a equação 3xº + (m + 2n— 6)xº + 
+ (m- 1)x?-x — 3 = O seja recíproca e resolva-la para os valores de m e n 
encontrados. 


Solução: 
À equação deve ser recíproca de 2º classe, pois os coeficientes dos ter- 
mos equidistantes dos extremos são simétricos. Então: 
miE2n6=1 
= im =Vemn=3 
m>1=0 
À equação fica: 3x! + xº-x-3=0. 
Esta equação deve ter as raízes +1 e —1, logo retirando-as, vem: 


5) il (0) =] =3 
1 3 4 4 3 (0) => 1 é raiz 
=] 3 il 3 (0) => —1l é raiz 


1+435 i 
6 


As outras raízes são as raízes da equação 3x) +x+3=0 > x= 


Ê EN —1+,35i 
Em suma, as raízes são 1, —1e a 


2) Resolva a equação 12xº — 4xº —- 53x! + 53x2 + 4x — 12 =0. 


Solução: 
Temos uma equação de 22 classe e grau par, logo, temos as raízes +1 
e 1. Retirando-as, temos: 


iz -4 -53 0 Se 4 =12 
1 2; 8 -45 —45 8 12; 0 => 1 é raiz 
—1 1Lz —4 -41 —4 iLz 0 => —1 é raiz 
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NOTA 

Quando retiramos as raízes 
especiais 1 e —1, sempre 
se obtém uma equação 
recíproca de 1º classe e 
grau par. 
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Temos agora uma equação recíproca de 1º classe e grau par (que não tem 
raízes especiais). 
12x*- 4xº - 41x? - 4x + 12=0 


Dividindo por x?, vem: 


25? ape n= ni O 
x X 


Agrupando os termos de mesmo coeficiente, vem: 
efe va papas =) 
x x 
il SALAS 
Fazendo nv 2ogo: 
Bê x 


12(72-2)-4y-41=0> 12722-4y-65=0 


ao 


; s 5 
Cujas raízes são: y, == ey, = 6 


il 
Substituindo em x+—, vem: 
x 


ques = Dx spED=O = v =D pa 
E) z, 
2, 
+=-E > 6X+13x+6=0 > ie oux, ==> 
O conjunto das raízes será então: | | 12, E Ee nel 
| PR] 
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6.7 — Apêndice 


6.7.1 - Condição de reciprocidade 


Teorema 


Demonstração: 


Já vimos que, se a equação é recíproca, então as raízes vêm em pares de recí- 
procos. Agora vamos demonstrar “a volta”. 


Sendo p(x) =ax"+a, x"+..+ax+a,=0, façamos a substituição de x por e 


x 
Temos: 


n n-1 


É. df a 
+++] +a,=0 > 
XX x 


n-1 


n n-2 = 
> ax"+ax” +ax+.+a, x+a,=0 


Q() 


Mas ambas as equações p(x) = 0 e Q(x) = O têm exatamente as mesmas 
raízes com as mesmas multiplicidades. Então p(x) é um múltiplo de Q(x), isto é, 
p(O)=10Q(x), 10. 


Assim: 


a,=ha, eaç=Aa, 
A, 1=M, CA =, 


i-2 =ha, ea, =,» 


EEE 
NOTA 
Como a, 4 0, temos a, =Aa, =A(ha,) Na, > Por hipótese sobre p(x), O 
> não pode ser uma de suas 
1=À A=t1 raízes. Então a, * O. 


SeA=1,4,=a,,4, ,=a, etc. e a equação é recíproca de 1º classe. 
Se1=-1,4,=-a,, 4, ,=-a, etc. e a equação é recíproca de 2º classe. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


ET" Resolva a equação 6x! - 35x) + 62x? - 35x + 6=0. : AM Encontre os valores de p e q, de modo que a equação 
: x — 2xº + px + q= O tenha raízes recíprocas. 


FZ" Resolva a equação xº — 5x! + 9x) -9x2+5x-1=0. 


EB" Resolva as equações: 
a)2x%-3x2-3x+2=0 
b)3x)-7x2-7x+3=0 
)3x%2-13x2+13x-3=0 
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EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


ET (UFRJ) A figura abaixo representa o gráfico de uma 


certa função polinomial f: R > IR, que é decrescente 


em [-2, 2] e crescente em ]-oco, -2] e em [2, +00]. 
Determine todos os números reais c para os quais a 
equação f(x) = c admite uma única solução. 


FZ (ITA-SP) Dividindo-se o polinômio p(x) = xº + ax! + 
6" (Unirio-R]) O grau do polinômio (x + 2)(x — 4)(x + 


+ bx + cx+ 1 por (x- 1), obtém-se resto igual a 2. 
Dividindo-se p(x) por (x + 1), obtém-se resto igual a 3. 


Sabendo que p(x) é divisível por (x — 2), tem-se que o 


valor de so é igual a: 

(A) -6 (D) 7 
(B) -4 (E) 9 
(€) 4 


3 (Cefet-MG) Se) =2x+1, gW=Xeh(M)=x-2,a 
igualdade gofch(x)=hog(x) é verdadeira para: 


(A) nenhum valor real de x. 
(B) valores de x irracionais com soma igual a 12. 


(C) valores de x irracionais com soma igual a 4. 


(D) valores de x racionais com produto igual a : é 


(E) valores de x racionais com produto igual a 5 : 


P4 (UCDB-MS) Se o polinômio g(x) = (ax + b)(x + 3) + 


“32 - c é idênti = a? o 
+ (x- 3) — c é idêntico a p(x) = 3x? + x + 4, então É [MON (PUC-RS) Dado o polinômio p() =x"+x11+...+x+1, 


a+b+ cé igual a: 


(A) 7 (D) 10 
(B) 8 (E) 11 
(C) 9 
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[5 A figura a seguir mostra uma função que dá a quanti- 
dade total de peças que um operário monta em fun- 
ção do número de horas trabalhadas em um dia: 
y=-x + 5x2 + 180x 


: ; 5 À > 
0 Z 4 6 8 x 


Quantas peças o operário monta nas duas primeiras 
horas de trabalho? E dessas peças, quantas monta na 
primeira hora e quantas monta na segunda hora? 


+ 6)(x— 88... (x + 18)!8 é: 


(A) 2-9! (D) 180 
(B) 90 (E) 18! 
(C) 2º.9] 


EZ (Vunesp-SP) Para que valores reais de a, be cas funções 


polinomiais fe g, definidas por: 
H9)=0+x+x 
g()=x%+(a+b)x+(b+cox+a-b-c, são iguais? 


8" (EEM-SP) Determine os valores de p e q na identida- 


de: 
2x+13=p(x+2)-q(1- x). 


9 (UFRGS) Se p(z) é um polinômio de coeficientes reais 


e p(i)=2- ii então p(-i) vale: 


(A)-2+i (D)1+2i 
(B)2+i CENT =D 
(6) di 


onde n é ímpar, o valor de p(-1) é: 


(A) -2 (D) 1 
(B) 1 (E) 2 
(C) O 
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[11 (UFU-MG) Considere o polinômio p(x) = ax? - 3(a + 5) x + 
+ 2, com a E RR. Assim, o conjunto S dos valores positi- 
vos de a para os quais p(1) < O é igual a: 


(A)S=(0€ER:0<a<s5) 
(B)S=(a ER: a>5) 
(C)S=(a ER: a<o0) 
(D)S=(0€E R:3<a<5) 


[12º Sendo p(x) = q(x) + x? + x+ 1, e sabendo que 2 é raiz 
[19 (UFMG) Considere o polinômio p(x) = (x— D(xº + xº + 


de p(x) e que 1 é raiz de q(x), calcule p(1) — q(2). 


[13' (Cefet-PR) Sejam os polinômios A(x) = a,x" + a,x"-! + 


+.t+tax+a eB(M)=bx"+bxm-1!+..+bx+b 
n n+1 1 Z m 


m+1 
de mesmo grau. Se (a, (o bar e) nesta ordem for- 
mam uma P.A. onde a,=5er=n,nE Z com 3<n<4 

e (b, b,, ..., b,,,1) formam nesta ordem uma P.G. onde 
b,=a,eb,=-1, então o termo independente da soma 
A(O) + B(x) é: 


1 15 9 17 
(A) 1 im Ns la 


[14º (UEL-PR) O valor de k para que o polinômio p(x) = kx?+ 
[21 (UEL-PR) O polinômio f= x*- 2x2 + kx— 3 é divisível 


+ kx+ 1 satisfaça a sentença p(x) - x= p(x— 1) é: 


1 1 3 
(sã RENO a (D) 1 Es 


[15 (UFMG) Considere os polinômios p(x) = ax + (2a — 3b)xº + 


+(a+b+4c)x-4bcde q(x) = 6x? + 18x + 5, em que 


a, b, ce d são números reais. Sabe-se que p(x) = 
é 123º (UFV-MG) Dividindo-se o polinômio p(x) por x? + 4x + 7, 


= q(x) para todo x E RR. Assim sendo, o número d é 
igual a: 


1 2 4 
A) — B) — O — D)3 
(A) 8 (B) 3 (C) 5 (D) 
[16 (Uece) Considere o polinômio p(x) = xº - x! +xX2-1. 


O valor do produto 5 - [p(1) - p(4) - p(5)Jé igual a: 
(A) O (B) 1 (C) 4 (D) 5 


[1Z) (UFRN) Para qualquer número inteiro n, sep(n)=1 -n+ 


+ n?- nº, então p(-1) é igual a: 


(A) 2 (B) O (C) -2 (D) 4 


DV: 


é [789 (UEL-PR) O polinômio p tem grau 4n + 2 e o polinômio 


q tem grau 3n — 1, sendo n inteiro e positivo. O grau 
do polinômio pq é sempre: 


(A) igual ao máximo divisor comum entre 4n + 2 e 
3n-1. 


(B) igual a 7n + 1. 
(C) inferior a 7n + 1. 
(D) igual a 12nº + 2n+ 2. 


(E) inferior a 12nº + 2n + 2. 


+x7+xº+ xº + x). O polinômio p(x) é igual a: 
(A) x(xº — D(xº + 1) 

(B) x“(xº — 2x! + 1) 

(Ca = E 

(D) xº(xº- 2x2 + 1) 


[20' (UEL-PR) Se o polinômio f= 2x + x) —- 8x— 4 é divisível 


por g=2xº-3x-2, então ele também é divisível por: 


(A)x—4 (D) 2x+1 
(B) x+4 (E)2x-1 
(C)x+3 


por g=x?-x+ 3 se, e somente se, o número real k é 
igual a: 


(A) 4 (B) 3 (0)1 (D) —3 (E) -4 


[22 (Unicamp-SP) Determine o quociente e o resto da di- 
visão de x0º + x + 1 por x?- 1. 


obtêm-se x? + 1 como quociente e x - 8 como resto. 
É correto afirmar que o coeficiente do termo de grau 
2é: 


(A) 1 (B) 4 (C) 8 (D) 5 (E) 1 


é IZ49 (UFBA) Na questão a seguir calcule a soma dos núme- 


ros associados aos itens corretos. 
Sobre polinômios, pode-se afirmar: 


(01) O resto da divisão do polinômio p(x) = x + 2x2 + 
+3x8 + xº+x!+x2+x por x- 1 é igual a 6. 


(02) Dividindo-se o polinômio p(x) pelo polinômio 
g(x), obtêm-se quociente q(x) e resto r(x); então, 
o grau de r(x) é menor que o grau de g(x). 
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(04) Sendo p(x) = 4x + ax! + 2x) — x2, q(x) = bx + 2x! + 


+ cx + x2e, para todo x, p(x) + g(x) = 0, tem-se 
p p q 


que a-b:|c|=2*. 


(08) Sendo mo grau dos polinômios p(x) e q(x), então 


o grau do polinômio p(x) + q(x) é igual a m. 
(16) A soma de todos os zeros do polinômio 

p(x) = x* — 4X + 5x? pertence ao intervalo ]0, 5]. 
(32) Se p(y) =x -ax2+bx+2eq(xy)=ax-bx-3x-1 


são tais que p(I) = 5 e q(-1) = 4, então 


(a+b)2 =2. 


125" (Fatec-SP) Dividindo-se o polinômio M(x) = (2x — 1) - 
- (x? + 9) pelo polinômio N(x) = x? — 3x + 1, obtêm-se 
quociente Q(x) e resto R(x). É verdade que: 


(A) QN) =3 (D) R(-2) = -70 
(B)QM)=8 (E) R(2) = 40 
(C) Q(O) = 4 


[26' Calcule o resto da divisão do polinômio p(x) = xº-1 
pelo polinômio x* — 1. 


(x) = (x? + 1)? pelo polinômio d(x) = (x — 1)? é igual 
p p 


a: 

(A) 2 (D) 4x-2 
(B) 4 (E) 8x- 4 
(G)2x=1 


[280 polinômio x* + 2x? + mx + n é divisível por x? + x + 1. 
Calcule o valor de m + n. 


[29' (Faap-SP) Calcule a, b, ce d para que o polinômio 
pix) = a(x + o) + b(x + d) seja idêntico a p;(x) = xº + 


+ 6x2+ 15x + 14. 
30" (UFAL) Se f g e h são polinômios de graus 2, 3 e 4, 
respectivamente, o grau do polinômio f.g+h é: 
(A) 10 (B) 9 (C) 8 (D) 6 (E) 5 
[BT (Fuvest-SP) Considere o polinômio não nulo p(x) tal 
que [p(X)] = xZ[p(x)] = x p(x?), para todo x real. 
a) Qual é o grau de p(x)? 
b) Determine p(x). 


[32' (Cesgranrio-RJ) Se o polinômio p(x) = 2% — 4x + a é 


divisível por d(x) = x- 2, o valor de a é: 


(A) —8 (B) -6 (O) 4 (D) —2 
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: 133) (FGV-SP) Se o polinômio p(x) = x) — kx? + 6x — 1 for 


divisível por (x — 1), ele também será divisível por: 
(A)x2- 5x+1 (D) x2+ 5x+3 
(B)x2-5x+3 (BD)x2-5x+5 
(C)x2+5x+1 


[34º (ITA-SP) Seja p(x) um polinômio divisível por x — 1. 


Dividindo-o por x? + x, obtêm-se o quociente 
QO(g9) =x2-3 eo resto R(x). Se R(4) = 10, então o coe- 
ficiente do termo de grau 1 de p(x) é igual a: 


(A) —5 (B) -3 (O 1 (D) 1 (E) 3 


[35 (ITA-SP) Seja p(x) um polinômio de grau 4 com coefi- 


cientes reais. Na divisão de p(x) por x — 2 obtém-se um 
quociente q(x) e resto igual a 26. Na divisão de p(x) por 
x? + x— 1 obtém-se um quociente h(x) e resto 8x — 5. 
Sabe-se que g(0) = 13 e q(1) = 26. 

Então, h(2) + h(3) é igual a: 


(A) 16 — (B)zero (C)-47 (D)-28 (BI] 


36) (ITA-SP) Sejam p,(x), p;(X) e p;(x) polinômios na va- 
[27º (Cesgranrio-R]) O resto da divisão do polinômio : 


riável real x de graus n,, n,e n,, respectivamente, com 
n,>n,> n,. Sabe-se que p,(x) e p,(x) são divisíveis por 
p;(X). Seja r(x) o resto da divisão de p,(x) por p;(x). 
Considere as afirmações: 


1) r(x) é divisível por p, (x). 
11) p,(09)— ; px) é divisível por p,(x). 


HD p,(x) -r(x) é divisível por [p,(9]. 
Então: 

(A) apenas le Il são verdadeiras. 

(B) apenas Il é verdadeira. 

(C) apenas le Ill são verdadeiras. 

(D) todas as afirmações são verdadeiras. 
(E) todas as afirmações são falsas. 


[37 (Fuvest-SP) Seja p(x) um polinômio divisível por x — 3. 


Dividindo p(x) por x— 1 obtemos quociente qg(x) e res- 
to r= 10. O resto da divisão de q(x) por x— 3 é: 


(A) —5 (B) -3 (C) 0 (D) 3 (E) 5 


[38' (Fuvest-SP) Dividindo-se o polinômio p(x) por 2x2- 3x + 


+ 1, obtêm-se quociente 3x2 + 1 e resto —x + 2. Nessas 
condições, o resto da divisão de p(x) por x— 1 é: 


(A) 2 (B) 1 (C) 0 (D) —1 (E) —2 
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39! (Mack-SP) Se R(x) é o resto da divisão 
E 43x? -x2 x: (xº+2x-3) , então R(0) vale: 


Me qa (C) O (D) 1 (E) 2 


140" (Mack-SP) O polinômio p(x) = 3xº + ax? + bx + c é divi- 


sível por x - 3x + 2 e por x?- 2x+ 1. Então a soma dos ; 


números reais a, be c é: 


(A) 2 (D) -3 
(B) -2 (E) zero 
(03 


FAT (Mack-SP) O resto da divisão de um polinômio de 


p(x) por x- k é R. Se o resto da divisão de po+s por 


x— k é 24, então R vale: 


(A) 14 (B) 16 (C) 18 (D) 20 (E)22 
[42º (Unirio-RJ) Dividindo-se um polinômio p(x) por outro 
D(x) obtêm-se quociente e resto Q(x) =x) - 2x — 1 e 
R(x) = 5x + 8, respectivamente. 
O valor de p(-1) é: 


(A) —1 (B) O (CR (D) 3 (E) 13 


43" (Mack-SP) Considerando as seguintes divisões de poli- 


nômios: 
plO)x—2 Q(X)| x—6 
4 1Q(x) 1 10,6) 


podemos afirmar que o resto da divisão de p(x) por [47 (ITA-SP) A divisão de um polinômio p(x) por x? — x re- 


x - 8x+ 12 é: 


(A) 3x-2 (D) 2x+1 
(B)x+1 (E) x+ 2 
(C) 2x+2 
[44 (Mack-SP) 
p(x)|3x—2 (x2-1)-p()3x—2 
TIgl) k q(x) 


Nas divisões acima, de polinômios, podemos afirmar 


* FA9I (Ufop-MG) Sejam os polinômios p(x) = x— 3 e g(x) = 


que o resto k vale: 


(9 as (D) 3 

9 9 

(5) Ee 

9 9 
(6a 
9 


Dvd: 


É PASO (FEI-SP) Dadas as funções fe g, definidas no conjunto 


dos números reais por: 


au bo e 
fO)=|-1 x O eg()=50-3X+5) 
O 1 x 


determine as constantes a, be c para que f(x) = g(x). 


146 (Unirio-RJ) Seja fum polinômio de grau 4, cujo gráfico 


é dado pela seguinte figura: 


yA 


Sabendo que zero é raiz tripla de f, determine: 
a) a lei que define f. 


b) os valores de x< 1,5 tais que —1<f(x)<O. 


sulta no quociente 6x2 + 5x + 3 e resto — 7x. O resto da 
divisão de p(x) por 2x + 1 é igual a: 


(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) 5 


148" (UFF-RJ) Considere o polinômio p() =x -3x+2ea 


1 


PO). 
Sabe-se que uma das raízes de p(x) é 1. Escreva o do- 


função real de variável real f definida por f(x) = 


mínio de f sob a forma de intervalo. 


=4(A+B)x+2(B+C-A)x+(A+C). 
a) Determine A, B, € E IR, de modo que p(x — 3) = 
Ma 
= 3 g 


b) Determine o quociente e o resto da divisão de q(x) 
por p(x). 
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150" (PUC-R]) O resto da divisão do polinômio x + px + q : 
por x+1 é4€e resto da divisão deste mesmo polinô- : 


mio por x- 1 é 8. O valor de p é: 


(A) 5 (B)-4º (O0 (D) 1 (E) 8 


[51º (Puccamp-SP) Dividindo-se um polinômio f por 
g =x? — 1, obtêm-se quociente p = 2x + 1 e resto 


r=kx-9, sendo k E R. 
Se f é divisível por x — 2, então k é igual a: 


(A) 6 (B) 3 (98 (D) -3 (E) -6 


[52 (PUC-PR) Na divisão do polinômio F(x) pelo binômio 
f(x), do 1º grau, usando o dispositivo de Ruffini, en- 


controu-se o seguinte: 


Qual o dividendo dessa divisão? 
(A) x* + 3x3) + 6x2 —- 12x +8 
(B)x!-2x+4x2-4x+8 
(Gas 2 

(D) x! -2x)—-4x2 + 4x—-8 

(E) xt - 2x) -4x2 + 4x+8 


153) (Unifesp) A divisão de um polinômio p(x) por um po- : 
linômio k(x) tem g(x) = xº + 3x2 + 5 como quociente e | 


r(x) = x? + x+ 7 como resto. Sabendo-se que o resto da 


x é: 


(AJ1O (BIZ (OT (D)25 (E) 70 


[54º (Unirio-RJ) Dividindo-se um polinômio p(x) por outro 
D(x) obtêm-se quociente e resto Q(x) = x*- 2x — 1 e 


R(x) = 5x + 8, respectivamente. O valor de p(-1) é: 


(A) —1 (B) O (GR (D) 3 (E) 13 

155" (UFSE) Dividindo-se o polinômio A(x) = x) - 2x2 - x + 2 
pelo polinômio B(x) obtêm-se o quociente Q(x) = x— 3 
e o resto R(x) = 3x— 1. É verdade que: 


(A) B(2) =2 (D)BC-M)=1 
(B) B(1)=0 (E) B(-2)=1 
(C) B(0) = 2 
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156" (Unifor-CE) Dividindo-se um polinômio f por x? obtêm-se 
quociente —x e resto x. A forma fatorada de fé: 


(A) (x — 12: (x + 1) 
(B) x-(1 + x)? 

(O x-(1-5)? 
(D)x-(x-1)-(x+1) 
(Dx (1-9) -(1+5) 


[57) (Ufam) Se o polinômio p(x) = xº + 2x? + mx + n é divi- 


sível por h(x) = x? + x+ 1, então o valor de m + n é: 


(A) 5 (B) 2 (0) 1 (D) 8 (E) 3 


: 158) (Ufam) Dividindo-se o polinômio p,(x) = xº pelo poli- 


nômio p, = x2— 1, obtêm-se quociente e resto, respec- 


tivamente, iguais a: 
(A) x -Tex (D) x +xe1 
(B)x+xex (E) x) +xe-— 


(O) x+x+1ex 


159" (Cefet-MG) Se na divisão do polinômio p(x) por xº — 3 


o quociente é x+ 1 e o resto é x— 1, então o valor de 
P(3) é: 


(A)25 (B)26 (C)27 (D)28 (E) 29 


: 160) (Vunesp-SP) Se m é raiz do polinômio real 


p(x) = xº— (m + 1)xº + 32, determine o resto da divisão 
de p(x) por x— 1. 


* ER | ã =9x%-36x2+26x+3=0, sa- 
divisão de k(x) por x é 2, o resto da divisão de p(x) por esplvaiatequação pfv = a E e 


bendo que o polinômio p(x) é divisível por x — 3. 


162" (Uerj) Considere o polinômio p(n) = (n+ 1) -(n? + 


+ 3n+2), nE Ne calcule: 


a) a quantidade de paralelepípedos retângulos de ba- 
ses quadradas e volumes numericamente iguais a 
p(11), cujas medidas das arestas são expressas por 
números naturais. 


b) o valor da expressão: (a pao AR 
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Dx xa 


163" Qual o resto da divisão do polinômio p()=|1 a a? 


por x— b? 1b b 


[64 (Faap-SP) Calcule a e b para que os polinômios 


p(O) =x + ax-3be g(x)=-x + 2ax- b sejam 
divisíveis por x — 1. 
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165" (UnB-DF) Seja p(x) = x) + 4x? + kx+ (k— 51). Determine 
o valor de k, sabendo que p(x) é divisível por x — 1. 


166" (Esam-RN) Utilizando-se o dispositivo de Briot-Ruffini na 
divisão de um polinômio p(x) por d(x), encontrou-se: 


EE: a b [e 
SEIS —5 5 |? 


Com base nessa informação e nos conhecimentos so- 
bre polinômios, pode-se concluir: 


(A) p(xM)=3x2-5x+5ed(x)=x-1 
(B)p(xy)=3x2-2x+7ed(M)=x+1 
(CO) p(M)=3x2-5x2-2ed(x) =x—1 
(D) p(xM)=3x—- 5x2 +5x+2ed(M)=x+1 
(Dp()=3xX-2x2+7ed(M)=x+1 


167 (ITA-SP) A divisão de um polinômio f(x) por (x — D)(x — 2) 


tem resto x + 1. Se os restos das divisões de f(x) por : 


x-1 ex-2 são, respectivamente, os números a e b, 
então a? + b? vale: 


(A) 13 (B) 5 (GR (D) 1 (E) O 


168" (UFRGS) Se p(x) = 3xº — cx? + 4x + 2c é divisível por 


x+ 1, então: 

(A) cs (D) c=39 
(B) c-5 (Bjie="7 
(O) c=7 


169" (Unaerp-SP) Se p(x) = 3x — 
x- 2, então os valores de a e de p(2) são, respectiva- 


mente: 

(A) -16 e —2 (D) 16 e 2 
(B)-16e2 (E) —16 e zero 
(C) 16 e —2 


70" (Mack-SP) Se p(x — 1) = x? — 
divisão de p(x) por x— 3 é: 


2x + 3, então o resto da 


(A) 3 (D) 9 
(B) 5 (E) 11 
apa 


DV: 


5x? + 6x + a é divisível por : 


EZ7' (Puccamp-SP) Sabe-se que o polinômio f= 3 -x2+ kx+1, 


no qual ke t são constantes reais, é divisível por x e por 
x + 2. Nessas condições, a forma fatorada de fé: 


(A) x(x + 2)(x— 1) 
(B) x(x + 2x — 2) 
(O) x(x + 2)x— 3) 
(D) x(x + 2)(x + 3) 
(E) xx + 2x + 1) 


um (Unicap-PE) São dados dois polinômios: 
p(Q)=5x2-2x+4e p(X)=(a+b)x+(a-b+cox+ 
+b-c, onde a, b, cE R. Julgue os itens. 

a) p,(x) e p;(x) são polinômios do mesmo grau. 

b) O polinômio p (x) pode ser decomposto em um 
produto de dois polinômios do primeiro grau com 
coeficientes em R. 

)Sea=2ec=-|,entãob=3e p(x)=p(x)- q(x), 
onde q(x) tem grau zero. 

d) p (9 = D()(X— 3) + p,(3). 


e) Se -a = b, px) é um polinômio do primeiro grau. 


à BI (er) A figura abaixo representa o gráfico de um po- 


linômio p e uma reta r que lhe é secante nos pontos 
A(2, -3) e B(4, 15). 


xy 


a) Determine o resto da divisão de p(x) por x— 4. 


b) Mostre que a reta r representa graficamente o resto 
da divisão de p(x) por (x — 2)(x — 4). 
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EZ4! (PUC-RJ) Calcule as raízes da equação (x + 1)(x? — 2x + 
+D=1. 


[75 (UFF-RJ) Uma fábrica utiliza dois tanques para armaze- 
nar combustível. Os níveis de combustível, H e H,, em 
cada tanque, são dados pelas expressões: 

H(0) = 1508 — 190t+ 30 e H.(t) = 50É + 35t + 30, sen- 
do to tempo em hora. 

O nível de combustível de um tanque é igual ao do ou- 
tro no instante inicial (t = 0) e, também, no instante: 


(A) t=0,5h (D) t=2,0h 
(B) t=1,0h (B)t=2,5h 
(O t=1,5h 


176" (Uerj) Lembrando que: 

cos (a+ b) =cosacos b-sen asen besen (a + b) = 

=sena-: cosb+senh-cosa: 

a) Demonstre as identidades: 
|) cos(20) = 2cos20 — 1 
II) cos(30) = 4cosê0 — 3 cos0 

b) Usando a identidade cos(30) = 4cos* 6-3cos6, mos- 
tre que cos 40º é raiz da equação 8xº — 6x + 1 =. 


[77 (Fuvest-SP) Seja p(x) = xº— 12x + 16. 
a) Verifique que x = 2 é raiz de p(x). 


b) Use fatoração para mostrar que se x > 0 e xz2, 
então p(x) > 0. 


c) Mostre que, entre todos os prismas retos de bases 
quadradas que têm volume igual a 8 cm?, o cubo é 
o que tem menor área total. 


[78 (FGV-RJ) A figura abaixo mostra o gráfico do polinô- 
mio p(x) = x) — 5x2 + 6x— 2. 


Va 
Bio 
Za 
1,0 + 
t —+» 
40 5,0% 


a) Quantas são as raízes reais de p(x)? 


b) Quais são estas raízes? 
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!Z9" (UFC-CE) O polinômio p(x) = 2% — x? + ax + b, em que 


a e b são números reais, possui o número complexo i 
como uma de suas raízes. Então o produto a - b é igual 
a: 


(A)-2 (Bj (C) 0 (D) 1 (E) 2 


180" (PUC-MG) No polinômio p(x) = xº — x? + 4x — 4 uma 


das raízes é 2i. Então, a raiz real de p(x) é: 


(A)-2 (B)1 (0) 0 (D) 1 (E) 2 


187º (UFF-RJ) Três raízes de um polinômio p(x) do 4º grau 


estão escritas sob a forma 13, iº2 e j27, O polinômio 
p(x) pode ser representado por: 


(A) x! +1 (D)xº-x2+11 
(B) x =] (E)xº-x2-1 


(CO) x*+x2+41 


[82º (PUC-MG) Na função f(x) = 2% —- 3x2 —- 3x + 2, fla) = 


= f(b) = f(-1). O valor de a + b é: 


(A) 0,5 (B) 1,0 (C) 1,5 (D):2/5 (E)3,0 


183" (UFRGS) Os polinômios de p(x) = x*- 5x2 eg(xy)=x!-—5: 


(A) têm exatamente as mesmas raízes. 
(B) têm três raízes em comum. 

(C) têm duas raízes em comum. 

(D) têm uma raiz em comum. 


(E) não têm raízes em comum. 


: |B4N (UFRGS) O polinômio p(xy) = ax + 3%) - 4x2 + dx- 2, 


com a 0, admite 1 e -1 como raízes. Então: 
(A)a=6ed=-3 (D)a=9ed=-3 
(B)a=3ed=-3 (Da=-3ed=6 
(Ja=-3ed=3 


185" (FGV-SP) Dada a equação polinomial x)- 5x2 + 8x-m= 


= 0, onde m é um parâmetro real, obtenha m de modo 
que 3 seja raiz, e encontre as outras raízes. 


186" (Fuvest-SP) O polinômio p(x) = x*- x? + x+ a é divisível 


por x— 1. Ache todas as raízes complexas de p(x). 


[87 (UFRJ) O polinômio p() =X) -2x)-5x+d, dER, é 


divisível por (x — 2). 
a) Determine d. 


b) Calcule as raízes da equação p(x) = 0. 
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188" O gráfico do polinômio definido por p() =x -2x+a 
(a E R) está representado abaixo. 
ya 


RS 


Determine as três raízes desse polinômio. 


x Y 


[89 Sabe-se que x) —- 2x2 + 5x— 4 = O tem uma raiz igual 
q 9) 


a 1. As outras duas raízes dessa equação são: 
(A) racionais (D) complexas não reais 
(B) irracionais (E) positivas 


(C) simétricas 


[90' (PUC-SP) Sabe-se que -2 é raiz do polinômio 


x —1 1 
fo)=|1 x O,noqualxeCexEeR. 
Ok 


Nestas condições, determine: 
a) o valor de k; 


b) as demais raízes do polinômio. 


[971 (Cefet-R]) O número complexo 1 + i é uma das raízes 
da equação z! + k = 0, onde k é uma constante real e 
positiva. A soma das OUTRAS três raízes da equação 


vale: 

(A) O (D) -3 + i 
(B) IS (E) 4 
(C)2+2i 


192" (UFF-RJ) Considere três números reais, m, ne p, tais 
que: 


RE mn+np+mp=2 mnp=-> 
5 3) 5 


Pode-se afirmar que m, ne p são raízes do polinômio: 
(A) Q(x) = 10x) + 8x2 + 3x + 15 
(B) Q(x) = 8xº + 10x2 + 15x + 3 
(C) Q(x) = 3x) + 15x2 + 10x + 8 
(D) Q(x) = 8xº + 15x2 + 3x + 10 
(E) Q(MX) = 15x) + 3x2 + 10x + 9 


DV: 


[93 (Unificado-R)) Se a, b e c são as raízes da equação 


x* — 10x? —- 2x + 20 = 0, então o valor da expressão 
a2bc + ab?c + abc? é igual a: 


(A) 400 (D) -200 
(B) 200 (E) -400 
(C) -100 


nificado- esolvendo-se a equação x* — x? + 14x + 
: 194) (Unificado-R]) Resolvend quação x — x2+ 14 


+ m = O encontramos as raízes Xy X, € X, distintas e 


a Mi Sus 
não nulas. Se — +— +— =—, m é igual a: 
GAS Exa aIiZ 
(A) —1 (D) —14 
(B) —7 (E) -24 
(C) —12 


195" (Fuvest-SP) O polinômio x* + x? —- 2x + 6 admite 1 + i 


como raiz, onde i? = —1. O número de raízes reais desse 
polinômio é: 


(A) O (B) 1 (0) 2 (D) 3 (E) 4 


[96 (ITA-SP) Seja m E R, m > 0. Considere o sistema 


2x—(log,m)y +5z2=0 

(log, m)x+y —-2z=0 

x+y-(log,m?)z=0 
O produto dos valores de m para os quais o sistema 
admite solução não trivial é: 


(A) 1 (B)2 (C) 4 (D)8 — (E)2log,5 


197) (ITA-SP) Considere o polinômio p(x) = 2x + a,x2 +... + 


+ q x”, cujos coeficientes 2, a,, ... a formam, nesta 
n Pa n 
ordem, uma progressão geométrica de razão q > 0. 


Sabendo que —1 é uma raiz de pe que p(2) = 5460, 
3 


met ps 
tem-se que o valor de = ie igualia: 
(A) 3 (e) 7 (E 
4 4 8 
(8) 3 op t 
2 6 


[98 (UFPR) Sobre o polinômio p(x)=x*-5x)+ 10x2- 5x +d, 


onde d é número real, é correto afirmar: 


a) Se d = 16, então p(x) é o desenvolvimento de 
(x 


b) Se d=0, então zero é uma raiz de p(x). 
c) Se 1 for raiz de p(x), então d = 15. 
d) Se d = -21, então p(x) é divisível por x + 1. 
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[99 (Fuvest-SP) 


fog) 


O gráfico acima pode representar a função f(x) igual a: 


(A) x(x— 1) (D) x(x2 — 1) 
(B) x!(x2 — 1) (E) x(x— 1) 
(O) xº(x — 1) 


00 (Fuvest-SP) Seja p(x) = x* + bx + cx? + dx + e e um 
polinômio com coeficientes inteiros. Sabe-se que as 
quatro raízes de p(x) são inteiras e que três delas são 
pares e uma ímpar. Quantos coeficientes pares tem o 
polinômio p(x)? 


(A) O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4 

07 (Uerj) As figuras abaixo representam as formas e as 
dimensões, em decímetros, de duas embalagens: um 
cubo com aresta x e um paralelepípedo retângulo com 


aresta x, xe 5. 


X XxX 


A diferença entre as capacidades de armazena- 


mento dessas embalagens, em dm?, é expressa por 


x3 — 5x? = 36. Considerando essa equação: 
a) demonstre que 6 é uma de suas raízes; 


b) calcule as suas raízes complexas. 


02 (Fuvest-SP) P(x) é um polinômio cujas raízes formam 
uma progressão geométrica de razão 2 e primeiro ter- 
mo 2. O coeficiente do termo de mais alto grau de P(x) 
é 1 e o termo independente é igual a 22!. O grau do 
polinômio é: 
(A) 4 (B) 5 (0) 6 


(D) 7 (E) 8 


03 (Fuvest-SP) As raízes do polinômio p(x) = x) - 3x2 + m, 
onde m é um número real, estão em progressão arit- 
mética. Determine: 


a) o valor de m; 


b) as raízes desse polinômio. 
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: MO4 (ITA-SP) Sendo 1 e 1 + 2i raízes da equação xº + ax? + 


+ bx+ c=0, em que a, be c são números reais, 


então: 

(A)b+c=4 (D)b+c=1 
(B)b+c=3 (EB)b+c=0 
(O) b+c=2 


MOS (Fuvest-SP) O produto de duas raízes do polinômio 


p(x) = 2% —- mx? + 4x + 3 é igual a —1. Determinar: 
a) o valor de m; 


b) as raízes de p(x). 


706 (Unirio-RJ) Sabendo-se que o número 3 é raiz dupla 


da equação ax* + bx + 18 = 0, os valores de ae b são 
respectivamente: 


1 1 
Eu esa (D) 3 ei 
(8) 5€9 (BD) 1 e-3 
(e) 4e-8 


107 (Fuvest-SP) Dado o polinômio p(x) = x(x — (x? — 4), 


o gráfico da função y = p(x — 2) é melhor representado 


por: 
(A) ya 
| ! > 
ou a 2 sa E 
(B) ya 
> 
O im ao $ 
(C) 


Ev 
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(D) y 
= > 
Tt 203 4 é 
(E) 
| 1 > 
CER, x 


08 (Uerj) Sabe-se que o polinômio p(x) =-2x)-x2+ 4x +2 


pode ser decomposto na forma p(x) = (2x + 1)(-x? + 2). 
Representando as funções reais f(x) = 2x + 1. € 
g(x) = —-x? + 2, num mesmo sistema de coordenadas 
cartesianas, obtém-se o gráfico abaixo. 


x Y 


Tendo por base apenas o gráfico, é possível resolver a 
inequação —2x) — x? + 4x + 2 < 0. Todos os valores de 
x que satisfazem a essa inequação estão indicados na 
seguinte alternativa: 


CAD a Zope 
(B) x<-/2 oux>2 


(C) x<-v'2 ou -S<x<v2 


(D) Bene oux>2 


09 (Fuvest-SP) Os gráficos de duas funções polinomias P e 


Q estão representados na figura seguinte. 


Então, no intervalo [-4, 8], P(x) - Q(x) < 0 para: 
(A)-2<x<4 

(B)-2<x<-1ou5<x<8 
(C)-4<x<-20Uu2<x<4 
(D)-4<x<-20u5<x<8 

(EB)-1<x<5 


MO (PUC-RS) Na figura abaixo, tem-se o gráfico de 


p(x) = ax* + bx + cx+ d. 
yA 
10+ 


Os valores de a, b, ce d são respectivamente: 


(A)-4,0,4e2 (Dj 1,0, 304 
4 
(B) -4,0,2e4 (E) 1,0,-12 e 16 
(E) 1,2 1084 
4 


MT (UnB-DF) A curva abaixo representa o gráfico de uma 


função polinomial do terceiro grau f: R > R. 


yA 
40 


-20+ 


A partir da análise desse gráfico, julgue os itens se- 
guintes. 


a) Os números —4, 1, 2 e 6 são raízes do polinômio. 

b) Se f(x) é menor que zero, então 1< x< 2. 

c) A equação f(x) = 6 possui exatamente três raízes. 

d) Os elementos da imagem do intervalo (-4, 0] são 
positivos. 

e) Admitindo-se f(x) = k(x — a)(x — b)(x — 0), em que a, 


b, ce k são constantes reais, então ka. 
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12 (Fuvest-SP) O número de raízes complexas, que não 
são reais, do polinômio p(x) =x + x) + Xº) +... + x2n+1 


(n>1) é: 

(A) 2n+1 (D) n 
(B) 2n (E) 1 
(CO) n+1 


13 (UFF-R)) A função f: R > R definida por f(x) = my + 
+nxX+px+q, mzo0, é sempre crescente e possui raí- 
zes distintas. Sabendo-se que uma raiz é real, pode-se 
afirmar que as outras: 


(A) são complexas. 

(B) são nulas. 

(C) têm módulo unitário. 
(D) têm sinais contrários. 


(E) são positivas. 


14 (UFF-R)) Considere as seguintes afirmações: 


|) Todo polinômio de grau ímpar admite pelo menos 
uma raiz real. 


Il) Um polinômio de grau par pode ter todas as raízes 
complexas. 


Ill) 2 + ie 3 — i podem ser raízes de um mesmo polinô- 
mio do terceiro grau. 


São verdadeiras: 


(A)lell (D) todas 
(B) le ll (E) nenhuma 
(C)lle 


115 (IBMEC-R)) Considere: 
x +bx$ê+x2-8x-12=0, onde b é um número real. 
Sabe-se que uma das raízes dessa equação é o número 


100; = 
complexo expresso por 2i ti ="1). Então, a soma 
dos quadrados das raízes reais da equação é: 


(A) O (D) 10 
(B) 5 (E) 18 
(C) 8 


116 (UFRJ) Considere o polinômio p dado por 
p(x)=x*-4x) + 6x2 - 4x+ 5. 
Mostre que TEN é uma de suas raízes e calcule as 
demais raízes. 
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| (Unirio-Ence-RJ) Dado o polinômio x* + bx? + cx? + dx + 


+ e, de coeficientes reais, e sabendo-se que i, —1 e 2 
são algumas de suas raízes, o valordeb + c+ d+ e é: 


(A) O (D) —4 
(B) 1 (E) —5 
(C) -3 


macia SP) Sendo | um intervalo de números reais com 


extremidades em a e b, com a< b, o número real b— a 
é chamado de comprimento de |. Considere a inequa- 
ção 6x! — 5x* — 7x2 + 4x< 0. A soma dos comprimentos 
dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a: 


(A) 3 do 
4 6 
(B) 3 (E) 7 
2 6 
(o RÁ 
3 


19 (UFMT) Seja p(x) um polinômio de coeficientes reais 


e A(O, 0), (> 1) C(1, 0) e D(2, 0) pontos do plano 


cartesiano. 
A partir dessas informações, julgue os itens. 


a) Admitindo p(x) = —bx? + bx + c e que seu gráfico 


passa pelos pontos A e B, então He) = : : 

b) Considerando que p(x) é um polinômio do 4º grau 
cujo gráfico passa pelos pontos A, Ce D, então p(x) 
possui raízes complexas. 


c) Supondo que p(x) é um polinômio de grau n>1 
e que seu gráfico passa pelo ponto A, o termo de 
p(x), independente de x, é diferente de zero. 


* nzo(UEMS) Considere a equação x*) + ax? + bx+ c=0, na 


qual a, b e c são números reais. Sabendo-se que —1 e 
—1 + 3isão raízes da equação, calcule o valor da soma 
a+b+c. 


[127 (UFPE) Sabendo que 1 + i é raiz da equação xº + ax? + 


+bx-12=0comae b reais, qual o valor de a + b? 


122 (UFPR) Com base nas propriedades de polinômios e 


equações, encontre as afirmativas corretas e calcule a 
soma dos números associados a elas. 
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(01) Se p(x) é um polinômio com coeficientes reais tal 
que 1 + i é raiz de p(x) = 0, então p(x) é divisível 
por x?+ 2x+ 2. 


(02) No polinômio que se obtém efetuando o produto 
p q p 
(x + 1)*(x — 17, o coeficiente de x? é igual a 4. 


(04) Todo número que é raiz da equação x2+ 2x + 1=0 
é também raiz da equação x+ 1 = 0. 


(08) Dada a equação (x? — 2) = 0, a soma das suas 
raízes é igual a zero. 


123 (UFSCar-SP) Sabendo-se que a soma de duas das raí- 
zes da equação x* — 7x2 + 14x— 8= 0 é igual a 5, pode-se 
afirmar a respeito das raízes que: 


(A) são todas iguais e não nulas. 

(B) somente uma raiz é nula. 

(C) as raízes constituem uma progressão geométrica. 
(D) as raízes constituem uma progressão aritmética. 


(E) nenhuma raiz é real. 


124 (PUC-RJ) O número complexo z = 1 + i é uma das raí- 
zes da equação 47! — 82 + 7772 + 27 - 2 = 0. Esta equa- 
ção tem: 


(A) duas raízes reais distintas e duas complexas (não 
reais). 

(B) uma única raiz real e três complexas (não reais). 

(C) somente raízes complexas (não reais). 

(D) uma raiz real dupla e duas complexas (não reais). 


(E) três raízes reais e uma complexa (não real). 
[125 (PUC-RJ) Quais as soluções de x(x2- 4x + 4)=1? 


126 (IBMEC-R]) O ponto P (figura abaixo) é o afixo (ima- 
gem) do número complexo z, que é uma das raízes do 
polinômio: 
pl) =x + 6X +me+nx+rx+t 
Se todos os coeficientes desse polinômio são números 
reais e se p(x) é divisível por x? — 1, então, o valor de t é: 


Re 


DV: 


(A) 12 (D) -18 
(B) 2 (E) -16 
(C) -32 


| BZ (Unioeste. -PR) Sabendo que uma das raízes da equa- 


ção x) — 5x2 + 8x — 6 = O é o número complexo 1 — i, 
podemos concluir que: 


(01) 1 + itambém é raiz da equação. 

(02) —1 + i também é raiz da equação. 

(04) A equação não possui raízes reais. 

(08) A soma das raízes é 7. 

(16) A soma dos quadrados das raízes é 9. 
(32) O produto das raízes é um número real. 


Calcule a soma dos números associados às proposi- 
ções verdadeiras. 


: 128 (UnB-DF) julgue os itens seguintes, relativos às solu- 


ções das equações apresentadas. 
a) A equação (x + 3)2 + (x— 3)2= O possui duas soluções 
complexas. 


b) A equação (x + 177)2 — (x — 177)? = 708x tem, no 
máximo, duas soluções reais distintas. 


c) A equação 2x —- 1=«/(x)? tem exatamente duas so- 
luções reais. 


d) Sex E R é solução da equação x) + x— 1 = 0, então 
x é também solução de x —- 2x +1=0. 


e) A equação x? — y? = 31 admite um único par (x, y) E 
N x IN como solução. 


E (ITA-SP) Seja S o conjunto de todas as raízes da equa- 


ção 2x — 4xº + 4x — 2 = 0. Sobre os elementos de S 
podemos afirmar que: 


(A) todos são números reais. 

(B) 4 são números reais positivos. 

(C) 4 não são números reais. 

(D) 3 são números reais positivos e 2 não são reais. 


(E) 3 são números reais negativos. 


130 (UFRJ) Determine todas as raízes de x +2x22-1=0. 


1137 (Unirio-R)) Determine k de modo que a equação po- 


linomial x + kx2 — 6x —- 8 = O tenha raízes reais em 
progressão geométrica. 
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1132 (Uerj) 
2 +x+10=0 
* —-19x-30=0 
As equações acima, em que x € C, têm uma raiz co- 
mum. Determine todas as raízes não comuns. 


133 (UFR]) Dada a equação xº — 7x? + 14x + k=0, determine 
o valor de k de modo que as raízes da equação sejam 
inteiras positivas e estejam em progressão geométrica. 


[134 (Uerj) Admita a possibilidade de contar objetos de duas 
maneiras, uma na base x e outra na base (x + 3). Ao 
empregar essas duas maneiras para contar um deter- 
minado grupo de objetos, obtemos (2343), = (534), ,,. 
Calcule o valor da base x e as outras duas raízes da 
equação resultante. 


135 (UFRJ) Considere a equação x) + 3x2 + 9x +9=0. 


a) Fazendo x = y — 1, obtenha uma equação equiva- 
lente tendo y como incógnita. Em seguida, faça 
2 
im obtenha uma nova equação em z. 
b) Calcule todas as soluções para a equação em z ob- 
tida no item a. 
x+4 a bx+c 4 


5 il o 
Dear x+1 xº-x+1 
válida para todo número real x z —1. Então a+ b+ cé 


1136 (ITA-SP) A identidade 


igual a: 


(A) 5 (B) 4 (C)3 (D) 2 (E) 1 


137 (PUC-R]) Os valores das constantes a e b, para os quais 


1 apeiticad b para todo x É (2, 3), são tais 
XE 5x po x-2 x -3 


que o produto ab vale: 


(A)-2 (BI (C) 0 


(D) 1 (E) 2 


138 (UFRJ) Determine a e b de forma que, para todo x real 
a b 2x 
e tal que 1 se tenha = : 
dia x—=1 x+1 x2-1 


139 (ITA-SP) O polinômio com coeficientes reais p(x) = xº + 
+aX + ax +a,x?+ ax + a, tem duas raízes distintas, 
cada uma delas com multiplicidade 2, e duas de suas ra- 
ízes são 2 e i. Então, a soma dos coeficientes é igual a: 


(A) 4º (B)-6 (O (D) 1 (E) 4 


40 (UFRGS) Se o polinômio p(x) tem exatamente três ; 


raízes distintas a, b e c, o produto p(x)-p(x) terá 
como raízes: 
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(A)iaZ bi e 

(B) a, -a, b, —b, c, —c 
(C)la bre 

(D) 2a, 2b, 2c 

(E) ab, ac, bc 


47 (Cefet-PR) Seja o polinômio p() = a,xº)+a,x2+ax+a,. 


Sabe-se que a, e a, são iguais, a soma de a, a, e a, é 
igual a —1, que a diferença entre a, e a, é igual a 10 e 
que a soma de a, com a, é igual ao oposto do dobro 
de a,. Sendo assim podemos afirmar que as raízes reais 


de p(x) são: 

(A) 1 raiz tripla (DJS, 6 
(BH 273 (E) 1, 11,-6 
(C) 1,11, -3 


: MAZ (ITA-SP) Sejam a, a,, a, e a, números reais formando, 


nesta ordem, uma progressão geométrica crescen- 
te com q £0. Sejam x, x,e x, as raízes da equação 
ax+ax2+ax+a,=0. Sex, = 2i então: 


(A) x, + X, + X, =—2 
(B)x, +x,+x,=1 
(O) x +xi+xi=4 
(D) x =8) 


(E) x, +X,-X+X,:4,=5 


43 (ITA-SP) Seja p(x) um polinômio de grau 3 tal que 


p() =p(x+2)-x2-2, para todo x E IR. Se —-2 é uma raiz 
de p(x), então o produto de todas as raízes de p(x) é: 


(A)36 (BJI8 (C)-36 (D)-18 (BI1 


44 (ITA-SP) O valor da soma a + b para que as raízes do 


polinômio 4x! — 20xº + ax? — 25x + b estejam em pro- 


gressão aritmética de razão 1 é: 
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(A)36 — (B)41 (C)26  (D)-27 (E-20 


45 (Mack-SP) Se p(x) = 4x — 16x? —- x + m, m real, admite 


duas raízes opostas, o valor de m é: 


(A) 3 (B)-2  (0)2 (D) —4 (E) 4 


146 (UCDB-MS) Se x, x, e x, são as raízes da equação 


2x%-7x2+6x-8=0, então a qu é igual a: 


Mp Az & 
7 B 3 3 7 
(A) E (B) E (€) 3 (D) q (E) 5 
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147 (Cefet-PR) Sejam a, be c raízes da equação x* — 3x? + 


+ 9x-2=0. Então o valor de ae E Er di a é igual a: 
a b [6 
ne. Bm É nm no 
4 3 3 4 4 


48 (ITA-SP) Considere as matrizes reais 
a 00 1070 


M=|0 b 1Jel=/0 10) emqueaz0eabec 


(0/0 (0) fe 001 


formam, nesta ordem, uma progressão geométrica de 
razão q > 0. Sejam À,, À,, eA, as raízes da equação 
de(M-A)=0. Se AA A,=aeX, +A,+A,=7a, então 
a? + b? + c? é igual a: 


DZ gi 


(A) 2 
8 16 36 


6 qe; dé 
O) 9) 

49 (ITA-SP) Considere a, b E R e a equação 2e*” + qe” + 
+ 7 + b=0. Sabendo que as três raízes reais x, X,, X; 
desta equação formam, nesta ordem, uma progressão 
aritmética cuja soma é igual a zero, então a — b vale: 
(A) 5 (B) —7 (C) -9 (D) -5 (E) 9 

150 (Puccamp-sP) As raízes da equação xº — 15x? + 71x + 
+ m=o0, na qual m é um número real, são números 
ímpares e consecutivos. Nessas condições, o produto 
dessa equação é: 
(A)315 (B)105 (C)15 


(D) 3 (E) -3 


157 (PUC-SP) No universo C, a equação 


x+1 0 0 
—2 x 0 |=2 admite: 
1 1 x-2 


(A) três raízes racionais. 
(B) duas raízes não reais. 
(C) duas raízes irracionais. 
(D) uma única raiz não inteira. 
(E) uma única raiz positiva. 
152 (Puccamp-SP) Sabe-se que a equação 2x)+x2-6x-3=0 


admite uma única raiz racional e não inteira. As demais 
raízes dessa equação são: 


(A) irracionais e positivas. 
(B) irracionais e de sinais contrários. 


(C) inteiras e de sinais contrários. 


Dvd: 


156 (UFPR) Considere o número complexo a = —. 


(D) inteiras e positivas. 
(E) não reais. 


To qi 
ab bc ac 


1153 (UFPR) Calcule o valor de log, fa] sendo 


a, b, c as raízes da equação 2x —- 30x? + 15x —- 3 = 0. 


154 (Vunesp-SP) Os coeficientes do polinômio f(x) = xº + 
+ ax? + bx + 3 são números inteiros. Supondo que f(x) 
tenha duas raízes racionais positivas distintas, 


a) encontre todas as raízes desse polinômio; 


b) determine os valores de a e b. 


155 (Fuvest-SP) O polinômio xº + x* — 5% — 5x2 + 4x + 4m 


tem uma raiz igual a — 1. 
a) Determine m. 


b) Fatore o polinômio num produto de binômios de 
1º grau. 


+i 
a) Escreva a forma trigonométrica de a. 


b) Resolva a equação 4x* + 4x) + x) + 4x- 3 =0, saben- 
do que a é uma das suas raízes. 


157 (Mack-SP) As raízes da equação x) - 9x2 + 23x- 15=0, 


colocadas em ordem crescente, são os termos iniciais 
de uma progressão aritmética cuja soma dos 10 pri- 
meiros termos é: 


(A) 80 (B) 90 (C) 100 (D) 110 (E) 120 


158 (Cesgranrio-R]) Se a, b e c são raízes da equação 


x* — 10x? — 2x + 20 = 0, então o valor da expressão 
a2bc + ab?c é igual a: 


(A) 400 (D) -200 
(B) 200 (E) -400 
(C) -100 


: 159 (Fatec-SP) Foi apresentado a um exímio calculista, co- 


nhecido como o “homem que calculava”, o sistema de 


XFX, +X sal 
1 ZA 3 30 
. Í 
equações XX, TAXX TAXA 5 
XXX, =2— 
iINED RS, 15 
e ele rapidamente respondeu: “Uma solução do siste- 
4 1 1 po 
ma € x,= DM =55X= E 
3 2 5 
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Em seguida perguntaram-lhe: qual a soma dos quadra- 
dos das raízes da equação 30x* — 37x? + 15x-2=0? 
De pronto, ele respondeu corretamente. 

A sua resposta foi: 


(D) 7 (6) 469 


AR 
300 750 900 


(B) 47 (C) 101 
450 600 


[160 (Fuvest-SP) 


a) Determine os números complexos z tais que 
z+Z=4ez-z=13, onde Z éo conjugado de zZ. 

b) Resolva a equação x* — 5x) + 13x? — 19x + 10 = 0, 
sabendo que o número complexo z = 1 + 2i é uma 
das suas raízes. 


[167 (UEL-PR) Se -2 é uma das raízes da equação xº + 4x2 + 
+x+ k=0, onde k E R, o produto das outras duas 
raízes dessa equação é: 


(A) —3 (B) —-2 (C) 2 (D)'3 (E) 6 


162 (PUC-SP) Dado o polinômio 


x HE x 
f=|x+1 —2.  x-1|, pedem-se: 
x 0 1 


a) as raízes de f, 
b) o quociente e o resto da divisão de f por x? — 1. 


163 (Uerj) A figura abaixo representa o polinômio p defini- 
do por p(x) = x)— 4x. 
y4 


a) Determine as raízes desse polinômio. 


b) Substituindo-se, em p(x), x por x- 3, obtém-se um 
novo polinômio definido por y = p(x — 3). 
Determine as raízes desse novo polinômio. 


164 (Mack-SP) Na igualdade [(x — 2)* + 4(x— 2)) + 6(x- 2)? + 


+4(x-2)+1]-x!=0, onde x é um número real, x* 


vale: 


(1) s2 (B) 242 1 (D) 12 (2 
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; [170 (Cefet-MG) Se 


: 165 (UFPI) Assinale a alternativa que corresponde à equa- 


ção cujas raízes são as recíprocas (inversas) das raízes 
da equação 5x) —- x? - 85x +17 =0. 
(A)xº—-5x2-17x+ 85 =0 

(B)5x-85x2-x+17=0 

(C) 85x —-5x2-17x+1=0 

(D) 17x) -85x2-x+5=0 

(E) 7Zx2=: 5x: 85:=10 


: [166 (UFV-MG) O polinômio p(x) = xº - 8x? + 22x- 21 pos- 


sui uma única raiz real igual a 3. Portanto a equação 
(5x — 23) —- 8(5x — 2)2 + 22(5x— 2) — 21 = O tem como 
solução real o número: 


(A) O (B) 1 (010 (D) é (E) 2 


É 1167 (Unitor-CE) A equação x + (0-2)2 + (1-29)x+a=0, 


a E IR, admite uma raiz dupla igual a 1 se, e somente se: 


(A) a=—1 (D) a+—1 
(B)a<0 (EB)-2<a<o0 
(Cla >? 


168 (UEL-PR) Sabe-se que a equação 2xº + 11xº + 20x! + 


+ 15x) + 10x2 + 4x — 8 = O admite a raiz -2 com mul- 
tiplicidade 3. Sobre as demais raízes dessa equação é 
correto afirmar que: 


(A) são números racionais. 

(B) são números irracionais. 

(C) são números não reais. 

(D) duas são não reais e uma é racional. 


(E) duas são irracionais e uma é racional. 


169 (ITA-SP) Seja k E Rtal que a equação 2x) + 7x2+4x+k=0 


possua uma raiz dupla e inteira x, e uma raiz x,, distin- 
ta de x,. Então, (k + x)x, é igual a: 


(A)-6 — (B)-3  (O1 (D) 2 (E) 8 


XE3 A 


, então Ae B são nú- 
x-1 x+1 x-1 


meros: 

(A) iguais. (D) negativos. 

(B) opostos. (E) fracionários. 
p 


(C) inteiros. 
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171 (UFMG) Sejam A e B números reais que satisfazem à 
1 A B 


= + 
[x+2]2x+1] x+2 2x+41 


igualdade da expressão 


para todo valor de x que não anula nenhum dos deno- 
minadores. A soma A + B é: 


dajo 
Z 
72 (ITA-SP) Determine os valores reais de a e b, para os 
quais as equações x* + ax? + 18=0e x*+bx+12=0 
têm duas raízes comuns. 


(A) A (B 1 «oo (D) 1 
3 3 


Dvd: 


É 973 (ITA-SP) A equação polinomial p(x) = O de coeficien- 


tes reais e grau 6 é recíproca de 22 espécie e admi- 
te i como raiz. Se p(y=-E ento, então a 
soma de todas as raízes de p(x) é igual a: 


(A) 10 (B) 8 (C) 6 (D) 2 (E) 1 


ZA (FEI-SP) Resolva a equação cúbica x —- 2x2 - 3x + 6=0. 


175 (ITA-SP) Quais são as raízes inteiras da equação xº + 4x2 + 


+2x-4=0? 
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INDUÇÃO FINITA 


NatUlrich/Shutterstock 


Se uma fila de dominós é colocada de maneira que a queda de um dominó certamente implique a 
queda do próximo, então basta que o primeiro dominó seja derrubado para que todos eles caiam. 
A formulação matemática deste princípio é o chamado Princípio da Indução Finita que, quando 
usado corretamente, é uma ferramenta eficaz para demonstrar propriedades que se apliquem aos 
números naturais. 


Apêndice: Indução finita 


Muitas vezes certas proposições nos parecem verdadeiras e somos levados a 
aceitá-las sem uma demonstração rigorosa. Tal fato pode nos levar a erros graves. 
Em geral essas proposições estão associadas a números naturais e temos a tendência 
de experimentar alguns valores e generalizar sem uma comprovação rigorosa. A in- 
tuição é importante nas pesquisas científicas mas exige técnicas de demonstração. 

A indução é o método de comparar uma proposição geral a partir de casos 
particulares da mesma. Ele se enuncia: 


Princípio da indução finita 


DEFINIÇÃO 
Princípio da indução finita. 


Simbolicamente temos: 
Seja P(n) uma proposição associada a nEIN 


P(1) é verdadeira 
Vk, P(k) => P(k+1) 


A implicação Vk, P(k) => P(k+1) é denominada passo de indução. 


| = P(n) é verdadeira YVn EN 


Exemplos: 


i) | Imaginemos uma fila infinita de bolas numeradas 1, 2, 3, ... da esquer- 
da para a direita. Suponhamos que: 
e a bola de número 1 é verde; 
* sempre que uma bola qualquer é verde, a bola à sua direita tem de 
ser verde também, isto é, se a bola k é verde, então a bola k + 1 é verde 
(passo de indução). 


O princípio da indução finita diz que, neste caso, todas as bolas são 
verdes. 

Intuitivamente, o raciocínio lógico tem a seguinte forma: 

e a bola 1 é verde. 

Pelo passo de indução: 

e como a bola 1 é verde, a bola 2 tem de ser verde. 

Novamente pelo passo de indução: 

* como a bola 2 é verde, a bola 3 tem de ser verde. 

E assim sucessivamente. 


ii) Mostremos que a soma dos n primeiros números naturais ímpares é nº?. 
Em primeiro lugar, para entender o problema, vejamos se esta proprie- 
dade é verdadeira para pequenos valores de n: 


à VA: 378 


INDUÇÃO FINITA APÊNDICE 


iii) 


n=1:S=1=7?/ 
n=2:8,=1+3=2?/ 
n=3:8,=1+3+5=3º/ 
na dS ESSA 


Tudo indica queS, =1+3+5+...+(2n- 1) =1n?, mas os exemplos acima 
não demonstram tal fato para todo n. A demonstração vem da indução 
finita. Assim, seja p(n) a frase “1 +3 +5+... + (2n- 1) = nº”, seria p(n) 
verdadeira para todo n natural? 


e p(1) é verdadeira? 
Basta notar que p(1): 1 = 1? é verdadeira! 


e Passo de indução: 
Agora queremos mostrar que p(k) => p(k + 1), isto é, se a propriedade vale 
para um certo k, valerá para o próximo (k + 1). 


De fato, se p(k) vale, temos 

1+3+5+..+(0k-D=k 

Somando 2k + 1 a ambos os lados da equação: 
1+3+5+..+0k-D+(2k+D=Kk+2k+1 

O lado esquerdo é S, ,, [pois 2(k + 1) — 1 = 2k + 1]; o lado direito é 
(k + 1)2. Em suma, vimos que: 

So Rise Sa (Ro 

ou seja, 


p(k => p(k + 1) 


k+1 


e Juntando tudo: 

O passo de indução [p(k) => p(k + 1)] aliado ao fato de p(1) ser verdadeira, 
mostram, pelo princípio da indução finita, que p(n) é verdadeira para 
todo n natural. 


Usemos o princípio da indução finita para mostrar que, para qualquer 
n natural (não nulo), tem-se: 
ER a reali 


Demonstração: 

e Vale para n = 1: de fato, para n = 1, temos: 
1141) 

a 


1 


que é claramente verdadeira. 
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NOTA 

O passo de indução, 
sozinho, não mostra p(k) 
nem p(k + 1). Ele apenas 
mostra que p(k) implica 

p(k + 1), isto é, que se p(k) 
for verdadeira, então p(k + 1) 
também o será. 


NOTA 

Esta igualdade também se 
prova usando a soma dos 
termos de uma PA. 


Es vá 
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“ré 


iv) 


v) 


vi) 


e Passo de indução: 
Se vale para n = k, vale para n = k + 1. De fato, suponha que vale: 
k(k + 1) 

zo 


14+2+3+..+k= 


Então temos: 


k(k+1) 


 oDaE Bit pr deen= HED que = (ern( Er] - K+1k+2) 


2 


isto é, a propriedade vale paran = k+ 1. 
Por indução, concluímos que, para todo n natural (não nulo), temos: 


Ro 


Seriam os números do tipo P(n) = nº + n + 41 primos para todo nelN? 
Experimentando valores pequenos de n: 

n=1 => P(1) = 43 é primo 

n=2 => P(2) = 47 é primo 

ne =) = 58 É join, 

n=4 = P(4) = 61 é primo 

p= S => PS) = Al É joio 


De fato, pode-se observar que P(n) é primo para n = 1, 2,3, ..., 39. En- 
tretanto, não é verdade que P(n) é primo para todo n natural! De fato: 
n=40=nº+n+41=402+40+41=40(40+1)+41=40.41+41=41.41= 
= 1681 não é primo. 

Este exemplo mostra que ilustrar uma propriedade com vários casos 
não comprova a sua veracidade. 


Outro exemplo clássico são os números de Fermat. Ele acreditava que os 
números F(n)=2? +1 eram primos para todo nEN. 

Temos: E(0) = 3, EDS, BQ)S dy BGB)-2s7 FM) 655% Entretanto; 
Euler provou que F(5) = 4294967 297 = 641 . 6700417, o que mostra que 
os números de Fermat não são primos para todo nelN. 


Seja P, a proposição 2" > 2"*! (n EN). Não é difícil mostrar que P > P.... 
De fato: 


DE ess perl = 9) a E a) ope = opa ess id 
=, o 


la +41 


No entanto, a proposição P é falsa para todo n. Basta ver que P,: 2! > 2? 
é falsa. 

Este exemplo mostra que não basta mostrar o passo de indução — é es- 
sencial que a proposição seja verdadeira para um primeiro valor de n. 
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Exercícios resolvidos: 


1) Estabeleça e demonstre uma fórmula para a soma: 


1 1 1 1 
5, = 4 4 AP esoar 
" 1.2 2:3 3.4 n(n+1) 


Solução: 
Calculamos: S, = A = 1 
loZ 2 
Bjo opa 
o DB 3 
1 ] 1 3 
S, = + + = 
2 DB Bodl dl 


Tudo indica que S, = e 
n+1 


Já vimos que S, = - O passo de indução é: 


i k 1 k(k+2)+1 
Se Se + = ar E 
(K+1)(k+2) k+1 (K+1(k+2) (k+I)(k+2) 
o (K+17 Ea Sail 
OO) SEO ae) 
EE 
o que completa a demonstração de que S, = fa para todo n natural. NOTA 
Neste caso, mostramos que 
2) Calcule a soma dos ângulos internos de um polígono convexo de n a propriedade 


S, = 180º (n — 2) vale para 
n=3e, se vale para n = k, 
=” então vale para n= k + 1. 
Solução: Assim, a proposição será 
verdadeira para n > 3 

(ela não faz sentido para 


SE S0 ai n=1,2). 


E) 3 


lados. 


Comecemos com o triângulo: 


Para o quadrilátero temos: 
Í 


S, =2:180" 2 Pois o quadrilátero se decompõe 
4 em 2 triângulos. 


3 
Para o pentágono temos: 


Pois o pentágono se decompõe 
em 3 triângulos. 
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3) 


“ra 


Podemos fazer a hipótese de indução: 


S,=(n-2)-180º 


Colocando mais um vértice no polígono, a soma dos ângulos internos 
aumenta da soma dos ângulos internos de um triângulo, logo: 


S,1=8,+S, = (n- 2)180º + 180º = (n-2+1)180º = [(n+ 1) -2]180º 


qu! 


o que completa a indução. 


Mostre que em toda superfície poliédrica convexa aberta com A arestas, 
VvérticeseFfaces, V+F=A+1. 


Solução: 
Consideremos uma face com n, lados e n, vértices. 
1 b) 
Temos: 
E 3 F=1 Ne = 
! Gê V,=n, 
A, = 


im, = 

Coloquemos agora uma nova face com a aresta comum (1, 2), tendo 
n, lados e n, vértices. 

O número de vértices aumenta de 
n, — 2 já que os vértices 1 e 2 já foram 
contados. O número de arestas aumenta 
de n, — 1 uma vez que a aresta (1, 2) foi 
contada uma vez. Assim, temos: 


F,=2 
V,=V,+n,-2=n,+n,-2 
Bo = A En = on cen 


Logo; Vi+k=n an, > V+F=A al 


Suponhamos a superfície poliédrica aberta com F, = p faces e façamos a 
hipótese de indução V, + F,= A + 1. 
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Coloquemos mais uma face com n vértices sendo k vértices em comum 
com os vértices existentes. Temos E o 

Como a nova face tem n vértices e k deles são comuns à superfície, o 
número de vértices aumenta de n — k. Temos então V,,,=V,+n-k. 
Como k vértices consecutivos determinam k — 1 arestas que já estão 
contadas, o número de arestas aumenta de n — (k — 1), e a nova superfície 
passaaterA,,,=A,+n-k+1. 

Temos então: 

Va EE steven R=VsPenkãEl 

Substituindo a hipótese de indução V, + F = A + 1 vem: 


V RAE =A+l+n-k+1 


p+1 I, 


MasA,+n-k+1=A jplogoV,,, +F,,,=A,.,+ 1, 0 que completa a 


p+r” +1 p+1 
indução. De um modo geral, V+F=A+1. 


O exemplo anterior vale para uma superfície poliédrica aberta faltando 
apenas uma face ABCDE para fechá-la. 

Quando colocamos esta última face, os vértices e as arestas não aumen- 
tam, só aumentando uma face que é a do fechamento do poliedro. Então: 
Wide li ap dl apl = Watli= Ad 
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4) (Uerj) João recorta um círculo de papel com 10 cm de raio. Em seguida, 
dobra esse recorte ao meio várias vezes, conforme ilustrado abaixo. 


mM A « 


12 dobra 22 dobra  3ºdobra 42 dobra 


Depois de fazer diversas dobras, abre o papel e coloca o número 1 nas 
duas extremidades da primeira dobra. Sucessivamente, no meio de cada 
um dos arcos formados pelas dobras anteriores, João escreve a soma dos 
números que estão nas extremidades de cada arco. 

As figuras a seguir ilustram as quatro etapas iniciais desse processo. 


2 
O —+ | 
2 


etapa 1 etapa 2 etapa 3 


João continuou o processo de dobradura, escrevendo os números, con- 
forme a descrição acima, até concluir dez etapas. 
Calcule a soma de todos os números que estarão escritos na etapa 10. 


Solução: 

Observemos as somas das etapas acima. 
Temos: 

Sato 


S,=1+1+2+2=6=5, +4 
S,=6+6+6=18=S5,+12 
S,=18+18+18=54=5,+36 


Estas somas sugerem estar em progressão geométrica. 


Completamos a indução. 
Consideremos a soma dos números da etapa n: 


So o o a 
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Para obtermos a soma dos números da etapa n + 1, devemos somar a esta TT 
soma S, N números que serão colocados entre cada par de números conse- NOTA 
cutivos de S, e valem a soma do anterior com o posterior. Observe que N = 2", mas 

x , Z este fato não é necessário 
Ão somarmos à etapa n esses novos números, a somas, sofrerá um aumen- para fesolvero problema: 
to em que cada termo de S, contribuirá com o seu dobro. Em S, temos: 
DEM o vo PME agir O, 


i+3 


um o A] bn 


Ems, ,, teremos, somando à S, a soma do anterior com o posterior de 
cada termo: 
Sa =, lo, ar Dar ooo et se O a) SM q 7 Cho MD 9 PE) AP ovo PO, 432 )nEM, 2 
2 vezes 2 vezes 2 vezes 


2 vezes 


então, como temos N parênteses, 


SS Do] 


S,,/=8,+28,=35, o que completa a indução. 


Assim, S,, S,, S,, ... formam uma progressão geométrica de razão 3, logo 
= Fe UR n-1 
S,=0,q"7 =2:3'0.. 


Como queremos sS,, 8,,=2-3º7!=2.3º=39366. 


10” 


5) Sendo f uma função tal que f(0)=1, (D=aef(x+)=f6)-f(y), 
calcule f(n), nen. 


Solução: 

Temos: 

Fn+1)= fm): FO), logo 
fD=f0+D=f0)-fD=a-a=a 
fI=f2+D=[02) fM=a-a=aº 


Façamos a hipótese de indução f(n) = a”. Pelo enunciado, esta hipótese 
vale paran=0en=1. 

Completando o passo de indução: 

f(n+D=f(n)-f(W)=a"-a=a"*!, o que completa a demonstração. 
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6) Prove a desigualdade de Bernoulli (1+x)"=1+nx para x >-—1 en natural 
positivo. 


Solução: 

Note que para n = 1 temos 1+ x=1+x, que é válida. 

Considerando a hipótese de indução (1+x)"=1+nx, multíplicamos am- 
bos os membros desta desigualdade por 1 + x > 0. 

Ary) ir) =(1+nx)(1+x) 

M+x)i=1l+nx+x+nx 


1+x3)"t!=1+(n+ 1)x, poisnx>0, o que completa a indução. 


7) Mostre que os números do tipo x, = 2"*2 + 32"+! são multiplos de 7, qual- 


[=| quer que seja n >0. 

NOTA 

De acordo com as 

condições da situação Solução: 

proposta podemos começar 

verificando se a proposição Façamos n = 0. 

é a para n=0 em x,=2º*2 43º 0t!=4+3=7 é verdadeira para n = 0. 
vezden=1. 


Calculemos agora x, ,,: 


x = 9n+1+2 4 32Un+1)41 = 9n+3 4 32043 
1 


n+ 


Como a hipótese de indução é que: 
HDS = Dk KEN, 


fazemos a diferença: 
=x Maes e ora 
Es DD eo A ú 8 


é Arad CR qa AS (A = De Casa 


X 


= 2n+1 
un O de ROS) 


n 


E 2n+1 
AX AX OS 


Como por hipótese x, é multiplo de 7, vem: 
Ro rap CORES 


Em suma, sendo P : “x é divisível por 7”, mostramos que P, é verdadeira, 
equeP = P,., Portanto, P é verdadeira para todo n >0, por indução. 
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8) 


9) 


Sendo A= o | , Calcule A”, sendo a z0. 
a 


Solução: 
: Vi 
Façamos: A =A= EE === 
0 a NOTA 
A fórmula demonstrada 
E e le ss nl PR 
O IO a O a 0 a 

2 vale também para n = 0, 

AÊ = AB sM= : ak E : lra+a pois Aº =|, por definição. 
oi o | pon 


n 


À Isegssgf ao so de 
a 


A hipótese de indução será: A” = o 


Completando a indução: 


RE e ] -| Rae SA 


(0) a" 0a (0) (qtos 


Lt id dl 
Se M=[ 1d dj,calane Me 
id dl 


Solução: 
Em primeiro lugar, vejamos se há algum padrão: 


o o pa a a passos 

A=AA=[1 1 1||11 1|=|3 3 3/=3A 
RSS RR jo RR e 

AS=A2.A=3A-A=3A?=3.3A=3A 


Este resultado induz a A” =3"-!.A . Vamos agora demonstrar este fato. 
Para n=1, temos A!=3!-1.A-=A. 


e Passo de indução: 

TARDE eg CR ES 

Assim, a fórmula A”=3""!.A vale para todo n natural positivo, isto é: 
asi qui aje=il 

At = aus! auu=il aueil 
au = il qu= aus 
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10) Sendo +] É o) calcule A”. 


Solução: 
Chamemos: 


Sabe 2 pps 
A,=A=A2.A= - 
“6 b|| |-M 0] [= 6 


Ra io smp as 
A(=A!=A*.A- - 
Seo ao Ps 


Somando membro a membro: 


E PRATA 
PN ai SA Ant de pe E (2) 
OR Gp 


& rd Pa 
A A (2-2) = + 
no Una 


aj adia 1 pit = il 
dis 
-p"ti+2 —2"42 
Esta é a nossa conjectura. Vamos agora demonstrá-la por indução. 


O Epi] Da) 31 
DL) =D -2 0 
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e Passo de indução: 


nes RS puta da ns 
E A leçi oo O) 


uso Bo ussh o Guta 9) ts A] 4 qua 1] Guel 4] 
Bla), ne par fode =A] fode Ei » E) ou 9) 


o que completa a indução. 


11) Mostre que o determinante: 


é CAINDO + CORE; PDR + ami é a 
n-1 il a GS apo 
n-2 il ns n-4 n-3 
nei (0) ax ax “ce al 
o 0 ] a 
1 o 0 0 1 


Solução: 
Vejamos se a propriedade é válida para n = 1. 


av É : x-a=(x-a)', logo P(1) é verdadeira. 
Calculamos: 
MC md BB o GÊ mé 
n il a aire pgs A 
AL RUE qb 
e By (0) : sos (ER ax 
3 0 (OS a 
1 O O mo 0 1 


Somando à primeira coluna a última multiplicada por (-1), vem: 


n+1 n ,n 


ps ax" a 
pol Es ax" =dl il is 
As) : : Resolvendo pela última linha, vem: 
x-a 0 a 
Br======= O=---s2-= il 
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SÉ (ce =) a o DES 
A =1 espia F =) ii os ax"? 
all ; j 
Xx—a 0) di 
x* a e aço 
BA gli cep 
A = (Xá): E 5 so =(x-a)A,=(x-ax-a)" =(x-a)"*! 
1 O | 


o que completa a indução. 


Determinante de Vandermonde 


EEE SE 
DEFINIÇÃO Um determinante da forma: 
Determinante de 
Vandermonde. l 1 l Fi ! 
X; X, X3 X, 
o 2 2 2 
Ao E X X, Xs X, 
n-1 n-1 n-1 n-1 
pa ae JE E dé 
é chamado de determinante de potências ou determinante de Vandermonde. 
Teorema 
EEE 
NOTA A =p =np =») =) 
Em particular, n=0 & x =x, peito RO O) 
para algum par iz j. a (x, = *) E Ev = X,) E (x, - *5) E 
(MM %) (X,— 2) 
EEEF a Cr, —%- d) 
Isto é: 
NOTA os 
O símbolo II é chamado AS = Hc, =) 


de produtório e indica o 
produto de várias parcelas. 


Demonstração: 


Para n = 2, vê-se diretamente que: 


=X, —X a -x;) (comi,jeli,2)) 


1 x, 
Agora mostremos o passo de indução. Para tanto, vamos colocar A, | em fun- 
ção de 4, : 
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1 1 nr 1 1 
x, x, x, x, +1 
=” 2 2 2 2 
A, +1 x x, X, x, +1 
n n n n 
x x, x, x, +] 


Somamos a cada linha a anterior vezes (-%,,a) 


1 1 Ss 1 1 
XX XX eia XX 0 
—Iy? 2 2 
Asi x = AX x, AX X, —AXa41 0 
no qn-1 x xx no qn-1 0 
x x Xa41 2 2 n+1o te X, X, Xa41 


Desenvolvendo pela última coluna: 


A —X XX bias XX 


A =( dd X (XX) X(X, —X,41) ee EM Ead 
mad TA É 5 “ 


-1 -1 =1 
x (4X, ES, X, (x, o x, + id 6 (x, = x, + 7, 


Pondo em evidência os fatores x, - x, , , de cada coluna: 


n+1 
1 1 são 1 
x, X, Xy 
= n 2 2 2 
A ad e (=) (x aí XX, o Hesa tédio (x, = Mid x x, res X, 
n-1 n-1 n-1 
x, X, % 
>>> mr 
am 
Multiplicando cada fator do tipo x, —- x, por -1: 


Acad E (Sr 5 (1) . (Xn41 3 )X,41 =X) aids (Xam1 A, A, = 


=(M 41 =% MX, 1 =X) Ras [ad AM 


Supondo, por hipótese de indução, que h= =) para i, jell, 2,..., n), 
i>j 


segue imediatamente que: 
AE I(,—x,) (, jell, 2,..., n+1) 
i>j 


Assim, está demonstrada, por indução, a fórmula de Vandermonde. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 


PT seja fuma função tal que AD) =2e fx + D=f()-3, 


para todo valor real de x. Calcule f(50). 


E2' Considere-se uma pilha quadrada de balas. Esta pilha 


terá na base um quadrado tendo, por exemplo, cinco 
balas por lado; este quadrado terá por cima outro, 
tendo por lado quatro balas; este terceiro quadrado 
estará coberto com outro, tendo três balas por lado, 
e assim por diante, de modo que a penúltima camada 
será formada por um quadrado com duas balas por 
lado, e a pilha terminar-se-á por uma única bala. 

A soma das balas de uma pilha quadrada tendo n ba- 
las por lado será pois a soma 1 +22 +32 +42... +nº 
dos quadrados dos n primeiros números. 

Calcule esta soma. 


3º Prove que: 


n(n+ D(n+2) 


S,=1:2+2:3+3 .4+..+n-(n+1))= 3 


PAM Prove que 3nº - n> 23, para todo n > 2. 
5) Prove que 2" > nº, para todo natural n > 4. 
D6) Prove que4nº-3n>2, paran>1. 


BZ) Prove que 2" < n!, para n>4. 


Vs 


: 18º Prove que 2" — 1 é multiplo de 3, para todo número 


natural n par. 


9 Uma pilha retangular é formada do seguinte modo: 


a base é um retângulo de m balas por n, sendo m 
maior que n; sobre este retângulo, assenta outro ten- 
do m — 1 balas por n — 1; em cima deste último re- 
tângulo assenta um terceiro retângulo tendo m — 2 
balas por n — 2, e assim por diante. O cimo da pilha é 
formado por uma linha de m — (n— 1) balas. 


Uma tal pilha pode ser decomposta em uma pilha 
quadrada ADFE, tendo n balas por lado e uma pilha 
E'BICF'H formada por m — n camadas oblíquas tais 
como BIC, cada uma das quais tem 1+2+3+...+ 
+ n balas. 

A pilha quadrada tendo n balas por lado contém um 
número de balas indicado por: 


n(n+D(Q2n+1) 
6 


Com base nesses dados, calcule a soma total das balas 
dessa pilha retangular. 


* MO! Demonstre que: 
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1 1/1 1 1 1 1 1 
+ Esse 


1 = + ++ 
2 3 4 199 200 101 102 200 
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6 - Resolução comentada de alguns exercícios 


CAPÍTULO | az ” 
Exercícios de fixação, p. 35 e 
Ho! A = (2,2) 
B=(-1,6) q 
C=(—5,3) “p 
D = (-2, -1) 
D 
D Devemos ter o quadrado ABCD, pois D é o mais 
É próximo da origem. 
Calculemos: EN 
AB=B-A=(-1,6)-(2, 2)=(-3, 4) = C=B+BC 
AD=D-A=(-2, -1)-(2,2)=(-4, -3) BC=BA (oo =(A-B) so =(3, BD oo = (4, -3) 
=> AD=AB o C = (0,4) + (-4, 0-3) = (4, 1) 
BC=C-B=65, 9), Gg =(-4,-3) > D=A+AD=A+BC=(3, 0)+(-4, -3)=(-1, -3) 
> BC=AD 
Como AD = BC, ABCD é um paralelogramo. : 
Como AD = AB o, ABCD é um quadrado. 
BH A-(,0,2) 
Red =11) E Cc 
C=(2,m,n) 
D=(x,1,-1) 
D=(d,2) 
B=(b, 1) 
A Po Rr caco 
Mm ÁtC (,0,2)+(2,m,n) (3 m 24n x 
2 2 Do A 
Por outro lado: a 
BED (l=1,DaGs =D (15% 
Me = [0,0 AD=AB = 
2 2 ) | AD=AB,o >D-A=(B-A).o 
Temos então: (d-2,-3)=(b-2, Bow => (d-—2,-3) = 
=(4,b-2) 
3 Il+x m 2+n ; (4, 
4 As om e: d-2=4>d=6>D=(6,2) 
= n==2 b-2=-3>5b=-15B=(-1,1) 
C=(2,0, -2)eD= (2,1, -1) C=D+DC=D+AB=(6, 2)+(-3, -4)=(3, -2) 
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26 C=(9,7,4) mm P=(t-2,1/2) 
PO= Mt -27 +(tV27 = 
=Vti 4 44428 =Vt! 28 4143= 


= -1)+3 


A=(2,1,5) B=(3,k,0) A distância PO será mínima quando? — 1=0= 
SA E : =+1. 
Para o triângulo ABC ser retângulo em A, deve- : RP 
mos ter BC? = AC? + AB? Logo: P=(-1, 2) ou P=(-1, 2) 
Em que: 
BC=|BC| EBC=sC=b=to =) : Exercícios de fixação, p. 67 
|BC| = 6 +=) +4º EMO A-C1,3) B=(-3,1) 
AC=[AC| 
AC=C-A=(7,6,-) = |AC|=V7º+6" +41 
aB=|B] 
a D 
AB=B-A=(1,k-1,-5) > ne 
pa BC=(5, —2) 
> [AB| =V1+(K-1 +(-57 € Cs 
Logo: CD=-2MB-A) 
BC? = AC? + AB? e 
36+(7-K2+16=49+36+1+1+(k-12+25 ; CD=-2H-2,-2) 
36445 14k+ K +416=49+436+1+41+ CD =(4, 4) 
a FÉ — Dis | C=B+BC=(-3, D+(5, -D=(2,-1) 
a sd Fo D=C+CD=(2,-1)+(4, 4)=(6,3) 
28 Sejam P=(x,7,7),0=(0,0,0), A=(0,0,1)e : E» 
= (2, 2, 2), temos: | BE AB-B-A=(8, 8)-(4,5)=(4, 3) 
PO=V6 > x" +72 +27” = 6 (1) ADO, p= 
PA=3 > +)? +(2-12 = 3 mm LED ECR a ca) 
Temos: 
PB=V2 > x-27+(y-2) +(2-27 =2 (MD) SEE 
CD//AB = 2 =5 
De (1), vem:x2+ y. +22 = 6 É = Má 
De, ven Pr rsrs = 1 lcpl=10= x+yº =10 
>6-22+1=3>7=2 É 
E > x=-8e y-6. Logo: 
De (Il), vem:x?—- 4x +4+yº —-4y+4+4+27º2-47+ : 
e Rose | C=(-80eD=(0,6) 
>6-4x+4-4y+4 -8+4=2> É 
> 4x +4y=8 mA=( 2,0,3, B=(1,6,)eC=(3,) —7) 
Temos, então: E e => Condição de alinhamento: AB//AC. 
xy" =2 É 
=> x2+4(2-3)? =2 q AB=B-A =(3,6,x-3) 36.455 
> x 44-4x44) 525 | AC=C-A= (5,9,10 0 
1 Y, 10) 
> 2x) -4x+2=0 > x=ley=1 
Logo: P = (1,1,2) > y=10ex=-3 
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23 4y Pstiós “o 


A=(0,0) 3 ]=(40) B=(80) 16-x x: 


Os pontos P = (16 —x,8), L=(3,2)eA = (0,0) 
estão em linha reta, logo a área do triângulo 
PLA é nula, então: 


DA q da=dA sd 
3 2 
24 A = (a,a) 
D = (0,0) 
= (c, 0) 
[AB|=|BC] 
B=(x,7) 
De acordo com a figura a seguir, temos: 
4y 
a=c 
Emos A= (a, à) 
2 
= 
da 
c e c Oc 
Sazcp = 48 > 2 > 
ES Oo: 
2 
2 2 2 
lc cc 3 =48 
212 2 2 
3c? 


> A-(8,8),B=(12, 4)eC=(8,0) 
ouA=(-8, -8),B=(-12, -4)eC=(-8,0) 

25 G=(x-rx,x+1) 
A=(a,0,8) C 
R=Glao) D= 
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A+B+C+D 
4 


G= 


(x—r, ioen=[ÉE a, )- x=1 
x+1r=3 >1r=2 


dah 
4 
Então: G=(1-2,1,1+2) 


G=(-1,1,3) 


: Exercícios de revisão, p. 69 


em Sejam: 


V = vetor velocidade do vento: V = (x, y) 

T, = vetor velocidade do trem no momento 
em que ele se desloca com velocidade igual 
a 80 km/h: T = (-80, 0) 

T, = vetor velocidade do trem no momento 
em que ele se desloca com velocidade igual a 
20 km/h: T, = (-20, 0) 

R, = resultante sentida pelo passageiro no ins- 
tante 1:R, =(0,)) 

R, = resultante sentida pelo passageiro no ins- 
tante 2: R, =(»,)) 

Se o trem se desloca de leste para oeste, o passagei- 
ro sente um vento cujo vetor que o representa é o 
vetor oposto a ele, logo, -T = (80,0) e ns =(20, 0). 


Instante 1: Instante 2: 

R=V+(-T) R,=V+(-T) 

(0, 7) = (x, ) + (80, 0) (y Y) = (x, ) + (20,0) 

0=x+80=>x=-80 (y))=(-80,7) + (20, 0 
y=-80+20=>y=-60 


Logo: 
V = (-80, —60) 


|v|="(-80)? + (-60) = 100 km/h 
UM 
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sia A ; E 
G OB+BC= OC 
W=U+AB=> AB=W-ii 
B=(5,12) H=(10,2) € p+4AB=7 
E E médio de BC, vem: | Vs dtit= = 
H="> > C=2H-B p+4W-4il=7 
C=2(10,2)- (5, 12) O Seda 
C = (20, 4) — (5, 12) w=25 4 dy 
= (15, —8) 5 s 
í Logo: x = E ey = a 
CAPITULO II Ber s 5 
Exercícios de revisão, p. 139 | 28 |i+v|=7=>(4+7) (u+v)=7 
E93 à eb são ortogonais [u q 5> (uv) (u-v)=5º 
jál=|b|=2 EE + 2u - v+|v/=49 
— - o S.DbalvP- 
(à +2b) (à-3b)= | juff-2u.valvP=25 
= q.â-3á-.b+2b-à-6b.b= 4u -V=24 
=|áp-3.0+2.0-6-|bP = AR 
Alternativa (C). 
-=2-0+0-6:2= 
=4-924= mou|=io.. 
a : Lu u-v=0 (ortogonais) 
Alternativa (E). Iv|=2 
MO! à =(1,0,0) ei+v =(1,0,0) +(0,1,0) | (+) (i+20=0 
v = (01,0) Xx=u+v =(1,1,0) RO E DDD. 
» =(00,0  e7-%=(0,1,0)-(0,0,1) o ao 
E ; 1 DA 
P=7-W=(01-1D) Pi ieg-05t=-8 
Y=IlxI|-I7 |]: cos6 Alternativa (A). 
3 | 
cos = -—>——— = : B8 
Hx 117] 
o 1.0+1.1+0.(-1) — 0+1+0 
RICA ERR “102 +12 (1 2-2 
cos 6 = >= — 60º P(S, 2) 
Alternativa (D). 
23 O Peg 


lop| = |lor'!| = 5? + 2? = 29 
OP. OP" =Jop| - lop'| - cos 0 


2:5+5.2= (29-29 . cos O 


C | 20 = 29 cos 6 
ag o 
29 


à Xá 18 
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3 0 2/3 
o LL 4 1 
á= 2, 2 
-2 1 4 0 
3 E o 5 
2, 
> o dl 
V2-.V2=— 
2 2 2 
Mo p=l o (vo |= 22 
Va Vasá 
[Vs P=4 
|Vs|=2 
V2-Va=|V>|-|Vs|-cos6 
p= 82.2.c0s6 
cos O = E 2 2 
2 2 2 
O = 45º 
u=(6,4,3) 
vV =(9,8,x) 
uv=6-:9+4.8+3x 
uev=54+32+3x 
uv =86+3x 
86+3x |11 
5 Q 


86 + 3x = 110 +5 


81 + 3x = 110 
81+3x 
= [7/4 
Q 11 
77+4+3x 
E 11 
4+3x 
=7+ 
Q 11 
Sex=1>0€7 
x=2>50€7 
x=3>0€7 
4+18 
= 6= 7 
R 11 
Q=7+2 
Q=9 


Logo, o ano foi 1986. 
Alternativa (B). 
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P(2,t,0) 
A (0,2,0) 
B (2,0, 2) 
PA=A-P=(-2,2-t0) 


——s 


PB =B-P=(0,-t,2) 


i j 
PA x PB=-2 2=í 
O 


k 
Ol=(4-2t,4,2t 
2 


Área do triângulo no R3: A = 5 |PA x PB| 


A-= Sula 20)? 44º +(20? 
A= > VI6-16L+40 +16+4º 
a 
S/S =161+30 
2 

1 2 
A= aut -2t+4) 


A= > 2/20 -20+4) 
A=v2t-4t+8 


A é mínimo quando A? for mínimo. 
A2=28-4t+8 


Vértice: 
f = AR sd A 1 
E 2a 2:2 4 
Resposta: t = 1 
V 
C(O, 6, 6) 
a 
A(O, 0, 0) B(4, 2, 4) 
a) AB = DC 
B-A=C-D 
D=C-B+A 


D = (0, 6, 6) ii (4, 2, 4) + (O, 0, 0) 
D=(-4,4,2) 


a= |AB/=V42+22+4º 
a= V16+4+16 


a=6 


UM 
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b) Ve id = Za 
; Aerh=72 > 5:36-h=72> 
> h=6 
Equação do plano ABCD: 
AB = (4,2,4) AC = (0,6,6) 
AD = (x,y, 2) 


do De À 
[AB, AC, ADJ=|0 6 6|=0 
xy z 


247 + 12x — 24x — 24y = 0 
—12x — 24y + 247 = 0 (+ —12) 
x + 2y — 22 = O > vetor normal: 


(ponto médio) > H = (0,3, 3) 


[RN =q124022 492. =3 
HV=2N5V-H=2.(1,2,-2) 
V=(2,4,-9+H 
V'=(2,4,-4)+(0,3,3) 
V'=(2,7,-1) 

VH=2N 

H-V"=(2,4,-4) 
V"=(0,3,3)-(2,4,-4) 
V!=(-2,-1,7) 


CAPÍTULO III 


Exercícios de fixação, p. 167 


20 n=2ea,=2k 


a) Loop o ppt Rolos kl 
k 2 2 


b) 7: 2k -1>2k=-1>k - 


Exercícios de fixação, p. 177 
A 
y 


UM 


(= (3 += apa 
(x+3)2+(y— 4) = 16 


MA a) x) +72+2x-47+4=0 


x2+2x+1+72—-4y+4+4=0+1+4 
«+1)+(y-22=1>C(-1,2)eR=1 
b x2+72+2y=0 
x«-02+2+2y+1=0+1 
(x=-02+(p+1))=1=C(0,-leR=1 


| Exercícios de revisão, p. 208 


1 
y = ax + b, como ás temos: 


p=51+b53=5, 10+b = b=-2 
1 1-4 3 
b= DA (mem = 
a+ Eri ) : z 


Alternativa (A). 


BMX +)-4x2=0 


x —-4x+4+y7/=0+4 
«-292+(y-02=4>C(2,0)eR=V4=2 
VA 


my 


Alternativa (E). 


Me 5 N 
d d 

Pelo teorema de Pitágoras, temos: 

dº + 8º = 102 

dº = 100 — 64 = 36 

d? = 6, então: 

MN=12m 

Alternativa (B). 


20 


MANUAL DO PROFESSOR 


CAPÍTULO IV 


Exercícios de revisão, p. 256 


4º O plano da equação x-y+422+1=0 tem ve- 
tor normal n=(1,-1, o ). Para calcular o seu 
unitário, basta dividir o vetor n por seu módulo 


VL + +(/2P =2. Assim: 


3. À MD) (1 142) 
"nl 2 o o 
159 15 2- 

=>i->j+— k 

2 2" 2 


Alternativa (D). 


E9º Como o plano 
v=i+j=(1,1,0)euú=i-j=(1,-1,0), seu vetor 
normal será o produto vetorial 


é paralelo aos 


> > 


i jk 
vxu=|1 1 0 |=(0,0,-2). 

1 -10 
Sua equação será, então, do tipo Ox + Oy — 27 + 
+d=0. 


Obrigando este plano a passar pela origem, te- 
mos: Ox + Oy —- 2.0 + d =0, logo, d =0.A : 
equação será, então, Ox + 0y — 22 + 0 = 0,o0u ; 


seja, z = O. 
Alternativa (C). 


11º Se o plano contém o eixo Z, é paralelo ao ve- 
tor k=(0, 0,1). Por outro lado, como ele é 


x=t 


também paralelo à reta 4 J3 , Será paralelo 23) Passando a equação da reta : 4 


z=0Ot 


ao vetor diretor da reta P=(1, 3, 0). Seu ve- 
tor normal será o produto vetorial desses dois 


vetores: 
1 


Pe 
god 


3 dO di NB 
0 


A ram 


À equação do plano será do tipo: 


—/3x+1y+02+d=0. Como o plano passa | 


pela origem, ponto comum do eixo Oz e a reta : 
dada, temos d = 0. Assim, a equação do plano 


será —/3x+7=0 ou p= 3x. 


vetores |: 


] > kxv=(-3,1,0) 


: M4 Como a esfera tem centro na origem e a reta 


também passa pela origem, os pontos P e Q são 
simétricos em relação à origem, logo u = —r, 
v=-sew= 

Alternativa (A). 


8! O vetor normal ao plano será o produto veto- 
rial dos vetores diretores das retas: 


x=t+6 
X-2 yt3 204 (4, 1, —2) e y=3t-2, 
: a =2 z=-t+2 


(1, 3, —1). Calculando seu produto vetorial: 


— 
1-2 41 —2 
3-1 13 —1 

5 1 


À equação do plano será então: 

5x +2y+ 1lz+ d=0. 

Como o plano contém todos os pontos das duas 
retas, conterá também o ponto de passagem 
de uma delas, por exemplo, (2, —3, 4). Assim, 
5.2+2-.(-3)+11.4 + d=0, então, d = 
= —48. Portanto, a equação do plano será 
5x + 2y + 1lz — 48 =0=> 5x + 2y + 1lz = 48. 


| logo n=(5,2,11). 


27º O vetor diretor da reta será o produto vetorial 
dos vetores normais aos planos x + y + z=3, 
(1,1 D)ex+2y+z=1,(1,2, 1), então: 
0 


a 1 
Como este vetor é paralelo ao eixo 0y, o plano 
normal a este vetor será paralelo ao plano XZ. 
x-2 y-1 Zz 
= 1 
para a forma paramétrica, temos: 


02. 
E x=t+2 
st => y=-3t+1 
Zz=t 
2-0 ., 
1 


Obrigando este ponto variável a pertencer ao 
plano x — 2y — 7 = 0, temos: 
t+2-2(-3t+ 1) -7=0=>t=h1,logo: 


x=3 
Y=-2 que é o ponto (3, —2, 1). 
z=1 


à tá 
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27 Aesfera(x -2)2 +(y-3)2+(z-m)=9tem 


centro (2, 3, m) e raio 3. A distância do centro 


ao plano z = O é |ml], logo |m| = 3. 
Alternativa (D). 


28 Completando os quadrados para obter o centro : 


eoraio da esferax? + y? + 22 — 
temos (x — 2)2 + (py + 5)2 + (z + 


R=50 = 542. 


O raio do círculo da intersecção será r tal que: : 


+52 =(502) >1=5 
A área da secção será então nr? = 257. 


29! Basta substituir o ponto descrevente da reta 


x=t 


z=2N2 


pontos de intersecção. 


++ 2=9>8+4(— t+ n7+ (22) =95 | 


=> 2t? — 2t = O que dá os valores dos parâme- 


tros para os pontos de intersecção: t, = O ou t, = 


Os pontos de intersecção serão então: 


x,=0 

L=)p=1 0 =>1L=(0,1,22) e 
z,=242 
x, =1 

L=1y,=0 L=(1,0, 202) 
z,=242 


A distância será então o módulo do vetor IL. 
LL =1,-1=(1,0,2/2)-(0,1,22)=(1,-1,0) 
[LT] =J2+(-12+02=V2 


Alternativa (A). 


à Xá 22 


4x+10/+27=20: : 


12 = 50 | 
que é uma esfera de centro (2, —5, —1) e raio : 


: CAPÍTULO V 
: Exercícios de revisão, p. 306 
RS 
É => + — => (1+2i) > 
ê Es a, 2h i pr am ( Í) 
>S=a+a,+..+a = 
=8(1+2i) E 
2 4 8 


1 


S=8(1+2i) - 2. =8(1+2) Es, 
es 


=>[|S|=8V7 +22 =8/5 


Alternativa (E). 


N 


* MT Como pe q são reais, a equação admitirá raízes 


complexas conjugadas, logoz =3 —2iez,=3 + 
+ 2i. Temos, então: 


q 
2 


=2(3-2i)(3+2i)= 
=2(3º+2º)=26 
Alternativa (D). 


Z1Z, 


q=222, 


MA +a)b-D=5+5i= 
Y=-t+1 na equação da esfera para obter os | X 


>b-itabi+a=5+5i> Pu 
—I+ab=5 
b+a= 
E 
ab=6 a a 
=> aqº-5a+6=00uxº-5x+6=0 
Alternativa (E). 
cem ei 
” —1,n ímpar 
co Pro o|[ioõo 
A=|0 i 0|>5A4º=|0 É? Ol=|0 i O|=A 
O Oii O 0 + O Oii 
Alternativa (A). 
: 25 Z=(2,) VA 2=(4) 


| 
I 


2=(1,) z= (x 


S=2x:2y = 4xy 
Alternativa (D). 


[=| 
e 


+ —)) 
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26 Em boia TA 
Z, 
Multiplicando membro a membro, temos: 
ZA =PL>Z,= E 
Alternativa (A). 
B4 Façamos z = x + yi=> 
|z-3|=|x+yi-3|=(x-3) +? 
= 4lz-7|=|x+yi-7|=/(x-7 +” 
|z-3il=|x+pyi-3il=/x]+(y-37 
Igualando: 
J(2=3+ = (2x7 + => x=5 
0-3 472 =D +(p-32 > 
=25+)º -6/+9=> y=5 


17245 2 


=> 4+7? 


>7z=5+5i=>2=5-5i 
Alternativa (C). 


mm 15-8/=)-15-8,9-1=,-15--64 


Usando a fórmula de nono de radi- 


cais pass VA+NB B= (DE + 


4 —B temos: 
E= a 152 -(-64) = (225+64 = 289 = 17» 
então: 


-15-8i = 


o (E ES" )-s a-4) 
2 2 


MN a) xº-4x+8-0=> 


 4+16-32 
2 
44-16 4+4i 


2 2 


= 22 


b) A medida do menor ângulo é o ângulo dos 


vetores DA=0D e OB=(2,-2) que se ob- 
tém por meio da fórmula do ângulo de dois 


: 166 Basta multiplicar o complexo 1+i/3=2 cis 60º 


vetores. 
OA -OB 
cos0= -———— 
loal . lol 
-— 0 => 6=90º 
Graficamente, verifica-se 
que o ângulo é 90º. 


 2,2)-(2,-2) + 
V4+4 444 


, em que 


imediatamente : 


uai loss 2ozozf=1 
É Z |Z| 
Sez=x+yi entãoz=x-yie 
2 
IzP=( +92) =72 +47" >x)+yº= 
é uma circunferência. 
É Alternativa (B). 
Como |z| = |w| = |z — w| = 1, otriângulo dos veto- 
res z, we z — wé equilátero, logo w = cis (—45º) = 
= cis 315º, portanto w = cos 315º + i sen 315º. 
Alternativa (A). 
:65|z-(+ PP da 
> |z-2i/= 
Seja z = x + à 
z-2il=|x+yi-2il=|x+(y-— il 
VA 
> 
x 
—1 


Para z = Si, temos |Si — 21) = k => |3i = k. 
k = 3. Então |x + (y — 2)i| = 3, logo 


XxX +(y-2) =3> 2 +(p-2) =9. 

Como o lugar geométrico dos complexos z é 
um círculo de centro (0, 2) e raio 3, o ponto 
mais alto é (0, 5) e o mais baixo é (0, —1). Então 
o complexo de menor módulo é o complexo 
z=(0,-1)=0-1li= ai. 

Alternativa (A). 


por cis 120º e cis 240º. Temos, então: 
2 cis 60º cis 120º = 2 cis 180º = 2(—1 + Oi) = — 
2 cis 60 cis 240º = 2 cis 300º = 


1,43 
-2 (5 E k 3 


UM 
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EM z=V3+i=2cis 30º 78] 1+72+77 +27) +27" +27) 47º = 
Elevando ao expoente n, temos: 28.21 7-1 1-1) 
z" = (2 cis30º)" = 2" (cis 30º.n) = 2" (cos 30º.n + RE Ro z= 
+ isen 30º .n) 
Devemos ter 30º .n = 180º => n = 6. 
Alternativa (C). 


8 Ro do EA 
Iz+i |=|z2-(2+)] Ix+(+Di |=|(4-D+(0y-Dil 
4 Al= 3 =3 Ss JX+p-3P= 
Veg = x-2)+(p- 1 x +y+2y+1=x] -4x+4+yº -2y+1 
2 = NE 
Ê Fa) ds Puto 24 O aÃ EO 
yp=1-x 
2x] +4x-5=0 po téivia Res - 
X, E sa x,=1 [io via 
2 2 2 
X, = RA > p=1-x, =1 [1 E RdR 
2 2 2, 
- 2) E 2) 
Z,=|—1+ i 
2 2 
Z,=|-1-— +[2+455 i 
» 
ZZ, = k E A, MG 47 -2- HA + Me, dj) [º :) 


2 == a 
Ateriiátiva (D). 


[94 Como as soluções da equação zº = 1 são vértices de um hexágono regular de raio V1=1, a área do 
23 343 
E aê 


hexágono será 6 - Z 


Alternativa (D). 


CAPÍTULO VI a+b+c=0 


3 
Exercícios de revisão, p. 361 a+b-c=3 > €= “2 => 


16a+4b+2c=-33 
BZ py) =x+ax+bx+cx+1 > E R 


p(D=2 => 1l+a+b+c+1=2 iubeo 3 
> 4 p(-1)=3 l+a+b-c+1l= 16a+4b=-30 
p(2)=0 => 32+164+4b+2c+1=0 


“rr 24 
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160+4[5-a) -30 > 124=-36 


dE a ug 
2 


9 
ab (35 


“E 


Alternativa (E). 


22º Comoodivisorx?-1=(x+ 1)(x-— 1)édo2ºgrau, | 
oresto será do 1º grau, logo, dotipo R(x) = Mx +N. 


Então, 
x00 +yx+1=(x-— D(x + DO(xX) + Mx + N. 
Fazendo x = 1 ex = —1, temos: 


> 
x=-1>1-1+1=0-M+N 
M+N=3 N=2 
> 
-M+N=1 M=1 
O resto será, então, R(x) = x + 2. 


a > 141+1=0+M+N 


x100 — 1.=(x2- DO(x) 
Chamando x? = y, temos: 


a p= 
yo -1=(y-DO(x) > Q()=— E] 

1 0 0 .. 0 0 [-1] 
OR E SR E 


>00) =p" +p8 +? + tp+l 
Ou seja, O(x) =x! + x6 + x4 +. +x+1. 


B4 P(x) = (x2+ x)(x? — 3) + Mx+N, pois o divisor 


é do 2º grau. 
P(D)=0>2(-)+M+N=0> M+N=4 a 
R(x)=Mx+N => R(4)=4M+N > 4M+N=10 
M=2 
N=2 
Plj= = 34 x = dp +22 
O e a SD 
Alternativa (C). 


B7 p(3) =0 
p() = (x — Dg(x) + 10= 
> p(3) = (3 — Dg(3) + 1050 = 29(3) + 10 


=> 


Logo, q(3) = —5 que é o resto da divisão de g(x) | 


porx — 3. 
Alternativa (A). 


b)0<x<1 tornam f(x) entre —1e O. 


62º )p(n=(n+D(n?+3n+2)=(n+D(n+D(n+2)= 


=(n+D(n+2) 

p(n) é o volume de um paralelepípedo de ares- 
ta de base igual an + 1 ealturan + 2. 

pa = (11 + 2 (11 + 2) = 122.13 

Como o volume de um paralelepípedo de base 
quadrada de arestas a, a, b é a?b, temos as se- 
guintes hipóteses para esse produto: 
1.1-(122.13),2-2-(62.13),3-3-(42.13), 
4:4-.(32.13),6-6-(22.13)e12-12-(1-13), istoé, 
os valores para a devem ser (1, 2, 3, 4, 6, 12) 
que são os divisores de 12. 

Logo, são 6 paralelepípedos. 

b) Por outro lado, p(n) = nº + 4nº + 5n + 2 que 
paran=7nosdá? +4.78+5.P+2= 
= p()-(7+ 1 (+. 

Como 7? +1=343+1=344, 


3 
E o =7"+2=343+2=345 
+ 


Devemoster:x!º + x +1=(x2- DQ(y)+x+2=> mo PA) = 15 


b) P(2) = -3e P(4) = 15 
P(x) = (x — 2)(x — 4) + Mx + N, pois divisor 
é do 2º grau. 
P(2)=0+2M+N > ia a 
P(4)=0+4M+N => 4M+N=15 
2M =18>M =9 
N=-2 
O resto da divisão será R(x) = 9M — 21. 
Consideremos a reta y = 9x — 21. 
Parax=2>y=-3eparax=4>y=15,0 
que comprova. 


: 78 Como a soma dos coeficientes da equação 


x — 5x2+ 6x -2=061-5+6-2=0, 
temos que x = 1 é raiz da equação. 

Retirando a raiz x = 1 pelo algoritmo de Ruffi- 
ni, temos: 


1 1 -42 0 
As demais raizes serão as raízes da equação 
x? — 4x + 2 = O que são 2+42. 
Logo, 
a) São 3 raízes. 


b) [1,242] 


88 Como x = 2 é raiz do polinômio, pois este 
MO fi) = (x-0-(x-D=x(x-2D)=x*— 2x) ; 


corta o eixo Ox em x = 2, temos P(2) = 0, logo 
8-4 +a=0=>a=Ã-4. O polinômio fica 


UM 
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P(x) =x) —- 2x — 4, 
Retirando a raiz x = 2 pelo algoritmo de Ruffini, 
temos: 
1 0 -=2 —4 
Z | 1 2 2 (O) 


As demais raízes são as raízes da equação : 


x2+2x+2=0. 


= ERÊ 1+4-4=-1+2i 


Portanto, as raízes são (2, —1 + 2i). 


EM (2,4,,4,...,a,) PG de razão q> 0 => (2, 23, 29º, 
24" De P(x) fica: 


PO) = 2% + 2978 + 2708 + + 27-50 que 


é uma PG de razão gx. Somando seus termos, 


temos: 

n-1ls4n n 
Pljs É x QX2X o, (%) —1 

qx-1 qx-1 
Como: E 
aj 
(aposto 
2 2 


E 
2; 


=(-3] =1=>q=2,n par 


P(2) = 5460 > 2.2. GD 5460 


Para q = 2, temos 4.5 = 5460, então 
= 1365 > 4"=4096 > 
20 3 = 
a=6 = fP=q (36-87 


qt 16 4 
Alternativa (C). 


poderá, então, ser do tipo 
pO)=k(x—-a)-(x+a) = kx (xº — a?) que, 
parak = 1 ea = 1,temos P(x) = x(x? — 1). 
Alternativa (D). 
100 Temos: 
X+%,+%,+X,=—D 
HM AMÃ FA, PA PLA, FASO 
HMM MA, ERA FAMA == 


HH;A%; =€ 


UM 


Se x, x, ex, são pares e x, ímpar, então b é ímpar e 
c, de e são pares, pois são somas de números pares. 
Alternativa (D). 


| MOZy=plx-D=(1-2x-2-NDx-22-4]= 


=(x-2x—3)(x2- 4x) =x(x— Dx — 3)(x — 4), 
cujas raízes são 0, 2, 3 e 4. Por outro lado, 
P(5) > 0, o que mostra que depois de x = 4 0 
ramo do gráfico é ascendente. 

Alternativa (A). 


| 108P(x) = —(2x + D(x? — 2) 


Basta estudar o sinal deste produto por meio 


da tabela: 
1 
do ad, z (20 + 
2x+1 O 4 
x —-2 q 
(2x + DG — 2) F y 
(2x + D)(x2 — 2) o 4 


Como devemos ter valores negativos, 
—V2 < 1<—> ou x>42. 
Alternativa (D). 


M1O'Temos que as raízes são —4,2,2e p(0) =d=4. 


mto = -44242=-0 > b=0 


c Go dE 
XX, +XA,+X,4,=— > —8-84+4=— > —=—12 
a a a 


Alternativa (D). 


Op) -=xex xx = 
99! Como o gráfico corta o eixo Ox na origem eem 
pontos simétricos em relação à origem, então : 
existem raízes do tipo 0, a e —a. O polinômio 


qnt é = x 
= 3 =X: 
x*-1 


x=0o0ux”*? = 1. Como x z+1, temos 2n raí- 
zes complexas. 
Alternativa (B). 


: 116 Como iéraizdaequação x! — 4xº + 6x2 —- 4x +5 = 


= 0, —i também será. Retirando-as pelo algo- 
ritmo de Ruffini, temos: 


! —4 6 —4 5 
i 1 —4+i —4i+5 Si (O) 
-i 1 —4 5 0 


118 Calculemosasraízesda equação 6x* — 
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As demais raízes serão as raízes da equação 
x2- 4x +5=0: 


4+-4 4+9i 


2 2 


=2 Hi 


5xº — 7x2 + 
+ 4x = 0: 

x(6x) — 5x2 - 7x+1)=0>x=0ou 

6x) — 5x2 —- 7x +4=0 


Às prováveis raízes inteiras são +1, +2, +4. 


Testemos o valor —1 pelo algoritmo de Ruffini. 


6 a) =7 4 
-1/6 -1 4]0 
Como —1 é raiz, as demais serão as raízes de : 
6x2- 11x +4=0: É 
11+5 4 1 
= x=-0Ux= 
12 3 2 


O polinômio fatorado é: 


1 4 
p(x)=6x(x + DE = >): - 5) Seu final será: 


N|H+0 


Os intervalos são (—1, 0) ou (5 5) cuja soma 


2.3 
dos comprimentos é: 


S=0-(—D)+ =1+>= 
3 2 6 6 
Alternativa (D). 
129Temos queaequação 2xº — 4x8 + Ox* + Oxº + 0x2 + 
+ 4x — 2 = O é recíproca de 2º classe, tendo, 
portanto, as raízes x = 1e x = —1. Retirando-as 
pelo algoritmo de Ruffini: : 
2 —4 (0) O 0 4 —2 
1/2 2 -2 -2 20 2 (0) 
-1|2 0 —2 0 -2] 0 


As demais raízes são as da equação: 
x* + O0xº — 2x2 + Ox — 2 = 0, que é uma equa- 
ção biquadrada x* — 2x? — 2 = 0. 


poZiViZ 4, 5 > x=*/1+43 


S=[1,-1,1403, 1443, 13, ip | 


em que as quatro primeiras são reais positivas e : 


+1-4/3 são complexas. 


Alternativa (B). 


27 


e. 


É MBDAS raízes só podem ser 2, i, i, 


(534), ,, => 2% + 3X + dy + 3 = 
=54+32+30+3)+4 
2x) +3x2+4x +3=5(x2+6x +49) +3x+4+9+4=> 


> 2x) — 2xº — 29x — 55 = 0, 
cujas raízes prováveis são 1, —1, 5, —5, 11, —11, 
55, 55: 
Testando-as, obtemos x = 5. 
2 —2 —29 —55 
5 2 8 1 0 


As demais raízes são as da equação 2x? + 8x + 


+11 =0: 
-4 +46 


gr -24 


+ 2 


0859) 0 +30 +94+9-0 


Fazendo x = y — 1, temos (y — 1)) + 3(p — 1)? + 
q 00 = 1 9 =0 
$-3/+3y-1+372-6p+3+9y-9+9=0=> 
>/)+6+2=0. 


2 
Fazendo, agora, y =z ——, temos: 
Z 


(2-2) ee/2-2)a- 0 


2, 4 
—+3 2 — 
Z Z. 2 


Z -327? 


>72-8,2-0 
Z 


Logo, zº + 27º — 8 = O é uma equação trinômia. 
b) Fazendo zº = t, temos: 


-2 + 
+2t-8=0>t= OO need 
1 3 
2 ==> 2=)2; 2,=3/2 [Sd 


ana [is | 


le 


= 4; Z5= 3/4 [5* A] ze="/4 5-5 


2 2 


>, —i. Assim, 

o polinômio será (x — 2)(x — Dx + id)? = 
=(x-2D(x +12=xº—- 2x + 2x) —- 4x2 4x —2, 

cuja soma dos coeficientes é —4. 

Alternativa (A). 


49 Façamos e = y. A equação fica: 27º + ay? + 7y + 


+b=0. 

Sejamx =m-x,=mex,=m+rem PA 
x +2x,+2,=05>m-r:+mtm-r=0>m=0 
e as raízes ficam x, = -,x,=0€2x,=r. 


UM 
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As raízes da equação em y serão então: y, = e”, ; 69 Devemosterx =x, =aex, = b. Como 2xº + 7x2+ 
»=€=1ey,=e;, que estão em PG de razão e, ' + 4x + k = 0, temos: 

cujo produto y, y,Y, = 1. Como y = 1, devemos ter x+x+x-ara+b- ES 
2+a+7+b=0=>a+b=õ-9. Por outro lado, iv ne 2 


xx+xx+4xX=a+ab+ab=2 > 
12 1-3 23 


Vy2y)=1> ? l>b=-2>a=-7, 


2 2 k 
XXX,=db=-— 
entãoa —-b=-7+2=-5. 2 
Alternativa (D). 2a+b=-— 
> > 
a” +2ab=2 
164 Considerandox —2=y, temos:y!+4y3+6y2+4y+ |; 


+1-(p+2)!=0 


394 70+2=054=-20ua=-L 
Q+)-W+27=0=>(W+=(+B> | 
y Ed id id 


Então, a = —2 = x, (inteiro). 
>y+1l=+(y+2). 
vy+1=y+2= 1 =2 não leva à solução: b=5=a, 
3 3 1: 
y+1 -y-2 2y —3 y “2 X a 2 k= 24ºb= Did 2)? 5 4 => 
ai 12 E 1.2 aaa =(dsd) =) 
õ 2 qo 2 2 
Alternativa (A). | Alternativa (B). 


172 A equação deverá ter as raízes i, —i, 1, —1 com coeficientes dos termos equidistantes dos extremos simétricos. 
p(x) = Axº + Bxº + Cx* — Cx? — Bx — À 


p()=-A+Bi+C+C-Bi-A=0>C-A=05C=A 


p(2) = 64A +32B +16€ — 4C — 26 - A =D + 214 +10B+4C--D 


p(-2)=64A -32B +16C-4C +28 -A=- É => 21A -10B +4C = 


Resolvendo o sistema: 


É 3 6 Do ds ada uá 
A=C 218 4 8 p(x) ae 6x) +xº-xº +6x—1) 
1 -6 1 O -1 6 -1 
1/1 -5 —4 -4 -51 Jo 
-1/1 -6 2 —6 1 Jo 
ili -6+i 1-6 i 0 
“il -6 1 0 


As demais raízes são as da equação x? — 6x + 1 = O cuja soma é 6. A soma das outras raízes é 
1-1+i-i=0. 


Alternativa (C). 


à Vá 28 
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72 Como as equações xº + ax? + 18=0exº +bx+ Apêndice 


+ 12 = O têm duas raízes comuns, elas são di- 
visíveis por um polinômio do 2º grau, pois 
(x — x)x — x,)) = x2 + Ax + B. Os restos das : 
divisões devem ser identicamente nulos. 


x) + ax? + Ox + 18 x2+ Ax+B 
=x — Axº — Bx x+(a — À) 
(a — A)x? — Bx + 18 

—(a — A)xº — A(a — A)x — B(a — À) 


(-Aa + A? -B)x+(-Ba+AB+18)=0=> 
-aA+A? -B=0(1) 
-“Ba+AB=-18 (1) 
22 + 0x2 + bx + 12 x2+ Ax+B 
—% — Ax? — Bx x— À 
— Ax? + (b — B)x + 12 
Ax? + A?x + AB 
A?+b-B=0 (HI) 


(A? + b-B)x+(AB+ 12) | 
AB+12=0 (IV) 


Temos o sistema: 


B=A(A-a) (=> A-a- 
B(A-a)=-18 (ND 
B=A?+b (IN) 
AB=-12 (IV) 
B 
dd cd 
A 
B=cIsA = p=cÉ 
18 
B? 
A em (IV): = .B=-12 => 
NT 


>Bº=12.18=216 > B=6 


B = 6em (IV): A = 42 
B=6eA=-2em(lIl:6-=-4+b=>b=2 


Exercícios de fixação, p. 392 


ET Em primeiro lugar, calculemos f(n) para alguns 


valores baixos atribuídos a n. 
Temos: 


fa, = 2 

Ro es nlsd=<l 

je fede Ame-d=-s 
Parece-nos que f(n) = 5 — 3n para n natural po- 
sitivo. Para provar este fato, usemos a indução 
finita. 
Em outras palavras, seja P(n) a seguinte 
afirmação: 

P(n):f(n)=5-3n 
Mostremos que P(n) é verdadeira para todo n 
natural. 
e P(1) diz que f(1) = 2. Como isso é dado do 
enunciado, P(1) é verdadeira. 


e Passo de indução: mostremos agora que P(k) 


implica P(k + 1) para todo k natural. De fato, 
se vale P(k) para algum k, isto é, se tivermos: 
FU) = 5 —3k, 
então teremos: 
fk+D=fk)-3=(5-3K)-3=5-3(k+ D, 
confirmando que P(k + 1) é verdadeira. 
Como P(1) vale, e P(k) => P(k + 1) para todo k 
natural, concluímos, por indução, que P(n) é 
verdadeira para todo n natural. Assim: 
f(S0) = 5 — 3.50 = —145 

Comentário: O modo mais simples para reso- 
lução é observar que f(n) é uma PA e usar a fór- 
mula que dá o termo geral de uma PA. Entre- 
tanto, a demonstração por indução realizada 
anteriormente é uma maneira rigorosa de de- 
monstrar a fórmula do termo geral da PA. 


em (11):6(-2-a)=-18>a=1 P2' Seja f(n) o total de balas na pilha, isto é: 


As raízes comuns são da equação x? + Ax + B = 


,- 2£N-20 
7 


=x2-2x+6=0 =1+5i. 


As raízes não comuns são das equações 
x+(a-A)=x+3=0>x=-3ex-A=x+2=0> : 
>x%=—2, É 


29 


fin) =2+2+..+n2. 
Vejamos se algum padrão é encontrado com 
valores baixos atribuídos a n: 


fo =1 
fo=s 
f3)=14=2.7 
ft4) = 30 


à tá 
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fS) =55=5-11 

ft6) =91=7.13 

f(7) = 140 

f(8) = 204 = 12.17 
Note como os maiores fatores parecem incluir 


os ímpares, crescendo de 2 em 2. Então, vamos 


tentar encontrar um padrão para Ri 
n 


+1º 

EUA 

3 3 
[2 4 

5 
[3 + 

7 
fla) 10 
9 3 
HOP 

11 
6 

13 
FO) 28 
15 3 
[Ol 49 
17 


Multiplicando esses números por 3, para elimi- 
nar as frações, ficamos com a sequência: 1,3, 6, 
10, 15, 21, 28, 36, ... 
Já conhecemos esse padrão. Por exemplo, note 
que esses números parecem ser exatamente a : 
segunda coluna do triângulo de Pascal, isto é, : 
n(n+1) 


eles são da forma C? = . Logo, se todos 


esses palpites estiverem corretos, teremos: 


n(n+1)1 


F(n)= 2 3 


(2n+1) 


(o : é para compensar aquela multiplicação por | 


3 que fizemos) 
Simplificando, nosso palpite é: 
n(n+1)(2n+1 
fn = Mutitên +) 


à Xá 30 


Apesar de essa parte ter sido a mais difícil do 
problema, o raciocínio anterior não prova coi- 
sa alguma — temos agora de demonstrar que, de 
fato, f(n) tem essa expressão. Vamos verificar 
por indução, ou seja, definir 
n(n+1)(2n+1) 

6 


Queremos mostrar que P(n) é verdadeira para 


n=1,2,3,.. 
e P(l)éverdadeira. Defato,12=1= ita = E 


e Suponha agora que P(k) é verdadeira para 
um k qualquer, isto é, que vale a igualdade 


k(k+D)(2k+1) 
6 ; 


P(n): + 22+...+nº= 


P+2+.+Kk-12+K= 


Somando (k + 1)? dos dois lados, temos 


(da sao MD) 
6 


+(k+ 1)? 
Agora é só fatorar a expressão do lado direito: 


k(k+D(2k+1) 
6 


=(k+1) [Dee] = 


+(Kk+IP= 


= RE (2kº + 7k + 6) = 


. (k+1D)(kK+2)(2k+3) 


6 
Ou seja, acabamos de mostrar que, se P(k) é ver- 


dadeira, então: 
P+2+.+(Kk+1)2 = 
KA DK+D+DOQ(K+1)+1) 
6 
que é exatamente P(k + 1). Em suma, 
P(k) => P(k + 1) para cada k natural. 
e Juntando tudo, provamos por indução que 
P(n) é verdadeira para todo n natural, ou seja, 
que 


fin) =12+2+..+n 


22 n(n+D(2n+1) 

6 
Comentário: há várias maneiras para “adivi- 
nhar” a fórmula, algumas mais precisas do que 
outras, e depende muito da experiência do alu- 
no/professor/leitor. Mesmo que a fórmula tenha 


E3' Por indução: 


P4 Mais uma vez, por indução: 
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sido adivinhada por métodos bastante vagos, a 
demonstração por indução é a parte formal do 
problema, é ela que comprovará se aquela fór- 
mula “adivinhada” realmente vale ou não. 
Considerando essa informação, há maneiras 
mais precisas de encontrar fórmulas desse tipo : 
por “PAs de ordens maiores” (vide Apêndice do 
Capítulo 2, Volume 2). : 


* A igualdade está correta para n = 1? 
Sim, pois 


= Ld= 26 


1a +D(+2) 2 
E ; 


e Suponha agora que para um certo k natural po- 
sitivo valha: 


soda ME 


3 


Se isso valer, então a soma S, ,, vale 


S = 1-2+42:3+.,.+KK+D+K+DK+2)= 


=S tea (e 2) =D qe ny 2)= 
= (k+ Dk + o(s MEL IMA duto. 


que é a expressão Reid fazendo n = k + 1. | 


e Juntando tudo, por indução, conclui-se que 


o n(n+)(n+2) 


SS LDA Ze 3a tn =n 3 


para todo n natural positivo. 


*“Sen=3,temos3nº-n=3.32-3=24>23, | 
ou seja, a proposição está correta quando n = 3. : 

* Agora, suponha que a proposição está correta 
para um certo valor k > 3, isto é, suponha que: 


3k — k>23 


Então: 
3KkKk+1)2 -(kK+1)=3kK + 6k+3 —-k-—1= 
=(3k — k) + (6K + 2) 


31 


Como o primeiro termo é maior que 23 e o se- 
gundo é maior que O (pois k > 3 > 0), temos 


3K+D2-(K+1D>23+0=23, 


ou seja, se a proposição valer para um certok>3, 
valerá para k + 1 também. 

e Portanto, por indução finita, a proposição é vá- 
lida para todo natural n>3, isto é,3n? -n>23 
sempre que n > 2 for natural. 


* E59 Comecemos por n = 5: 


eSen=5,temos2”=28=32en?=5 =25. 
Neste caso, 2" > nº. 
* Agora suponha que, para um certo k > 5, tem-se 


2* > k2, 


Queremos provar por algum meio que 
2*+1> (k + 1)2. Vejamos o que podemos fazer 
usando a desigualdade acima: 

21 =2.2k>2.k=k+4k 

Como (k + 1)? = k + 2k + 1, o que queremos é 
mostrar que Kk? > 2k + 1. Mas, realmente, com- 
pletando quadrados: 


E>k+lek-MX+1>26(k-12>2 


Esta última desigualdade é claramente verda- 
deira se k > 5. Então o passo de indução está de- 
monstrado. Para maior clareza, vamos reordenar 
o raciocínio lógico que o demonstra a seguir: 
a) Como k > 5, então k - 1>4e, portanto, 
(k— 1)? > 16. Logo, k > 2k + 15. 
b) Assim, se 2*> k?, então 
21 =2.>2.K=kK+k>k + (2k+ 15)= 
=(k+1)+14>(k+ 1). 
* Assim, provamos, por indução, que 2" > nº para 
todo n natural maior ou iguala 5. 


| GN Sen=2,entãiosm-3n=16-6=10>2. 


Agora vamos ao passo de indução: suponha que 
4k? — 3k > 2 para algum k natural e maior que 1. 
Então: 


4(k + 1)2-3 (k+ 1) = 
=(4k -3k) + (8k+ D>(2)+(9)>2 
Assim, mostramos que, se 4K? — 3k > 2 (com k > 1), 
logo 4(k + 1)2-3(k + 1)>2. 
Conclusão: por indução, temos que 4nº - 3n>2 
para todo n natural maior que 1. 


UM 
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BZ Paran — 4, temos 2º = 16< 24 = 4] 


Entretanto, se para algum k > 4 valer 2*< k!, en- 


tão (k+ Dl=(k+D-kl>(k+1)-2*>2.2k= 


= k+1, 
Ou seja, para k = 4,5, 6, ..., vale a implicação 
(28 < kl) => (28+1 <(k + 1) 


Conclusão: por indução finita, temos que 2"<n! 
para todo k inteiro maior ou igual a 4. 


E83 Sen = 0, temos2"-1=2º-1=0, que é múl- 


típlo de 3. 


Agora, suponha que, para um determinado k 
par, tem-se que 2* — 1 é múltiplo de 3. Vejamos 
o que isso revela sobre o próximo expoente 


par, isto é, 2**2 — 1: 


2+2-1=28.22-1= 
=4.28-1=3.2+(28-1) 


Ou seja, 2**2? — 1 é um múltiplo de 3, mais o nú- 


mero 2* — 1, que supomos ser um múltiplo de 3. 
Em outras palavras, mostramos aqui que, se 2*- 1 
é múltiplo de 3, então 2**2 — 1 também é. 


Assim, a afirmação “2* — 1 é múltiplo de 3” vale 


paran = 0,2,4,6,8,... ou seja, para todo n par. 


E93 Como o enunciado sugere, vamos dividir a 
pilha em duas: uma é a pilha de base quadrada 


ADFE, que tem mam balas. A outra é | 


uma pilha de base retangular; esta pilha pode ser 
dividida em (m — n) seções verticais iguais (por : 


exemplo, as seções triangulares IBC e HE'F?, 


cadaumacomil+2+3+..+n= a) 


las. Juntando tudo, o número total de balas é: 
n(n+DQn+D + (m-nNPAD = 
6 2 


n(n+1)[2n+1 o 
= +m-n 
2 3 


o n(n+D)(Gm-n+1) 
6 
Note que, sem = n, a conta dá 


n(n+D(2n+1) 
6 , 


como era de se esperar. 


MO! Tentemos demonstrar um fato mais geral: será 


que a proposição 


UM 


ba- | 


P(n):1 — a a hs 
2 3 4 


1 1 1 
+ +..+ 
n+1 n+2 2n 
é verdadeira para todo n natural positivo (em 
vez de apenas para n = 100)? Vejamos: 


Para n = 1, temos 1 — 


ND|m 


= > do lado esquerdo 


e - do lado direito. Então P(1) é verdadeira. 


Agora, suponha que P(k) é verdadeira para 
algum k natural positivo, isto é, suponha que: 


E E 1 1 
1- —+ + = 
2 3 4 2k-1 2k 
1 1 1 


= + +...+ 
k+1 k+2 2k 


1 
Então, somando — a ambos os la- 
2k+1 2k+2 
dos, ficamos com: 
1 a 11 1 1 J 1 1 = 
2 3 4 2k-1 2k 2k+1 2k+2 
1 1 1 1 1 


= t+ — 
k+1 k+2 2k 2k+1 2k+42 


Quase todos os termos do lado direito são 


; . ds 1 
desejados, mas precisamos eliminar o a eo 
+ 


não está como queremos. Entre- 


sinal do E 
2k+2 


tanto, podemos operar estes dois “termos pro- 
blemáticos” da seguinte forma: 


1 1 1 1 à 
k+1 2k+42 k+41 2) 2k+42 


Ou seja, a expressão do lado direito é: 


1 1 1 1 1 
+ +.et— + = 
k+1 [55 2k em) 2k+2 


1 1 1 1 
= + t+ + 
k+2 2k 2k+1) 2k+4+2 
Portanto, P(k + 1) é verdadeira. 

Finalmente, por indução, mostramos que P(n) é 
verdadeira para todo natural positivo, isto é, que 
111 1 1 

1 + a = 
2 3 4 2n-1 2n 
1 1 1 
+..+ 
n+1 n+42 2n 
para todo n positivo. Colocando agora n = 100, 
obtemos o resultado pedido no enunciado. 
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Capítulo 1 
VETORES 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 27 


BD 
Pa > 
0 x 
b) 
4y 
4 
B=(-1,3) 
2 
1 
4 > 
-2 1 0 1 2 x 
c) 
AZ 
3 
2 
1 
C=(2,-2,1)0 


Bom). 
b) (-2, -3), (3, -2) 
c) (1, 2, 2), (1, -2, -2) 


EB5 a) AB=(5) 
b) AB = (-4, -3) 
o) AB =(1,1,2) 


Ba a) B=(4) 
b)B=(2,3) 
9 B=(3,-1,3) 


E M=() 
b)M = (2, 4) 
c) M= GQ, 2, —1) 


16] aA=(-5),B=(4) 
b) A= (-4, 4), B= (5, 1) 
c) A= (4, 0, 3), B= (-2, 3, -3) 


<v 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 35 


: sim. 


E B=(2,3) 


b)B=(5,-1,3) 


BE DA=(4,4,8=(5,1) 


b) A= (4, 0, 3), B= (-2, 3, -3) 


- EI D=0,1 

É E (s,4,0),63,2,0) 

7 D6N (1,-1,4),(2,-3,5) 

E (2,0, 4), (2,2,-4), (0,0,0) 
| (2) 

É 9 (5,9,(1,1) 


MO! Quadrado. 


| Mm c=(2,0,-2,D=(2,1,-1) 

É HZ c=(4,1),D=(1,53) 

7 E A,-19,65,5) 

É HH B=(3,0),C=(2,2),D=(4,3) 


É MB B=(3,3,C=(0,2)0uB=(5,5), 


C=(0,8) 


É 6 B=(1,1),C=(3,-2),D=(6,2) 
É HZ (3, 4),(-5,-4) 

- 18! (6,9), (2,7) 

É 19! Demonstração. 


* o llmill =7 


393 


34 x=y=-1 2 


E PRA 


| 27 (8,0) 

| 22º Demonstração. 

º 23 (1,1,1) 

É 24 M=(6,0)0uM=(-2,0) 
| 25 Demonstração. 

) 26) k =-—1 

| 27 c=(449)o0uC=(1,1) 


28 P=(1,1,2) 


à 29 o) Ilvjll = vio 


8 
(3 


| BO 2, De(,?) 


2 


| BZ 0,-2)e(0,2) 


É BE, JDou(, ND 


2 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 53 


b) 1 

o 10 

d) 2 

E aM=2.+5, MN=1+a+b, 

2 4 

— a 52 mm 1 2% 
+ 7; = b 

MJ 5 abel ia 3 


b) g+f-e+d+c+b-a 


o Voo 


tar 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO MM c=(,23) 
Página 67 : 
: 22 vP=(2,6) 
8 16 
al [5 a mP=[2.6 jea-[s, 3) 
É 5) 9 
EM c=(15,-5) E x=4 
BE M=(19,-2) : 24 A=(8,8),B=(12,4)eC=(8,0)ou 


A=(-8,-8), B=(-12,-4)eC=(-8,0) 


4º (2,-1)e(6,3) 
25 a=-8eG=(-1,1,3) 
ES c=(-8,0)eD=(0,6) 


EM = 3,7=10 : EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
: Página 69 
7 [> 2) 
EH A 
EB 6=(2,2) 
BZ E 
12 1 : 
9º A=(11,0,-)ouA=|-=,, : 
33.3 E oD=(2=) 
Ho! a) sim. b) (3, 1) 
b) Não. o 5 e 24/61 
BM o-5 EE c 
ao A ES D 
12 o a 5) 
b)[-23 6 CS 445) 
7 T 7 : 
= ED 
PA. o>r=(0,2e 
PB : Ei E 
Q=(-16,-10) 
[9º B(8,0), C(11, 4), D(8, 8) e E(3, 8) 
40 80 10 
G=[ o 
4 E 5 )ou a: 
40 80 10 
(225) mm P=(903,9) 
15 X+ y=4 Hal B 
6 a) tqualquer BB 13 
b) nenhum : 
14 (3,7), (1,-3)e(3,1) 
MZ +-9 
5 A 
18 (3,6,-6 
( ) a 
16 ne 
9 x-o E 
10 : MZ a) 130km 
20 a=[8, 3) E 
3 b) (130%, 30º + arctg +) 


à VA: 394 


À 8 s+ 43 
º 9º 50 km/h 
| 20 P=(3,5,3)eAP=7 
É 27 100 km/h 


22 aax=-a-b-c-d+e+f 


bx=a+b+c+d+e+f+g 


BB K=4 


: 24 O vento sopra de 15º leste do sul. 


BH (3,-1,-10),(-6,5,13,(1,3,9e 


(4, -3, 3) 


| 26 x=-3,7=10 

| EE DE ((-3,3),(0,-5),(5, 1) 
| 28 G=(2,3) 

| 29 c=(15,-8) 

| Bo q 


Capítulo 2 
PRODUTOS DE VETORES 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 91 


o! 


b) O 
c) ab 


mos: 


b) 13 
c) O 
d) -12 
e) 6 
0 


É EBD AG, 8), B(I2, 4), C(8,0) e D(0,0) 


mos 


b) -705 
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ES] aax=1ex=4 


b) Não existe x. 
)xe 12,2 
d)xE R-[1,5] 


k=—1 


a) 60º 
b) 45º 
c) 45º 
d) 120º 


13 
a=-] oua=— 
5 


a) 10; (6, —8) 
b) 6; Q2, -+4, 4) 


Mo a 3 
b)3 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 106 


DE 

b) 6 

c) 2/5 
EZA (5,-1,3); 35 
E: 
Ea 25 (1,22) 
E 3 
E6) (2,-2,-3) 
7 | 3;5 
EH 1 
Pos 3 


Mo (26,1,11) 


mm OS sos 


2 1842 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 112 


HH 20 


EZ7 Opostos. 


[8º P=(-20,-20)ouP=(-8,-8) 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 116 


E: 
av 2 
E 1 
EM 242; 422;(7,15,-2) 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 130 


5 
=: 

2º D=(0,-7,0)0uD=(0,8,0) 
BB) q=20u0=-3 

EI 2 

Ea a=4 


6 Demonstração. 


LE 


395 


8. pai p= 
4 4 


E9) a=+10 


Ho! a) (0,1,0) 
b) 4 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 138 


Mm av,+v,-2v,=0 


b) 37v,+ 30v,+ v,— 85v, =0 


2 ak=-o0 


b) Impossível. 


Bº au 
b) LI 


Ba a1D 
b) LI 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 139 


EH av 
b) F 
e) IF 
d) V 
e V 
9 V 
9) V 
h) F 
D F 
DV 
kb V 
DF 
m)V 
n) F 
o) V 


EI c 
BIB 
EI c 
EB :B 
B6 E 


tar 


GABARITO 


mm c mm = : 56 au 
É : b) LI 
Es! A o 
BA x=110ux=-13 5Z a) Não há. 
Boa E = má b) 3/,- 2v,+ ,=0 
É 5 : 
mo! D EmA 58 c 
e E 59 6 
mm o : BZ w=0, 0) oui=[=5, 5) 
az! c a 60 B 
: B8 Fsb 
mB A eus 
39 a) Demonstração. 
EPI B e É 62 Demonstração. 
Demonstração. 
Hs! c ao as: o ç 
64 o=00ua=-2 
6 B am D 
4 qN2 
MZ c MZ E 65 Gosb E 
Po df 
8 c : MB E 66 c-[--5) 
ai É lá 67 120º; “42 
: 2 
o E : 45 B 
c D ; 
- E e Capítulo 3 
22 D az B GEOMETRIA ANALITICA 
| NO PLANO 
4 1 É E 
23 p= ey : 48 a) 48F E º 
E : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
24 c 1=[5:2) : Página 158 
25 A o E a) 4x +3y-17=0 
: BM (io, vier b)7x-y-37=0 
y 
Í É c) 5x-2y-25=0 
and | SO E d)x-2=0 
: eJy=1 
ai me f) 5x+77=0 
Ba “sa v-(0,-3, 3) ma ,-2 
mm c Em MM &-y-n=o 
Em A : 54 a) D(-4,4,2);0=6 : Ba x+y-5=0 
b)V=(c2,,7)ouV=(2,7,-1) : 
BT k=5 É EE 3x-y-5 
: 55 a)k=6 
82 x=9 b)k=1 ouk=-3 : 06) 2x-7y+25=0 


ré 396 


GABARITO 


[728] 3x-5y+8=0 15 3x+2y-9=0 É 16 a) x+y2-8x=0 
b)x2+y24+4x+2=0 
8! 4x-y=39 6 2,45 co) x2+y2+4x-4y+4=0 
: d)x2+y2 + 20x+ 10y+ 100 = 0 
Po) 3x+y-12=0 HZ (3,9e(03,-6) e)x2+y2-26x-2y+45=0€ 
Í , : x2+y2-2x-10y+21=0 
MO! 2)2x+37-23-0 RE) f) x2+y2+6x-67+9=0 
b)x+y-8=0 13 10) 47 
9) (1-3) "º=[55) e( 
x Mo! 45º e 135º : 
x=1+7t : 2 
am a) E a DA 
y=2+6t 1 É (x+14) +y? =| — 
: = a 
b) x=1+3 hx2+y2-2x+6y-10=0 
y=4+3t E pis! E 
2 É 
HZ 4x+3y-23=0 :* EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
: , E : Página 183 
sda si : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
42 : Página 177 : 3 a 
= Ra 
Do eixo dos y: 5-1 : 25 9 
BH «-12+(y-3)2-=1 E. Cy 
E 25 225 
, A 2 fis 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO EM (+= 6 Do 42 +2=16 
Página 167 : : c) 64x2 + 15y2 = 960 
DB wx+(y+3)2=4 d)x2+4y2=40u4x2+y2=4 
| e) 9x2 + 2572 = 225 
BE (x-12+(y+32=9 f) 9x2 + 2572 = 225 
EE »x+y-1 
BD w-D2+(y-5)2=4 E Bl a)x+4y2=100 
EE P=02, 0)ea=[o, 5] RR 
6! (x-1)2+(y-2)2=10 : 3 
EH K-=1ck-6 EM o (0,+6; 7:3/+32-0 
7 (x-32+(y-272=5 1 
7 b) (0, +2); —; y+8=0 
E y=5 ) (0, +2); ar 
—2)2 1)*=:2 E 
E EB (x-2)2+(y+1) o (0, 2; E ys6=0 
“aro 3 
E B=01,4) E (+32 +0-42=16 d) (243,0); a 3x+8/3=0 
8 ds MO! (1x+1)2+(y+1)2=20 5 2 +4y2=36 
2'2 
BE a+b=5 mm 2-2) Fé c 
ú É 2cos6 
1 2 25 ; 4/5 = ES x = 
ET) m=5en=-5 12 [ Rê ad | du a * Jcos?0+4sen?e 
: vs 2sen6 
Mm 4x-y=0 B E 3) * dlcos?0+4sen?g 
2'2 Í 
12 4(2+42) | RE 
: M4 a)(-1,2)eraio 1 : 40b? 
3! 4x+1=0 : b) (0, -1) e raio 1 : O S—s 
E : a +b 
na o=-5 Ra i MOD 


397 Ep tá 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 190 


b) 5y2- 9x2 = 36 
co) x2-y2=6 
d)x2-y2=-6 
e)x2-y2=50 
)x-4y2=8 

9) 9x2 — 16y2 = 20 
h)x2-4y2=-8 

i) 9x2- 16y2 = 20 
D x2-9y2=-9 

k) x2-9y2=9 


9x2-7y2 = 63 


EMO =) (4,0); Six=+5; V7xt37-0 
m 9 
3 


px=E=; 


b) (EV, 0); 
V2xt3y=0 
25. gas. 


q (e2y5, 0); DE; 
xt2y=0 


d) (0, +3); E p=aS; 2x+5y=0 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 196 


Mm y-sx 

2 a)y2=16x 
b)x2=-28y 
co) y2 = 12x 
d) x? = 20y 
e)y2=-6x 
f) 2x2=9y 
9) y? =-8x 
h)2x2+9y=0 
) 3922-4x=0 


j) y)-8x=00ux2+8y=0 


A: 


DB 2y2-9x=0;3x2+4y=0 : c) 


4 a) (5,0);10;x=-5 
b) (-6, 0); 12; x=-6 


d) (0, -9); 18;y=9 


3)3 
2 pe: 3= : 
e) (o e) Fi Acao o > 
21 21 
f : >; 16x-21=0 i d 
| 0) 27 16x ) 
: y 
E: 
6º Aretay-x=0€a parábola y2 = 4x. 
2 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO IM ; 
Página 207 E 7 4 x 
| a) : —2 
y e e) 
/ y 
2 


b) f) 


[as) 
N 
x 
I 
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9) mm A : Ba B 
Ya É 

2 y=-51-8 : B5 ov 

b) V 

3! B o F 


: RD 2x+2 m: ET 
R o E 5 V3x+y-2-03=0 | BZ A 


E 27 iMac o 


HZ B : B9 A 


dg 


ns s EMO «32 +y+22=5 
mo E ams 


zo c : Mc 


BT 2, Ve(,8) iso 
b)x+y-6=0 E 
Ma c 


22 ova 
as a 
mov 
cá b) F | 06 2 +y2-27-4=0 
: 9 V 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO | ar c 
Página 208 24 x-y+1=0 E 


x+y-5=0 A 


EH A 
25 E 


ED 
26! B 


EI c 
27 c 


4! aM=(12,8) 
b) P=(8, 6) i Bs D 


EE A | 29 À 


no BO A(-5, 0); B(O, -2); C(-1, 4) b=*/5 


w 


a ER 
Ho : BZ c | 56 c 
mm e = Epá EA 


: 15 É 
Mo E b)7x-97=0 im e 


399 Eh Cá 
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B 2 +(y-12= D 
59 EA e+gy-12=2 100 
60 c iz8! A Mot E 
; a 
e er5) - 79 3) 0=(7,7) 02 c 
2) 4 b) 10x km/h 
o3 c 
dê Bos 
o4 E 
63 E Bt B 
os E 
64 A 82 c 
06 c 
65 A 83 B 
oz s 
66 E 84 E 
67 E 85 av ê 
E 109 
E 
68 a) 5 eme 10 cm q) F 
b) 3x2+372-40x+100=0 Bó D mo s 
69 c 87 E a A 
zo A Bm =) v mm A 
É b)V 
71 c o E 3 c 
mm c Bo! B MA a)y=202-x 
23,17 
xy b)kcaar “Go 
BB o g-D2+y-22-=1 E 25+> 
0O<x<2el<y<3 115 ac=(2,2) 
b) x E DS b) 3 
IZ4! à) 97,5 92 D 116 x-3y+24=0 
y 
RP O PA 
) |x 2) “Us 16 193] h=2 unidades mz y=2x-1 
13 
E 94 (0,-3) pertence dele e [5. 5 )é m8 yx=8y 
exterior a ela. b)2m 
> 95! D mo E 
96 B zo D 
60/61 97 & ar a 
61 
8 3 
98 O -el5. 5) 122 D 
76 a)C=(6,8)eR=5 
b) 60º 99 PO=60cm 123 A 
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za D 


125 E 


Capítulo 4 


GEOMETRIA 
ANALÍTICA NO ESPAÇO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 240 


E a) 2x+4y+2+1=0 
b)x+2y-z+1=0 
EM 2x-y-z=0 


J3 
BB 0- arccos 2 


Ea p=6eg=-4 


ES x+y+72=6 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 245 


EM Na forma paramétrica: 


x=2+ 5 
y=t(tER) 
Zz=3-2t 


Na forma simétrica: 


Xx-2 2-3 
5 “a 


=t(tER) 


EM |[x=1+2: 
y 
z=2-3t 


y=2-2t (te R) 
z=—1+t 


ES pas 
pas (14 5 q 

3'3 
ES" 60º 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 250 


EH (x+2)2+y2+(2-1)2=16 
P2º c(2,3,-6)eraio8 

EE «-1 

E (1,20e(1,-2,2 


E5º a) €(0,0,0)e raio 2 
b) C(1,-1,0) e raio 3 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 255 


mm D 
EM E 


401 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 256 


ED 


D 


e) 


a) Demonstração. 


bx+y+2z=1 


y=23 


> 


a) (-4,8, -4) ou k(1,-2, 1); kE R 
b)x-2y+2z=0 


x+y+6z2=23 


5x + 2y+ 11z=48 


O 
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23 (3,-2,1) : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO mm, 
: Página 268 : 3 3 
24 D : 
: MD v6+8i ' EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
25 E ; b)2+2i : Página 271 
o) 7 +4i 
ma é 38 o 
[ 6 dA 
dá Po 955 o ga 
f) 6-i : d)1 
28 257 : ei 
E p=5eq-2 
29 A E Ms Emi. 
DB x=7ey=4 : 
Bo a á 
Í BS a 
Pa a) 23-14i : b) 
b) -10 + 10i 9 A+i 
Capítulo 5 o -9-12i : d)-i+1 
NUMEROS COMPLEXOS |: a Boi J1-3i 
6 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO e) 7+24i = = 
Página 263 Í ) 
5 z=1+iouz=1-i EO 
E ;-2 
| D60 a)z=3-4 
: 200 : É s as 
BM q =40ug'=-4 Es ' EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
b)p=3 0) 2 =-7-2i : Página 275 
d)(Z) =-7 - 24; 
BH p=4 | e) São iguais. [ET g|=V4=2 
EE =: A 
EE Mov? 
ES) x=1ey=7 : b) 5 
E 51, É 
BB v=-> É 
= =: tara . ade 
pet o d6 
EM ;=3ey-=7 É E. 
c) EAR 3 
Es x=2ey=1 34 34 : 
: d)1-5i : 
Po) a) 7=4-5i e)-5-2i BB z=2; 
b)Z=1+2i 
O) 7=-543i Po a 3+4i mo 2.2; 2 2, 
d)z=5i b) dg: Ee Es 
e) 7=3-i 25 25 b) Si; —/5i 
f) Z=-2 7 4. É 
O 425 695 o) 2442; 2 -2i 
MO! a) Demonstração. É ã 4 3, É D)1+i;1-i 
b) Demonstração. Í 55725! : )3-2i;3+2i 


à VA: 402 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO | - 2= NB coss send | 9 2º=512(1-48]) 


Página 279 
d)z'= 8(-1+13) 


Bm 2=2+7i e) 1 Efcosksisenã) 
z,=-8+3i Dao -s+8y3i 
Reis o 2.243 
a Aa E 2 =5120s2m 
Z,=— 31 É b) -2i 7 1 
: : Z7º'=—-—— 
Z=2 o 1-3 : 512 
ES = ER 
Z=5+2i : 2 E n-s 
Zo= 5 É E 
EE -- > (0 | jsenZE) EB 4 
ET | | 
ma pel cos pisendt 
2] 2 2 E DE n=3 
1,3 
Za Rss Ea z=cos" +isenZ Hoi E eb) 
pe 2 2 
+ t +++ > Ê : 
6 É Re : ' E j í x 
CR é : EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO O REMANSAR 
2, : Página 287 9 
ES ê 
ED 2,2-6055E Ba a) 2; 143 
Bº 12ua. 2 > py 42, in2 
eis 22 
; 3 6 i ã 
P4! a) x =-2. Uma reta paralela ao eixo; : C) 2; =1+43i; -1; =<i 
dos Im. : [52] a) 6 cis 270º 2 2 
b) y = -3. Uma reta paralela ao eixo ; b) 6 cis 210º E: [E 
dos Re. : c) 2 cis 180º É 
: d) 12 cis 60º : w? 
e) 12 cis 0º : 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 284 


EB à) z,.z,=18cis 110º 1 Re 
b) 2! = 2 cis 60º 
Z, 


Bm ayo=60"ouT 
3 o) z,- Z, = 18 cis 110º 


n 


b) 0=60º ou 5 d) £2 = cis 300º E a 
Ee »| SO E 
c) 8=120 ou — E : 5 + El, 
3 2 
d) 9=330º ou 1% EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 90 
3 Página 293 : 
Rn a E BO a) (2; -2) 
Ê «x Ê 
f) 6=90º ou 5 E z-cis; b) [24 v2i; 24 2i; -V2-V2i; 
: 87 | 3, Deal? 
BB 2=2[cosgsiseng] Zº =cis 3 ou zº = 2"2 , 2 2) 
asd 2,42, 2 N2, 
») 2=2[ cost risend 2) 2º =48-cis240º ou 2 =25(-1-48i) c) | de I; 4 i 
o z=3 gs qem Ba) 2-8 ad) Jo; —1: 1,3, Tê, 
2 2 : b)zº=-64 Í po Co DE 2 


403 E vá 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 304 


EE 2 
Im 4 
3 
= 0 3 he 
3 
b) 
Im 4 
0 1 9 Re 
c) 


e) 


2 izp=5 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
Página 306 


ED 
ED 
EIA 
Ba E 


EH E 


m 


404 


Z=+2+3i 
2 

1 

a) O 

b)- 

c) 50 - 50i 


A 


D 


(01+04+16)=21 


c 


D 


1-4iou 1 +4i 


a) tiN2 

b) V2-i ou -2+i 
B 

|z|=10 

a) Z= 42 +442i 
b)z= 5/3-5i 


a) Basta substituir x por 2 + 2i. 
b) 90º 


GABARITO 


o: 6 A 
: mm : 62 c 


mo 


: 64 A 


E 65 A 


O oeis 
2-2 
| 45 A=2 = 8 
| 46 D : [68 c 
ZA pass 
É É 2 2 
uso EE 
di EM x=150º 


| 50 A 7» 


IST A 


iss R=5 


BB av | > 
b) F 
d) Cc) V 


; b) 2=10cis27 
MA ; 


12 NE 
: 55 av : 


— — | oa E za 2h 
3-2-1,]012 b 4Re : o) V E 


al BS n=3 


e) V 


mA : 76 n=12 


e) : : 
NE Mo 


: 58 D Mo 


> [59 a) (-2, 2, -2i, 21) 79 a) 1; cis 120º; cis 240º 
: Nos ei : E 
b) Nos eixos coordenados E 33 


. b)—— u.a. 
: 60 Bl 4! ú 


pes E 
22 22 Po Q2 


405 Eh vá 
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BO v=(-1;0,1,i -i) | 99 E 6 m=N1ep=7 
em 1-v3i : 00 A EH 70 
82 E ot E : 8! p(w)=ax -ax-2a; EC” 
83! D oz c 9] aa=1eb=1 
b)a=36eb=54 
84 E : 03 D 
Ho 20 
ss n=[8- 2) a A 
2 2 É HM! somente all. 
|: 05 0 
B6 w=1203-40+12i HZ 0=2eb= 
706 6 unidades 
87 a)v B qe ea ate 
b) V : MOZ (5-2:;5+2)) 2 2 2 
V 
a M4 q=1;b=0ec=1 
d) F 
a 15 vp(0)=3;p(D)=2;p(2)=1 
Bs B Capítulo 6 art E nt) 
: POLINÔMIOS b) Demonstração. 
89 A 
EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : ; . 
90 Página 324 : EXERCICIOS DE FIXAÇÃO 
R : Página 328 
97 c 7 a Do3 grau. 
o de o 
b) Não é um polinômio. 
92 D o 
c) Do 8º grau. mo 
d) Do 4º grau. É 
Bm A e) Não é um polinômio. BB (9=2x+1 
E o f) Do 6º grau. É q(M)=x2-2x+1 
E ZpeRIg()=2 = 
E p+2 2 
6 a) F dá os 
b) V 
9V Pa a) 6 : 6º p=1eg=-10 
b) O E 
d)V ) 
o 35 : BZ a=3x-7 
r 4 i 
DZ a) 7]=23=3/2" : : 
Dá d)1-3i [8 p(=8-x-x+1ou 
b) |, -2]=2(32"-1) e) 8-5y2 plW)=83+22-x—1 
98 D Es 9 19 p()=2x+5x'+5x)+2x2+10x-8 


à VA: 406 


GABARITO 


Mo o 
MT m=10 
2! 24 
73! m9=5 


4 0Qu)=x+322-4;R()=0 


ba=0eb=-2 
ph 
5 p- 4 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 337 


MT vom =32+x+3;R()=4 
b) Q(x) = 2x) + 5x2 — 15x + 29; 


R(x) =—57 
o Q(M)=8-x+x8-20+2x2-2x+3; 
R(xX) = —4 


d)Q(x)=2x2+2x+1;R()=0 
BZ m=-8en=12 


EE o=5 


EE a--Deb=-7 


5! k=-42 


19º m+n+p=1 
HO a=10eb=-3 


mm ac=4 
b) 10 


2 mn=30 
3 0=-4eb=3 


Ma aa=2;b=-3;c=-8ed=-3 
b)a=3;b=-5;c=led=72 


15 p(X) = 2x) —- 4x3 — 2x2 + 4x 


6 o=1eb=o 
7 se isclat=o 
3 3 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 341 


BE po=G+NK-NDA-2) 
1-2 

3.2 

Dao 2,93e1-i 

ES q=4 

6 p= D+) D)=8-2-x—1 
E p=5eq-9 

EB p()=(K+ Dx 2x—1) 


ESE à) p()=(x+2)x-3)x— 6) 
b) p(x) = (x + 2)(x + 3)(x + 4)(x + 5) 


no oo-(05 [0-5 )[5-5)(8-5) 


407 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 347 


B se 3-7 


1 3 
b 23eb-4 
Ja=q-203e 2 


E a 
b) ti, Í, ; 2) 


BS a2 


1 


o 
Do 
| 

vWIa N|w 


2 a k=4 
b) k=10;1+13;1-13 


3! a) 27 
b)-3;1;9 


uu 
4 
5 a,(x-5x)+14x-14)=0; coma, £0 


tar 


GABARITO 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO : EXERCÍCIOS DE REVISÃO Ê 
Página 352 Página 361 E R)=x+2 


QM) =x8 4x0 4x4 4... +X24 


HE a) 1;2;3 MM c<-60uc>?2 
b) 4;5; 6 
o) 3:5;-2 mm 
d)1;1,-2;-3 


06 (02 + 04) 


e) —1;-2;-3 


R(9=x—1 


372 peças na 1º hora e 188 peças na 
2º hora 


iv BI] 


m+n=3 


a=1;b=3;c=2ed=2 


a=1;b=0ec=1 


=> E PRE a E 
A "a 


p=5eq=-3 


m 


> 
[o 


a) 1 


Ba 2;214+2; 1-2 b) P(x) = x ou P(x) =-x 


EE 1,3es 


EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO 
Página 360 


10 


E > 


ey 
Ss 
| 
as 
Mm 
= 


—- 


b) —1;3; — 


(09) 


q 
o) 1,3; — 
) 3 


ES Db Comp=-2eq=1 
x=1, x, 3; x, 1x, 3 


Õ 


Il) Comp=2eg=-1 


W|a 


> 


x=1,;x lix=] 


à VA: 408 


2=-1; = 


GABARITO 


46 a H)=2-2% 
b) 0<x<1 


m 


Domf =]-2, 1[UJ, +o[ 


:B= gg 
3 3 3 


ey 
no 
> 
N 


R(9) = 30 


E seda 


6 


m 


a) 6 paralelepípedos 
b) 345 


63 0 


a) F 
b) F 
c) F 
d) V 
e) F 


a) R(x) = 15 


b) Demonstração. 


pes] 


D 


a) Demonstração. 


b) Demonstração. 


a) p(2)=0 
b) Demonstração. 


c) Demonstração. 


a) 3 


b) (1 242) 


A 


409 


85 m=6;1+i1-i 
B6 (1;-i;i) 


87 a) d=10 
b) [2; +45! 


88! (2; -1+2i] 
Bo D 


90 a)k=10 
b)1+2i;1-2i 


91 B 
92 E 
93! D 
94 E 
95 A 
96 A 
97 c 
98 a)F 

b) V 

co) F 

a) v 
9 D 
oo D 


101 a) Demonstração. 


Es 


GABARITO 


> 


Demonstração. As outras raízes são: 


-je2+i. 


= 


49 (01 + 16 + 32) 


a) V 
b) F 
co F 


1+2; são da 1º equação e -3 e 5 são 
da 2º equação 


k=-8 
x=5eas outras raízes são RE 
a)y)+6y+2=0 
2+2722-8=0 
b)2=4/2; 2,=42 | e ) 
a BfS-) 


410 


BZ B 


138 0=b-=1 
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a) (-1;1,;3) 


b)a=-3eb=-1 


a)m=1 


b) (x + (x— Dx +2Xx—2) 
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156 a) a=cosiT +iseniT 


59 E 


160 a) 2=2+3i 
b) (1:2;1+2i;1-2i) 
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162 a) [0; +33) 
b) Q() = R(9) = 2x 


163 a) (0;-2;2) 
b) (1;3;5) 
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2 10 Demonstração. 
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